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От редакции

Данный выпуск Чебышевского сборника посвящен выдающемуся советскому
математику, академику АН СССР, доктору физико-математических наук,

профессору
Юрию Владимировичу Линнику.

Сборник открывается статьёй о жизни и научной деятельности
Юрия Владимировича Линника.
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8 И. А. Ибрагимов, Б. З. Мороз

The article is devoted to the life and scientific activity of the outstanding Soviet mathe-
matician, academician of the USSR Academy of Sciences, doctor of physics and mathematics,
Professor Yuri Vladimirovich Linnik.

Keywords: Yuri Vladimirovich Linnik.

Bibliography: 9 titles.

For citation:

I. A. Ibragimov, B. Z. Moroz, 2018, "On the life and work of Yuri Vladimirovich Linnik" ,
Chebyshevskii sbornik, vol. 19, no. 3, pp. 7–19.

1.

Блестящий математик и замечательный широко образованный человек, Юрий Владими-
рович Линник (1915–1972) был ярким представителем петербургской школы теории чисел.
В юности на него оказали некоторое влияние петербургские математики Борис Алексеевич
Венков (1900–1962) и Владимир Абрамович Тартаковский (1901–1973), но он рано нашёл свою
дорогу, став доктором физико-математических наук уже в 1940-м году.

Остановимся на некоторых этапах его жизненного пути (ср. [3]). Ю. В. Линник родился
8 января 1915 г. в городе Белая Церковь. Его родители — Владимир Павлович и Мария Абра-
мовна Линник были учителями. В. П. Линник (1889–1984), отец Юрия Владимировича, стал
впоследствии известным физиком ("телескоп Линника") и был избран академиком АН СССР.

В 1932 г., возможно, под влиянием своего отца, Юрий Владимирович поступил на физи-
ческий факультет Ленинградского университета, но по окончании третьего курса, "чувствуя
неодолимое влечение к высшей арифметике" (как он писал в своей автобиографии), перешёл
на математико-механический факультет ЛГУ, который и закончил в 1938 г.

Военные годы не обошли Ю. В. Линника. В 1939 г. он был призван в Красную Армию и
зимой 1939–1940 гг. принимал участие в войне с Финляндией в качестве командира артил-
лерийского взвода (Юрий Владимирович всегда называл эту войну несправедливой в своих
разговорах с И. А.). В июле 1941 г. он заболел дистрофией, был демобилизован и эвакуирован
в Казань, где тогда располагался МИАН (стоит ещё раз упомянуть, что между двумя война-
ми, в 1940 г., Юрий Владимирович защитил кандидатскую диссертацию по теории чисел, за
которую ему сразу была присуждена степень доктора физико-математических наук).

Ю. В. Линник вернулся в Ленинград в 1945 г., где до конца своих дней работал в ЛОМИ
(:= Ленинградское отделение МИАН) и в Ленинградском университете.

В ЛОМИ работал семинар по теории чисел под руководством Юрия Владимировича. Этот
семинар посещали, в частности, А. Н. Андрианов, А. И. Виноградов, Е. П. Голубева, А. Ф. Ива-
нов, А. В. Малышев, Б. З. Мороз, Б. Ф. Скубенко, О. М. Фоменко, В. М. Цветков и Н. Г. Чу-
даков. Николай Григорьевич Чудаков (1904–1986) приехал в Ленинград из Саратова по при-
глашению Ю. В. Линника и проработал в ЛОМИ около десяти лет.

Ю. В. Линник создал и возглавил лабораторию статистических методов в ЛОМИ и кафед-
ру теории вероятностей и математической статистики на математико-механическом факульте-
те ЛГУ (заведование последней он позднее передал В. В. Петрову). Мы точно не знаем, когда
был организован вероятностный семинар Ю. В. Линника. Когда И. А. начал посещать этот
семинар осенью 1953 г., среди его участников были Н. Н. Воробьёв, Н. А. Сапогов, О. В. Сар-
манов, В. П. Скитович (незадолго до этого доказавший знаменитую "теорему Скитовича —
Дармуа").

Юрий Владимирович уделял большое внимание преподавательской деятельности, обще-
нию с молодыми математиками. В ЛГУ он читал лишь вероятностые курсы – теорию случай-
ных процессов (позднее Юрий Владимирович поручил читать этот курс И. А.), курс теории
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вероятностей для механиков (почему-то он больше любил читать этот курс механикам, чем
математикам), математическую статистику. Этот последний курс он особенно любил и читал
его каждый год вплоть до своей кончины (Б. З. познакомился с Юрием Владимировичем
после первого часа одной из лекций по математической статистике). В течение некоторого
времени в ЛОМИ работал учебный семинар, организованный по инициативе (и с участием)
Юрия Владимировича, целью которого было, разобраться в новейших работах по алгебраи-
ческой геометрии. К сожалению, достичь этой цели участникам семинара не удалось. Начав
с учебников по комбинаторной топологии, мы (Б. З. был одним из участников этого семи-
нара) добрались до теории пучков, но не до схем Гротендика. Ю. В. Линник нашёл однако
применение теории функций многих комплексных переменных и, в частности, теории пучков
в математической статистике.

Когда в 60-х годах очередной административный приказ запретил сотрудникам Академии
Наук совместительство в вузах, вплоть до отмены этого нелепого запрета, в течение 2-х лет,
Юрий Владимирович преподавал бесплатно.

В середине 50-х годов начинают восстанавливаться связи советских математиков с зару-
бежными коллегами. К этому времени относится первый визит Ю. В. Линника за границу, в
Индию. Юрий Владимирович всегда придавал большое значение личным контактам между
учёными разных стран (позднее, в 60-е годы, на заседании семинара по теории чисел, он как-
то, говоря о зарубежных математиках, между прочим, сказал: "Они не умнее нас, но у них —
связь со всем миром"). Тесные, порою дружеские отношения установились у него со многими
крупнейшими специалистами по теории чисел и теории вероятностей.

Ю. В. Линник был первым президентом Ленинградского математического общества (1959–
1965).

Заслуги Ю. В. Линника были высоко оценены. Он был избран членом-корреспондентом
АН СССР в 1954 г. и академиком в 1963 г. В 1947 г. ему была присуждена Государственная
премия за работы по аналитической теории чисел, а в 1970 г. — Ленинская премия (совместно
с И. А. Ибрагимовым, Ю. В. Прохоровым иЮ. А. Розановым) за работу по предельным теоре-
мам теории вероятностей. В 1970 г. он был удостоен звания Героя Социалистического Труда.
В 1962 г. Ю. В. Линник был приглашённым докладчиком на Международном Математическом
Конгрессе в Стокгольме; в докладе на этом конгрессе Юрий Владимирович сформулировал
свою знаменитую, до сих пор не доказанную гипотезу о суммах сумм Клоостермана. Многие
университеты, академии, научные общества избрали Ю. В. Линника своим почётным членом.

Юрий Владимирович был очень ярким, разносторонне одарённом человеком. Он свободно
владел многими языками и писал стихи на русском, французском и немецком языках. Имел
обширнейшие познания в литературе и истории, особенно военной. Живо интересовался по-
литическими событиями. Приведём одну из любимых шуток Юрия Владимировича.

Теорема. Генеральная линия партии — прямая.

Доказательство. Действительно, она вся состоит из точек перегиба.

Однако главным делом жизни Ю. В. Линника, которому он отдавался весь, отдавался
страстно, темпераментно, было научное творчество. Трудолюбие его было необычайно, но
труд этот был источником радости. Юрий Владимирович всегда любил ту работу, которой он
был занят в данный момент и почти по-детски гордился, даже чуть-чуть хвастался своими
достижениями данного момента. То, что уже было сделано, волновало его мало. При встрече
Юрий Владимирович немедленно начинал рассказывать вам, какую замечательную вещь он
сейчас придумал, лучшую в своей жизни. Иногда собеседник припоминал, что, кажется, луч-
шую в своей жизни вещь Юрий Владимирович сделал три дня назад. Юрий Владимирович
искренне недоумевал: "О чём это Вы? Ах, это... Ну, это пустяки. Вот то, что я сейчас сделал,
вот это да". К Ю. В. Линнику, как нельзя лучше, подходят слова Ф. Клейна: "И всё-таки
тайна продвижения вперёд лежит в наивном творчестве, возникающем из чистой радости



10 И. А. Ибрагимов, Б. З. Мороз

того дела, к которому толкает творцов их мысль". Читая работы Ю.В. Линника, видишь в
них те "орудия первооткрывателей" , в которых Г. Вейль отказал Ф. Клейну — "изощрённую
тонкость математической мысли, головоломные трюки, позволяющие доказывать результаты,
ещё определённо не созревшие для того, чтобы можно было уяснить их исходные принципы"
(Г. Вейль, Феликс Клейн и современная математика. Избранные труды, М., Наука, 1984).

Скончался Юрий Владимирович Линник 30 июня 1972 года от инфаркта миокарда. Более
46-и лет отделяют нас от того знойного июньского дня, когда он ушёл из жизни. Оглядываясь
назад, мы видим, сколь многим обязаныЮ. В. Линнику математики Ленинграда, круг же тех,
на кого повлияли его идеи, созданные им методы исследования, много шире непосредственного
круга его учеников и сотрудников.

2.

Вот что пишет о нашем учителе Аскольд Иванович Виноградов (1929–2005), один из луч-
ших учеников и коллег Юрия Владимировича [2]:

"Всё творчество Ю. В. Линника в области теории чисел можно разбить на несколько
периодов, в каждом из которых он интересовался определённым кругом проблем.

Самый первый юношеский интерес его связан с задачей представления целого числа тер-
нарной квадратичной формой определённого типа. Здесь сказалось влияние проф. Б. А. Вен-
кова, который читал тогда в ЛГУ курс теории чисел, и личные интересы которого лежали в
этой области, восходящей ещё к Гауссу.

Затем его интересы начали смещаться в сторону кругового метода Харди — Литтльвуда и
метода тригонометрических сумм И. М. Виноградова.

В 1940 г. он заинтересовался гипотезой И. М. Виноградова о наименьшем невычете, став-
шей в дальнейшем одной из любимых его проблем, над которой он размышлял до конца жизни.
В 1941 г. он публикует заметку в Докладах Академии наук СССР, где доказвает, что гипотеза
И. М. Виноградова верна для всех модулей, кроме, быть может, ограниченного множества.
Эта статья называлась большое решето, и её ждала блестящая судьба. Проблемы, которые
были заключены в этой статье, породили целое научное направление, и к настоящему времени
оно является ведущим в теории чисел, давшим сотни научных статей и десятки книг во всём
мире. Идеи этой статьи позволили доказать в середине 60-х годов арифметический аналог
расширенной гипотезы Римана (РГР), а так как с РГР связан почти необозримый круг про-
блем в теории чисел, то становится понятным, почему так необычна судьба этой маленькой
заметки.

В военные годы Ю. В. Линник публикует ряд глубоких работ по методу И. М. Вино-
градова, где связывает этот метод с 𝑝-адической арифметикой локальных полей и получает
оценку полиномиальной суммы Г. Вейля с понижающей степенью 1/𝑛2 log 𝑛, где 𝑛 — степень
полинома. Эти идеи получили дальнейшее развитие в работах А. А. Карацубы.

В эти же годы Юрий Владимирович изучает теорию 𝐿-рядов Дирихле и начинает срав-
нивать метод 𝐿-рядов с методом И. М. Виноградова. Он пытался в это время ответить на
вопрос, можно ли получить оценку И. М. Виноградова для сумм по простым числам с помо-
щью плотностных теорем для 𝐿-рядов. Такая постановка вопроса оказалась в высшей степени
плодотворной. Она позволила ему создать новые методы как в мультипликативной, так и в
аддитивной теории чисел. Эти поиски привели его в 1944 г. к ныне знаменитой теореме о
наименьшем простом в арифметической прогрессии. В серии этих исследований он создал но-
вый плотностной метод в 𝑑-аспекте, который потом усиленно развивался как у нас, так и за
рубежом. Вышло в свет много работ, в которых авторы пытались снизить константу Линника
(показатель степени модуля 𝑑, которого не превосходит минимальное простое).

Эта теорема Ю. В. Линника свидетельствует о благотворном влиянии метода И. М. Ви-
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ноградова на мультипликативную теорию чисел. Но уже в 1946 г. Юрий Владимирович по-
нял, что существует и обратная связь. К этому времени ему удалось доказать, что оценка
И. М. Виноградова для простых чисел действительно может быть получена методом плот-
ностных теорем. Это позволило ему дать новое доказательство знаменитой теоремы Виногра-
дова — Гольдбаха о трёх простых. Тем самым он обогатил методы аддитивной теории чисел
за счёт идей, заимствованных из мультипликативной теории чисел.

В этой серии работ Линник развил плотностной метод 𝐿-рядов в 𝑡-аспекте. Отметим, что
𝑡- и 𝑑-аспекты, развитые Ю. В. Линником в теории 𝐿-рядов, различны по своей природе.
Первый аспект касается аналитической природы 𝐿-функций Дирихле, так как 𝑡 — это мнимая
часть аналитического параметра 𝑠. Второй аспект связан с арифметической природой 𝐿-рядов,
так как 𝑑 — это модуль характера Дирихле. Оба эти аспекты успешно развивались многими
авторами, но шли параллельно друг другу, пока, наконец, в начале 70-х годов не объединились
под шапкой "большого решета" в интерпретации Х. Монтгомери.

Надо отметить, что на военные годы (1943 г.) падает и его знаменитое элементарное ре-
шение проблемы Варинга, ставшее широко известным благодаря книге А. Я. Хинчина "Три
жемчужины теории чисел".

В конце 40-х — начале 50-х годов Ю. В. Линник много размышлял над бинарной пробле-
мой Гольдбаха. Он обнаружил, что круговой метод вместе с РГР не достаёт до этой проблемы.
Не хватало совсем немного — последовательности логарифмической плотности. Эти размыш-
ления породили серию работ. Отметим две из них, которые являются итоговыми: "Некоторые
условные теоремы, касающиеся бинарной проблемы Гольдбаха" (1952 г.) и "Складывание
простых чисел со степенями одного и того же числа" (1953 г.).

В середине 50-х годов Юрий Владимирович снова возвращается к своим юношеским увле-
чениям тернарными формами. Он продолжает и развивает свои довоенные идеи. Главным
отличием этих исследований от довоенных является их эргодический харатер. В это время
его интересует не только общее количество целых точек на всей сфере, но и распределение их
на отдельных кусках её. В этой серии работ ему удалось установить фундаментальный факт
— равномерность распределения целых точек на сфере (совместно с А. В. Малышевым). Ито-
говым трудом этого цикла является его работа "Асимптотико-геометрические и эргодические
свойства множества целых точек на сфере" (1957 г.).

В это же время он обдумывал и проблему распределения целых точек на гиперболоидах.
Эта задача тесно связана с арифметикой бинарных квадратичных форм. Если взять класс
таких форм с фиксированным дискриминантом, а коэффициенты этих форм трактовать как
свободные параметры, то мы получим гиперболоид. Если ограничиться только приведёнными
формами, то гауссовские условия приведения вырежут на гиперболоиде некомпактную об-
ласть приведения. Число целых точек в этой области будет совпадать с числом различных
форм с одним и тем же дискриминантом. Естественно поставить вопрос о том, сколько будет
целых точек в некоторой части области приведения. Это аналог вопроса о целых точках на
кусках сферы. Но если там можно было рассматривать сферу в обычном евклидовом про-
странстве, то здесь евклидова геометрия уже не работает. Нужно погрузить гиперболоид в
неевклидово пространство и воспользоваться метрикой Лобачевского. Сама идея перехода к
неевклидовой метрике была высказана Б. А. Венковым в 1951 г. Ю. В. Линник существенно
развил её и дополнил. Отметим, что в этом направлении существует принципиальная разница
между случаями двуполостного и однополостного гиперболоидов.

Первый случай отвечает положительно определённым бинарным квадратичным формам,
или, другими словами, мнимым квадратичным полям.

Второй — неопределённым формам, или вещественным квадратичным полям. Принципи-
альную разницу вносит имеющая бесконечный порядок единица вещественного поля, которой
нет в мнимых полях. Сам Юрий Владимирович исследовал эргодические свойства двуполост-
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ного гиперболоида, а его ученик Б. Ф. Скубенко — однополостного. Отметим главную работу
этой серии "Асимптотическое распределение приведённых бинарных квадратичных форм в
связи с геометрией Лобачевского" (1955 г.).

В конце 50-х — начале 60-х годов Ю. В. Линник создаёт новый, дисперсионный метод
в теории чисел. В 1960 г. он решил этим методом известную проблему Харди — Литтльву-
да о представимости каждого целого числа суммой простого и двух квадратов. Суть этого
метода кратко в следующем. Чаще всего мы не можем вычислить асимптотику арифметиче-
ской функции в прогрессии с большим модулем. Но иногда возникает возможность вычислить
дисперсию этой суммы по всем большим модулям. Юрий Владимирович заметил, что этого
достаточно для многих проблем и, в частности, для проблемы Харди — Литтльвуда. Именно
поэтому метод и был назван дисперсионным, хотя с вероятностными методами, по существу,
нет никакой связи. Идеи этого метода были изложены им в серии работ конца 50-х — начала
60-х годов. Полное представление об этом методе можно получить, прочитав его монографию
"Дисперсионный метод в бинарных аддитивных задачах" (1961 г.). С этого времени и до конца
жизни он несколько раз возвращался к этому методу, развивая и дополняя его.

В середине 60-х годов Ю. В. Линник в третий раз вернулся к проблематике тернарных
форм. На этот раз толчком к этому послужила короткая заметка в Докладах Академии наук
СССР "Гиперэллиптические кривые и наименьший простой квадратичный вычет" (1966 г.).
В ней было показано, что этот вычет имеет порядок корня 4-й степени из модуля. Это суще-
ственно упрощало всю теорию тернарных форм, развитую Ю. В. Линником в двух предыду-
щих периодах. В то время сильно сказывалась "нехватка" малых простых вычетов. Тогда не
удавалось показать, что они лежат ниже корня квадратного из модуля. Это обстоятельство
усложнило метод и сделало его громоздким в техническом отношении, так как приходилось
"обходить" большие вычеты. После заметки 1966 г. эти сложности обхода пропали. Теория
стала прозрачной и красивой. Юрий Владимирович изложил её в монографии "Эргодические
свойства алгебраических числовых полей" (1967 г.). В это же время он обнаружил эргоди-
ческие свойства дисперсионного метода. Это сочетание геометрии с дисперсионным методом
породило серию работ, выполненных совместно с Б. М. Бредихиным. Отметим главную из них
"Асимптотика и эргодические свойства решений обобщённого уравнения Харди — Литтльву-
да" (1967 г.), где эти идеи изложены наиболее подробно.

В конце жизни он понял, что с помощью дисперсионного метода можно получить эле-
ментарное доказательство теоремы Виноградова — Гольдбаха о трёх простых. Эта находка
изложена в его последней работе по теории чисел "Новый метод в аналитической теории чи-
сел" совместно с Б. М. Бредихиным, которая вышла после его смерти, в 1974 г., в сборнике
"Актуальные проблемы аналитической теории чисел" .

Сейчас ясно, что теоретико-числовые работы Ю. В. Линника во многом определили лицо
современной теории чисел, особенно той её части, которая касается 𝐿-рядов и плотностных
методов."

Эти строки были написаны 13 лет назад. Юрий Владимирович Линник по-прежнему оста-
ётся одним из самых цитируемых ленинградских математиков.

3.

В 1947 г. вышла в свет первая работа Ю. В. Линника по теории вероятностей. С этого
времени, не прекращая интенсивных и весьма плодоворных исследований по теории чисел,
Юрий Владимирович не менее активно работал в теории вероятностей и статистике. Одна-
жды И. А. спросил Юрия Владимировича, почему он начал работать в теории вероятностей.
Отвечая, Ю. В. Линник сказал, что определённую роль тут сыграл А. Я. Хинчин, убеждавший
его, что работать нужно по крайней мере в двух разных областях и что такой дополнитель-
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ной областью могла бы быть теория вероятностей. Были, по-видимому, и другие причины.
Ю. В. Линник был выдающимся аналитиком, которого привлекали трудные аналитические
проблемы теории чисел и теории вероятностей.

Петербург—Петроград—Ленинград всегда был выдающимся центром исследований в об-
ласти теории вероятностей. Достаточно заметить, что здесь работали, сменяя друг друга,
П. Л. Чебышев, А. А. Марков, А. М. Ляпунов, С. Н. Бернштейн. Однако в военные и после-
военные годы, хотя в Ленинграде и работали прекрасные специалисты, ученики С. Н. Берн-
штейна, Н. А. Сапогов и О. В. Сарманов, организованная деятельность в области теории
вероятностей как научная, так и образовательная, практически прекратилась. Можно смело
сказать, что Петербургская—Ленинградская школа теории вероятностей была заново воссо-
здана Ю. В. Линником. Как отмечалось выше, им была создана кафедра теории вероятностей
и математической статистики в Ленинградском университете, лаборатория статистических
методов в ЛОМИ, заработал постоянный городской семинар по теории вероятностей (рабо-
та его продолжается и по сей день), появились молодые учёные, сперва ученики Линника, а
потом и ученики его учеников.

Перечислим вкратце основные циклы работ Юрия Владимировича по теории вероятно-
стей и статистике, остановившись более подробно на работах по теории больших уклонений и
арифметике законов распределения (здесь мы следуем [3]).

3.1. Предельные теоремы для сумм независимых случайных величин.

Изучение предельного поведения распределений сумм

𝜉 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗

независимых случайных величин 𝜉𝑗 при 𝑛→ ∞ есть классический сюжет теории вероятностей.
Допустим, что все 𝜉𝑗 имеют одинаковое распределение, конечное среднее 𝑎 = E𝜉𝑗 и дисперсию
𝜎2 = D𝜉𝑗 . Пусть

𝑍𝑛 =
1

𝜎𝑛1/2

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝜉𝑗 − 𝑎)

и

Φ(𝑥) =
1

(2𝜋)1/2

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒−𝑢2/2𝑑𝑢.

В силу центральной предельной теоремы (в данном случае теоремы П. Леви)

P(𝑍𝑛 < 𝑥) → Φ(𝑥) и P(𝑍𝑛 ≥ 𝑥) → 1 − Φ(𝑥) при 𝑛→ ∞. (1)

Более того, если вдобавок E|𝜉𝑗 |3 < ∞, то (теорема Ессена !) разность между допредельным
и предельным выражениями в (1) есть 𝑂(𝑛−1/2). Однако в целом ряде задач математической
статистики и в ряде разделов современной теории вероятностей во многих случаях требу-
ется знать поведение левых частей в (1) при бо́льших 𝑥 (т.е. при 𝑥 → ∞ вместе с 𝑛). Такие
задачи называют задачами о вероятностях больших уклонений. Классические предельные тео-
ремы (1) практически не дают никакой полезной информации, поскольку с ростом 𝑥 функция
1−Φ(𝑥) убывает, как 𝑒−𝑥2

. Определённый выход из этого положения приносит теорема Г. Кра-
мера, опубликованная в 1938 г. По воспоминаниям И. А. первый интерес Ю. В. Линника к
задачам о вероятностях больших уклонений был связан с желанием понять, насколько необ-
ходимо в теореме Крамера весьма ограничительное условие

E exp(𝑎|𝜉𝑗 |) <∞ для какого-нибудь положительного числа a. (𝐶)
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В определённом смысле до работ Ю. В. Линника в том, что касается поведения вероятностей
больших уклонений для сумм независимых случайных величин, практически ничего, кроме
теоремы Крамера не было (т.е. были, разумеется, различные обобщения теоремы Крамера,
распространение этой теоремы на неодинаково распределённые слагаемые и т.д., но все они
имели ту же структуру и существенно использовали условие (𝐶)). Ю. В. Линник получил
ряд новых предельных теорем. Мы приведём две самые простые по формулировке и очень
красивые теоремы.

Теорема 1. Пусть для любого 𝛼 < 1/2

P(𝑍𝑛 > 𝑥)

1 − Φ(𝑥)
→ 1 и

P(𝑍𝑛 < −𝑥)

Φ(−𝑥)
→ 1 при 𝑛→ ∞ (2)

равномерно в интервале 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛𝛼. Тогда случайные величины 𝜉𝑗 нормальны.

Теорема 2. Пусть монотонно возрастающая функция 𝜌(𝑛) → ∞. Если 𝛼 < 1/6 и
соотношение (2) выполняется равномерно в интервале 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛𝛼𝜌(𝑛), то

E|𝜉𝑗 |4𝛼(2𝛼+1)−1
<∞. (3)

Более того, условие (3) достаточно для выполнения (2) равномерно в интервале 0 ≤ 𝑥 ≤
≤ 𝑛𝛼𝜌(𝑛)−1 . Если 1/6 ≤ 𝛼 < 1/2, рассмотрим последовательность

{ 𝑠+ 1

2(𝑠+ 3)
| 𝑠 ∈ N}.

Пусть
𝑠+ 1

2(𝑠+ 3)
≤ 𝛼 <

𝑠+ 2

2(𝑠+ 4)
.

Если соотношение (2) выполняется равномерно в интервале 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛𝛼𝜌(𝑛), то
выполнено (3) , и все моменты E|𝜉𝑗 |𝑘 при 𝑘 ≤ 𝑠+ 3 совпадают с моментами закона Гаусса.

В последующих работах (С. В. Нагаев, Л. В. Осипов) удалось заменить 𝜌(𝑛) на 1.

3.2. Предельные теоремы для неоднородной цепи Маркова.

Проблема, заинтересовавшая Ю. В. Линника, восходит к исследованиям А. А. Маркова
начала двадцатого века. В работе 1910 г. Марков рассматривает последовательность случай-
ных величин {𝑋𝑗}, связанных в неоднородную цепь Маркова с вероятностями перехода 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 и
конечным числом состояний. Марков доказал, что если

𝛼(𝑛) = inf
𝑖𝑗
𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 ≥ 𝛼0 > 0,

а число состояний равно двум, то к последовательности {𝑋𝑗} применима центральная пре-
дельная теорема (ЦПТ). Трудную задачу о применимости ЦПТ при нарушении его условий
Марков оставил будущим исследователям.

Задача Маркова чрезвычайно заинтересовала С. Н. Бернштейна, который посвятил ей
серию работ 20-30-х годов. Основной вопрос, рассмотренный в этих работах, сводится к сле-
дующему: может ли 𝛼(𝑛) стремиться к нулю и если да, то как быстро? Пусть, например,
𝛼(𝑛) ≥ 𝑛−𝛽 . При каких показателях 𝛽 выполняется ЦПТ? С. Н. Бернштейн показал, что
условие 𝛽 ≤ 1/3 необходимо. В серии работ 20-х годов С. Н. Бернштейн постепенно увеличи-
вал показатель 𝛽: 1/7, 1/5,..., доведя его в итоге до 𝛽 ≤ 1/3.
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В перечисленных исследованиях всё время предполагалось, что число состояний равно
двум, и это предположение было существенным. Проблема заключалась в том, что для цепей
с бóльшим числом состояний не удавалось доказать, что дисперсия сумм

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗

с ростом 𝑛 растёт достаточно быстро. Вообще при изучении предельных распределений для
сумм зависимых величин анализ роста дисперсии и по сю пору — один из труднейших и важ-
нейших аспектов проблемы. Лишь в 1936 г. С. Н. Бернштейн, создав новый метод исследования
цепей Маркова ("метод сечений"), установил точные нижние границы дисперсии

𝐵2
𝑛 = D

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 .

В 1949 г. Ю. В. Линник после глубокого обобщения метода сечений Бернштейна смог для цепей
с произвольным конечным множеством состояний доказать достаточность условия 𝛽 ≤ 1/3.
Тем самым 40-летняя история исследования задачи Маркова в определённом смысле завер-
шилась.

3.3. Арифметика законов распределения.

Пусть 𝑋 — случайная величина с функцией распределения 𝐹 . Зададимся вопросом, когда
𝑋 можно представить в виде суммы двух нетривиальных независимых случайных величин:
𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2. Так как функция распределения 𝐹 есть свертка функций распределения 𝐹1 и
𝐹2 слагаемых 𝑋1 и 𝑋2, задаче можно придать следующую форму. Когда функцию распреде-
ления 𝐹 можно представить в виде "произведения"𝐹 = 𝐹1 *𝐹2 и каковы свойства множителей
𝐹1, 𝐹2? Так как свертке 𝐹1 и 𝐹2 соответствует произведение их характеристических функций
𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡), то исходный вопрос эквивалентен следующему. Когда характеристическую функ-
цию 𝑓(𝑡) распределения 𝐹 можно представить в виде произведения𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡) и каковы
свойства компонент 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡)?

В 1936-м Г. Крамер доказал, что компоненты разложения 𝐹1 и 𝐹2 закона Гаусса 𝐹 необ-
ходимо являются законами Гаусса, а годом позже Д. А. Райков доказал сходную теорему о
распределениях Пуассона: компоненты разложения 𝐹1 и 𝐹2 закона Пуассона 𝐹 необходимо
являются законами Пуассона. Множество 𝐼 всех вероятностных распределений на прямой
образуют полугруппу относительно операции свертки. Пусть 𝐹 ∈ 𝐼; естественно назвать 𝐹
простым элементом полугруппы 𝐼, если его нельзя представить в виде 𝐹 = 𝐹1 * 𝐹2 с нетри-
виальными 𝐹1, 𝐹2 из 𝐼. Обозначим через 𝐼0 подмножество вероятностных распределений, не
имеющих простых делителей. Из теорем Г. Крамера и Д. А. Райкова следует, что множество
𝐼0 не пусто. По теореме А. Я. Хинчина (1937 г.), любой элемент 𝐹 полугруппы 𝐼 представим
в виде

𝐹 = 𝐹0 * 𝐹1 * 𝐹2 * ...,

где 𝐹0 ∈ 𝐼0, а 𝐹1, 𝐹2, ... суть простые множители. Более того, А. Я. Хинчин доказал, что
элементы множества 𝐼0 безграничны делимы. В частности, если 𝐹 ∈ 𝐼0, то характеристическая
функция 𝑓(𝑡) распределения 𝐹 представима в виде

𝑓(𝑡) = exp[𝑖𝛼𝑡− 1

2
𝜎2𝑡2 +

∫︁ ∞

−∞
(𝑒𝑖𝑡𝑢 − 1 − 𝑖𝑡𝑢

1 + 𝑢2
)𝑑𝐺(𝑢)], (4)

где {𝛼, 𝜎} ⊆ R, 𝜎 ≥ 0, а 𝐺 — монотонно не убывающая непрерывная в нуле функция ограни-
ченной вариации. Гауссовскому распределению соответствует в разложении (4) тождественно



16 И. А. Ибрагимов, Б. З. Мороз

равная нулю функция 𝐺; у распределения Пуассона 𝜎 = 0, а мера сосредочена в одной точке
(отличной от нуля). Примерно таким было состояние арифметики законов распределения к
1940-му году, и вплоть до середины 1940-х годов, до работ Ю. В. Линника, ничего существенно
нового здесь не прибавилось. В частности, были известны лишь два подмножества множества
𝐼0 — множество распределений Гаусса и множество распределений Пуассона. Ю. В. Линник
доказал, что всякая композиция законов Гаусса и Пуассона имеет своими делителями лишь
композиции законов Гаусса и Пуассона. Доказательство этой теоремы в отличие от теорем
Крамера и Райкова очень сложно. Впоследствии И. В. Островский нашёл более простые ва-
рианты доказательства, но и они достаточно сложны. Ю. В. Линник доложил об этом резуль-
тате на семинаре В. И. Смирнова; во время его доклада кто-то сказал: "Я не понимаю, как
Вы вообще могли до этого додуматься". Совершенно серьёзно и с некоторой гордостью Юрий
Владимирович ответил: "Трое суток думал". Он действительно имел в виду трое суток, а не
три дня. После результата о разложении законов Гаусса и Пуассона Ю. В. Линник занялся
собственно арифметикой законов распределения, попытавшись разобраться в структуре мно-
жества 𝐼0. В 1958 — 1959 гг. он публикует три большие работы под заглавием "Общие теоремы
о разложении безгранично делимых законов" , посвящённые исследованию структуры этого
множества. В частности, он получает следующий замечательный результат, теорему о при-
надлежности классу 𝐼0 законов с ненулевой гауссовой компонентой (т.е. с 𝜎 > 0 ). Назовём
множеством Линника множество вида

{𝜇𝑘, 𝜆𝑘 | 𝑘 ∈ Z, {𝜇𝑘+1𝜇
−1
𝑘 , 𝜆𝑘+1𝜆

−1
𝑘 } ⊆ N ∖ {1}}

при некоторых вещественных 𝜇0 > 0 и 𝜆0 < 0.

Теорема 3. Для того чтобы распределение с характеристической функцией, задаваемой
равенством (4) с 𝜎 > 0, принадлежало множеству 𝐼0, необходимо, чтобы носитель функции
𝐺 был подмножеством некоторого множества Линника.

Класс безгранично делимых законов с характеристической функцией, задаваемой равен-
ством (4), у которых носитель функции 𝐺 есть множество Линника называется классом Лин-
ника и обозначается через ℒ. Доказательство этой теоремы сложно и даже сейчас занимает
около 50-ти страниц. Полное обращение этой теоремы невозможно. Ю. В. Линник привёл
примеры законов класса ℒ, не принадлежащих 𝐼0. В то же время он показал, что если в
представлении (4) закона класса ℒ функция 𝐺(𝑢) убывает достаточно быстро с ростом |𝑢|,
то этот закон принадлежит множеству 𝐼0; в частности, если у какого-либо распределения 𝐹
класса ℒ носитель функции 𝐺 ограничен, то 𝐹 ∈ 𝐼0. Активную работу над теорией разло-
жений вероятностных законов Ю. В. Линник прекратил в 1960 г. Его работы, безусловно,
знаменовали начало нового этапа в развитии этой теории, явились мощным импульсом её
развития, не ослабевающим до сих пор. В этом легко убедиться, хотя бы вкратце просмотрев
обзоры результатов, полученных в этой области за последующие годы. Мы процитируем лишь
один результат, касающийся принадлежности распределений класса ℒ множеству 𝐼0. Ю. В.
Линник высказал гипотезу, что законы класса ℒ, характеристические функции которых суть
целые аналитические функции, принадлежат 𝐼0. В 1986 г. в очень трудной работе Г. П. Чистя-
ков доказал эту гипотезу. Объединив теорему Линника с теоремой Чистякова, мы приходим
к следующему поразительному результату.

Теорема 4. Для того чтобы безгранично делимое распределение с целой характеристи-
ческой функцией, имеющее ненулевую гауссову компоненту, не имело простых делителей,
необходимо и достаточно, чтобы оно принадлежало классу ℒ.
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3.4. Математическая статистика.

До работ Ю. В. Линника исследования по математическая статистике в городе на Неве
практически не велись. Именно с именем Юрия Владимировича связано создание ленинград-
ской школы математической статистики. Очень скоро вокруг него образовалась группа мо-
лодых учёных, его учеников и сотрудников (А. А. Зингер, А. М. Каган, О. В. Шалаевский,
И. Р. Судаков, И. В. Романовский, А. Л. Рухин и др.). Остановимся совсем вкратце на одном
цикле работ, выполненных Ю. В. Линником в последнее десятилетие его жизни, на работах,
посвящённых статистическим задачам с параметрами, а именно проблеме Беренса — Фишера.
Проблема заключается в следующем. Наблюдаются две выборки

𝑋1, ..., 𝑋𝑛(1) ;𝑌1, ..., 𝑌𝑛(2)

из нормальных распределений с параметрами (𝑎1, 𝜎1), (𝑎2, 𝜎2) соответственно. По этим выбор-
кам надлежит проверить гипотезу

𝐻 : 𝑎1 = 𝑎2.

При этом о параметрах 𝜎1, 𝜎2 ничего не известно и ничего не предполагается (это мешаю-
щие параметры). Вся выборочная информация о четырёх параметрах содержится в четырёх
статистиках (статистика:=функция наблюдений):

�̄� =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛(1)

𝑋𝑖, 𝑌 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛(2)

𝑌𝑖, 𝑠
2
1 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛(1)

(�̄� −𝑋𝑖)
2, 𝑠22 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛(2)

(𝑌 − 𝑌𝑖)
2,

и потому все критерии имеют вид

𝐺(�̄�, 𝑌 , 𝑠21, 𝑠
2
2) ≥ 0.

При некоторых дополнительных естественных предположениях эти критерии принимают вид

𝐺(
�̄� − 𝑌

𝑠2
,
𝑠1
𝑠2

) ≥ 0.

В работах Ю. В. Линника и его сотрудников было доказано, что такие критерии существуют,
но обязательно имеют плохие аналитические свойства границы критической зоны. Приведём,
например, замечательный результат Юрия Владимировича относительно проблемы А. Валь-
да. Знаменитый американский статистик А. Вальд установил, что удовлетворяющие некото-
рым естественным статистическим требованиям критерии должны представляться в виде

|�̄� − 𝑌 |
𝑠2

≥ 𝜙(
𝑠1
𝑠2

),

и поставил задачу построить такие критерии с аналитической функцией 𝜙. Юрий Владими-
рович доказал, что не существует критериев Вальда не только с аналитической, но даже с
дифференцируемой функцией 𝜙 !

Для исследования указанных выше задач Ю. В. Линник привлёк совершенно новые для
статистики аналитические методы, в частности, теорию аналитических функций многих пе-
ременных, которые в статистике раньше никогда не применялись.

"Выдающийся талант Ю. В. Линника и совершенное владение аналитическими средствами
современной математики позволили ему создать новое направление — направление, которое
можно назвать "аналитической статистикой" "(акад. Ю. В. Прохоров).

Исследования Ю. В. Линника по аналитической статистике изложены им в двух моногра-
фиях [8], [9] .
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4.

Эти заметки не претендуют на полноту. Полный список и подробный обзор работ
Ю. В. Линника можно найти в посвящённом его памяти томе журнала Acta Arithmetica [1] и
в его собрании сочинений [4] — [7].

То, что сделал Юрий Владимирович для своих учеников и, в частности, для авторов этих
строк, трудно переоценить. Нам хотелось бы закончить нашу статью цитатой из известного
стихотворения Н. А. Некрасова:

Учитель! перед именем твоим позволь смиренно преклонить колени!
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Аннотация

Обсудим некоторые тождества с участием 𝜇(𝑛) и 𝑀(𝑥) =
∑︀

𝑛≤𝑥 𝜇(𝑛), функции Мё-
биуса и Мертенса. Они позволяют вычислить 𝑀(𝑁𝑑) для 𝑑 = 1, 2, 3, . . . как сум-
му 𝑂𝑑

(︀
𝑁𝑑(log𝑁)2𝑑−2

)︀
членов, каждое произведение вида 𝜇(𝑛1) · · ·𝜇(𝑛𝑟) с 𝑟 ≤ 𝑑 и

𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 ≤ 𝑁 . Докажем более общее тождество, в котором 𝑀(𝑁𝑑) заменяется на
𝑀(𝑔,𝐾) =

∑︀
𝑛≤𝐾 𝜇(𝑛)𝑔(𝑛), где 𝑔(𝑛) – произвольная полностью мультипликативная функ-

ция, тогда как каждое 𝑛𝑗 имеет собственный диапазон суммирования 1, . . . , 𝑁𝑗 . Это не
ново, за исключением того, что в 𝑁1, . . . , 𝑁𝑑 произвольны, но наше доказательство (вдох-
новленное тождественным равенством Э. Майсселя, 1854) является новым. Мы главным
образом заинтересованы в случае 𝑑 = 2, 𝐾 = 𝑁2, 𝑁1 = 𝑁2 = 𝑁 , где тождество име-
ет вид 𝑀(𝑔,𝑁2) = 2𝑀(𝑔,𝑁) − mT𝐴m, при этом 𝐴 является матрицей 𝑁 × 𝑁 элементов
𝑎𝑚𝑛 =

∑︀
𝑘≤𝑁2/(𝑚𝑛) 𝑔(𝑘), в то время как m = (𝜇(1)𝑔(1), . . . , 𝜇(𝑁)𝑔(𝑁))T. Наши результа-

ты в разделах 2 и 3 данной статьи предполагают, что 𝑔(𝑛) равно 1 для всех 𝑛. Теорема
Фробениуса—Перрона применяется в этом случае: мы находим, что 𝐴 имеет одно большое
положительное собственное значение, приблизительно (𝜋2/6)𝑁2, с собственным вектором
приблизительно f = (1, 1/2, 1/3, . . . , 1/𝑁)T T и что при больших значениях 𝑁 второе наи-
большее собственное значение лежит в (−0.58𝑁,−0.49𝑁). Раздел 2 включает оценки для
следов 𝐴 и 𝐴2 (хотя для Tr(𝐴2), мы пропустим часть доказательства). В разделе 3 об-
суждаются способы аппроксимации mT𝐴m, используя спектральное разложение 𝐴 или
(альтернативно) формулу Перрона: последний подход приводит к контурному интегралу,
включающему дзета-функцию Римана. Мы также рассматриваем использование тожде-
ства 𝐴 = 𝑁2 f f𝑇 − 1

2uu𝑇 + 𝑍, а 𝑍 — матрица 𝑁 × 𝑁 элементов 𝑧𝑚𝑛 = −𝜓(𝑁2/(𝑚𝑛)),
причем 𝜓(𝑥) = 𝑥− ⌊𝑥⌋ − 1

2 . Наши выводы представлены в разделе 4.

Ключевые слова:функция Мёбиуса, функция Мертенса, полностью мультипликативная
функция, Мaйссель, тождество Линника, тождество Вогана, симметричная матрица, tео-
рема Фробениуса-Перрона, собственное значение, собственный вектор, формула Перрона,
дзета-функция Римана.
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Abstract

We discuss certain identities involving 𝜇(𝑛) and 𝑀(𝑥) =
∑︀

𝑛≤𝑥 𝜇(𝑛), the functions of
Möbius and Mertens. These allow calculation of 𝑀(𝑁𝑑), for 𝑑 = 1, 2, 3, . . . , as a sum
of 𝑂𝑑

(︀
𝑁𝑑(log𝑁)2𝑑−2

)︀
terms, each a product of the form 𝜇(𝑛1) · · ·𝜇(𝑛𝑟) with 𝑟 ≤ 𝑑

and 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 ≤ 𝑁 . We prove a more general identity in which 𝑀(𝑁𝑑) is replaced by
𝑀(𝑔,𝐾) =

∑︀
𝑛≤𝐾 𝜇(𝑛)𝑔(𝑛), where 𝑔(𝑛) is an arbitrary totally multiplicative function, while

each 𝑛𝑗 has its own range of summation, 1, . . . , 𝑁𝑗 . This is not new, except perhaps in that
𝑁1, . . . , 𝑁𝑑 are arbitrary, but our proof (inspired by an identity of E. Meissel, 1854) is new.
We are mainly interested in the case 𝑑 = 2, 𝐾 = 𝑁2, 𝑁1 = 𝑁2 = 𝑁 , where the identity
has the form 𝑀(𝑔,𝑁2) = 2𝑀(𝑔,𝑁) − mT𝐴m, with 𝐴 being the 𝑁 × 𝑁 matrix of elements
𝑎𝑚𝑛 =

∑︀
𝑘≤𝑁2/(𝑚𝑛) 𝑔(𝑘), while m = (𝜇(1)𝑔(1), . . . , 𝜇(𝑁)𝑔(𝑁))T. Our results in Sections 2

and 3 of the paper assume that 𝑔(𝑛) equals 1 for all 𝑛. The Perron-Frobenius theorem applies
in this case: we find that 𝐴 has one large positive eigenvalue, approximately (𝜋2/6)𝑁2, with
eigenvector approximately f = (1, 1/2, 1/3, . . . , 1/𝑁)T, and that, for large 𝑁 , the second-largest
eigenvalue lies in (−0.58𝑁,−0.49𝑁). Section 2 includes estimates for the traces of 𝐴 and 𝐴2

(though, for Tr(𝐴2), we omit part of the proof). In Section 3 we discuss ways to approximate
mT𝐴m, using the spectral decomposition of 𝐴, or (alternatively) Perron’s formula: the latter
approach leads to a contour integral involving the Riemann zeta-function. We also discuss using
the identity 𝐴 = 𝑁2 f f𝑇 − 1

2uu𝑇 + 𝑍, where u = (1, . . . , 1)T and 𝑍 is the 𝑁 × 𝑁 matrix of
elements 𝑧𝑚𝑛 = −𝜓(𝑁2/(𝑚𝑛)), with 𝜓(𝑥) = 𝑥− ⌊𝑥⌋ − 1

2 .

Keywords: Möbius function, Mertens function, completely multiplicative function, Meissel,
Linnik’s identity, Vaughan’s identity, symmetric matrix, Perron-Frobenius, eigenvalue, eigenvec-
tor, Perron’s formula, Riemann zeta-function.
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1. Introduction

The sieve of Eratosthenes will find the prime numbers in 𝑁 + 1, . . . , 𝑁2 provided that we know
all the primes in 2, . . . , 𝑁 . In particular the sieve gives a relation for the function 𝜋(𝑥) that counts
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the number of primes less than or equal to 𝑥:

𝜋(𝑁2) = 𝜋(𝑁) − 1 +
∑︁
𝑑≤𝑁2

𝑃 (𝑑)≤𝑁

𝜇(𝑑)

[︂
𝑁2

𝑑

]︂
, (1)

where 𝜇(𝑑) is the Möbius function (which is (−1)𝜈 when 𝑑 has 𝜈 prime factors, all different, but 0
when 𝑑 has any prime factor repeated), while 𝑃 (𝑑) is the greatest non-composite divisor of 𝑑, and
[𝑥] = max{𝑚 ∈ Z : 𝑚 ≤ 𝑥}. The numbers 𝑑 in (1) are constructed as products of the known primes
in 2, . . . , 𝑁 , so the values 𝜇(𝑑) can be read off. In general, given a number 𝑛, it is very difficult to
factorise 𝑛 and so find 𝜇(𝑛). Thus the Mertens sum

𝑀(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜇(𝑛) (2)

is difficult to calculate from the definition. The Dirichlet series
∑︀
𝜇(𝑛)/𝑛𝑠 is 1/𝜁(𝑠) (the reciprocal

of the Riemann zeta function), and, according to folklore, the fastest method of calculating 𝑀(𝑥)
is by Perron’s contour integral formula for the sum of the coefficients of a Dirichlet series.

In this paper we discuss a family of identities which allow 𝑀(𝑁𝑑) to be calculated for each
positive integer 𝑑 as a sum of no more than 𝑂𝑑

(︀
𝑁𝑑(log𝑁)2𝑑−2

)︀
terms, each a product of the form

𝜇(𝑛1) · · ·𝜇(𝑛𝑟) with 𝑟 ≤ 𝑑 and {𝑛1, . . . , 𝑛𝑟} ⊆ {1, . . . , 𝑁}. In Theorem 1, below, we state a more
complicated form of these identities, in which each of the variables of summation 𝑛𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑟)
can have its own independent range of summation: 1, . . . , 𝑁𝑗 (say).

We actually treat the more general Möbius sum

𝑀(𝑔, 𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜇(𝑛)𝑔(𝑛), (3)

where 𝑔(𝑛) can be any totally multiplicative arithmetic function, that is, 𝑔(𝑟𝑠) = 𝑔(𝑟)𝑔(𝑠) holds for
any positive integers 𝑟 and 𝑠. The relevant identity when 𝑑 = 1 is (of course) the definition (3). The
case 𝑑 = 2 is the next simplest. Let m(𝑔,𝑁) be the column-matrix (𝜇(1)𝑔(1), . . . , 𝜇(𝑁)𝑔(𝑁))T, and
let 𝐴(𝑔,𝑁) be the 𝑁 ×𝑁 matrix with elements

𝑎𝑚𝑛(𝑔,𝑁) =
∑︁

𝑘≤𝑁2

𝑚𝑛

𝑔(𝑘) (𝑚,𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑁}). (4)

Then

𝑀(𝑔,𝑁2) = 2𝑀(𝑔,𝑁) − (m(𝑔,𝑁))T𝐴(𝑔,𝑁)m(𝑔,𝑁) . (5)

In the general case, when 𝑑,𝐾,𝑁 ∈ N satisfy 𝑑 ≥ 2 and 𝐾 ≥ 𝑁 > 𝐾1/𝑑 − 1, we have:

𝑀(𝑔,𝐾) = 𝑑𝑀(𝑔,𝑁)

−
𝑑∑︁

𝑟=2

(−1)𝑟 𝑑𝐶𝑟

∑︁
𝑛1≤𝑁

· · ·
∑︁
𝑛𝑟≤𝑁

∑︁
𝑘1

· · ·
∑︁
𝑘𝑟−1

𝑛1𝑛2...𝑛𝑟𝑘1𝑘2...𝑘𝑟−1≤𝐾

𝑔(𝑘1 · · · 𝑘𝑟−1)

𝑟∏︁
𝑖=1

𝜇(𝑛𝑖)𝑔(𝑛𝑖) , (6)

where 𝑑𝐶𝑟 = 𝑑(𝑑− 1) · · · (𝑑− (𝑟 − 1))/(𝑟!).
Note that (5) is just the special case 𝑑 = 2, 𝐾 = 𝑁2 of (6). Moreover, (6) is itself a special

case of another identity (that stated in Theorem 1, below), in which the single range of summation
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1, . . . , 𝑁 is replaced by 𝑑 independent ranges of summation. In order to state this more general
identity we require some more notation.

Let 𝑑 be a positive integer greater than 1. Let 𝑉 = 𝑣1𝑣2 . . . 𝑣𝑑 be a word of length 𝑑 in the
alphabet {0, 1}. The support of a word 𝑉 is the set of indices 𝑖 for which 𝑣𝑖 = 1. The weight 𝑤(𝑉 )
of a word 𝑉 is the size of the support, so that 𝑤(𝑉 ) =

∑︀
𝑣𝑖. The combinatorial Möbius function,

which we write as 𝜇* to distinguish it from the number-theoretic function 𝜇, is 𝜇*(𝑉 ) = (−1)𝑤(𝑉 ).

Let 𝑁1, . . . , 𝑁𝑑 be positive integers. For each word 𝑉 , and each 𝐿 ∈ N, let the notatation
∑︀𝐿

1 (𝑉 )
signify summation over 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 in the ranges 𝑛𝑖 = 1, . . . , 𝐿 when 𝑣𝑖 = 0, but 𝑛𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑖 when
𝑣𝑖 = 1. When 𝐿 = 1 and 𝑣𝑖 = 0, the variable of summation 𝑛𝑖 effectively becomes ‘frozen’, meaning
that its range of summation is then just the single-element set {1}.

Let 𝐾 be a positive integer that is less than (1 + 𝑁1)(1 + 𝑁2) . . . (1 + 𝑁𝑑). If 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 are
integers satisfying the condition 𝑛1𝑛2 . . . 𝑛𝑑 ≤ 𝐾, then 𝑛𝑖 ≤ 𝑁𝑖 holds for at least one index 𝑖. It
therefore follows by the inclusion-exclusion principle of combinatorics that if 𝑓 : N𝑑 → C is such
that one has |𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑)| > 0 only when 𝑛1𝑛2 · · ·𝑛𝑑 ≤ 𝐾, then

𝐾∑︁
1

(00 . . . 0)𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) =
𝑑∑︁

𝑟=1

(−1)𝑟−1
∑︁

𝑉 :𝜔(𝑉 )=𝑟

𝐾∑︁
1

(𝑉 )𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) , (7)

or, to put it more elegantly,
∑︀

𝑉 𝜇
*(𝑉 )

∑︀𝐾
1 (𝑉 )𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) = 0.

Theorem 1. When 𝑔(𝑛) is a totally multiplicative arithmetic function, and 𝑑, 𝑁1, . . . , 𝑁𝑑 and
𝐾 are as above, we have:

𝑀(𝑔,𝐾) =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑀(𝑔,min{𝑁𝑖,𝐾})

−
∑︁

𝑉 :𝑤(𝑉 )≥2

(−1)𝑤(𝑉 )
1∑︁
1

(𝑉 )
∑︁
𝑘1

· · ·
∑︁

𝑘𝜔(𝑉 )−1

𝑘1...𝑘𝜔(𝑉 )−1≤
𝐾

𝑛1...𝑛𝑑

𝑔(𝑘1 · · · 𝑘𝜔(𝑉 )−1)
𝑑∏︁

𝑖=1

𝜇(𝑛𝑖)𝑔(𝑛𝑖) . (8)

Proof. We apply (7) with 𝑓 given by:

𝑓(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) =
∑︁
𝑘1

· · ·
∑︁
𝑘𝑑−1

𝑘1...𝑘𝑑−1≤ 𝐾
𝑛1...𝑛𝑑

𝜇(𝑛1) . . . 𝜇(𝑛𝑑)𝑔(𝑘1 . . . 𝑘𝑑−1𝑛1 . . . 𝑛𝑑). (9)

For the word 𝑉 = 11 . . . 1 with 𝑤(𝑉 ) = 𝑑, we have

𝐾∑︁
1

(11 . . . 1) =

1∑︁
1

(11 . . . 1).

All other words 𝑉 have 𝑣𝑗 = 0 for at least one index 𝑗, so the corresponding summand 𝑛𝑗 runs over
the full range from 1 to 𝐾. For these words 𝑉 we carry out the following ‘contraction step’. Take
an index 𝑗 for which 𝑣𝑗 = 0. We sum over 𝑛𝑗 and 𝑘𝑑−1 first, observing that by Möbius inversion we
have:
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𝐾∑︁
𝑛𝑗=1

∑︁
𝑘𝑑−1≤

𝐾
𝑛1...𝑛𝑑𝑘1...𝑘𝑑−2

𝜇(𝑛𝑗)𝑔(𝑛𝑗𝑘𝑑−1

=
∑︁
𝑚≤ 𝐾

𝑛1...𝑛𝑗−1𝑛𝑗+1...𝑛𝑑𝑘1...𝑘𝑑−2

𝑔(𝑚)
∑︁
𝑛𝑗 |𝑚

𝜇(𝑛𝑗)

=

{︃
𝑔(1) = 𝜇(1)𝑔(1) 𝑖𝑓 𝑛1 . . . 𝑛𝑗−1𝑛𝑗+1 . . . 𝑛𝑑𝑘1 . . . 𝑘𝑑−2 ≤ 𝐾,

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

We thereby find that the value of the relevant sum over 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 and 𝑘1, . . . , 𝑘𝑑−1 is unchanged
when we omit 𝑘𝑑−1 and freeze 𝑛𝑗 as the fixed value 𝑛𝑗 = 1.

We repeat the contraction step for every index 𝑗 with 𝑣𝑗 = 0, freezing the corresponding
variable as 𝑛𝑗 = 1, and removing the last variable 𝑘𝑖. Exceptionally, when 𝑉 is 00 . . . 0, we can
remove 𝑘𝑑−1, 𝑘𝑑−2, . . . , 𝑘1, and freeze 𝑛𝑑, 𝑛𝑑−1, . . . , 𝑛2, but the sum over 𝑛1 remains over the range
1, . . . ,𝐾, giving the term 𝑀(𝑔,𝐾) on the left of (8). The summation identity (7), when applied
with 𝑓 given by (9), contracts to give (8). �

In (5), (6) and Theorem 1, we require the total multiplicativity of 𝑔 only in order to
‘separate variables’ (as, in (6) for example, we separate 𝑘1, . . . , 𝑘𝑟−1 from 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 by means
of the identity 𝑔(𝑘1 · · · 𝑘𝑟−1𝑛1 · · · , 𝑛𝑟) = 𝑔(𝑘1 · · · 𝑘𝑟−1)𝑔(𝑛1) · · · 𝑔(𝑛𝑟)). Indeed, (8) gives a for-
mula for the Möbius function itself, for we can apply (8) to each term in the difference
𝑀(𝑔,𝐾)−𝑀(𝑔,𝐾− 1) = 𝜇(𝐾)𝑔(𝐾), and we can then divide through by 𝑔(𝐾) to obtain a formula
for 𝜇(𝐾) that is independent of 𝑔. This formula for 𝜇(𝐾) may also be deduced from the identity

1

𝜁(𝑠)

𝑑∏︁
𝑗=1

(︂
1 − 𝜁(𝑠)

𝑁𝑗∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑛)

𝑛𝑠

)︂
= 𝜁𝑑−1(𝑠)

𝑑∏︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑛=1+𝑁𝑗

𝜇(𝑛)

𝑛𝑠
(Re(𝑠) > 1), (10)

through multiplying out the brackets on the left-hand side, and then computing the coefficient
of 𝐾−𝑠 on each side of the resulting identity, subject to the hypothesis that the product
(1 + 𝑁1) · · · (1 + 𝑁𝑑) be greater than 𝐾. This approach yields a second proof of Theorem 1. We
prefer the first proof due to its more obvious connection with Meissel’s identity [8 p 303],

∑︁
𝑛≤𝑥

[︁𝑥
𝑛

]︁
𝜇(𝑛) =

{︃
1 𝑖𝑓 𝑥 ≥ 1,

0 𝑖𝑓 1 > 𝑥 > 0,
(11)

which was the initial source of inspiration for our work.
Given any 𝐾 ∈ N, any integer 𝑑 ≥ 2, and any 𝜃1, . . . , 𝜃𝑑 > 0 with 𝜃1+· · ·+𝜃𝑑 = 1, it follows from

Theorem 1 that (8) will hold when one has also 𝑁𝑗 = [𝐾𝜃𝑗 ], for 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. Theorem 1 therefore
offers considerably more flexibility of application than (6) does. Although we believe Theorem 1
to be new (in respect of the flexibility in the choice of 𝑁1, . . . , 𝑁𝑑), the special cases of it that are
displayed in (5) and (6) are known results. The result (5) is contained in Vaughan’s (slightly more
complicated) identity [13 equation (18)] (essentially the special case when 𝑢 =

√
𝑋, and so 𝑆3 = 0),

and one can find in equation (13.38) of [5], for example, a formula for 𝜇(𝑛) that is equivalent to
what we have in (6). It is, moreover, clear that even our identity in (8) is akin to formulae of
Heath-Brown for sums involving Λ(𝑛), the von Mangoldt function: compare (10), from which (8)
may be deduced, with Lemma 1 of [2]. The earliest formula of this type is due to Linnik himself
in [6,7].
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We shall refer to the case of (3) (or of (4), (5), (6), or (8)), where the function 𝑔(𝑛) takes the
constant value 1, as the principal case. The main focus of our work has been on the principal case
of the identity (5). Indeed, all subsequent sections of this paper are exclusively devoted to matters
connected with this single topic, such as (for example) questions concerning certain properties of
the 𝑁 × 𝑁 matrix 𝐴 = 𝐴(𝑁) that occurs in the principal case of (5) and has, by (4), elements
𝑎𝑚𝑛 = [𝑁2/(𝑚𝑛)] ∈ N. In Section 2 we discuss matters related to the spectral decomposition of
𝐴 = 𝐴(𝑁). In the third (and final) section we discuss decompositions (spectral and otherwise) of
the quadratic form m𝑇𝐴m, where m = m(𝑁) is the column-matrix (𝜇(1), . . . , 𝜇(𝑁))T that occurs
in the principal case of (5).

We consider especially the principal case of (5), in the hope that it (modified as necessary)
might lead to a new proof of the prime number theorem, or even some new upper bound for the
Mertens sum |𝑀(𝑥)|. The following parts of this paper report what we have discovered in the search
for such an application of (5).

One of our findings is that the matrix 𝐴(𝑁), which (clearly) is real and symmetric, has one
exceptionally large positive eigenvalue, approximately 𝑁2𝜁(2), with eigenvector approximately
(1, 1/2, 1/3, . . . , 1/𝑁)T. Calculations by the second author show that the second-largest eigenvalue
of 𝐴(𝑁) lies in an interval of the form [𝑑4𝑁+𝑜(𝑁), 𝑐4𝑁+𝑜(𝑁)], where 𝑐4 and 𝑑4 are constants that
are approximately −0.496 and −0.572, respectively: for more details, see (18), (25), (31) and (32)
below. Hence, for 𝑁 sufficiently large, the quadratic form on the right-hand side of (5) is neither
positive definite nor negative definite in the principal case.

By the principal case of (6), we have a sequence of formulae through which each of
𝑀(𝑁2),𝑀(𝑁3),𝑀(𝑁4), . . . is expressed in terms of 𝜇(1), . . . , 𝜇(𝑁). Although the first of these
formulae, the principal case of (5), may be considered analogous to the sieve of Eratosthenes (1),
there seems to be no version of (1) for 𝜋(𝑁3), because unwanted numbers of the form 𝑝𝑞, where
𝑝 and 𝑞 are both primes greater than 𝑁 , survive the sieve process (“Gnoggensplatts” in Greaves’s
lectures on Sieve Methods).

A connection between Mertens sums and certain symmetric matrices 𝑈𝑛 (𝑛 ∈ N), that bear
some resemblance to our matrices 𝐴(𝑁) (𝑁 ∈ N) has previously been established by Cardinal [1].
To define Cardinal’s matrix 𝑈𝑛, one first takes 𝜎1 < 𝜎2 < · · · < 𝜎𝑠 to be the elements of the set
𝒮 = ℛ ∪ {[𝑛/𝜌] : 𝜌 ∈ ℛ}, where ℛ = {𝜌 ∈ N : 𝜌 ≤

√
𝑛} (it follows that 0 ≤ 2[

√
𝑛 ] − 𝑠 ≤ 1).

Then 𝑈𝑛 is the 𝑠 × 𝑠 matrix with elements 𝑢𝑖𝑗 = [𝑛/(𝜎𝑖𝜎𝑗)]. In Propositions 21 and 22 of [1],
it is shown that one has 𝑇𝑛𝑈−1

𝑛 𝑇𝑛 = 𝑉𝑛, where 𝑇𝑛 and 𝑉𝑛 are the 𝑠 × 𝑠 matrices with elements
𝑡𝑖𝑗 = |[2, 𝑠+ 1] ∩ {𝑖+ 𝑗}| and 𝑣𝑖𝑗 = 𝑀(𝑢𝑖𝑗), respectively.

In the cases where 𝑛 is a perfect square, so that 𝑛 = 𝑁2 for some integer 𝑁 , then |ℛ| = 𝑁 ,
and the 𝑁 ×𝑁 principal submatrix of 𝑈𝑛 consisting of the array of elements from the first 𝑁 rows
and first 𝑁 columns of 𝑈𝑛 is our matrix 𝐴(𝑁): since 2𝑁 − 1 ≤ 𝑠 ≤ 2𝑁 , we can say that 𝐴(𝑁)
constitutes (exactly, or approximately) the top left-hand quarter of Cardinal’s matrix 𝑈𝑛. In these
same cases, Cardinal’s identity 𝑇𝑛𝑈−1

𝑛 𝑇𝑛 = 𝑉𝑛 implies that 𝑣11, which is 𝑀(𝑁2), will be equal to
the sum of all 𝑠2 of the elements of the inverse of the matrix 𝑈𝑛 = 𝑈𝑁2 : we obtain a formula for
𝑀(𝑁2) thereby that seems quite different from what we see in the principal case of (5).

As Cardinal observes in Theorem 24 and Remark 25 of [1], information about small eigenvalues
of the matrix 𝑉 −1

𝑛 = 𝑇−1
𝑛 𝑈𝑛𝑇

−1
𝑛 might lead to new upper bounds on 𝑀(𝑥). In this respect, the

connection that we have found between𝑀(𝑥) and 𝐴(𝑁) is quite different from Cardinal’s connection
between 𝑀(𝑥) and 𝑈𝑛, for it is the larger eigenvalues of 𝐴(𝑁) and their eigenvectors that matter
most in the principal case of (5): see, for example, equation (35), below.

We have scarcely considered non-principal cases of (5), (6), or (8). Certain non-principal cases
of (5) may merit further investigation. The first case is when 𝑔(𝑛) = 𝜒(𝑛), a non-principal
Dirichlet character to some modulus 𝑞 > 1. The sums

∑︀
ℓ≤𝑥 𝜒(ℓ) that we use to construct the

matrix elements 𝑎𝑚𝑛(𝜒,𝑁) in (4) are periodic step functions of 𝑥, whose period is 𝑞 or some
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proper factor of 𝑞. In contrast to the principal case, where the set of elements of the matrix
𝐴(𝑁) in (5) contains at least 𝑁 different integers, namely [𝑁2/1], [𝑁2/2], . . . , [𝑁2/𝑁 ], there is
a single finite set, {

∑︀
0<ℓ≤𝐿 𝜒(ℓ) : 𝐿 ∈ (0, 𝑞] ∩ Z}, that contains all the elements of all the

matrices 𝐴(𝜒, 1), 𝐴(𝜒, 2), 𝐴(𝜒, 3), . . . . For 𝜒 real, 𝐴(𝜒,𝑁) will, of course, be real and symmetric
just like 𝐴(𝑁).

A case of (3) known to be related to the prime number theorem is when 𝑔(𝑛) = 1/𝑛 (see
page 248 of [9], for example). More generally, when 𝑔(𝑛) = 𝑛−𝑠 for some fixed complex number 𝑠,
then the sum 𝑀(𝑔, 𝑥) in (3) becomes a partial sum for the Dirichlet series for 1/𝜁(𝑠). If, for some
𝜎0 ∈ [1/2, 1), the only zeros of 𝜁(𝑠) with real parts greater than 𝜎0 are a pair of simple zeros, 𝜌 and 𝜌
(say), and if we put 𝑔(𝑛) = 𝑛−𝜌 (𝑛 ∈ N), then the sum 𝑀(𝑔, 𝑥) in (3) will grow logarithmically
in 𝑥.

Another interesting case of (3) to (5) is when 𝑔(𝑛) = 𝜆(𝑛), the Liouville function, which is the
projection of the Möbius function 𝜇 onto the space of totally multiplicative arithmetic functions.
In this case 𝑀(𝑔, 𝑥) grows like 𝑥/𝜁(2).

2. Elementary Estimates for Eigenvalues and an Eigenvector

Let 𝑁 be a given positive integer. Since the matrix 𝐴 = 𝐴(𝑁), in the principal case of (5),
is both real and symmetric, it has eigenvalues 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑁 with corresponding eigen-
(column-)vectors of unit length e1, . . . , e𝑁 that form an orthonormal basis of R𝑁 . When v ∈ R𝑁 ,
one has

v𝑇𝐴v =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 (e𝑘 · v)2 (12)

as a consequence of the spectral decomposition 𝐴 =
∑︀𝑁

𝑘=1 𝜆𝑘e𝑘e
𝑇
𝑘 , and Parseval’s identity gives

𝑁∑︁
𝑘=1

(e𝑘 · v)2 = v · v = ‖v‖2. (13)

In order to study the terms appearing in (12) and (13), we estimate:

(a) Tr(𝐴) =
∑︀
𝑎𝑛𝑛 (the trace of the matrix 𝐴),

(b) Tr(𝐴2) = Tr(𝐴𝑇𝐴) =
∑︀∑︀

𝑎2𝑚𝑛,

(c) f𝑇𝐴f , where f = (1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
𝑁 )𝑇 ,

(d) w𝑇𝐴w, where w = u − ‖f‖−2(f · u)f , with u = (1, 1, . . . , 1)𝑇 ∈ R𝑁 .

We use the following notation:

𝜁𝑗 =

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑚−𝑗 , 𝛿 =
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

{︀
𝑁2/(𝑚𝑛)

}︀
𝑚𝑛

and 𝜑 =
1

𝑁2

∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

{︂
𝑁2

𝑚𝑛

}︂2

,

where {𝑡} = 𝑡− [𝑡] (the fractional part of 𝑡). Taking (b) first, we simply observe that

Tr
(︀
𝐴2
)︀

=
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

[︂
𝑁2

𝑚𝑛

]︂2
=
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

(︂
𝑁2

𝑚𝑛
−
{︂
𝑁2

𝑚𝑛

}︂)︂2

= 𝜁22𝑁
4 + (𝜑− 2𝛿)𝑁2 . (14)

Since Tr(𝐴2) = 𝜆21 + · · · + 𝜆2𝑁 , and since 𝛿 ≥ 0 and 𝜑 < 1, the identity (14) shows already that
𝜆𝑁 < 𝜁2𝑁

2 + (2𝜁2)
−1.
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Regarding (c), we are content to note that

f𝑇𝐴f =
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

[︀
𝑁2/(𝑚𝑛)

]︀
𝑚𝑛

=
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

(︀
𝑁2/(𝑚𝑛) −

{︀
𝑁2/(𝑚𝑛)

}︀)︀
𝑚𝑛

= 𝜁22𝑁
2 − 𝛿 . (15)

We have here ‖f‖2 = 𝜁2, so by Rayleigh’s Principle it follows from (15) that

𝜁2𝑁
2 − 𝛿

𝜁2
≤ 𝜆𝑁 . (16)

By (16) and the point noted immediately below (14), we conclude that

−(1 + log𝑁)2

𝜁2
< 𝜆𝑁 − 𝜁2𝑁

2 <
1

2𝜁2
. (17)

As 0 ≤ 𝛿 < 𝜁21 ≤ 𝜁0𝜁2 = 𝑁𝜁2 ≤ 𝑁2𝜁22 , the lower bound on 𝜆𝑁 in (16) is non-negative, and so we
may deduce from it that 𝜆2𝑁 ≥ (𝜁2𝑁

2 − 𝛿𝜁−1
2 )2 = 𝜁22𝑁

4 − 2𝛿𝑁2 + 𝛿2𝜁−2
2 : this, together with the

evaluation of Tr(𝐴2) in (14), is enough to show that

𝜆21 + · · · + 𝜆2𝑁−1 ≤ 𝜑𝑁2 − 𝛿2𝜁−2
2 < 𝑁2 . (18)

From the way we have ordered the eigenvalues, the bound (18) implies:

|𝜆𝑘| <
𝑁√︀

min{𝑘,𝑁 − 𝑘}
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1). (19)

In view of (17) and (19), it is clear that for 𝑁 large, 𝜆𝑁 will be exceptionally large, compared
with all other eigenvalues of 𝐴. Accordingly we consider first the corresponding eigenvector e𝑁 ,
before discussing the estimation (a) of Tr(𝐴). Putting 𝐹𝑁 = e𝑁 · f̂ , where f̂ = ‖f‖−1f , we find by
(15) and (17), and (12), (19) and (13), that

𝜆𝑁 −
(︂

1

2
+ (1 + log𝑁)2

)︂
< f̂𝑇𝐴f̂ < 𝜆𝑁𝐹

2
𝑁 +𝑁

(︀
1 − 𝐹 2

𝑁

)︀
.

For 𝑁 > 1 we have 𝜆𝑁 > 𝑁 (this follows by (17) when 𝑁 ≥ 3), and so, by comparison of the upper
and lower bounds for f̂𝑇𝐴f̂ that were just obtained, we deduce that

1 ≥ 𝐹 2
𝑁 > 1 −

(︀
1
2 + (1 + log𝑁)2

)︀
(𝜆𝑁 −𝑁)

.

Choosing the ±-sign so that ±𝐹𝑁 = |𝐹𝑁 |, we therefore find from (17) that

⃦⃦⃦
e𝑁 −

(︁
±f̂
)︁⃦⃦⃦

=
√︀

2 (1 − |𝐹𝑁 |) =

√︃
2
(︀
1 − 𝐹 2

𝑁

)︀
𝑟1 + |𝐹𝑁 |

= 𝑂

(︂
log𝑁

𝑟𝑁

)︂
. (20)

We now come to the task mentioned in (a) above, which is the estimation of the sum
𝑆 = Tr(𝐴) =

∑︀
𝑎𝑛𝑛. We pick a positive integer 𝐾, and we divide the original sum 𝑆 into

two parts: 𝑆1, which has the terms with 𝑛2 ≤ 𝑁2/(𝐾 + 1), and 𝑆2, which has the terms with
𝑁2 ≥ 𝑛2 > 𝑁2/(𝐾 + 1) (so that 𝑎𝑛𝑛 = [𝑁2/𝑛2] = 𝑘 for some 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐾}). We have

𝑆1 =
∑︁

𝑛2≤𝑁2/(𝐾+1)

𝑎𝑛𝑛 =
∑︁

𝑛≤𝑁/
√
𝐾+1

(︂
𝑁2

𝑛2
+𝑂(1)

)︂

= 𝑁2

(︃
𝜁2 −

∫︁ 𝑁

𝑁/
√
𝐾+1

𝑥−2 d𝑥+𝑂

(︂
𝐾

𝑁2

)︂)︃
+𝑂

(︂
𝑁√
𝐾

)︂
= 𝜁2𝑁

2 −𝑁
√
𝐾 +𝑁 +𝑂

(︂
𝐾 +

𝑁√
𝐾

)︂
.
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The sum 𝑆2 is more complicated. We have

𝑆2 =

𝐾∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑁√
𝑘+1

<𝑛≤ 𝑁√
𝑘

𝑘 =
∑︁∑︁
1≤ℓ≤𝑘≤𝐾

(︂[︂
𝑁√
𝑘

]︂
−
[︂

𝑁√
𝑘 + 1

]︂)︂

=

𝐾∑︁
ℓ=1

(︂[︂
𝑁

𝑟
√
ℓ

]︂
−
[︂

𝑁√
𝐾 + 1

]︂)︂
=

𝐾∑︁
ℓ=1

𝑁√
ℓ
− 𝐾𝑁√

𝐾 + 1
+𝑂(𝐾).

Let

𝑔(ℓ) = 2
√
ℓ− 2

√
ℓ− 1 − 1√

ℓ
=

1√
ℓ(
√
ℓ+

√
ℓ− 1)2

(ℓ ∈ N) and 𝛼 =
∞∑︁
ℓ=1

𝑔(ℓ).

Then
𝐾∑︁
ℓ=1

1√
ℓ

=
𝐾∑︁
ℓ=1

(︁
2
√
ℓ− 2

√
ℓ− 1 − 𝑔(ℓ)

)︁
= 2

√
𝐾 − 𝛼+𝑂

(︂
1√
𝐾

)︂
.

Hence

𝑆2 = 2𝑁
√
𝐾 − 𝛼𝑁 − 𝑁𝐾√

𝐾 + 1
+𝑂

(︂
𝑁

𝑟
√
𝐾

+𝐾

)︂
= 𝑁

√
𝐾 − 𝛼𝑁 +𝑂

(︂
𝑁√
𝐾

+𝐾

)︂
,

and so, putting 𝐾 = [𝑁2/3], we get:

Tr(𝐴) = 𝑆1 + 𝑆2 = 𝜁2𝑁
2 − (𝛼− 1)𝑁 +𝑂

(︁
𝑁2/3

)︁
. (21)

By (21) and (17), it follows that

𝜆1 + · · · + 𝜆𝑁−1 = −(𝛼− 1)𝑁 +𝑂
(︁
𝑁2/3

)︁
. (22)

By equations (1.11) to (1.13) of [4] and the case 𝐾 = 1 of of equation (B.24) of [9] (itself an
application of the Euler-Maclaurin summation formula), we find that for 𝜎 ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) and
𝐾 ∈ N,

𝐾∑︁
ℓ=1

1

ℓ𝜎
=
𝐾1−𝜎

1 − 𝜎
+ 𝜁(𝜎) +

𝜃(𝐾,𝜎)

𝐾𝜎
(23)

=
𝜃(𝐾,𝜎)

𝐾𝜎
+
𝐾1−𝜎 − 1

1 − 𝜎
+ 𝛾 +

∞∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗(𝜎 − 1)𝑗 , (24)

where 𝜁(𝑠) is Riemann’s zeta function, each of 𝛾, 𝛾1, 𝛾2, . . . is a certain (real valued) absolute
constant (the first of these, 𝛾, being Euler’s constant) and 𝜃(𝐾,𝜎) is a number lying in the
interval (0, 1). By (23), we have 𝛼 = −𝜁(1/2) in (21), and we can calculate that

𝛼− 1 = −(𝜁(1/2) + 1) = 0.4603545 . . . .

Given that 𝜁(2) = 𝜋2/6, we find (similarly) that 𝜁2 = (𝜋2/6) −𝑁−1 +𝑂(𝑁−2) in (14) to (18). We
also note that 𝜁1 = log𝑁 + 𝛾 +𝑂(1/𝑁) (as follows, for example, by letting 𝜎 → 1 in (24)).

We remark that, by combining methods similar to those used to obtain (21) with certain
applications of the Euler-Maclaurin summation formula, we have been able to determine that the
variable 𝜑 ∈ [0, 1) in (14) and (18) satisfies

𝜑 = 𝛽 +𝑂

(︂
1 + log𝑁

𝑁1/7

)︂
, (25)
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where 𝛽 = 1 − 𝜋2

24 − 1
2(log(2𝜋) − 1)2 + 1

2(1 − 𝛾)2 = 0.32712 . . . . We omit our proof of (25), which
shows no features that are truly novel (and would require more than just a few pages). By (25), we
can sharpen (19) somewhat, for large values of 𝑁 .

Finally we consider the estimation problem (d), stated earlier. Noting firstly that w = u−
−(𝜁1/𝜁2)f , we are able to deduce that

‖w‖2 = 𝑁 − 𝜁21
𝜁2

= 𝑁 +𝑂
(︀
(1 + log𝑁)2

)︀
(26)

and that

w𝑇𝐴w = u𝑇𝐴u − 2 (𝜁1/𝜁2) u𝑇𝐴f + (𝜁1/𝜁2)
2 f𝑇𝐴f . (27)

We have, moreover,

u𝑇𝐴u =
∑︁
𝑚≤𝑁

∑︁
𝑛≤𝑁

[︂
𝑁2

𝑚𝑛

]︂
=
∑︁
𝑚

∑︁
𝑛

[︂
𝑁2

𝑚𝑛

]︂
− 2

∑︁
𝑚>𝑁

∑︁
𝑛

[︂
𝑁2

𝑚𝑛

]︂
= 𝐷1 − 2𝐷2 (say). (28)

Here

𝐷1 =
∑︁
ℓ≤𝑁2

𝜏3(ℓ) =

(︂
1

2
log2

(︀
𝑁2
)︀

+ (3𝛾 − 1) log
(︀
𝑁2
)︀

+ 𝑐1

)︂
𝑁2 +𝑂

(︁
𝑁 𝜀+43/48

)︁
, (29)

where 𝑐1 = 3𝛾2 − 3𝛾 + 3𝛾1 + 1; see pages 352-4 of [4] for the second equality in (29).
Regarding the sum 𝐷2 in (28), we have:

𝐷2 =
∑︁
𝑚>𝑁

∑︁ ∑︁
𝑛 𝑘

(𝑛𝑘)𝑚≤𝑁2

1 =
∑︁
ℓ<𝑁

(︂∑︁
𝑛|ℓ

1

)︂ ∑︁
𝑁<𝑚≤𝑁2/ℓ

1

= 𝑁2
∑︁
ℓ<𝑁

𝜏2(ℓ)

ℓ
−𝑁

∑︁
ℓ<𝑁

𝜏2(ℓ) +𝑂

(︃∑︁
ℓ<𝑁

𝜏2(ℓ)

)︃
.

By partial summation and Huxley’s estimate on page 593 of [3] for the remainder term in Dirichlet’s
divisor problem (namely Δ(𝑥) =

∑︀
ℓ≤𝑥 𝜏2(ℓ) − (log 𝑥+ 2𝛾 − 1)𝑥), we deduce from the above that

𝐷2 =

(︂
1

2
log2𝑁 + (2𝛾 − 1) log𝑁 + 𝑐2

)︂
𝑁2 +𝑂

(︁
𝑁547/416(log𝑁)3.26

)︁
,

where

𝑐2 =

∫︁ ∞

1

Δ(𝑥)d𝑥

𝑥2
= lim

𝜎→2+

(︂
𝜁2(𝜎 − 1)

𝜎 − 1
− 1

(𝜎 − 2)2
− 2𝛾 − 1

𝜎 − 2

)︂
= 𝛾2 − 2𝛾 + 2𝛾1 + 1

(with 𝛾 and 𝛾1 as in (24)). Using this, (28), and (19), we have

u𝑇𝐴u =
(︀
log2𝑁 + 2𝛾 log𝑁 + 𝑐3

)︀
𝑁2 +𝑂

(︁
𝑁547/416(log𝑁)3.26

)︁
, (30)

where 𝑐3 = 𝑐1 − 2𝑐2 = 𝛾2 + 𝛾 − 𝛾1 − 1. Trivial estimates show that one has

u𝑇𝐴f = 𝜁1𝜁2𝑁
2 +𝑂((1 + log𝑁)𝑁).

Using this, (15), (30), (27), and estimates already obtained for 𝜁1 and 𝜁2, we find that

w𝑇𝐴w =
(︀
log2𝑁 + 2𝛾 log𝑁 + 𝑐3 − 𝜁21

)︀
𝑁2 +𝑂

(︁
𝑁547/416(log𝑁)3.26

)︁
= 𝑐4𝑁

2 +𝑂
(︁
𝑁547/416(log𝑁)3.26

)︁
, (31)
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where 𝑐4 = 𝑐3 − 𝛾2 = 𝛾 − 𝛾1 − 1 = 0.57721566 . . . − 0.07281584 . . . − 1 = −0.495600 . . . (see [10].
Since (26) implies 𝑁 > ‖w‖2 ≥ 𝑁/10, we find, using (26), (31), and Rayleigh’s principle that:

𝜆1 ≤
w𝑇𝐴w

‖w‖2
< 𝑐4𝑁 +𝑂

(︁
𝑁131/416(log𝑁)3.26

)︁
(𝑁 ≥ 2). (32)

The coefficient of 𝑁 in this upper bound may well be close to optimal: when 𝑁 = 10321, for
example, computations done with the ‘GNU Octave’ software package returned −0.493678 . . . as
an estimate of the value of 𝜆1/𝑁 in this case. By reasoning similar to that which gives (20), we
may deduce from (18), (25) and (32) that, as 𝑁 → ∞, we have |𝜆2|/𝑁 < (1 + 𝑜(1))(𝛽 − 𝑐24)

1/2 ∼
∼ 0.2855539 . . . and (e1 · ŵ)2 ≥ (0.5 + 𝑜(1))(1 + (2𝑐24𝛽

−1 − 1)1/2) ∼ 0.8540699 . . . . Therefore, for
𝑁 sufficiently large, the lines {𝑡w : 𝑡 ∈ R} and {𝑡e1 : 𝑡 ∈ R} will meet at an angle of less than
𝜋/8 radians.

We end this section with some speculations driven by certain numerical evidence, gathered
with the help of ‘GNU Octave’. We omit the detailed evidence, and instead just summarise what
it suggests. Let 𝑘 be any fixed non-zero integer, and let 𝑁 now be free to vary in the range
𝑁 > |𝑘|. Our numerical evidence suggests that 𝜆{−𝑘/𝑁}𝑁 ∼ Λ𝑘𝑁 as 𝑁 → ∞, where Λ𝑘 is a real
number that depends only on 𝑘, and where each of the two associated sequences, Λ1,Λ2,Λ3, . . . and
−Λ−1,−Λ−2,−Λ−3, . . . , decreases monotonically, and converges to 0. Further numerical evidence
suggests that if 𝜃 ∈ (0, 1) is fixed, and if 𝑒𝑗,ℓ denotes the ℓ-th component of the normalised
eigenvector e𝑗 , so that e𝑗 = (𝑒𝑗,1, 𝑒𝑗,2, . . . , 𝑒𝑗,𝑁 )T for 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , then as 𝑁 → ∞ we appear
to see that

𝑒{−𝑘/𝑁}𝑁,ℓ ∼ (−1)𝑏(𝑁,𝑘)𝑁−1/2𝐸𝑘(ℓ/𝑁) for ℓ = [𝜃𝑁 ] + 1, [𝜃𝑁 ] + 2, . . . , 𝑁 ,

with 𝐸𝑘 here being a certain real function independent of ℓ and 𝑁 that is continuous on (0, 1],
and with an integer exponent 𝑏(𝑁, 𝑘) independent of ℓ. The occurrence of the functions
𝐸±1, 𝐸±2, 𝐸±3, . . . in this might be explained if they were eigenfunctions of a suitable linear operator
𝒜 : 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1].

3. Various Decompositions of m𝑇𝐴m in the principal case

It is our hope (as yet unrealised) that a study of the quadratic form v𝑇𝐴v (particularly when v
is the vector m = (𝜇(1), . . . , 𝜇(𝑁))𝑇 ), in the principal case of (5), might lead to new results about
the Mertens function 𝑀(𝑥). In this section we briefly describe (and compare) several different
approaches to such an investigation, each involving a different decomposition of the quadratic form.
We find it convenient to modify the earlier notation 𝑀(𝑔, 𝑥) in (3): we use 𝑀(𝑠, 𝑥), where 𝑠 is a
complex number, (rather than a function), to mean 𝑀(𝑔, 𝑥) for the power function 𝑔(𝑛) = 𝑛−𝑠.

We consider firstly (12) with v = m. We assume throughout that 𝑁 is large. As the eigenvalue
𝜆𝑁 is exceptionally large among all the eigenvalues of 𝐴, we handle the term 𝜆𝑁 (e𝑁 · m)2 with
some care. As substitution of −e𝑁 for e𝑁 does not alter this term, we can take the ambiguous sign
in (20) to be +. We note that

(e𝑁 · m)2 =
(︁

(e𝑁 − f̂) · m
)︁2

+ 2
(︁

(e𝑁 − f̂) · m
)︁

(f̂ · m) + (f̂ · m)2 . (33)

Here

f̂ · m = ‖f‖−1f · m =
1√
𝜁2

∑︁
𝑛≤𝑁

𝜇(𝑛)

𝑛
=
𝑀(1, 𝑁)√

𝜁2
≪ log𝑁

and, by the Cauchy-Schwarz inequality and (20),

|(e𝑁 − f̂) · m| ≤ ‖e𝑁 − f̂‖ · ‖m‖ = 𝑂

(︂
log𝑁

𝑁

)︂
·
√︃∑︁

𝑛≤𝑁

𝜇2(𝑛) ≪ log𝑁√
𝑁

.
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By these results, together with (33) and (17), we have:

𝜆𝑁 (e𝑁 · m)2 = 𝑂
(︀
𝑁 log2𝑁

)︀
+𝑂

(︁
𝑁3/2(log𝑁)|𝑀(1, 𝑁)|

)︁
+𝑁2(𝑀(1, 𝑁))2 . (34)

Small eigenvalues make a relatively insignificant contribution here, for (13) and (19) imply that
if 1 ≤ 𝐾 ≤ 𝑁/2, then

𝑁−𝐾∑︁
𝑘=𝐾

|𝜆𝑘| (e𝑘 · m)2 <
𝑁√
𝐾

𝑁∑︁
𝑛=1

(e𝑘 · m)2 =
𝑁√
𝐾

‖m‖2 ≤ 𝑁2

√
𝐾

.

By this, and by (34) and (12) (for v = m), we find that

m𝑇𝐴m

𝑁2
= (𝑀(1, 𝑁))2 +

(︀
‖m‖2/𝑁

)︀ ∑︁
1≤𝑘<𝑁

min{𝑘,𝑁−𝑘}<𝐾

(𝜆𝑘/𝑁) (e𝑘 · m̂)2

+𝑂
(︁
𝐾−1/2 +𝑁−1/2(log𝑁)|𝑀(1, 𝑁)| +𝑁−1 log2𝑁

)︁
, (35)

for 𝐾 = 1, 2, . . . , 𝑁2. We remark that, if the second of the three terms on the right-hand side of (35)
is considered in isolation, then we observe trivially from (19) that the absolute value of this term is
𝑂(

√
𝐾 ). Taking account of the context here (the relation (35) and the principal case of (5) and (3)),

and noting also that |𝑀(1, 𝑁)| ≤ ‖m‖2/𝑁 (a consequence of (11), the trivial bound |[𝑦] − 𝑦| < 1,
and the fact that [𝑁/1] − (𝑁/1) = 0), it is clear that this term is a bounded function of the pair
(𝑁,𝐾) ∈ N2. This gives some idea of the gap that must be bridged if (35) is to help in the study
of 𝑀(𝑥).

To reach (35) we have used the work of Section 2, on 𝜆𝑁 and e𝑁 . Our next decomposition of
m𝑇𝐴m avoids such results, but nevertheless has much in common with (35).

First we use [𝑥] = 𝑥− 1
2 − 𝜓(𝑥), where 𝜓(𝑥) = {𝑥} − 1

2 . We have

𝐴 = 𝑁2 f f𝑇 − 1

2
uu𝑇 + 𝑍 , (36)

where 𝑍 is the 𝑁 ×𝑁 matrix of elements 𝑧𝑚𝑛 = −𝜓(𝑁2/(𝑚𝑛)), whilst f and u are as in Section 2.
We have trivially Tr(𝑍2) < 𝑁2/4; with the help of (25), (30), and an estimate for 𝜁1, we obtain
the sharper result that Tr(𝑍2) ∼ 𝑐5𝑁

2 as 𝑁 → ∞, where 𝑐5 = 𝛽 + 1
4 + 𝑐3 − 𝛾2 = 0.0815206 . . . .

Reasoning as in the derivation of (35), we see from (36) that, for 𝐾 = 1, 2, . . . , 𝑁2 (say), one has

m𝑇𝐴m

𝑁2
= (m · f)2 − (m · u)2

2𝑁2
+

m𝑇𝑍m

𝑁2
(37)

= (𝑀(1, 𝑁))2 − (𝑀(𝑁))2

2𝑁2

+
(︀
‖m‖2/𝑁

)︀ ∑︁
1≤𝑘≤𝑁

min{𝑘,𝑁+1−𝑘}<𝐾

(︁̃︀𝜆𝑘/𝑁)︁ (̃︀e𝑘 · m̂)2 +𝑂
(︁
𝐾−1/2

)︁
, (38)

where ̃︀𝜆1 ≤ ̃︀𝜆2 ≤ · · · ≤ ̃︀𝜆𝑁 are the eigenvalues of 𝑍, while ̃︀e1, . . . ,̃︀e𝑁 form the corresponding
orthonormal basis of eigenvectors. We note the presence of the term −1

2𝑁
−2(𝑀(𝑁))2 in (38), which

is not apparent in (35): in view of our results on Problem (d) of Section 2, one may regard this
term as being an approximation to the term (‖m‖2/𝑁)(𝜆1/𝑁)(e1 · m̂)2 = 𝑁−2𝜆1(e1 · m)2, which
is present in (35) for 𝐾 > 1.
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We remark that (37) permits an alternative, non-spectral, decomposition of m𝑇𝐴m, through
substituting the usual truncated Fourier expansion of the function 𝜓 into each element of the
matrix 𝑍 in (37):

−𝜓(𝑥) =
∑︁

0<ℎ≤𝐻

sin(2𝜋ℎ𝑥)

𝜋ℎ
+𝑂

(︂
𝜂

𝜂 + min{|𝑥− ℓ| : ℓ ∈ Z}

)︂
(𝐻 = 1/𝜂 ≥ 1).

This leads (via estimates from [11]) to the decompositions

m𝑇𝑍m =

𝐻∑︁
ℎ=1

m𝑇𝑍(ℎ)m

𝜋ℎ
+𝑂

(︂
𝑁2(log𝑁)2 log𝐻

𝐻

)︂
(for 𝐻 = 1, 2, . . . , 𝑁 (say)),

where 𝑍(ℎ) is the 𝑁×𝑁 matrix with elements 𝑧𝑚𝑛(ℎ) = sin(2𝜋ℎ𝑁2/(𝑚𝑛)). We have yet to explore
making proper use of this truncation idea.

One further approach to the decomposition of m𝑇𝐴m uses Perron’s formula, Theorem 5.1 of [9],
equation (A.8) of [4]. We apply Perron’s formula as in Lemma 3.12 of [12], adapting the proof to
sharpen certain error terms (parts of the improvement come from results of Shiu [11]). We find
that if, whenever Re(𝑠) > 1, one has

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
ℓ=1

𝑎ℓ
ℓ𝑠

=

⎛⎝∑︁
𝑚≤𝑦

𝛼𝑚

𝑚𝑠

⎞⎠⎛⎝∑︁
𝑛≤𝑧

𝛽𝑛
𝑛𝑠

⎞⎠ 𝜁(𝑠) = 𝐴(𝑠)𝐵(𝑠)𝜁(𝑠) (say), (39)

where 𝑦, 𝑧 ≥ 1 and 𝛼𝑚, 𝛽𝑛 denote complex constants of modulus less than or equal to 1, then, for
any fixed 𝜀 > 0, when 𝑥 = 𝑦𝑧, in the ranges 1 < 𝑐 ≤ 2 and 3 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥1−𝜀, we have

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

𝐹 (𝑠)𝑥𝑠
d𝑠

𝑠
=
∑︁
ℓ≤𝑥

𝑎ℓ +𝑂

(︂
𝑥𝑐 log2 𝑥

(𝑐− 1)𝑇

)︂
+𝑂𝜀

(︂
𝑥(log 𝑥)2(log 𝑇 )

𝑇

)︂
. (40)

To link this to our matrix 𝐴, we observe that (39) implies∑︁
ℓ≤𝑥

𝑎ℓ =
∑︁
ℓ≤𝑥

∑︁ ∑︁ ∑︁
𝑚≤𝑦 𝑛≤𝑧 𝑘

𝑚𝑛𝑘=ℓ

𝛼𝑚𝛽𝑛 =
∑︁ ∑︁ ∑︁
𝑚≤𝑦 𝑛≤𝑧 𝑘

𝑚𝑛𝑘≤𝑥

𝛼𝑚𝛽𝑛 =
∑︁
𝑚≤𝑦

∑︁
𝑛≤𝑧

[︁ 𝑥

𝑚𝑛

]︁
𝛼𝑚𝛽𝑛 .

Setting 𝑐 = 1 + (log 𝑥)−1 in (40), we shift the contour of integration there until it aligns with
the line Re(𝑠) = 1

2 : in so doing, we pick up a contribution from the residue of 𝜁(𝑠) at its pole, 𝑠 = 1,
and also some remainder terms, which are integrals along the line segments joining 1

2 + 𝑖𝑇 to 𝑐+ 𝑖𝑇 ,
and 1

2 − 𝑖𝑇 to 𝑐 − 𝑖𝑇 . By Theorem 7.2 (A) of Titchmarsh [12], we deduce that these remainder
term integrals are of size 𝑂(𝑥(log 𝑥)2

√
log 𝑇/𝑇 ) for almost all values of 𝑇 (in a certain sense) lying

in any given ‘dyadic interval’ [𝑇0, 2𝑇0] ⊆ [3, 2𝑥1−𝜀]. Hence we arrive at the conclusion that, for any
given 𝜀 > 0 when 𝑥 = 𝑦𝑧 and 3 ≤ 𝑇0 ≤ 𝑥1−𝜀, we have

∑︁
𝑚≤𝑦

∑︁
𝑛≤𝑧

[︁ 𝑥

𝑚𝑛

]︁
𝛼𝑚𝛽𝑛 = 𝐴(1)𝐵(1)𝑥+

1

2𝜋𝑖

1
2
+𝑖𝑇∫︁

1
2
−𝑖𝑇

𝐴(𝑠)𝐵(𝑠)𝜁(𝑠)𝑥𝑠
d𝑠

𝑠
+𝑂𝜀

(︂
𝑥 log3 𝑥

𝑇

)︂
,

for some 𝑇 ∈ [𝑇0, 2𝑇0]. We specialise this to the case 𝜀 = 1/2, 𝑦 = 𝑧 = 𝑁 , where 𝑁 is a positive
integer, so that 𝑥 = 𝑁2, and 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝜇(𝑛) . We find that when 3 ≤ 𝑇0 ≤ 𝑁 , there exists some
𝑇 ∈ [𝑇0, 2𝑇0] such that

m𝑇𝐴m

𝑁2
= (𝑀(1, 𝑁))2 +

‖m‖2

𝑁

∫︁ 𝑇

−𝑇

𝜁1𝑁
2𝑖𝑡𝜁

(︀
1
2 + 𝑖𝑡

)︀
(𝜋 + 2𝜋𝑖𝑡)

(︃
𝑀
(︀
1
2 + 𝑖𝑡,𝑁

)︀
√
𝜁1‖m‖

)︃2

d𝑡

+𝑂
(︀
𝑇−1
0 log3𝑁

)︀
. (41)
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If we put E(𝑠) = (1−𝑠, 2−𝑠, . . . , 𝑁−𝑠)𝑇 for a fixed complex number 𝑠, then the factor
𝑀(12 + 𝑖𝑡,𝑁)/(

√
𝜁1‖m‖) here may be written as Ê(12 + 𝑖𝑡) · m̂: the decomposition in (41) may

therefore be considered similar in form to that in (35), although (41) involves an integration over
the range [−𝑇, 𝑇 ], instead of the summation over a subset of the (discrete) spectrum of 𝐴 that we
had in (35).

4. Conclusions

Using the principal case of (5), and results such as (35), (38), or (41), we are able to approximate
𝑀(𝑁2) by an expression involving only certain limited data: the numbers 𝜇(1), 𝜇(2), . . . , 𝜇(𝑁) and
either the relevant eigenvalues and eigenvectors, or else values of 𝜁(12 + 𝑖𝑡) and 𝑔𝑡(𝑛) = 𝑛−

1
2
−𝑖𝑡.

It remains to be seen whether or not such approximations for 𝑀(𝑁2) can be an effective tool in
studying the function 𝑀(𝑥). With regard to (35) and (38), it would be helpful to find out more
about the relevant eigenvalues and eigenvectors, since that might clarify the possible uses of those
results. More generally, it may be worthwhile to study the eigenvalues and eigenvectors of certain
submatrices of 𝐴 = 𝐴(𝑁), and also (in certain non-principal cases) those of 𝐴(𝑔,𝑁) and certain of
its submatrices.
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Dedicated to the memory of Yu. V. Linnik.

1. Introduction

Among the many beautiful consequences of Linnik’s dispersion method is an asymptotic formula
for the number of solutions to the equation

𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 + 1

in primes 𝑝 6 𝑥 and integers 𝑎 and 𝑏. This result of 1965, due to Bredihin [2] was a follow-up
to Linnik’s celebrated work on the Hardy-Littlewood problem, cf. Chapter 7 of [5]. The involved
arguments are lengthy and complicated, though very inventive. Due to much progress over the
intervening years, much shorter arguments can now be put forward. This of course does not mean
that they are shorter ab-initio. Our purpose here is to illustrate how these arguments can be applied.

Theorem 1. Let 𝑆(𝑥) be the number of solutions to

𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 + 1 (1)

in integers 𝑎 and 𝑏 and primes 𝑝 ≡ 3( mod 8), 𝑝 6 𝑥. We have

𝑆(𝑥) = 𝑐
𝑥

log 𝑥
+𝑂

(︁
𝑥
(︁ log log 𝑥

log 𝑥

)︁2)︁
, (2)

where the constant 𝑐 is given by

𝑐 =
𝜋

2

∏︁
𝑝

(︁
1 +

𝜒(𝑝)

𝑝(𝑝− 1)

)︁
, (3)

with 𝜒 being the Dirichlet character of conductor 4.

The other reduced residue classes modulo 8 can be covered by essentially the same arguments but
we do not treat them.

Note that the theorem shows that the integers 𝑝−1 tend to have about as many representations
as the sum of two squares as does a typical integer 𝑛. Recall also that, if the number of representable
𝑝−1 is counted without multiplicity in 𝑎 and 𝑏, then the order of magnitude is given by 𝑥/(log 𝑥)3/2

by a theorem of the second-named author [4].

2. Dirichlet divisor switching

Let 𝜆 = 1 * 𝜒 that is
𝜆(𝑛) =

∑︁
𝑎𝑏=𝑛

𝜒(𝑎) (4)

This is similiar in many respects to the divisor function 𝜏(𝑛). The number of representations of 𝑛
as the sum of two squares is equal to 4𝜆(𝑛). If 𝑛 ≡ 1( mod 4) then, in (4), 𝜒(𝑎) can be replaced
by 𝜒(𝑏); therefore we can write

𝜆(𝑛) =
∑︁
𝑎|𝑛
𝑎6𝑦

𝜒(𝑎) +
∑︁
𝑏|𝑛

𝑏<𝑛/𝑦

𝜒(𝑏) (5)

for any 𝑦 > 0. We can refine this partition by integrating over 𝑦 against a smooth weight function.
Let 𝑤(𝑡) be a smooth function supported on 1 6 𝑡 6 2 such that∫︁ ∞

0
𝑤(𝑡)𝑡−1𝑑𝑡 = 1. (6)
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Let 𝑌 > 1, multiply (5) by 𝑤(𝑦/𝑌 ) and integrate with the measure 𝑦−1𝑑𝑦, getting

𝜆(𝑛) =

∫︁ ∞

0

[︁
𝑤
(︀ 𝑦
𝑌

)︀
+ 𝑤

(︀ 𝑛
𝑦𝑌

)︀]︁(︁∑︁
𝑏|𝑛
𝑏<𝑦

𝜒(𝑏)
)︁𝑑𝑦
𝑦
. (7)

Note that if 𝑋 < 𝑛 6 2𝑋 we can choose 𝑌 =
√
𝑋 so the integration in (7) runs over the segment

1
2

√
𝑋 < 𝑦 < 2

√
𝑋.

3. Primes in arithmetic progressions

The key input which greatly streamlines the proof is the main result of [1] which gives
asymptotics of Bombieri-Vinogradov type for the distribution of primes in arithmetic progressions
and which treats moduli of the progression which go beyond the range of that which can be
sucessfully handled even on the assumption of the Generalized Riemann Hypothesis.

We state this restricted to a range somewhat lesser than that in [1], which is however sufficient
for our needs and is conveniently recorded as Theorem 2.2.1 of [3].∑︁

𝑞6𝑄
(𝑞,𝑎)=1

⃒⃒⃒
𝜋(𝑥; 𝑞, 𝑎) − 𝜋(𝑥)

𝜙(𝑞)

⃒⃒⃒
≪ 𝑥

(︁ log log 𝑥

log 𝑥

)︁2
(8)

for 𝑄 =
√
𝑥(log 𝑥)𝐴 with any 𝑎 ̸= 0, 𝐴 > 0, 𝑥 > 3, the implied constant depending only on 𝑎 and

𝐴.
We actually require a slightly modified form of (8) which follows from it in two easy steps. In

the first place we have ∑︁
𝑞6𝑄

(𝑞,𝑎)=1
(𝑞,𝑘)=1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑝6𝑥

𝑝≡𝑎( mod 𝑞)
𝑝≡ℓ( mod 𝑘)

1 − 𝜋(𝑥)

𝜙(𝑞𝑘)

⃒⃒⃒
≪ 𝑥

(︁ log log 𝑥

log 𝑥

)︁2
(9)

for 𝑄 =
√
𝑥(log 𝑥)𝐴 with any 𝑎 ̸= 0, 𝑘 > 1, (ℓ, 𝑘) = 1, 𝐴 > 0, 𝑥 > 3, the implied constant depending

only on 𝑎,𝑘 and 𝐴. To this end one merely splits the indexed variables into classes modulo 𝑘, which
is harmless for 𝑘 fixed.

In the second step we modify (9) to a counting of primes with smooth weight.

Lemma 1. Let 𝑓(𝑡) be a smooth function supported on 1 6 𝑡 6 2. We have∑︁
𝑞6𝑄

(𝑞,𝑎)=1
(𝑞,𝑘)=1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑝6𝑥

𝑝≡𝑎( mod 𝑞)
𝑝≡ℓ( mod 𝑘)

𝑓
(︀ 𝑝
𝑋

)︀
− 1

𝜙(𝑞𝑘)

∑︁
𝑝

𝑓
(︀ 𝑝
𝑋

)︀⃒⃒⃒
≪ 𝑥

(︁ log log 𝑥

log 𝑥

)︁2
(10)

for 𝑄 =
√
𝑥(log 𝑥)𝐴 with any 𝑎 ̸= 0, 𝑘 > 1, (ℓ, 𝑘) = 1, 𝐴 > 0, 𝑥 > 3, the implied constant depending

only on 𝑎,𝑘, 𝐴 and 𝑓 .

Proof. We write

𝑓
(︀ 𝑝
𝑋

)︀
= −

∫︁ ∞

𝑝/𝑋
𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡.

Given 1 6 𝑡 6 2 this implies 𝑝 6 𝑡𝑋. Applying (9) with 𝑥 = 𝑡𝑋 and integrating the result over 𝑡,
we derive (10). �
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4. Proof of the theorem

We have

𝑆(𝑥) = 4
∑︁
𝑝6𝑥

𝑝≡3( mod 8)

𝜆
(︀𝑝− 1

2

)︀
. (11)

We are going to evaluate

𝑇 (𝑋) = 𝑆(2𝑋) − 𝑆(𝑋) = 4
∑︁

𝑋<𝑝62𝑋
𝑝≡3( mod 8)

𝜆
(︀𝑝− 1

2

)︀
(12)

for every 𝑋 > 3. Applying (7) we write

𝑇 (𝑋) = 4

∫︁ ∑︁
𝑏<𝑦

𝜒(𝑏)
∑︁

𝑋<𝑝62𝑋
𝑝≡1( mod 𝑏)
𝑝≡3( mod 8)

[︁
𝑤
(︀ 𝑦
𝑌

)︀
+ 𝑤

(︀𝑝− 1

2𝑦𝑌

)︀]︁𝑑𝑦
𝑦

where we choose 𝑌 =
√
𝑋. Here we can replace 𝑤((𝑝− 1)/2𝑦𝑌 ) by 𝑤(𝑝/2𝑦𝑌 ) up to an error term

𝑂(1/𝑦𝑌 ) which contributes to 𝑇 (𝑋) a bounded amount:

𝑇 (𝑋) = 4

∫︁ ∑︁
𝑏<𝑦

𝜒(𝑏)
∑︁

𝑋<𝑝62𝑋
𝑝≡1( mod 𝑏)
𝑝≡3( mod 8)

[︁
𝑤
(︀ 𝑦
𝑌

)︀
+ 𝑤

(︀ 𝑝

2𝑦𝑌

)︀]︁𝑑𝑦
𝑦

+𝑂(1) .

Note that the integration runs over the segment 1
4

√
𝑋 < 𝑦 < 2

√
𝑋. Now we can apply (9) for the

first term and (10) for the second term with 𝑞 = 𝑏, 𝑘 = 8, ℓ = 3, getting

𝑇 (𝑋) =

∫︁ ∑︁
𝑏<𝑦

𝜒(𝑏)

𝜙(𝑏)

∑︁
𝑋<𝑝62𝑋

[︁
𝑤
(︀ 𝑦
𝑌

)︀
+ 𝑤

(︀ 𝑝

2𝑦𝑌

)︀]︁𝑑𝑦
𝑦

+𝑂
(︁
𝑋
(︁ log log𝑋

log𝑋

)︁2)︁
.

Next, we replace the sum over 𝑏 < 𝑦 by the complete series

𝑐1 =
∑︁
𝑏

𝜒(𝑏)

𝜙(𝑏)
= 𝐿(1, 𝜒)

∏︁
𝑝

(︁
1 +

𝜒(𝑝)

𝑝(𝑝− 1)

)︁
(13)

up to an error term 𝑂(1/𝑦) which contributes to 𝑇 (𝑋) at most 𝑂(
√
𝑋/ log𝑋). Now the free

integration over 𝑦 yields (see (6)) ∫︁ [︁
𝑤
(︀ 𝑦
𝑌

)︀
+ 𝑤

(︀ 𝑝

2𝑦𝑌

)︀]︁𝑑𝑦
𝑦

= 2 .

Therefore,

𝑇 (𝑋) = 2𝑐1
(︀
𝜋(2𝑋) − 𝜋(𝑋)

)︀
+𝑂

(︁
𝑋
(︁ log log𝑋

log𝑋

)︁2)︁
.

Summing this over 𝑋 = 2−𝑛𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, . . ., we derive (2).
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1. Введение

В работе [1] Маасс определил функционалы на пространствах автоморфных функций, ас-
социированные с дискриминантами целочисленных бинарных квадратичных форм. В работе
[2] Шинтани определил подобного рода функционалы на пространствах голоморфных пара-
болических форм четного веса. В настоящей работе доказывается, что эти функционалы на
пространствах, состоящих из нечетных функций (нечетных относительно оператора отраже-
ния, а для голоморфных форм веса, который не делится на 4) равны нулю.

2. Определения и вспомогательные сведения

Мультипликативная группа 𝑆𝐿2(Z), состоящая из матриц

𝑀 =

(︂
𝑚 𝑛
𝑙 ℎ

)︂
(𝑚,𝑛, 𝑙, ℎ ∈ Z; det(𝑀) = 1)

действует слева на верхней полуплоскости

H = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ R; 𝑦 > 0}

посредством дробно-линейных преобразований

𝑀(𝑧) =
𝑚𝑧 + 𝑛

𝑙𝑧 + ℎ
.

Так как 𝑀(𝑧) = (−𝑀)(𝑧), то 𝑀 и −𝑀 обычно отождествляют и вместо 𝑆𝐿2(Z) работают с
факторгруппой

Γ = 𝑃𝑆𝐿2(Z) = 𝑆𝐿2(Z)/

{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂}︂
.

На пространстве автоморфных относительно Γ функций 𝑓 : H → C, для которых

𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑓(𝑧) ∀𝑀 ∈ Γ,

действует оператор отражения (инволюция)

𝑇𝑓(𝑧) = 𝑓(−𝑧).

Автоморфная функция 𝑓 называется четной (относительно 𝑇 ), если 𝑇𝑓 = 𝑓 , и нечетной,
если 𝑇𝑓 = −𝑓 . Любую 𝑓 можно записать в виде

𝑓 = 𝑓+ + 𝑓−,

где

𝑓+ =
1

2
(𝑓 + 𝑇𝑓), 𝑓− =

1

2
(𝑓 − 𝑇𝑓),

соответственно, четная и нечетная функции.
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Пусть
𝑄(𝑋,𝑌 ) = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋𝑌 + 𝑐𝑌 2

— невырожденная бинарная квадратичная форма с целыми коэффициентами и дискриминан-
том

𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≡ 0, 1 (mod 4).

Положим для 𝑑 > 0

KZ(𝑑) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3 | 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑑},

а для 𝑑 < 0

KZ(𝑑) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3 | 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑑; 𝑎 > 0, 𝑐 > 0}.

Во втором случае квадратичные формы положительно определены.

Замечание. В дальнейшем мы будем иметь дело с дискриминантами 𝑑, отличными от
квадрата.

Группа действует слева на KZ(𝑑) по правилу

𝑀 :

(︂
𝑎 𝑏/2
𝑏/2 𝑐

)︂
→𝑀

(︂
𝑎 𝑏/2
𝑏/2 𝑐

)︂
𝑀 𝑡 =

(︂
𝑎(𝑀) 𝑏(𝑀)/2
𝑏(𝑀)/2 𝑐(𝑀)

)︂
.

Оно соответствует линейной замене переменных 𝑋 и 𝑌 для квадратичной формы

𝑄(𝑋,𝑌 ) = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋𝑌 + 𝑐𝑌 2 →
(𝑀𝑄)(𝑋,𝑌 ) = 𝑄(𝑚𝑋 + 𝑙𝑌, 𝑛𝑋 + ℎ𝑌 ) = 𝑎(𝑀)𝑋2 + 𝑏(𝑀)𝑋𝑌 + 𝑐(𝑀)𝑌 2.

Для 𝑑 > 0 cопоставим каждой точке (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ KZ(𝑑) ориентированную полуокружность

{𝑧 ∈ H | 𝑎− 𝑏Re𝑧 + 𝑐|𝑧|2 = 0}

с параметрическим представлением

𝐿(𝜙) = 𝒫𝑑(𝑎, 𝑏, 𝑐)(𝜙) = Ce(𝐿) + Ra(𝐿) exp(sign(𝑐)𝑖𝜙) (0 < 𝜙 < 𝜋),

где

Ce(𝐿) =
𝑏

2𝑐
, Ra(𝐿) =

√
𝑑

2𝑐
.

Она начинается из точки 𝑥1 = Ce(𝐿)+Ra(𝐿) и кончается в 𝑥2 = Ce(𝐿)−Ra(𝐿) — корнях квад-
ратного уравнения 𝑎−𝑏𝑥−𝑐𝑥2 = 0. Преобразование (𝑎, 𝑏, 𝑐) → (−𝑎,−𝑏,−𝑐) меняет ориентацию
элементов множества ̂︀HZ(𝑑) = 𝒫𝑑(KZ(𝑑))

на противоположную. Для 𝑑 < 0 соответствие

(𝑎, 𝑏, 𝑐) → 𝑏

2𝑐
+

√
𝑑

2𝑐

определяет биекцию
𝒫𝑑 : KZ(𝑑) → H = HZ(𝑑)

с обратной к ней

𝒫−1
𝑑 (𝑧) =

(︃√︀
|𝑑|
2

· |𝑧|
2

Im𝑧
,
√︀
|𝑑|Re𝑧

Im𝑧
,

√︀
|𝑑|
2

· 1

Im𝑧

)︃
.
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При этом для любого элемента 𝑀 из Γ диаграмма

KZ(𝑑) KZ(𝑑)

̂︀HZ(𝑑) ̂︀HZ(𝑑)

-𝑀

?

𝒫𝑑

?

𝒫𝑑

-
𝑀

коммутативна. Стабилизатор Γ𝐿 любого элемента 𝐿 из ̂︀HZ(𝑑) — бесконечная циклическая
группа. Ее образующую 𝑀𝐿 выберем так, чтобы переход от точки 𝑧 по дуге 𝐿 к 𝑀𝐿(𝑧) соот-
ветствовал ориентации 𝐿. При этом для любой точки 𝑧 из 𝐿 в качестве Γ𝐿∖𝐿 можно выбрать
дугу (𝑧,𝑀𝐿(𝑧)).

Для дискриминантов 𝑑 на линейном пространстве непрерывных автоморфных функций
определим линейный функционал

𝛺𝑑(𝑓) =
1

2

(︃√
𝑑

2

)︃−1/2 ∑︁
𝐿∈Γ∖̂︀HZ(𝑑)

∫︁
Γ𝐿∖𝐿

𝑓(𝑧)
√︀
𝑑𝜁2

с Γ-инвариантной метрикой

𝑑𝜁2 =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑦2
.

Пусть 𝑘 — натуральное число. Голоморфная на верхней полуплоскости H функция 𝑓 на-
зывается параболической формой веса 2𝑘, если для любого элемента 𝑀 из Γ

(𝑓 |2𝑘𝑀)(𝑧) = (𝑙𝑧 + ℎ)−2𝑘𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑓(𝑧)

и автоморфная функция 𝑦𝑘|𝑓(𝑧)| ограничена на H. Обозначим через 𝑆2𝑘 линейное простран-
ство всех параболических форм веса 2𝑘 со скалярным произведением Петерсона

⟨𝑓, 𝑔⟩2𝑘 =

∫︁∫︁
Γ∖H

𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑦2𝑘−2 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Оно конечномерно и

dim𝑆2𝑘 =

{︃
[𝑘/6], если 𝑘 ̸≡ 1 (mod 6)

[𝑘/6] − 1, если 𝑘 ≡ 1 (mod 6).

В частности, 𝑆2𝑘 пусто для 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 5, 7 и одномерно для 𝑘 = 6, 8, 9, 10, 11, 13.
Функционалы Шинтани (см. [2]) определяются по формуле

𝛺
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) =

1

2

(︃√
𝑑

2

)︃−𝑘− 1
2 ∑︁
𝐿∈Γ∖̂︀HZ(𝑑)

∫︁
Γ𝐿∖𝐿

𝑔𝐿(𝑧) 𝑑𝑧

с инвариантной относительно Γ𝐿 дифференциальной формой

𝑔𝐿(𝑧) 𝑑𝑧 = (𝑎(𝐿) − 𝑏(𝐿)𝑧 + 𝑐(𝐿)𝑧2)𝑘−1𝑓(𝑧) 𝑑𝑧,

где (𝑎(𝐿), 𝑏(𝐿), 𝑐(𝐿)) = 𝒫−1
𝑑 (𝐿).

Для 𝑑 < 0

Ω𝑑(𝑓) =

(︂
|𝑑|
4

)︂− 1
4

⎛⎝ ∑︁
𝑧∈Γ∖HZ(𝑑)

1

|Γ𝑧|
𝑓(𝑧)

⎞⎠ .
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3. Основной результат

Теорема. Пусть 𝑑 — любой дискриминант, отличный от квадрата. Тогда

1) Для любой нечетной автоморфной функции 𝑓

Ω𝑑(𝑓) = 0;

2) Для любого нечетного 𝑘 и любой функции 𝑓 ∈ 𝑆2𝑘

Ω
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = 0.

Доказательство. На KZ(𝑑) действует инволюция

(𝑎, 𝑏, 𝑐) → (𝑎,−𝑏, 𝑐).

Ей соответсвует инволюция
𝑧 → −𝑧

на верхней полуплоскости H, которая индуцируется биекцией 𝒫𝑑. Принимая во внимание ком-
мутативную диаграмму из предыдущего параграфа, отсюда находим что

Ω𝑑(𝑓) = −Ω𝑑(𝑓).

Действуя точно также в случае 2) и принимая во внимание то, что инволюция 𝑧 → −𝑧
меняет ориентацию на противоположную, получим

Ω
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = −Ω

(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = 0.

4. Заключение

Функционалы Маасса и Шинтани играют фундаментальную роль при изучении класси-
ческих задач аналитической теории чисел: задачи Линника о распределении целых точек на
гиперболоидах и задачи о среднем значении функции числа делителей квадратичных поли-
номов. По этому поводу см. работы [3–5].
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ся арифметическими, то есть утверждениями о свойствах целых или натуральных чисел.
Простейшую логическую структуру имеют переформулировки из класса Π0

1 арифмети-
ческой иерархии, имеющие вид “для любых 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 имеет место 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)”, где 𝐴
– алгоритмически проверяемое отношение. Примером может служить переформулировка
гипотезы Римана в виде утверждения о том, что некоторое диофантово уравнение не имеет
решений (такое конкретное уравнение может быть явно указано).

Хотя логическая структура такой переформулировки очень проста, известные способы
построения такого диофантова уравнения приводят к уравнениям, требующим для своей
записи нескольких страниц. С другой стороны, известны весьма краткие по записи пере-
формулировки, также принадлежащие классу Π0

1. Примерами могут служить три крите-
рия справедливости гипотезы Римана, которые предложили Ж.-Л.Николас, Г. Робин, и
Дж.Лагариас. Недостатком этих переформулировок (по сравнению с диофантовым урав-
нением) является использование более “сложных” констант и функций, чем натуральные
числа и сложение и умножение, достаточные для построения диофантова уравнения.

В работе приводится система из 9 условий, налагаемых на 9 переменных. Для форму-
лировки этих условий используются только сложение, умножение, возведение в степень
(унарное, с фиксированным основанием 2), функция “остаток от деления”, неравенства,
сравнения по модулю и биномиальный коэффициент. Вся система может быть явно выпи-
сана на одной странице. Доказано, что построеная система условий несовместна в том и
только том случае, когда гипотеза Римана верна.

Ключевые слова: гипотеза Римана, биномиальные коэффициенты.
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Abstract

The Riemann Hypothesis has many equivalent reformulations. Some of them are arithmeti-
cal, that is, thewy are statements about properties of integers or natural numbers. Among
them the reformulations with the simplest logical structure are those from the class Π0

1 from
the arithmetical hierachy, that is, having the form “for every 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 relation 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)
holds”, where 𝐴 is decidable. As an example one can take the reformulation of the Riemann
Hypothsis as the assertion that certain Diophantine equation has no solution (such particular
equation can be given explicitly).

While the logical structure of this reformulation is indeed very simple, all known methods
for constructing such Diophantine equation produce equations occupying several pages. On
the other hand, there are known other reformulation also belonging to class Π0

1 but having
rather short wording. As examples one can mention the criteria of the validity of the Riemann
Hypothesis proposed by J.-L.Nicolas, by G.Robin, and by J. Lagarias. The shortcoming of these
reformulations (as compared to Diophantine equations) consists in the usage of constants and
funtions which are “more complicated” than integers and addition and multiplication sufficient
for constructing Diophantine equations.

The paper presents a system of 9 conditions imposed on 9 variables. In order to state these
conditions one needs only addition, multiplication, exponentiation (unary, with fixed base 2),
congruences and remainders, inequalities, and binomial coefficient. The whole system can be
written explicitly on a single sheet of paper. It is proved that the system is inconsistent if and
only if the Riemann Hypothesis is true.
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1. Введение

Гипотеза Римана, подобно большинству великих проблем, имеет огромное количество эк-
вивалентных переформулировок. Их обзору посвящено, например, недавно вышедшее двух-
томное издание [1, 2]. Такие переформулировки даются в очень разных терминах, но мощная
техника арифметизации, равитая К. Гёделем [3] позволяет легко превратить их в утверждения
о целых или о натуральных числах. В этой работе мы ограничися такими арифметическими
переформулировками.
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А.Тьюринг, внёсший большой вклад в верификацию гипотезы Римана (см., например,
[1, 4, 5, 6, 7]), интересовался также вопросом, сколь простой, с логической точки зрения,
может быть переформулировка гипотезы Римана. Он ввёл в [8] понятие теоретико-числовой
теоремы:

By a number-theoretic theorem we shall mean a theorem of the form “𝜃(𝑥) vanishes
for infinitely many natural numbers 𝑥”, where 𝜃(𝑥) is a primitive recursive function.
. . . An alternative form for number-theoretic theorems is “for each natural number 𝑥
there exists a natural number 𝑦 such that 𝑓(𝑥, 𝑦) vanishes”, where 𝑓(𝑥, 𝑦) is primitive
recursive.

Теоретико-числовые теоремы в смысле Тьюринга эквивалентны доказуемым формулам из
класса Π0

2 арифметической иерахии. Этот класс может быть описан как класс формул вида

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚∃𝑦1 . . . 𝑦𝑛𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), (1)

где 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) – алгоритмически проверяемое отношение между натуральными
числами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛. Мотивируя свое определение, Тьюринг построил формулу из
класса Π0

2, эквивалентную гипотезе Римана.
Этот результат был усилен Г.Крайзелем [9], который дал переформулировку гипотезы

Римана посредством формулы из класса Π0
1, состоящего из формул вида

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚). (2)

Такие формулы можно охарактеризовать, как эффективно опровергаемые: если формула (2)
является ложной, то для установления этого достаточно предъявить один конкретный набор
чисел 𝑥1 . . . 𝑥𝑛, не находящихся в отношении 𝐴. Пользуясь алгоритической разрешимостью
этого отношения, можно построить, например, машину Тьюринга (или написать программу
на каком-либо языке программирования), которая будет перебирать по очереди всевозмож-
ные значения 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 в поисках требуемого контпримера. Такая машина/программа будет
работать неограниченно долго в том и только случае, когда формула (2) истина.

Благодаря результату Крайзеля появилась возможность указать такую машину/програм-
му для гипотезы Римана, и в ряде работ это было сделано. С.Ааронсон и А.Едидиа [10]
построили машину Тьюринга с двухбуквенным ленточным алфавитом, которая, начав работу
с пустой лентой, никогда не остановится, если и только если гипотеза Римана верна. В [10]
машина имеет 5372 состояния; это было в дальнейшем улучшено до 744 состояний (см. [11]).
Х.Калуд, Е.Калуд и М.Динин [12, 13] и автор [14] построили разные версии регистровых
машин с аналогичным свойством.

В 1970 году автор сделал последний шаг в доказательстве того, что сейчас часто называется
ДПРМ-теоремой1. Этот результат позволяет по произвольной формуле из класса Π0

1 построить
эквивалентную ей формулу из того же класса, имеющую следующий специальный вид:

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ̸= 0, (3)

где 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) – многочлен с целыми коэффициентами. В частности, можно явно указать
многочлен 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) такой, что гипотеза Римана эквивалентна утверждению о том, что
диофантово уравнение

𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 0 (4)

1По первым буквам фамилий авторов теоремы – М.Дейвиса, Х.Патнема, Дж.Робинсон и автора этой ста-
тьи; детальные доказательства теоремы приведены, например, в [15, 16].
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не имеет решений. Способы построения такого многочлена описаны в [17, раздел 2] и [16,
параграф 6.4]; больше деталей дано в [18, 19]; см. также [20].

Переформулировка гипотезы Римана в виде (3) имеет, несомненно, чрезвычайно простую
структуру : используются только кванторы общности, а проверяемое условие сводится к вы-
числению значения многочлена. С другой стороны, хотя в таком многочлене может быть всего
9 переменных ([21], детали см. в [22]), все ранее известные способы дают многочлены, требу-
ющие нескольких страниц для своего явного выписывания.

Известно немало других переформулировок гипотезы Римана в виде (2) со сложнее про-
веряемыми, но зато коротко записываемыми отношениями 𝐴; несколько таких примеров при-
ведено ниже.

Многие классические результаты близки по форме к (2), но используют, например, символ
𝑂-большое, содержащий скрытый квантор существования. Такой квантор можно устранить,
найдя явное значение соответствующей константы.

Для построения диофантова уравнения (4) в [17] и машины Тьюринга в [10] была исполь-
зована переформулировка гипотезы Римана, которую предложил Х.Шапиро (см. [17, раздел
2] и [1, раздел 10.2]). Она даётся в терминах функции Чебышева 𝜓(𝑛), которая определяется
следующим образом:

𝜓(𝑛) = ln(LCM(1, . . . , 𝑛)) = ln(2) log2(LCM(1, . . . , 𝑛)), (5)

где LCM обозначает наименьшее общее кратное. Гипотеза Римана эквивалентна утверждению,
что

𝜓(𝑛) = 𝑛+𝑂
√
𝑛 ln2(𝑛). (6)

Для устранения неявной константы, подразумеваемой здесь в символе 𝑂-большое, Шапиро
рассмотрел сумматорную функцию

𝜓1(𝑛) =
∑︁

16𝑚<𝑛

𝜓(𝑚) (7)

и доказал, что гипотеза Римана эквивалентна следующему неравенству с явной константой:⃒⃒⃒⃒
𝜓1(𝑚) − 𝑚2

2

⃒⃒⃒⃒
< 6𝑚

√
𝑚. (8)

Позднее Л.Шёнфельд ([23], см. также [1, теорема 4.9]) нашёл явное значение константы
в (6), а именно, доказал, что гипотеза Римана эквивалентна справедливости неравенства

|𝜓(𝑛) − 𝑛| < 1

8𝜋

√
𝑛 ln(𝑛)2, (9)

при 𝑛 > 74. Как раз использование этого критерия вместо (8) позволило упростить построение
многочлена (3) в [16] и уменьшить количество состояний у машины Тьюринга в [11].

Ж.-Л.Николас ([24], см. также [1, теорема 5.31]) установил, что гипотеза Римана эквива-
лентна неравенству

e𝛾 log(log(𝑁𝑛)) <
𝑁𝑛

𝜑(𝑁𝑛)
, (10)

где e = 2.71828 . . . , 𝛾 = 0.577215 . . . – постоянная Эйлера,𝑁𝑛 – произведение 𝑛 первых простых
чисел, 𝜑(𝑚) – функция Эйлера (количество чисел, которые меньше𝑚 и взаимно просты с этим
числом).

Г. Робин ([25], см. также [1, теорема 7.16]) установил, что гипотеза Римана эквивалентна
справедливости при 𝑛 > 5040 неравенства

𝜎(𝑛) < e𝛾𝑛 log(log(𝑛)), (11)
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где 𝜎(𝑛) – сумма всех делителей 𝑛. Это необходимое и достаточное условие известно также
как критерий Рамануджана–Робина, поскольку С.Рамануджан доказал неравенство (11) для
достаточно больших 𝑛 в предположении гипотезы Римана.

Дж.Лагариас ([26], см. также [1, Теорема 7.18]) заменил правую часть неравенства (11) и
получил ещё одно условие, необходимое и достаточное для справедливости гипотезы Римана:

𝜎(𝑛) < 𝐻𝑛 + e𝐻𝑛 log(𝐻𝑛), (12)

где 𝐻𝑛 = 1 + 1/2 + · · · + 1/𝑛 и 𝑛 может быть произвольным.
Условия типа (8)–(12) коротко записываются и алгоритмически проверяюся, однако они со-

держат константы и функции, такие как 𝜓(𝑛), 𝑁𝑛, 𝜑(𝑛), 𝜎(𝑛), которые являются “сложными”
по сравнению с целыми коэффициентами и операциями сложения и умножения, успользуемы-
ми в (4). Цель настоящей работы – предложить “компромисную” переформулировку гипотезы
Римана. Её преимущество перед диофантовым уравнением состоит в том, что все условия
можно явно выписать на одной странице. Недостатком по сравнению с (4), но преимуществом
по сравнению с (8)–(12), является набор используемых функции. Наряду со сложением и умно-
жением в нашем необходимом и достаточном условии участвуют лишь возведение в степень
(только унарное, с основанием 2), квадратный корень (легко устраняемый), rem(𝑎, 𝑏) (остаток
от деления 𝑎 на 𝑏), неравенства и сравнения по модулю, а также биномиальный коэффициент,
играющий ключевую роль.

Биномиальные коэффициенты обладают удивительно большой выразительной силой.
Х.Манн и Д.Шенкс [27] дали критерий простоты в виде делимости определённых элементов
треугольника Паскаля. Л.Шю и P.Шуе [28] перереформулировали Великую теорему Ферма
в виде равенства нулю некоторой комбинаторной суммы произведений биномиальных коэф-
фициентов. Автор [29] дал в виде делимости одного биномиального коэффициента критерии
того, что

1. число 𝑝 является простым;

2. числа 𝑝 и 𝑝+ 2 являются простыми числами-близнецами;

3. число 𝑝 является простым числом Ферма;

4. 𝑝 является простым числом Мерсенна.

В [30] автор переформулировал гипотезу (ныне теорему) о четырёх красках в виде
неделимости некоторого произведения биномиальных коэффициентов. В аналогичном виде
М.Маргенштерн и автор [31] переформулировали известную 3𝑥+ 1 проблему.

Конструкции в [29, 30, 31] основаны на следующем свойстве биномиальных коэффициен-
тов.

Теорема (Э.Куммер [32]). Пусть числа 𝑎 и 𝑏 следующим образом записываются в
позиционной системе счисления с простым основанием 𝑝:

𝑎 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑝
𝑘, 𝑏 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑝
𝑘, 0 6 𝑎𝑘 < 𝑝, 0 6 𝑏𝑘 < 𝑝, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚; (13)

тогда степень, с которой 𝑝 входит в разложение биномиального коэффициента
(︀
𝑎+𝑏
𝑎

)︀
, равна

количеству переносов из разряда в разряд при сложении чисел 𝑎 и 𝑏.

Этот результат Куммера долго оставался малоизвестным и был переоткрыт разными ав-
торами; доказательство теоремы можно найти также, например, в [16, 33].
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Мы будем использовать такое следствие теоремы Куммера для случая 𝑝 = 2 в (13). Будем
говорить, что 𝑎 маскирует 𝑏 (и писать 𝑎 ⪰ 𝑏), если 𝑎𝑘 > 𝑏𝑘 для 𝑘 = 0, . . . ,𝑚. Из теоремы
Куммера следует такая эквивалентность:(︂

𝑎

𝑏

)︂
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ 𝑎 ⪰ 𝑏. (14)

Это можно также вывести из частного случая теоремы Люка [34, раздел XXI]:(︂
𝑎

𝑏

)︂
≡
(︂
𝑎0
𝑏0

)︂
. . .

(︂
𝑎𝑚
𝑏𝑚

)︂
(mod 𝑝). (15)

2. Новая переформулировка гипотезы Римана

Исходным пунктом для нас будет неравенство (9), модифицированное по-разному в необ-
ходимом и достаточном условиях:

� из гипотезы Римана следует, что для всех 𝑛 > 1

𝜓(𝑛) > 𝑛−
√
𝑛 log22(𝑛); (16)

� если гипотеза Римана не верна, то существует бесконечно много значений 𝑛, для ко-
торых

𝜓(𝑛) < 𝑛− 20
√
𝑛 log22(𝑛). (17)

Мы будем использовать тот факт, что правая часть в необходимом условии (16) больше пра-
вой части в достаточном условии (17). Неравенство (16) при 𝑛 > 74 следует из неравества (9),
а недостающие случаи 𝑛 = 2, . . . , 73 проверяются непосредственным вычислением. Достаточ-
ность условия (17) следует из Ω±-результата для функции 𝜓(𝑛), который получил Е.Шмидт
([35], см. также [36, теорема 32], [1, теорема 4.8]).

Теорема 1. Рассмотрим систему условий

2𝑙 6 𝑛 < 2𝑙+1, (18)

2𝑚 6 2𝑞 < 2𝑚+1, (19)

𝑠 =
𝐵(𝑛+1)

(︀
𝐵(𝑛+1)𝑛 − 𝑛− 1

)︀
+ 𝑛(︀

𝐵(𝑛+1) − 1
)︀2 , (20)

𝑡 =
(2𝑚 − 1)

(︁
𝐵𝑛2 − 1

)︁
𝐵𝑛 − 1

, (21)

(︂
𝑡

𝑟

)︂
≡ 1 (mod 2), (22)

𝑢 = rem
(︀
𝑟𝑠,𝐵𝑛2−𝑛

)︀
, (23)
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𝑟𝑠− 𝑢 ≡ 𝐵𝑛2−𝑛 (𝐵𝑛 − 1)

𝐵 − 1
𝑞 (mod 𝐵𝑛2

), (24)

𝑝 = rem(𝑟,𝐵𝑛 + 1), (25)

𝑚𝑝 < 𝑛𝑞 − 15𝑙2𝑞
√
𝑛, (26)

в которой 𝐵 обозначает 2𝑙+𝑚+1.
(А) Если гипотеза Римана верна, то система (18)–(26) не имеет решений в положи-

тельных целых числах 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢.
(Б) Если гипотеза Римана не верна, то система (18)–(26) имеет бесконечно много таких

решений.

Доказательство части (А) мы проведём “от противного”. Предположим, что нашлись
числа 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡 и 𝑢, удовлетворяющие условиям (18)–(26).

Согласно (18),
𝑛 > 1 (27)

и
𝑙 = ⌊log2(𝑛)⌋. (28)

Очевидно, что
1 6 𝑙, 0 6 log2(𝑛) − 𝑙 < 1. (29)

Аналогично согласно (19)
𝑚 = ⌊log2(𝑞)⌋ + 1 (30)

и
0 < 𝑚− log2(𝑞) 6 1. (31)

Рассмотрим записи чисел 𝑠, 𝑡, 𝑟 и 𝑟𝑠 в позиционной системе счисления с основанием 𝐵.
Легко проверить, что из (20) следует, что

𝑠 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑗𝐵(𝑛−𝑗)(𝑛+1). (32)

Это означает, что единственными ненулевыми цифрами числа 𝑠 являются числа 1, . . . , 𝑛, и
они разделены блоками из 𝑛 нулей.

Аналогично из (21) следует, что

𝑡 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑚 − 1)𝐵(𝑘−1)𝑛, (33)

иными словами, все ненулевые цифры числа 𝑡 равны 2𝑚−1, и они разделены блоками из 𝑛−1
нуля.

Двоичная запись некоторого числа 𝑎 получается из его записи в системе счисления с осно-
ванием 𝐵 посредством замены каждой 𝐵-ичной цифры на её двоичную запись, при необходи-
мости дополненную спереди нулями до длины 𝑙+𝑚+ 1. По этой причине 𝑎 маскирует 𝑏 тогда
и только тогда, когда каждая 𝐵-ичная цифра 𝑎 маскирует соответствующую цифру числа 𝑏.

Согласно (14) из (22) следует, что 𝑡 ⪰ 𝑟 и, и потому число 𝑟 имеет вид

𝑟 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘𝐵
(𝑘−1)𝑛, (34)
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где
𝑟𝑘 6 2𝑚 − 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (35)

Пусть

𝑟𝑠 =

2𝑛2∑︁
𝑖=0

𝑑𝑖𝐵
𝑖, 0 6 𝑑𝑖 < 𝐵, 𝑖 = 0, . . . 2𝑛2. (36)

Согласно (32) и (34)

𝑟𝑠 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑗𝑟𝑘𝐵
(𝑛−𝑗)(𝑛+1)+(𝑘−1)𝑛. (37)

Легко проверить, что при 1 6 𝑗 6 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑛 среди чисел вида (𝑛− 𝑗)(𝑛+ 1) + (𝑘 − 1)𝑛 нет
двух одинаковых. Кроме того, из (18) и (34) следует, что

𝑗𝑟𝑘 6 𝑛(2𝑚 − 1) < 2𝑙+1(2𝑚 − 1) < 2𝑙+𝑚+1 = 𝐵. (38)

Таким образом, всевозможные произведения вида 𝑗𝑟𝑘 являются единственными ненулевыми
цифрами числа 𝑟𝑠, точнее,

𝑑𝑖 =

{︃
𝑗𝑟𝑘, если 𝑖 = (𝑛− 𝑗)(𝑛+ 1) + (𝑘 − 1)𝑛

0, в противном случае.
(39)

В частности, при 𝑗 = 𝑘 получаем, что

𝑑𝑛2−𝑘 = 𝑘𝑟𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (40)

Согласно (23) и (36)

𝑢 =
𝑛2−𝑛−1∑︁

𝑖=0

𝑑𝑖𝐵
𝑖. (41)

Иными словами, число 𝑢 – это “хвост” записи произведения 𝑟𝑠, состоящий из её последних
𝑛2 − 𝑛 цифр. Соответственно,

𝑟𝑠− 𝑢 =

2𝑛2∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑑𝑖𝐵
𝑖 ≡

𝑛2−1∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑑𝑖𝐵
𝑚 (mod 𝐵𝑛2

). (42)

Имеет место тождество

𝑛2−1∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑞𝐵𝑖 =
(𝐵𝑛 − 1)𝐵𝑛2−𝑛

𝐵 − 1
𝑞, (43)

благодаря которому из (24), (40) и (42) следует, что

𝑘𝑟𝑘 = 𝑑𝑛2−𝑘 = 𝑞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (44)

Отсюда мы получаем следующие значения цифр числа 𝑟:

𝑟𝑘 =
𝑞

𝑘
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (45)

Согласно (44) 𝑞 делится на 1, . . . , 𝑛, следовательно,

LCM(1, . . . , 𝑛) 6 𝑞. (46)
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Из очевидного сравнения
𝐵𝑛 ≡ −1 (mod 𝐵𝑛 + 1) (47)

и равенства (34) следует, что

𝑝 ≡
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑟𝑘 (mod 𝐵𝑛 + 1). (48)

Слагаемые в знакопеременной сумме в (48) по абсолютной величине монотонно убывают, пер-
вое слагаемое равно 𝑞, следовательно, сумма положительна и не превосходит 𝑞. Таким образом,
в сравнении (48) левая и правая части не превосходят его модуля, следовательно, они равны.
Соответственно,

𝑝

𝑞
=

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑟𝑘
𝑞

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
≈

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
= ln(2) (49)

и справедливы элементарные неравенства

1

2
6
𝑝

𝑞
,

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− ln(2)

⃒⃒⃒⃒
<

1

2𝑛
. (50)

Из (26) и (50) следует, что

𝑚 <
𝑛− 15𝑙2𝑝

√
𝑛

𝑝/𝑞
6 2𝑛. (51)

Далее, согласно (50), (51), (31), (5) и (27), имеем:

𝑝

𝑞
𝑚 >

(︂
ln(2) − 1

2𝑛

)︂
𝑚 = ln(2)𝑚− 𝑚

2𝑛
> ln(2) log2(𝑞) − 1 =

= ln(𝑞) − 1 > ln
(︀
LCM(1, . . . , 𝑛)

)︀
− 1 =

= 𝜓(𝑛) − 1 > 𝜓(𝑛) − 2
√
𝑛 log22(𝑛). (52)

С другой стороны, согласно (26) и (29)

𝑝

𝑞
𝑚 < 𝑛− 15𝑙2

√
𝑛 < 𝑛− 3

√
𝑛 log22(𝑛). (53)

Три неравенства, (16), (52) и (53), дают требуемое противоречие. Часть (А) доказана.
Доказательство части (Б). В качестве 𝑛 мы возьмём произвольное из чисел, превосходящих

1 и удовлетворяющих неравенству (17). Из доказательства части (А) видно, что значения
остальных переменных почти однозначно определяются значением 𝑛.

Выберем 𝑙 согласно (28), так что условие (18) будет выполнено и будут справедливы нера-
венства (29).

Положим
𝑞 = LCM(1, . . . , 𝑛), (54)

и выберем 𝑚 согласно (30), так что условие (19) будет выполнено и будут справедливы нера-
венства (31).

Выберем 𝑠 согласно (32), так что условие (20) будет выполнено.
Определим числа 𝑟𝑘 и 𝑟 согласно (45) и (34), при этом согласно (31) будут справедливы

неравенства (35) и (38). Поскольку двоичная запись числа 2𝑚−1 состоит из 𝑚 единиц, из (38)
следует, что

2𝑚 − 1 ⪰ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (55)
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Выберем 𝑡 согласно (33), так что условие (21) будет выполнено. Все ненулевые цифры
числа 𝑡 равны 2𝑚−1, и согласно (55) они маскируют соответствующие цифры числа 𝑟. Отсюда
следует, что 𝑡 ⪰ 𝑟 и, согласно (14), условие (22) выполнено.

Точно так же, как в доказатеьстве части (А) мы заключаем, что в представлении (36)
цифры 𝑑𝑖 определяются равенством (39) и его частным случаем (40).

Выберем 𝑢 согласно (41), тогда будут выполнены условие (23) и сравнение (42), в кото-
ром согласно (40) во второй сумме все 𝑑𝑖 равны 𝑞. Поскольку меет место тождество (43), то
выполнено и условие (24).

Точно так же, как в доказательстве части (А) мы заключаем, что справедливы неравен-
ства (50).

Согласно (54), (5) и (17)

log2(𝑞) = log2
(︀
LCM(1, . . . , 𝑛)

)︀
= 𝜓(𝑛)/ ln(2) < 2𝜓(𝑛) < 3𝑛. (56)

Используя, кроме того, (50), (31), (27), (17) и (29), отсюда получаем, что

𝑝

𝑞
𝑚 <

(︂
ln(2) +

1

2𝑛

)︂
(log2(𝑞) + 1) = 𝜓(𝑛) +

log2(𝑞)

2𝑛
+ ln(2) +

1

2𝑛
<

< 𝜓(𝑛) + 3
√
𝑛 log22(𝑛) < 𝑛− 17

√
𝑛 log22(𝑛) < 𝑛− 17

√
𝑛𝑙2 (57)

и, следовательно, условие (26) выполнено.
Часть (Б) доказана. Теорема доказана.

Замечание. Если разрешить возведение в степень произвольных чисел (а не только чис-
ла 2 как в (18)–(26)), то можно избежать использования биномиального коэффициента. А
именно, (︂

𝑡

𝑟

)︂
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ rem((2𝑡 + 1)𝑡, 2𝑟𝑡+1) > 2𝑟𝑡. (58)

Заменив условие (22) на правую часть в (58), мы получим систему условий, каждое из которых
легко может быть преобразовано в экспоненциально диофантово уравнение за счёт введения
дополнительных неизвестных. Все эти уравнения могут быть объединены в одно экспонен-
циально диофантово уравнение, неразрешимость которого эквивалентна гипотезе Римана.
Стандартная техника позволяет преобразовать это экспоненциально диофантово уравнение
в эквивалентное ему диофантово уравнение с дополнительными переменными, допускающее
сравнительно короткую запись.

Заключение

Мы установили, что гипотеза Римана эквивалентна несовместности условий (18)–(26).
Представляется интересным исследовать системы условий, получающиеся из (18)–(26) уда-
лением одного из них или заменой его на более слабое. Например, допускают ли хорошее
описание решения системы, получающейся заменой биномиального условия (22) на вытекаю-
щее из него неравенство 𝑟 6 𝑡?
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1. Введение

Один мой друг, который закончил Ленинградский ВУЗ, спросил меня как-то: «Ну что ты
делаешь в своей математике, ведь всю Высшую математику мы прошли в институте». В этой
работе мы попробуем разъяснить это заблуждение очень многих людей не только в нашей
стране. Попытаемся это сделать на примере теории чисел и криптографии.

Теория чисел очень древняя наука, которая сейчас переросла в направление «Арифмети-
ческая геометрия». Но даже самые давние фундаментальные результаты этой науки только
в наше время находят применения в очень востребованной ныне прикладной науке — крип-
тографии [5]. Мы покажем это на примере теоремы Эйлера из теории чисел, которая была
доказана в середине XVIII века и нашла свое применение в созданном в 1978 году первом
современном методе криптографии RSA[9].

Во второй части работы будет рассказано, как окончательное решение 9 проблемы Гиль-
берта в 1978 году [2] дало в 2003 году новый способ электронной подписи.

2. Теория чисел

2.1. Функция Эйлера

Определим функцию Эйлера 𝜙(𝑚) для целого числа 𝑚 > 1 следующим образом.
Рассмотрим все остатки при делении на число 𝑚: 0, 1, 2, . . . , 𝑚−1 и сосчитаем количество

взаимно-простых с 𝑚 остатков. Это число и будем называть функцией Эйлера.
Рассмотрим два частных случая:

1. Если 𝑝 — простое число, то нетрудно заметить, что 𝜙(𝑝) = 𝑝− 1.

2. Если 𝑝 и 𝑞 — два различных простых числа, то 𝜙(𝑝𝑞) = (𝑝− 1)(𝑞 − 1).
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2.2. Теорема Эйлера

Теорема 1 (Эйлера). [1] Пусть 𝑎 и 𝑚 — взаимно простые числа, тогда выполнено
сравнение

𝑎𝜙(𝑚) ≡ 1 (mod 𝑚). (1)

3. Расширенный Алгоритм Евклида

Для понимания выполняемых операций в криптографических преобразованиях одним из
наиболее часто используемых инструментов является расширенный алгоритм Евклида для
нахождения мульипликативно обратного по модулю некоторого целого числа. Надо отметить,
что в общем случае применение этого алгоритма значительно шире и затрагивает не только
криптографические преобразования но и, например, теорию алгебраического кодирования.
Однако здесь мы остановимся только на возможностях этого замечательного алгоритма для
наших целей, а именно, - вычисление числа 𝑥 обратного по умножению числу 𝑦 по модулю
целого числа 𝑝.

𝑥 : 𝑥 · 𝑦 ≡ 1 mod 𝑝.

Необходимым условием для нахождения такого 𝑥 очевидно является взаимная простота 𝑦 и
𝑝. В расширенном алгоритме Евклида используется вспомогательные элементы 𝑢𝑖 связанные
рекуррентной формулой 𝑢𝑖+1 = 𝑞𝑖 · 𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1 где 𝑢−1 = 0, 𝑢0 = 1 и 𝑞𝑖 - частное, полученное на
𝑖− ом шаге алгоритма.
Приведем теперь последовательность шагов алгоритма:

Шаг 1. 𝑝 = 𝑦 · 𝑞1 + 𝑟1, 𝑢1 = 𝑞1 · 𝑢0 + 𝑢−1, где 𝑞1 и 𝑟1 соответственно частное и остаток от деления
𝑝 на 𝑦.

Шаг 2. 𝑦 = 𝑟1 · 𝑞2 + 𝑟2, 𝑢2 = 𝑞2 · 𝑢1 + 𝑢0,

Шаг 3. 𝑟1 = 𝑟2 · 𝑞3 + 𝑟3, 𝑢3 = 𝑞3 · 𝑢2 + 𝑢1,

...

Шаг i. 𝑟𝑖−2 = 𝑟𝑖−1 · 𝑞𝑖 + 𝑟𝑖, 𝑢𝑖 = 𝑞𝑖 · 𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖−2,

...

Шаг (ℓ) 𝑟ℓ−2 = 𝑟ℓ−1 · 𝑞ℓ + 1, 𝑢ℓ = 𝑞ℓ · 𝑢ℓ−1 + 𝑢ℓ−2. Это последний шаг алгоритма, так как остаток,
полученный на этом шаге равен 1 - наибольшему общему делителю чисел 𝑝 и 𝑦 .

Искомое значение 𝑥 определяется следующим образом:

𝑥 ≡ (−1)ℓ · 𝑢ℓ mod 𝑝.

4. Приложения в криптографии

4.1. Несимметричная криптография

История создания криптографических алгоритмов не менее загадочна и секретна чем са-
ми алгоритмы [7]. Идея передачи секретной информации по незащищенному каналу была
первоначально предложена James H. Ellis в 1970 году [12]. Затем Ellis, Cocks и Williamson в
1973 году [11] предложили идею алгоритма RSA, однако результат был засекречен Government
Communications Headquarters (Великобритания) и лишь 18 декабря 1997, Clifford Cocks анон-
сировал его, сделав достоянием широкой общественности. К сожалению James Ellis умер 25
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ноября 1997 за месяц до публичного анонсирования этого факта. В 2010 Malcolm Williamson,
Clifford Cocks и James Ellis получили престижную награду Milestone Award Института IEEE
(IEEE) за развитие криптографии с открытым ключом. Рассмотрим здесь, какой же алгоритм
был предложен этими тремя британцами.

4.1.1. Алгоритм WCE

В качестве секретного ключа выбираются два большие простые числа 𝑝 и 𝑞. Открытым
ключом является их произведение 𝑁 = 𝑝·𝑞. Сообщением𝑚 должно удовлетворять следующим
ограничениям: это целое положительное число, 𝑚 < 𝑁 . Для того чтобы зашифровать сооб-
щение, его необходимо возвести в степень открытого ключа 𝑁 и результат взять по модулю
𝑁 (то есть вычислить остаток от деления).

𝑒 = 𝑚𝑁 mod 𝑁 (2)

Таким образом, для зашифрования достаточно знание только открытого ключа. При этом
отметим здесь, что открытый ключ в алгоритме WCE представляет собой одно число 𝑁 яв-
ляющееся произведением двух секретных простых чисел 𝑝 и 𝑞 таких что

(𝑝, (𝑞 − 1)) = 1, (𝑞, (𝑝− 1)) = 1.

Для того чтобы расшифровать сообщение 𝑒 необходимо знание секретного ключа.
Первоначально находится функция Эйлера 𝜙(𝑁) = (𝑝−1)(𝑞−1) и вычисляется вспомогатель-
ное число 𝑐

𝑐 = 𝑁 mod 𝜙(𝑁).

Затем вычисляется секретный ключ 𝑑

𝑑 · 𝑐 = 1 mod 𝜙(𝑁))

Для этого используется расширенный алгоритм Евклида. Здесь следует заметить, что автома-
тически выполняется очень важное свойство для корректной работы расширенного алгоритма
Евклида. А именно - наибольший общий делитель чисел 𝑁 и 𝜙(𝑁) равен 1. И, наконец, за-
шифрованное сообщение 𝑒 возводится в степень 𝑑.

𝑚 = 𝑒𝑑 = 𝑚𝑐·𝑑 = 𝑚1 mod 𝜙𝑁 ≡ 𝑚 mod 𝑁

А теперь посмотрим официальную, наиболее часто встречающуюся, версию появления несим-
метричной криптографии.

4.1.2. Протокол Диффи-Хеллмана

В 1976 году американцы Уитфилд Диффи и Мартин Хеллман опубликовали в журнале
IEEE Transaction on Information Theory статью "New directions in cryptography"[8] в которой
описали схему шифрования без обмена секретным ключом по открытому каналу. Основной
идеей, лежащей в основе предложенного протокола являлось использование проблемы дис-
кретного логарифма. То есть отсутствие эффективного алгоритма вычисления числа 𝑥 при
известных простом числе 𝑝, и целых числах 𝑎 и 𝑏.

𝑎 = 𝑏𝑥 mod 𝑝

Что же собой представляет этот протокол, опубликованный более 40 лет назад и до сих
пор эффективно используемый в огромном числе практических приложений обеспечивающих
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безопасный канал для любых двух устройств не имевших до этого никакой информации друг
о друге и использующих для выработки секретного ключа канал связи свободно прослушива-
емый всеми.

Первым шагом протокола является выбор сторонами в открытом обсуждении пары чисел
: большого простого числа 𝑝 и 𝑏 -первообразного корня из 1 по модулю 𝑝. На втором ша-
ге каждый из участников протокола выбирает свое секретное число . Соответственно 𝑥, 𝑦 ,
1 < 𝑥 < 𝑝 − 1, 1 < 𝑦 < 𝑝 − 1. Для обмена по открытому, прослушиваемому каналу участни-
ки вычисляют числа , 𝑎 = 𝑏𝑥 mod 𝑝 и 𝑐 = 𝑏𝑥 mod 𝑝 соответственно. После получения этих
значений участники протокола могут вычислить общий парный ключ 𝐾.

𝐾 = 𝑎𝑦 = 𝑐𝑥 ≡ 𝑏𝑥𝑦 mod 𝑝. (3)

4.1.3. Алгоритм шифрования RSA

В 1978 году Рональд Райвест, Ади Шамир и Леонард Адлеман запатентовали и опублико-
вали свой алгоритм получивший в дальнейшем название RSA [9]. В этом же номере журнала,
известный математик и учёный Мартин Гарднер по согласию авторов алгоритма, опублико-
вал математическую задачу, получившую название RSA-129. В условии задачи он указал два
числа 𝑛 и 𝑒 - открытый ключ и зашифрованный текст. Длина числа 𝑛 составляла 129 десятич-
ных знаков, а число 𝑒 = 1007. За расшифровку текста предполагалась премия в 100 долларов.
Шифр удалось взломать через 17 лет — около 600 человек объединились в сеть и усилиями
1600 компьютеров за полгода смогли прочитать фразу в 1995 году:

«The Magic Words are Squesmish Ossifrage»1

Основные этапы алгоритма RSA
Выбор секретного ключа и вычисление открытого ключа

Шаг 3. Выбираем большое простые числа 𝑝 и 𝑞 с близким количеством цифр, после чего
вычисляем 𝑁 = 𝑝𝑞.

Шаг 4. Вычисляем 𝜙(𝑁) = (𝑝− 1)(𝑞 − 1).

Шаг 5. Случайным образом выбираем число 𝑐, взаимно простое с 𝜙(𝑁).

Шаг 6. C помощью расширенного алгоритма Евклида вычисляем число 𝑑, такое что
𝑐 · 𝑑 ≡ 1 mod 𝜙(𝑁).

Определение 1. Число 𝑑 — секретный ключ, так же как и числа 𝑝 и 𝑞.

Определение 2. Пара (𝑐,𝑁) — открытый ключ, который распространяется открыто .

Шифрация сообщений с использованием открытого ключа
Сообщение может быть любое целое положительное число 𝑚 не превосходящее 𝑁 . При

шифрации используется открытый ключ:

𝑒 ≡ 𝑚𝑐 mod 𝑁.

Дешифрация с использование секретного ключа
Возводим число 𝑒 в степень 𝑑 и ищем остаток числа 𝑒𝑑 при делении на 𝑁 . Это и будет

искомое число 𝑚, так как

𝑒𝑑 = 𝑚𝑐𝑑 ≡ 𝑚1+𝑘·𝜙(𝑁) ≡ 𝑚+ ℓ ·𝑁 ≡ 𝑚 mod 𝑁.
1В переводе с английского: «Волшебные слова — это брезгливая скопа». Скопа — это птица, родственник

стервятника.
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Замечание 1. Если число 𝑁 имеет 100 цифр, то имеется не менее 4 · 1042 простых
числа, которые могут делить число 𝑁 . Если компьютер выполняет 1 миллион операций в
секунду, то ему понадобится примерно 1035 лет для вычисления 𝜙(𝑁).

Замечание 2. В алгоритме RSA, использованном Гарднером для своего конкурса, исполь-
зовались 64 и 65-значные простые числа.

Замечание 3. Сейчас для алгоритма RSA используют 150-значные простые числа.

4.2. Алгоритм Эль Гамаля

Основные этапы алгоритма Эль Гамаля
В 1985 году в журнале IEEE Transactions on Information Theory [10] Тахером Эль-Гамалем был
предложен алгоритм шифрования использующий идеи протокола Диффи-Хеллмана. В отли-
чии предыдущих авторов Эль-Гамаль не патентовал свою схему и во многом именно вслед-
ствие этого она была использована как основа для национальных стандартов в большинстве
стран(Россия, США, Европа и т.д.).

Выбор секретного ключа и вычисление открытого ключа

Шаг 1. Выбираем большое простое число 𝑝 и 𝑞 - примитивный корень из единицы по
модулю 𝑝.

Шаг 2. Случайным образом выбираем число 𝑐, 1 < 𝑐 < 𝑝− 1.

Шаг 2. Вычисляем 𝑏 = 𝑞𝑐 mod 𝑝.

Определение 3. Число 𝑐 — секретный ключ.

Определение 4. Тройка чисел (𝑝, 𝑞, 𝑏) — открытый ключ, который распространяется
открыто .

Шифрация сообщений с использованием открытого ключа
Сообщением может быть любое целое положительное число 𝑚 не превосходящее 𝑁 . При

шифрации используется открытый ключ и случайное число 𝑟, 1 < 𝑟 < 𝑝− 1:

𝑒 ≡ 𝑚 · 𝑏𝑟 mod 𝑝.

Определение 5. Зашифрованное сообщение представляется парой чисел:

(𝑒, 𝑓 ≡ 𝑞𝑟 mod 𝑝).

Дешифрация с использование секретного ключа
Возводим число 𝑓 в степень 𝑐 и получаем 𝑏𝑟 mod 𝑝.

𝑓 𝑐 = 𝑞𝑟𝑐 = 𝑞𝑐𝑟 = 𝑏𝑟 mod 𝑝

Используя расширенный алгоритм Евклида находим мультипликативно обратное 𝑑 к 𝑏𝑟 по
модулю 𝑝.

𝑑 · 𝑏𝑟 ≡ 1 mod 𝑝.

Теперь осталось умножить первое из пары чисел представленных в зашифрованном сообщении
и мы получим исходное сообщение.

𝑒 · 𝑑 = 𝑚 · 𝑏𝑟 · 𝑑 ≡ 𝑚 · 1 = 𝑚 mod 𝑝.
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4.3. Электронная подпись

В предыдущем разделе мы посмотрели каким образом можно создать общий секретный
ключ используя для этого открытый прослушиваемый канал связи. Однако шифрация ре-
шает лишь одну из трех основных задач информационной безопасности - обеспечение кон-
фиденциальности хранимой, обрабатываемой и передаваемой информации. К сожалению, это
не позволяет предотвратить незаметное изменение критически важной информации [5]. Оче-
видно, что злоумышленник, зная открытый ключ, которым было зашифровано исходное со-
общение, может легко заменить его на другое [6]. Для того, чтобы этого нельзя было сде-
лать требуется использовать некоторую секретную информацию - секретный ключ. Когда
говорят про электронную подпись, то обязательно упоминается некоторая однонаправленная
функция - хэш-функция, позволяющая сообщение любого размера преобразовать в "отпеча-
ток"фиксированной длины (например 256 бит). Такое преобразование и выполняется с помо-
щью хэш-функции. В английском языке одним из значений слова "hash"является "путаница".
И действительно при выполнении хэш-преобразования исходная информация "запутывает-
ся"так, что распутать(восстановить) ее обратно практически не представляется возможным.
Для реализации подписи исходная информация сначала хэшируется, а затем подписывается с
помощью секретного ключа. Таким образом возникает первая уязвимость подписи - так назы-
ваемая коллизия при вычислении хэш-функции. Очевидно, если два разных сообщения имеют
один и тот же результат хэш-функции, то и подписи у этих сообщений будут одинаковые. Та-
ким образом, можно просто подставить подпись одного сообщения под другим. Существуют
два вида электронной подписи:

� отрицаемая подпись,

� неотрицаемая подпись.

Отрицаемая подпись подразумевает использование одного и того же секретного ключа и при
вычислении и при проверке электронной подписи. В этом случае, очевидно, обе стороны мо-
гут подписать сообщение и невозможно будет доказать кто же из них на самом деле подписал
документ.
Неотрицаемая подпись использует при вычислении секретный ключ пользователя, а при про-
верке - его открытый ключ. Такой вариант позволяет говорить о том, что подпись может быть
сформирована только одним лицом - обладателем секретного ключа, в о время как поверить
подпись может любой, кому известен его открытый ключ. Как мы с вами уже видели на при-
мере алгоритмов несимметричного шифрования, знание отрытого ключа не дает возможности
вычислить соответствующий ему секретный ключ.
Рассмотрим теперь алгоритмы электронной подписи соответствующие приведенным ранее ал-
горитмам шифрования RSA и Эль Гамаля.

4.4. Электронная подпись RSA

Используя введенные ранее обозначения опишем этапы вычисления электронной подписи
и ее проверки, считая, что для сообщения 𝑚 значение хэш-функции равно ℎ и ℎ < 𝑁 . Тогда
подпись 𝑠 вычисляется следующим образом:

𝑠 = ℎ𝑑 mod 𝑁.

После вычисления электронной подписи хранимой или передаваемой информацией является
пара - сообщение и подпись - (𝑚, 𝑠). Не трудно заметить, что алгоритм подписи для RSA сов-
падает с алгоритмом расшифровки и естественным образом требует секретного ключа.
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Для того чтобы проверить правильность электронной подписи 𝑠, то есть проверить не иска-
жен ли исходный документ 𝑚 и действительно ли он подписан конкретным лицом, имеющим
открытый ключ (𝑐,𝑁) необходимо выполнить следующие действия:

� вычислить хэш функцию от проверяемого сообщения 𝑚′ , ℎ′ = 𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑚′),

� проверить выполняется ли равенство 𝑠𝑐 ≡ ℎ′ mod 𝑁 .

Очевидно, что для выполнения этих операций необходим только открытый ключ (𝑐,𝑁).

4.5. Электронная подпись Эль Гамаля

Подпись Эль Гамаля реализуется на много сложнее и главное требует использования слу-
чайного числа, что с одной стороны затрудняет ее вычисление, а с другой делает ее более
защищенной, так как одно и то же сообщение подписанное тем же пользователем будет иметь
каждый раз разную подпись.
При наличии секретного ключа 𝑐 и открытого (𝑝, 𝑞, 𝑏) нам понадобится еще случайное целое
положительное число 𝑟, такое что 1 < 𝑟 < 𝑝− 1 и наибольший общий делитель 𝑟 и 𝑝− 1 равен
1. Зачем требуется второе ограничение на это случайное число мы увидим немного позже.
Электронная подпись 𝑠 для сообщения 𝑚 с хэш-функцией ℎ вычисляется из соотношения

ℎ ≡ 𝑟 · 𝑠+ 𝑓 · 𝑐 mod (𝑝− 1).

где 𝑓 = 𝑞𝑟 mod 𝑝.
Не трудно заметить что здесь опять необходимо найти мультипликативно обратное к 𝑟 по
модулю 𝑝 − 1 и это можно сделать только в том случае когда (𝑟, (𝑝 − 1)) = 1. Подписью в
системе Эль Гамаля так же как и при шифровании являются два числа (𝑠, 𝑓).
Для проверки целостности сообщения и принадлежности подписи требуется сообщение
𝑚′, подпись (𝑠, 𝑓) и открытый ключ пользователя. Если искажений не было, то есть
𝑚′ = 𝑚,ℎ′ = 𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑚′) = 𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑚) = ℎ и подпись была вычислена пользователем с открытым
ключом (𝑝, 𝑞, 𝑏) и соответствующим ему секретным ключом 𝑐 то будет выполнено сравнение

𝑞ℎ
′ ≡ 𝑓𝑠 · 𝑏𝑓 ≡ 𝑞𝑟·𝑠 · 𝑞𝑐·𝑓 ≡ 𝑞𝑟·𝑠+𝑐·𝑓 ≡ 𝑞ℎ+ℓ·(𝑝−1) = 𝑞ℎ mod 𝑝.

4.6. Электронная подпись на билинейном преобразовании

Метод для создания электронной подписи, который сейчас будет предложен, использует
упрощенный вид спаривания в явном законе взаимности, полученном С.В.Востоковым в ра-
боте [2].
Множество целых чисел, взаимно простых с 𝑝:

Z(𝑝) =
{︀
𝑎 ∈ Z

⃒⃒
н.о.д. 𝑎𝑝 = 1

}︀
.

Из свойств взаимно-простых чисел ясно, что умножение оставляет числа из Z(𝑝) в этом же
множестве.

Пусть N+ — множество натуральных чисел c операцией сложения. Зададим спаривание

⟨, ⟩𝑝 : Z(𝑝) × N+ → Z mod 𝑝

⟨𝑎, 𝑛⟩ = 𝑙(𝑎)𝑛 mod 𝑝

𝑙(𝑎) =
log 𝑎𝑝−1

𝑝

Здесь log(1 + 𝑥) = 𝑥− 𝑥2

2 + 𝑥3

3 − . . .
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Определение 6. Число 𝑎 называем числом Вифериха, если 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝2).

В противном случае будем называть антивифериховым.

Утверждение 1. Спаривание ⟨, ⟩𝑝 является билинейным, то есть

⟨𝑎𝑏, 𝑛⟩𝑝 = ⟨𝑎, 𝑛⟩𝑝 + ⟨𝑏, 𝑛⟩𝑝 для любых 𝑎 и 𝑏 из Z(𝑝);

⟨𝑎, 𝑛+𝑚⟩𝑝 = ⟨𝑎, 𝑛⟩𝑝 + ⟨𝑎,𝑚⟩𝑝 для любых 𝑛 и 𝑚 из N+.

Кроме того, это спаривание невырожденно для антивиферихова числа 𝑎, то есть для такого
𝑎 найдется 𝑛 из N+ такое, что ⟨𝑎, 𝑛⟩𝑝 = 1 (mod 𝑝).

Доказательство.

1. Билинейность по второму аргументу очевидна, а по первому следует из свойств лога-
рифма.

2. Невырожденность. Пусть число 𝑎 — антивиферихово. Тогда

𝑎𝑝−1 − 1

𝑝
|̸ 𝑝.

Поэтому

𝐿(𝑎) =
log
(︀
𝑎𝑝−1

)︀
𝑝

=
log
(︁

1 + 𝑎𝑝−1−1
𝑝 · 𝑝

)︁
𝑝

=

=

𝑎𝑝−1

𝑝 · 𝑝
𝑝

−

(︁
𝑎𝑝−1

𝑝 · 𝑝
)︁2

2𝑝
+ · · · =

𝑎𝑝−1 − 1

𝑝

не делится на 𝑝. Тогда в качестве 𝑛 можно взять такое число, чтобы спаривание ⟨𝑎, 𝑛⟩𝑝
стало бы равно 1 mod 𝑝.

Действительно, так как н.о.д. 𝑙(𝑎)𝑝 = 1, то найдутся целые числа 𝑥 и 𝑦 такие, что
𝑙(𝑎)𝑥 + 𝑝𝑦 = 1. Заменяя, если нужно, 𝑥 на 𝑥′ = 𝑥 + 𝑝𝑘, а 𝑦 на 𝑦′ = 𝑦 − 𝑙(𝑎)𝑘, получаем,
при подходящем 𝑘, что 𝑥′ — натуральное число. 2

4.6.1. Формирование подписи

Алиса — доверенное лицо (арбитр). Она выбирает большое простое число 𝑝, взаимно про-
стое с ним антивиферихово число 𝑎 из Z(𝑝) и натуральное число 𝑛 из N+ такое, чтобы было
выполнено сравнение

⟨𝑎, 𝑛⟩ =
𝑎𝑝−1 − 1

𝑝
· 𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝)

Пусть 𝑥 — случайное число такое, что 1 < 𝑥 < 𝑝 ,и 𝑠 — решение сравнения 𝑠𝑥 ≡ 𝑛 (mod 𝑝).

Определение 7. Набор (𝑎, 𝑥, 𝑛) является секретным ключом.

Пусть 𝑀 = {𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑘} — информация (сообщение). В криптографии определена
функция, называемая хэш-функцией, которая однозначно задана информацией 𝑀 .

Найдем остаток при делении 𝑎ℎ𝑥 на 𝑝2:

𝑟 = 𝑎ℎ𝑥 (mod 𝑝2), 0 < 𝑟 < 𝑝2.
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Подписанное сообщение имеет вид Π = (𝑀, 𝑟 < 𝑠 < ℎ). Получатель Боб должен проверить
подпись, то есть проверить справедливость сравнения

𝑟𝑝−1 − 1

𝑝
· 𝑠 ≡ ℎ mod 𝑝, (4)

то есть остаток 𝑟𝑝−1−1
𝑝 · 𝑠 при делении на 𝑝 должен быть равен ℎ𝑎.

Утверждение 2. Если подпись верна, что сравнение (4) выполнено.

Доказательство. Вычислим спаривание ⟨𝑟, 𝑠⟩𝑝. Имеем

⟨𝑟, 𝑠⟩𝑝 ≡ 𝑙(𝑟) · 𝑠 ≡
log
(︁

1 + 𝑟𝑝−1−1
𝑝

)︁
𝑝

· 𝑠 =
𝑟𝑝−1 − 1

𝑝
· 𝑠 ≡ ℎ mod 𝑝.

Действительно, так как 𝑟 = 𝑎ℎ𝑥 (mod 𝑝2), то

⟨𝑟, 𝑠⟩𝑝 = ⟨𝑎ℎ𝑥, 𝑠⟩𝑝 ≡ 𝑥⟨𝑎ℎ, 𝑠⟩𝑝 ≡
≡ ⟨𝑎ℎ, 𝑠𝑥⟩𝑝 ≡ ℎ⟨𝑎, 𝑛⟩𝑝 ≡ ℎ (mod 𝑝).

2

Утверждение 3. Подпись Π удовлетворяет требованиям к подписи, то есть

1. никто, кроме Алисы, не может подписать сообщение с ее подписью;

2. в случае конфликта Алиса c Бобом они обращаются к третьим лицам и судья прове-
ряет подлинность подписи после предъявления ему чисел (𝑎, 𝑥, 𝑛).

Используя явную формулу закона взаимности [2, 3], а также полученные позднее со-
ответствующие формулы в формальных модулях Любина-Тейта [13, 14, 16] и в формаль-
ных модулях Любина-Тейта [19, 20, 21] и явные формулы в многомерных локальных полях
[15, 17, 18] можно применить их в алгоритме WCE, протоколе Диффи-Хеллмана и алгоритме
Эль-Гамаля, что будет сделано в последующих работах

5. Заключение

В данной работе рассмотрены криптографические примитивы шифрования и подписи, ис-
пользующие основные понятия теории чисел. Предложен алгоритм электронной подписи, ос-
нованный на билинейном преобразовании использующем упрощенный вид спаривания в явном
законе взаимности, описанный С. В. Востоковым в работе [2] , где было дано окончательное
решение 9-ой проблемы Гильберта.
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To the memory of Academician J. V. Linnik

1. Introduction

The purpose of this article is to give the new demonstration of the estimation of non-complete
rational trigonometric sums. Early the deduction of similar estimations are realized with using the
Fourier analysis [1],[2]. Here we develop the Hua’s method of estimations of complete rational sums
([2], p.101–109). We follow the version of this method, proposed by V. N. Chubarikov [6]-[10].

Let 𝑛 ≥ 2, 𝑝 is a prime number, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 is a polynomial with integer

coefficients, (𝑎𝑛, . . . 𝑎1, 𝑝) = 1, 0 ≤ 𝑙 < 𝑘 and 𝑒(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝑥,

𝑆 = 𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =

𝑝𝑘−𝑙∑︁
𝑥=1

𝑒(𝑓(𝑥)/𝑝𝑘) (1)

𝑆 =

𝑝∑︁
𝜉=1

𝑆(𝜉), 𝑆(𝜉) =

𝑝𝑘−𝑙∑︁
𝑥=1

𝑥≡𝜉 (mod 𝑝)

𝑒(𝑓(𝑥)/𝑝𝑘), (2)

moreover

𝑆(𝜉) =

𝑝𝑘−𝑙−1∑︁
𝑥=1

𝑒(𝑓(𝜉 + 𝑝𝑥)/𝑝𝑘).

Let 𝑤 = [ln𝑛/ ln 𝑝], 𝑝𝜏‖(𝑛𝑎𝑛, . . . , 2𝑎2, 𝑎1), then 𝜏 ≤ 𝑤.
We define, following Hua L.-K. ([2], p. 217), solutions

𝑥 = 𝜉1 + 𝑝𝜉2 + · · · + 𝑝𝑠−1𝜉𝑠 + . . . (3)

of congruence 𝑓 ′(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) in the next way

𝑝−𝜏0𝑓 ′(𝜉1) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝑝𝑢1𝑔𝜉1(𝑥) = 𝑓(𝜉1 + 𝑝𝑥) − 𝑓(𝜉), (4)

where the coefficients of the polynomial 𝑔𝜉1(𝑥) and the number 𝑝 have no common factor excepted
1, and further by the analogy for 𝑠 ≥ 1 we put

𝑝−𝜏𝑠−1𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑠−1)(𝜉𝑠) ≡ 0 (mod 𝑝), (5)

𝑝𝑢𝑟𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)(𝑥) = 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟 + 𝑝𝑥) − 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟), (6)

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠−1 − 𝑢𝑠, 𝑙𝑠 = 𝑙𝑠−1 − 𝑢𝑠 + 1. (7)

Now we formulate statements of following theorems.
Theorem 1. Let inequalities 𝑘𝑟−1 ≥ 2(𝑙𝑟−1 + 𝑤 + 1), 𝑘𝑟 < 2(𝑙𝑟 + 𝑤 + 1) be define the number

𝑟. Then we have

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁

(𝜉1,...,𝜉𝑟)

𝑒

(︂
𝑓(𝜉1)

𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝜉2)

𝑝𝑘1
+ · · · +

𝑔𝜉1,...,𝜉𝑟−1(𝜉𝑟)

𝑝𝑘𝑟−1

)︂
𝑆(𝑝𝑘𝑟 ; 𝑘𝑟 − 𝑙𝑟, 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)).

Theorem 2. Let 𝑟 be the smallest number over all solutions (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑟), defining early, and

satisfying inequalities 𝑘𝑟−1 ≥ 2(𝑙𝑟−1 + 𝑤 + 1), 𝑘𝑟 < 2(𝑙𝑟 + 𝑤 + 1). Then

|𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓)| ≤ (𝑛− 1)𝑝𝑘−𝑙−𝑟. (8)
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2. Lemmas

Further we have the following statement.
Lemma 1. Let 𝜉 is not a solution of the congruence 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝), and let 0 ≤ 𝑙 < 𝑘.

Then for 𝑘 ≥ 𝑙 + 2(𝑙 + 𝑤) we get 𝑆(𝜉) = 0.
Proof. We put 𝑥 = 𝑦 + 𝑝𝑘−𝑙−𝜏−2𝑧, where 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑝𝑘−𝑙−𝜏−2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑝𝜏+1 − 1. It gives

𝑆(𝜉) =

𝑝𝑘−𝑙−𝜏−2∑︁
𝑦=1

𝑝𝜏+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒(𝑓(𝜉 + 𝑝𝑦 + 𝑝𝑘−𝑙−𝜏−1𝑧)/𝑝𝑘) =

=

𝑝𝑘−𝑙−𝜏−2∑︁
𝑦=1

𝑒(𝑒(𝑓(𝜉 + 𝑝𝑦)/𝑝𝑘))

𝑝𝜏+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒(𝑓 ′(𝜉 + 𝑝𝑦)𝑧/𝑝𝜏+1) = 0,

as 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝜉) ̸≡ 0 (mod 𝑝) and 𝑘 ≥ 2(𝑙 + 𝜏 + 1).
Lemma is proved.
Lemma 2. Let 𝜉 be a solution of the congruence 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝜉) ≡ 0 (mod 𝑝). Let

𝑝𝑢𝑔(𝑥) = 𝑓(𝜉 + 𝑝𝑥) − 𝑓(𝜉), 𝑔(𝑥) = 𝑔𝜉(𝑥) = 𝑏𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑏1𝑥, (𝑏𝑛, . . . 𝑏1, 𝑝) = 1.

Then we have

𝑆(𝜉) = 𝑒(𝑓(𝜉)/𝑝𝑘)

𝑝𝑘−𝑙−1∑︁
𝑥=1

𝑒(𝑔(𝑥)/𝑝𝑘−𝑢).

Proof. We find

𝑒(−𝑓(𝜉)/𝑝𝑘)𝑆(𝜉) =

𝑝𝑘−𝑙−1∑︁
𝑥=1

𝑒((𝑓(𝜉 + 𝑝𝑥) − 𝑓(𝜉))/𝑝𝑘) =

𝑝𝑘−𝑙−1∑︁
𝑥=1

𝑒(𝑔(𝑥)/𝑝𝑘−𝑢).

Lemma is proved.
Lemma 3. The number of solutions of the congruence 𝑓 ′(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) in the sense described

(3)–(7) is at most 𝑛− 1.
Proof. See ([2], p.217, Lemma 6.1).
Lemma 4. We have

𝑛− 1 ≥ 𝑢1 ≥ 𝑢2 ≥ · · · ≥ 𝑢𝑟 ≥ 2.

Proof. See ([2], p.219, Lemma 7.1).
Lemma 5. We have

𝑘 − 𝑙 + 𝑟 − (𝑢1 + · · · + 𝑢𝑟) ≤ [ln𝑛/ ln 𝑝].

Proof. See ([2], p.220, Lemma 7.2).

3. Proof of theorems

1. For 𝑘 ≥ 2(𝑙 + 𝑤 + 1) we get

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁
𝜉

𝑒(𝑓(𝜉)/𝑝𝑘)𝑆(𝑝𝑘−𝑢; 𝑘 − 𝑙 − 1, 𝑔𝜉),
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where 𝜉 = 𝜉1 runs all solutions of the congruence 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝜉) ≡ 0 (mod 𝑝), and 𝑢 = 𝑢1 = 𝑢1(𝜉) is
defined in the statement of the Lemma 2.

Putting 𝑘1 = 𝑘 − 𝑢1, 𝑙1 = 𝑙 + 1 − 𝑢1, we have

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁
𝜉

𝑒(𝑓(𝜉)/𝑝𝑘)𝑆(𝑝𝑘1 ; 𝑘1 − 𝑙1, 𝑔𝜉).

Thus if 𝑘1 ≥ 2(𝑙1 + 𝑤 + 1) then we obtain from Lemmas 1 and 2

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁

(𝜉1,𝜉2)

𝑒

(︂
𝑓(𝜉1)

𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝑥𝑖2)

𝑝𝑘1

)︂
𝑆(𝑝𝑘1−𝑢2 ; 𝑘1 − 𝑙1 − 1, 𝑔(𝜉1,𝜉2)),

where 𝜉2 is a solution of the congruence

𝑝−𝜏1𝑔′𝜉1(𝜉2) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝑝𝜏1‖(𝑛𝑏𝑛, . . . , 2𝑏2, 𝑏1), 𝜏1 ≤ 𝑤,

and

𝑝𝑢2𝑔(𝜉1,𝜉2)(𝑥) = 𝑔𝜉1(𝜉2 + 𝑝𝑥) − 𝑔𝜉1(𝜉2), 𝑔(𝜉1,𝜉2)(𝑥) = 𝑐𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑐1𝑥, (𝑐𝑛, . . . 𝑐1, 𝑝) = 1.

We carry on doing this procedure further. For 𝑟 ≥ 1 we put

𝑘𝑟 = 𝑘𝑟−1 − 𝑢𝑟, 𝑙𝑟 = 𝑙𝑟−1 + 1 − 𝑢𝑟.

𝑝𝑢𝑟𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)(𝑥) = 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟 + 𝑝𝑥) − 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟),

𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)(𝑥) = 𝑐(𝑟)𝑛 𝑥𝑛 + · · · + 𝑐
(𝑟)
1 𝑥, (𝑐(𝑟)𝑛 , . . . 𝑐

(𝑟)
1 , 𝑝) = 1.

Then finally by Lemma 4 and 5 for some 𝑟 from conditions

𝑘𝑟−1 ≥ 2(𝑙𝑟−1 + 𝑤 + 1), 𝑘𝑟 < 2(𝑙𝑟 + 𝑤 + 1),

we find

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁

(𝜉1,...,𝜉𝑟)

𝑒

(︂
𝑓(𝜉1)

𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝜉2)

𝑝𝑘1
+ · · · +

𝑔𝜉1,...,𝜉𝑟−1(𝜉𝑟)

𝑝𝑘𝑟−1

)︂
×

×𝑆(𝑝𝑘𝑟−1−𝑢𝑟 ; 𝑘𝑟−1 − 𝑙𝑟−1 − 1, 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)) =

=
∑︁

(𝜉1,...,𝜉𝑟)

𝑒

(︂
𝑓(𝜉1)

𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝜉2)

𝑝𝑘1
+ · · · +

𝑔𝜉1,...,𝜉𝑟−1(𝜉𝑟)

𝑝𝑘𝑟−1

)︂
𝑆(𝑝𝑘𝑟 ; 𝑘𝑟 − 𝑙𝑟, 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)),

where 𝜉𝑟 is a solution of the congruence

𝑝−𝜏𝑟−1𝑔′(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)
(𝜉𝑟) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝑝𝜏𝑟−1‖(𝑛𝑏(𝑟−1)

𝑛 , . . . , 2𝑏
(𝑟−1)
2 , 𝑏

(𝑟−1)
1 ), 𝜏𝑟−1 ≤ 𝑤.

The theorem 1 is proved.
2. Further we have

𝑘𝑟 = 𝑘𝑟−1 − 𝑢𝑟 = 𝑘𝑟−2 − 𝑢𝑟−1 − 𝑢𝑟 = · · · = 𝑘 − 𝑢1 − 𝑢1 − · · · − 𝑢𝑟,

𝑙𝑟 = 𝑙𝑟−1 + 1 − 𝑢𝑟 = 𝑙𝑟−2 + 1 − 𝑢𝑟−1 + 1 − 𝑢𝑟−2 = · · · = 𝑙 + 𝑟 − 𝑢1 − · · · − 𝑢𝑟.

Hence
𝑘𝑟 − 𝑙𝑟 = 𝑘 − 𝑙 − 𝑟.
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From here we get

𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁

(𝜉1,...,𝜉𝑟)

𝑒

(︂
𝑓(𝜉1)

𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝜉2)

𝑝𝑘1
+ · · · +

𝑔𝜉1,...,𝜉𝑟−1(𝜉𝑟)

𝑝𝑘𝑟−1

)︂
𝑆(𝑝𝑘𝑟 ; 𝑘 − 𝑙 − 𝑟, 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)).

Therefore, using the Lemma 3, we find

|𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓)| ≤ (𝑛− 1)𝑝𝑘−𝑙−𝑟.

The theorem 2 is proved.

Conclusive notes. It’s interesting to get non-trivial estimations for shorter non-complete
rational trigonometric sums.

We continue recent studies of Professor V.N.Chubarikov on complete arithmetical sums. The
problem of this paper due to him. I express my gratitude to Professor V.N.Chubarikov for the
discussion of this problem.
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1. Einführung

Seien 𝑎 und 𝑞 zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen und

𝑃 (𝑎, 𝑞) := min{𝑝 ≡ 𝑎( mod 𝑞) | 𝑝 Primzahl}.

In 1944 bewies Y. Linnik [15, 16]
𝑃 (𝑎, 𝑞) < 𝐶𝑞𝐿

mit effektiv berechenbaren, positiven Konstanten 𝐶 und 𝐿. Dies wird als Linniks Theorem und 𝐿
als Linniks Konstante bezeichnet. Wir verweisen auf [12, S18], [11, S.265-270] und [24, S2.2] für eine
weitergehende Einführung und Motivation. Mehrere Autoren haben zulässige Werte für 𝐿 bewiesen:

Tabelle 1. Zulässige Werte für 𝐿
𝐿 Jahr Autor Verweis
10000 1957 Pan [18]
5448 1958 Pan [19]
777 1965 Chen [2]
630 1971 Jutila [20, S.370]
550 1970 Jutila [13]
168 1977 Chen [3]
80 1977 Jutila [14]
36 1977 Graham [8]
20 1981 Graham [10]
17 1979 Chen [4]
16 1986 Wang [21]
13.5 1989 Chen und Liu [5]
11.5 1991 Chen und Liu [6]
8 1991 Wang [22]
5.5 1992 Heath-Brown [11]
5.18 2011 Xylouris [23]
5 2011 Xylouris [24]

In [23] verwenden wir mehrere Verbesserungspotentiale, die Heath-Brown in [11, S.332f]
beschreibt und beweisen Linniks Theorem mit 𝐿 = 5.18. Unsere Arbeit [24] beinhaltet [23], sowie
vier weitere technische Verbesserungen:

� Kleinere Anpassungen bei der Herleitung (fast) nullstellenfreier Regionen (S3 der vorliegenden
Arbeit)

� Verwendung allgemeinerer Siebgewichte in einem Nullstellendetektor - es folgen bessere
Abschätzungen der Nullstellendichte für Nullstellen weit weg von 𝑠 = 1 (S4)

� Verallgemeinerung und Optimierung von Abschätzungen der Nullstellendichte für Nullstellen
nahe 𝑠 = 1 (S5)

� Verwendung einer allgemeineren Gewichtsfunktion in jener expliziten Formel, die Ausgangs-
punkt für unseren Beweis von Linniks Theorem ist (S6)

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung dieser vier technischen Verbesserun-
gen aus [24]. Unser Hauptresultat lautet:

Theorem 1. Seien 𝑎 und 𝑞 zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen. Dann ist

𝑃 (𝑎, 𝑞) < 𝐶𝑞5

mit einer effektiv berechenbaren Konstanten 𝐶.
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Genauer erhalten wir anstelle von 5 einen Wert, der geringfügig kleiner als 5 ist. Wenn wir unsere
Computerberechnungen stark erweitern würden, dann vermuten wir, dass wir Linniks Theorem mit
𝐿 = 4.96 beweisen könnten. Weiterhin erhalten wir nicht nur die Existenz einer Primzahl, sondern
von 𝑞3.21 Primzahlen, welche kleiner als 𝑞5 sind für 𝑞 groß genug [24, Lemma 6.2]. Ähnliche Aussagen
folgen auch aus anderen Arbeiten zu Linniks Theorem.

Ausgangspunkt für den Beweis von Theorem 1 ist eine explizite Formel, welche die Primzahlen
in arithmetischen Progressionen mit den Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen nahe 𝑠 = 1 in
Verbindung bringt. Je weniger Dirichletsche L-Funktionen 𝑚𝑜𝑑 𝑞 eine Nullstelle nahe 𝑠 = 1 haben,
und je weiter weg diese potentiellen Nullstellen von 𝑠 = 1 sind, desto mehr bedingt dies die Existenz
kleiner Primzahlen (< 𝑞𝐿) in einer arithmetischen Progression 𝑚𝑜𝑑 𝑞.

Ähnlich zu [11] verwenden wir Computerberechnungen. Diese haben wir mit der Software Maple
und einem handelsüblichen Laptop im Jahr 2011 durchgeführt.

Ich möchte meinem Doktorvater Prof. Dr. B. Z. Moroz für seine konstante Unterstützung
eingehend danken.

2. Notation

Für 𝑞 ∈ N = {1, 2, 3, . . .} bezeichne 𝜒 einen Dirichlet-Charakter 𝑚𝑜𝑑 𝑞, 𝜒0 den Hauptcharakter
𝑚𝑜𝑑 𝑞 und 𝐿(𝑠, 𝜒) die zugehörige Dirichletsche L-Funktion. (ord𝜒) bezeichne die Ordnung von 𝜒
in der Gruppe der Dirichlet-Charaktere 𝑚𝑜𝑑 𝑞, [𝑥] := max{𝑎 ∈ Z | 𝑎 ≤ 𝑥} und

L := log 𝑞.

Für den Realteil einer komplexen Zahl 𝑧 schreiben wir ℜ{𝑧} und für den Imaginärteil ℑ{𝑧}. Die
Resultate in dieser Arbeit werden meist für 𝑞 ≥ 𝑞0 bewiesen, wobei 𝑞0 eine effektiv berechenbare
Konstante ist.

Um Linniks Konstante zu verbessern, genügt es die vorhandenen Abschätzungen zur Lage der
Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen im Rechteck

𝑅 := 𝑅(𝑙) :=

{︂
𝜎 + 𝑖𝑡 ∈ C | 1 − log log L

3L
≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑙

}︂
zu verbessern. Dabei ist 𝑙 ≤ L /10 die positive Zahl aus [11, Lemma 6.1]. Diese Wahl für 𝑙
garantiert, dass es keine Nullstellen leicht oberhalb oder unterhalb von 𝑅 gibt, was die Berechnungen
vereinfacht. Für ein festes 𝑞 betrachten wir alle Nullstellen 𝜌 ∈ 𝑅 von

𝑃 (𝑠) :=
∏︁

𝜒 (mod 𝑞)
𝜒 ̸=𝜒0

𝐿(𝑠, 𝜒). (1)

Sei 𝜌1 eine Nullstelle von 𝑃 (𝑠) in 𝑅, für die ℜ{𝜌1} maximal ist und sei 𝜒1 ein Charakter mit
𝐿(𝜌1, 𝜒1) = 0. Wir führen diesen Prozess weiter, indem wir im 𝑘’ten Schritt (𝑘 ≥ 2) die Nullstellen
𝜌 ∈ 𝑅 von

𝑃 (𝑠)

𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒1) · . . . · 𝐿(𝑠, 𝜒𝑘−1)𝐿(𝑠, 𝜒𝑘−1)

betrachten und eine Nullstelle 𝜌𝑘 wählen mit maximalem Realteil und ein 𝜒𝑘 mit 𝐿(𝜌𝑘, 𝜒𝑘) = 0.
Wir führen dies weiter fort bis im betrachteten Produkt keine weiteren Dirichletschen L-Funktionen
auftauchen. Es ist

𝜒𝑖 ̸= 𝜒𝑗 , 𝜒𝑗 für 𝑖 ̸= 𝑗.

Wir setzen
𝜌𝑘 = 𝛽𝑘 + 𝑖𝛾𝑘, 𝛽𝑘 = 1 − L −1𝜆𝑘, 𝛾𝑘 = L −1𝜇𝑘.

Wir benennen noch eine weitere, potentielle Nullstelle 𝜌′ von 𝐿(𝑠, 𝜒1) wie folgt:
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1. Wenn 𝜌1 eine mehrfache Nullstelle ist, dann wähle 𝜌′ = 𝜌1.

2. Wenn 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex ist, dann wähle 𝜌′ aus den Nullstellen in 𝑅∖{𝜌1, 𝜌1}, so dass
ℜ{𝜌′} maximal ist.

3. Ansonsten wähle 𝜌′ aus den Nullstellen in 𝑅∖{𝜌1}, so dass ℜ{𝜌′} maximal ist.

Analog zu vorher schreiben wir

𝜌′ = 𝛽′ + 𝑖𝛾′, 𝛽′ = 1 − L −1𝜆′, 𝛾′ = L −1𝜇′.

Für Abschätzungen zur Nulstellendichte genügt es nur Nullstellen mit ℑ(𝜌) ≤ 1 zu betrachten.
Wir definieren

𝑁(𝜆) := #{𝜒 (mod 𝑞) | 𝜒 ̸= 𝜒0, 𝐿(𝑠, 𝜒) hat eine Nullstelle in 𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 1}

und bezeichnen die 𝑁(𝜆) dazugehörigen Charaktere durch

𝜒(1), 𝜒(2), . . . , 𝜒(𝑁(𝜆)).

Zu jedem der 𝑁(𝜆) Charaktere 𝜒 wählen wir eine Nullstelle 𝜌(𝜒) = 𝜌(𝑘) mit maximalem Realteil
und schreiben

𝜌(𝑘) = 𝛽(𝑘) + 𝑖𝛾(𝑘), 𝛽(𝑘) = 1 − L −1𝜆(𝑘).

Wir werden an vielen Stellen die Gewichtsfunktion

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀ 𝛾
𝑡−𝛾 𝑔(𝑥)𝑔(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑥 = − 1

30 𝑡
5 + 2𝛾2

3 𝑡3 − 4𝛾3

3 𝑡2 + 16𝛾5

15 falls 𝑡 ∈ [0, 2𝛾),

0 falls 𝑡 ≥ 2𝛾.

(2)

benutzen, sowie ihre Laplace-Transformierte

𝐹 (𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

16𝛾5

15 𝑧−1 − 8𝛾3

3 𝑧−3 + 4𝛾2(1 + 𝑒−2𝛾𝑧)𝑧−4

+4(−1 + 𝑒−2𝛾𝑧 + 2𝛾𝑧𝑒−2𝛾𝑧)𝑧−6 falls 𝑧 ̸= 0,

8𝛾6

9 falls 𝑧 = 0.

Die Funktion 𝑓(𝑡) ist nicht-negativ und erfüllt zwei Regularitätsbedingungen, die in [24, S 3.1.2]
genauer beschrieben werden. Außerdem ist 𝐹 (𝑧) als Laplace-Transformierte einer nicht-negativen
Funktion monoton fallend in 𝑧.

3. Kleinere Anpassungen (fast) nullstellenfreier Regionen

Für 𝜆1 < 0.348 haben wir Linniks Theorem für 𝐿 = 4.9 [11, Lemma 14.2]. Um Theorem 1 für
den verbleibenden Fall 𝜆1 ≥ 0.348 zu beweisen, benutzen wir eine Ungleichung der Form (vergleiche
[23, (4.10), (4.17), (4.18)]) ∑︁

𝑝 prim
𝑝≡𝑎( mod 𝑞)

𝑝≤𝑞5

𝑤(𝑝) > 𝑔1(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆
′) (3)

wobei 𝑔1 monoton wachsend in 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 und 𝜆′ ist. Wir müssen zeigen, dass die rechte Seite von
(3) positiv ist. Um diese nach unten abzuschätzen, können wir Abschätzungen der Form (vergleiche
[23, Tabellen 1-10])

𝜆1 ∈ [𝜆11, 𝜆12] =⇒ 𝜆1 ≥ ̃︁𝜆11, 𝜆2 ≥ 𝜆21, 𝜆3 ≥ 𝜆31, 𝜆′ ≥ 𝜆′11
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verwenden mit konkreten Werten für 𝜆11, 𝜆12, 𝜆21, 𝜆31 und 𝜆′11. Solche Abschätzungen sind
äquivalent zu nullstellenfreien Regionen (im Fall von 𝜆1) oder fast nullstellenfreier Regionen (in
den anderen Fällen) der Funktion 𝑃 (𝑠) aus (1).

In [23] haben wir Abschätzungen für 𝜆′ hergeleitet mittels Ungleichungen der Form [23, Lemma
3.1]

𝜆′ ≥ 𝑔2(min(𝜆′, 𝜆2)) (4)

wobei 𝑔2 monoton wachsend in min(𝜆′, 𝜆2) ist. Sobald wir also eine untere Abschätzung für 𝜆′

beweisen, können wir diese wieder in (4) einsetzen und eventuell die untere Abschätzung für 𝜆′

weiter verbessern: Genauer benutzen wir vermöge [23, Table 7] ein größeres 𝜆⋆ in den Berechnungen,
die zu [23, Table 2] führen. Weiterhin benutzen wir 𝜆1 ≥ 0.44 vermöge [23, Theorem 1.2]. Damit
verbessern wir [23, Table 2] zu [24, Tabelle 2’], welche wir weiter unten notieren.

Um darüber hinaus den Beweis der Zulässigkeit von 𝐿 = 5 im Fall von 𝜆1 ∈ [0.68, 0.78] zu
ermöglichen, unterscheiden wir mehrere Fälle in den Berechnungen, die zu [23, Table 9] führen.
Damit erhalten wir [24, Tabelle 9]. Die erhöhte Anzahl der Fälle spiegelt sich in der erhöhten
Anzahl der Zeilen in letzterer Tabelle wieder. Schlussendlich verändern wir die in [23, Table 10]
betrachteten Fälle leicht und reduzieren das 𝛿 = 0.001 zu 𝛿 = 0.0001 in den entsprechenden
Berechnungen. Damit erhalten wir [24, Tabelle 10].

Tabelle 2’. Verbesserte 𝜆′-Abschätzungen.
(𝜒1 oder 𝜌1 komplex)

𝜆1 ≤ 𝜆′ > 𝜆⋆ 𝐶 ≤
0.46 1.85 1.56 0.0797
0.48 1.76 1.45 0.0598
0.50 1.67 1.36 0.0455
0.52 1.59 1.27 0.0332
0.54 1.51 1.19 0.0235
0.56 1.44 1.11 0.0150
0.58 1.36 1.04 0.0084
0.60 1.29 0.97 0.0026
0.62 1.22 0.91 0.0016
0.64 1.15 0.85 0.0010
0.66 1.08 0.79 0.0008
0.68 1.02 0.74 0.0007
0.70 0.96 -
0.72 0.93 -
0.74 0.91 -
0.76 0.89 -
0.78 0.86 -
0.80 0.84 -
0.82 0.83 -
0.827 0.827 -
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Tabelle 9. 𝜆3-Abschätzungen.
(𝜒1 komplex)

𝜆1 ∈ Bedingung 𝜆3 >
[0.62, 0.64] - 0.902
[0.64, 0.66] - 0.898
[0.66, 0.68] - 0.893
[0.68, 0.70] - 0.888
[0.68, 0.70] 𝜆2 ≤ 0.745 1.054
[0.70, 0.71] - 0.886
[0.70, 0.71] 𝜆2 ≤ 0.745 1.048
[0.71, 0.72] - 0.883
[0.71, 0.72] 𝜆2 ≤ 0.75 1.036
[0.72, 0.74] - 0.878
[0.72, 0.74] 𝜆2 ≤ 0.76 1.012
[0.74, 0.78] - 0.868
[0.74, 0.78] 𝜆2 ≤ 0.78 0.996

Tabelle 10. 𝜆3-Abschätzungen
(𝜒1 und 𝜌1 reell)

𝜆1 ∈ 𝜆3 >
[0.44, 0.60] 1.176
[0.60, 0.70] 1.055
[0.70, 0.80] 0.952

4. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschätzung für großes 𝜆

Wir beweisen Linniks Theorem ausgehend von einer Ungleichung vom Typ (3), wobei 𝑔1 von den
Nullstellen der Charaktere 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3 abhängt. Darüber hinaus hängt 𝑔1 auch von den Nullstellen
aller weiteren Dirichletschen L-Funktionen 𝑚𝑜𝑑 𝑞 ab (siehe [24, (6.31), (6.32)]). Deren Beitrag
kann mit Hilfe von Abschätzungen der Nullstellendichte beschränkt werden, die in ihrer klassischen
Form die maximale Anzahl aller Nullstellen aller Dirichletschen L-Funktionen modulo einem festen
𝑞 beschränken.

Um Linniks Konstante zu verbessern, benutzt Heath-Brown eine angepasste Abschätzung, die
nur eine Nullstelle (jene, deren Realteil am Nähesten zu 𝑠 = 1 ist) für jede Dirichletsche L-Funktion
betrachtet [11, Lemma 11.1]. Um Heath-Browns Abschätzung weiter zu verbessern, benutzen wir
allgemeinere ’Siebgewichte’ 𝜓𝑑 im verwendeten ’Nullstellendetektor’ [24, (3.28)]

1 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑈<𝑛<𝑋L

(
∑︁
𝑑|𝑛

𝜓𝑑)(
∑︁
𝑑|𝑛

𝜃𝑑)𝜒(𝑛)𝑛−𝜌(𝜒)𝑒−𝑛/𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+𝑂(L −1).

Letztere Abschätzung wird Nullstellendetektor genannt, weil nicht für zu viele, unterschiedliche 𝜌,
diese Ungleichung gültig sein kann. Im Folgenden beschreiben wir kurz unseren Ansatz und das
resultierende Lemma. Für mehr Details verweisen wir auf [24, S3.2, S5.1].

Seien 0 < 𝑢 < 𝑣 < 𝑥 und 𝑈 = 𝑞𝑢, 𝑉 = 𝑞𝑣, 𝑋 = 𝑞𝑥. Der Nullstellendetektor beinhaltet Gewichte
𝜓𝑑 (𝑑 ∈ N), die

𝜓𝑑 = 𝜇(𝑑) (1 ≤ 𝑑 ≤ 𝑈),

𝜓𝑑 = 0 (𝑑 ≥ 𝑉 ),

𝜓𝑑 ≪ 1

erfüllen müssen. Um Linniks Konstante zu verbessern, sind die 𝜓𝑑 so zu wählen, dass∑︁
𝑈<𝑛≤𝑋

(︁∑︁
𝑑|𝑛

𝜓𝑑

)︁2
𝑛−1 (5)

möglichst klein ausfällt. Heath-Brown wählt

𝜓𝑑 = 𝜓𝑈,𝑉
𝑑 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜇(𝑑) falls 1 ≤ 𝑑 ≤ 𝑈,

𝜇(𝑑) log(𝑉/𝑑)
log(𝑉/𝑈) falls 𝑈 ≤ 𝑑 ≤ 𝑉,

0 falls 𝑉 ≤ 𝑑,
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was ziemlich optimal wäre, falls 𝑈 = 𝑉 (vergleiche [1]). Da aber 𝑈 < 𝑉 , gibt es hier eventuell die
Möglichkeit die Wahl der 𝜓𝑑 weiter zu optimieren. In der Tat ist dies möglich, indem eine passende
Linearkombination

𝜓𝑑 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜓
𝑈𝑖−1,𝑈𝑖

𝑑

gewählt wird, mit 𝑀 ∈ N, 𝛼𝑖 ≥ 0,
∑︀𝑀

𝑖=1 𝛼𝑖 = 1 und 𝑈𝑖 = 𝑞𝑢𝑖 für 𝑢𝑖 = 𝑢+ 𝑖 · (𝑣 − 𝑢)/𝑀 .
Für festes 𝑀 wird der Ausdruck (5) durch

𝛼𝑖 :=

⎛⎝ ∑︁
1≤𝑗≤𝑀

𝐶(𝑀) − 𝑖

𝐶(𝑀) − 𝑗

⎞⎠−1

(𝑖 = 1, · · · ,𝑀)

minimiert mit

𝐶(𝑀) :=
1

2
+𝑀

𝑥− 𝑢0
𝑢𝑀 − 𝑢0

.

Je größer wir𝑀 wählen, desto besser die resultierende Abschätzung. Computerberechnungen lassen
vermuten, dass der zusätzliche Gewinn mit wachsendem 𝑀 sehr schnell fällt. Wir wählen später
𝑀 = 10. Mit diesen neuen Gewichten 𝜓𝑑 erhalten wir die folgende Verbesserung von [23, Lemma
3.4] (welches selbst eine Verallgemeinerung von [11, Lemma 11.1] ist).

Lemma 1. Sei 𝑀 ∈ N, 𝜀, 𝑐1, 𝑐2 > 0 und 𝜆0 = 1
3 log log L . Sei

𝑢𝑖 :=
1

3
+ 2𝑐1 +

𝑖 · 𝑐2
𝑀

(𝑖 ∈ {0, . . . ,𝑀})

und

𝑥 :=
2

3
+ 3𝑐1 + 𝑐2.

Sei 𝑤0 : [𝑢0, 𝑥] → R eine stetige Funktion, welche stetig differenzierbar ist bis auf endliche viele
Stellen. Weiterhin erfülle diese Funktion

1 ≪ 𝑤0(𝑡) ≪ 1 und 𝑤′
0(𝑡) ≪ 1

mit gewissen absoluten impliziten Konstanten. Dann gibt es ein 𝑞0, welches von allen gewählten
Konstanten abhängt, so dass für 𝑞 ≥ 𝑞0

∑︁
1≤𝑘≤𝑁(𝜆0)

(︂∫︁ 𝑥

𝑢0

𝑤0(𝑡)
2𝑒2𝜆

(𝑘)𝑡 𝑑𝑡

)︂−1

≤ 𝑀2 + 𝜀

𝑐1𝑐22

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖

∫︁ 𝑥

𝑢𝑖−1

𝑤0(𝑡)
−2 min{𝑡− 𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1} 𝑑𝑡.

Speziell erhalten wir für 𝑤0(𝑡) ≡ 1, 𝑐1 = 1
10 , 𝑐2 = 1

4 und 𝑀 = 10, dass für 𝑞 ≥ 𝑞0 und 𝜆 ≤ 𝜆0

𝑁(𝜆) ≤ 10.98

𝜆
(𝑒

73𝜆
30 − 𝑒

16𝜆
15 ).

5. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschätzung für kleine 𝜆

Um Linniks Konstante zu verbessern, müssen wir eine Summe über Nullstellen (vergleiche (14))∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘))
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nach oben abschätzen, wobei 𝑔3 eine monoton fallende Funktion ist. Lemma 1 liefert eine
Abschätzung ∑︁

𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔4(𝜆
(𝑘)) ≤ 𝐶

für eine fallende Funkiton 𝑔4, womit∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘)) ≤ 𝐶 · sup

𝑡

𝑔3(𝑡)

𝑔4(𝑡)
.

Eine Alternative zu letzterer Vorgehensweise ist wie folgt: Haben wir hinreichend gute Abschätzun-
gen 𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆), dann kann die folgende Abschätzung besser sein (setze 𝛿 = (𝑐2 − 𝑐1)/10):

∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘)) ≤

9∑︁
𝑗≥0

(𝑁(𝑐1 + (𝑗 + 1)𝛿) −𝑁(𝑐1 + 𝑗𝛿))𝑔3(𝑐1 + 𝑗𝛿)

≤ 𝑁0(𝑐1) · 𝑔3(𝑐1) +
9∑︁

𝑗≥0

(𝑁0(𝑐1 + (𝑗 + 1)𝛿) −𝑁0(𝑐1 + 𝑗𝛿))𝑔3(𝑐1 + 𝑗𝛿).

Heath-Brown leitet Abschätzungen 𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆) her [11, Lemma 12.1], welche für kleine 𝜆
(ungefähr 𝜆 ≤ 1.3) bessere Resultate liefern als Lemma 1. Wir haben Heath-Browns Lemma in
[23, Lemma 3.5] leicht verallgemeinert. Darüber hinaus setzen wir jetzt Verbesserungspotential 2
ein (vergleiche [11, S.332]) und führen eine weitere Verallgemeinerung ein, um unsere späteren
Berechnungen durch mehrere Fallunterscheidungen weiter zu optimieren. Es folgt [24, Lemma 5.3],
welches wir hier notieren:

Lemma 2. Seien 𝐵1, 𝐷1 nicht-negative, ganze Zahlen. Seien 𝑏, 𝑑, 𝜆 und 𝜆⋆ positive Zahlen,
𝐶 ≥ 0, 𝜆12 ∈ (0,∞] und 𝑓 eine Funktion, die Bedingungen 1 und 2 aus [11, S. 280, 286] erfüllt.
Sei 𝐹 die Laplace-Transformierte von 𝑓 und setze

𝑚(𝜒1) :=

⎧⎨⎩
0 falls 𝜆12 ≥ 𝑏,
1 falls 𝜆12 ≤ 𝑏 und 𝜒1 reell,
2 falls 𝜆12 ≤ 𝑏 und 𝜒1 komplex,

𝐸(𝜒1) :=

{︂
1 falls 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex,
0 sonst

und

𝑎0 := −𝐷1𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶,

𝑎1 :=𝐹 (−𝜆⋆)𝑓(0)

6
−
(︂
𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) − 𝑓(0)

6

)︂2

,

𝑎2 :=𝐹 (−𝜆⋆)
(︂
𝐹 (−𝜆⋆) − 𝑓(0)

6
+ 2𝐶

)︂
− 2𝑎0

(︂
𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) − 𝑓(0)

6

)︂
,

𝑎3 := − 𝑎20 − 2𝐶 · 𝐹 (−𝜆⋆).

Angenommen die benutzten Parameter erfüllen

𝜆⋆ ≤ 𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝜆 ≤ 2, 𝜆1 ≤ 𝜆12, 𝜆⋆ ≤ min{𝜆′, 𝜆2}, 𝑎1 < 0,
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𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) >
𝑓(0)

6
+ 𝐸(𝜒1) · 𝐶,

𝐶 ≥ sup
𝑡∈R

{−ℜ{𝐹 (𝜆1 − 𝜆⋆ + 𝑖𝑡)}},

𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏), 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑).

Dann haben wir für 𝑞 ≥ 𝑞0

𝑁(𝜆) ≤ max

{︃
0,
[︁𝑎2 +

√︀
|𝑎22 − 4𝑎1𝑎3|
−2𝑎1

]︁}︃
. (6)

Proof. Wir führen den Beweis analog zum Beweis von [11, Lemma 12.1]. Sei 𝑙 = 𝑙(𝑞) ∈ [1,L ]
die Zahl aus [11, Lemma 6.1] und

𝑁 := ̃︀𝑁(𝜆) := #{𝜒 | 𝜒( mod 𝑞), 𝐿(𝑠, 𝜒) hat eine Nullstelle in 𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 𝑙}.

Seien 𝜒(1), . . ., 𝜒(𝑁) die verschiedenen Charaktere aus der Definition von 𝑁 . Wähle zu jedem
Charakter 𝜒(𝑗) eine entsprechende Nullstelle 𝜌(𝑗) von 𝐿(𝑠, 𝜒(𝑗)) mit

𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 𝑙.

Für 𝜒(𝑗) = 𝜒1 wählen wir die Nullstelle 𝜌1 und, falls 𝜒1 komplex ist, so wählen wir für 𝜒(𝑗′) = 𝜒1

die Nullstelle 𝜌1.
Wir erinnern daran, dass die Laplace-Transformierte 𝐹 monoton fallend ist. Da 𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝜆, folgt

𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) ≤ 𝐹 (𝑑− 𝜆⋆) ≤ 𝐹 (𝑏− 𝜆⋆).

Mit 𝜆1 ≤ 𝜆12, 𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏), 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑) folgt

(𝑁 −𝐷1)𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶 (7)

≤(𝑁 − max{𝐷1, 𝐵1,𝑚(𝜒1)})𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (max{𝐷1, 𝐵1,𝑚(𝜒1)} − max{𝐵1,𝑚(𝜒1)})𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (max{𝐵1,𝑚(𝜒1)} −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶.

Da 𝐹 monoton fallend ist, ist Letzteres

≤
∑︁
𝑗≤𝑁

𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶. (8)

Sei

𝐾(𝑠, 𝜒) :=
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)ℜ
{︂
𝜒(𝑛)

𝑛𝑠

}︂
𝑓(L −1 log 𝑛).

Vermöge [23, Lemma 2.1] mit 𝛽⋆ = 1 − L −1𝜆⋆ folgt

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖𝛾(𝑗), 𝜒(𝑗)) ≤

⎧⎨⎩ −L𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) + L · 𝐸(𝜒1) · 𝐶 + L
(︁
𝑓(0)
6 + 𝜀

)︁
falls 𝜒(𝑗) = 𝜒1,

−L𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) + L
(︁
𝑓(0)
6 + 𝜀

)︁
sonst.
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Also ist (8)

≤ L −1
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (9)

Kombiniert man (7) - (9) und benutzt man Cauchys Ungleichung, so erhält man

L 2
(︁

(𝑁 −𝐷1)𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆) + (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆)

+𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶

)︁2
≤ Σ1Σ2 (10)

wobei

Σ1 :=

∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝜒0(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛) = 𝐾(𝛽⋆, 𝜒0)

und

Σ2 =

∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

∑︁
𝑗,𝑘≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

𝜒(𝑘)(𝑛)

𝑛−𝑖𝛾(𝑘)

=
∑︁

𝑗,𝑘≤𝑁

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖(𝛾(𝑗) − 𝛾(𝑘)), 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘)).

Für Σ1 und die 𝑁 Terme in Σ2 mit 𝑗 = 𝑘 haben wir gemäß [11, Lemma 5.3]

𝐾(𝛽⋆, 𝜒0) ≤ L (𝐹 (−𝜆⋆) + 𝜀). (11)

Wir benutzen [23, Lemma 2.1] für die verbleibenden Terme. Wir müssen zuerst die Anzahl der
Elemente in der Menge

{(𝑗, 𝑘) ∈ N2 | 1 ≤ 𝑗 ̸= 𝑘 ≤ 𝑁, 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1}} (12)

abschätzen. Gemäß der Definitionen tauchen 𝜒1 und 𝜒1 beide innerhalb der 𝑁 Charaktere 𝜒(𝑗) auf.
Außerdem haben wir

𝜒(𝑗)𝜒(𝑘1) = 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘2) =⇒ 𝑘1 = 𝑘2.

Wähle nun ein festes 𝑗.
Fall 1: 𝜒1 ist reell.

Fall 1.1: 𝜒(𝑗) = 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) /∈ {𝜒1, 𝜒1} für jedes 𝑘 ̸= 𝑗.
Fall 1.2: 𝜒(𝑗) ̸= 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} = {𝜒1} für maximal ein 𝑘 ̸= 𝑗.
Wenn also 𝜒1 reell ist, dann gibt es maximal (wir können 𝑁 ≥ 1 annehmen)

𝑁 − 1 ≤ 2𝑁 − 2

Elemente in (12).
Fall 2: 𝜒1 ist komplex.

Fall 2.1: 𝜒(𝑗) = 𝜒1 oder 𝜒(𝑗) = 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} für maximal ein 𝑘 ̸= 𝑗.
Fall 2.2: 𝜒(𝑗) ̸= 𝜒1, 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} für maximal zwei 𝑘 ̸= 𝑗.
Wenn also 𝜒1 komplex ist, so gibt es maximal

2 · 1 + (𝑁 − 2) · 2 = 2𝑁 − 2
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Elemente in (12).
Die Menge 𝐴1 = 𝐴1(𝜒) aus [23, Lemma 2.1] erfüllt offensichtlich

𝐴1 ⊆

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∅ falls 𝜒 ̸= 𝜒1, 𝜒1,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 reell, 𝜌1 reell,
{𝜌1, 𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 reell, 𝜌1 komplex,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 komplex,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 komplex.

Mit [24, (3.38)]
sup
𝑡∈R

ℜ(𝐹 (𝜎 + 𝑖𝑡)) ≥ 0

schließen wir∑︁
𝑗,𝑘≤𝑁
𝑗 ̸=𝑘

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖(𝛾(𝑗) − 𝛾(𝑘)), 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘))

≤ L · (2𝑁 − 2) · sup
𝑡∈R

{−ℜ{𝐹 (𝜆1 − 𝜆⋆ + 𝑖𝑡)}} + L (𝑁2 −𝑁)(
𝑓(0)

6
+ 𝜀). (13)

Das Lemma folgt nach der Wahl eines hinreichend kleinen 𝜀 > 0 (beachte, dass 𝑓 und 𝐹 beschränkt
sind, genauso wie 𝑁 gemäß wohlbekannten Nullstellendichte-Abschätzungen) aus (10), (11), (13)
und dem Lösen der sich ergebenden quadratischen Ungleichung. 2

Mit 𝐵1 = 𝐷1 = 0, 𝜆12 = ∞, 𝜆⋆ = 𝜆1 und 𝐶 = 0 folgt das Ausgangslemma von Heath-Brown
[11, Lemma 12.1].

6. Beweis von Theorem 1

Um Linniks Theorem zu beweisen, betrachtet Heath-Brown [11, S.323]

Σ :=
∑︁

𝑝≡𝑎( mod 𝑞)

log 𝑝

𝑝
ℎ(L −1 log 𝑝),

wobei

ℎ(𝑡) := ℎ𝐿,𝐾(𝑡) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 falls 𝑡 ≤ 𝐿− 2𝐾,
𝑡− (𝐿− 2𝐾) falls 𝐿− 2𝐾 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿−𝐾,
𝐿− 𝑡 falls 𝐿−𝐾 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿,
0 falls 𝑡 ≥ 𝐿,

für gewisse positive Konstanten 𝐿, 𝐾. Wir optimieren diesen Ansatz, indem wir ℎ𝐿,𝐾 durch eine
passende Linearkombination

∑︀
𝑖 𝛼𝑖ℎ𝐿𝑖,𝐾𝑖 ersetzen. Die Parameter 𝛼𝑖, 𝐿𝑖, 𝐾𝑖 müssen sorgfältig

gewählt werden, damit der Beweis geführt werden kann. Für Details zur Herleitung unserer Wahl
der Parameter verweisen wir auf [24, S3.4, S6.1, S6.2].

Für 𝐿 = 5 und 𝛽1 ≥ 0, 𝛽2 ≥ 0, 𝐾 < 1/3 wählen wir

ℎ(𝑡) := ℎ𝐿,𝐾(𝑡) + 𝛽21ℎ𝐿−2𝐾,𝐾(𝑡) + 𝛽22ℎ𝐿−4𝐾,𝐾(𝑡)

+ 2𝛽1ℎ𝐿−𝐾,𝐾(𝑡) + 2𝛽2ℎ𝐿−2𝐾,𝐾(𝑡) + 2𝛽1𝛽2ℎ𝐿−3𝐾,𝐾(𝑡).

Die Laplace-Transformierte von ℎ(𝑡) ist gegeben durch

𝐻(𝑧) =

⎧⎨⎩ 𝑒−(𝐿−2𝐾)𝑧
(︀
𝑧−1(1 + 𝛽1𝑒

𝐾𝑧 + 𝛽2𝑒
2𝐾𝑧)(1 − 𝑒−𝐾𝑧)

)︀2
falls 𝑧 ̸= 0,

𝐾2(1 + 𝛽1 + 𝛽2)
2 falls 𝑧 = 0.
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Es folgt (wir lassen die nicht-trivialen Details aus) für festes 𝜀 > 0 und 𝐶0 = 𝐶0(𝜀), 𝑞 ≥ 𝑞0 = 𝑞0(𝜀):

Σ ≥ L

𝜙(𝑞)

⎛⎝𝐻(0) −
∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

∑︁
𝜌∈𝑅0

|𝐻((1 − 𝜌)L )| − 𝜀

⎞⎠
wobei

𝑅0 := {𝜎 + 𝑖𝑡 ∈ C | 1 − L −1𝐶0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ L −1𝐶0}.

Wir können die Summe über alle Nullstellen abschätzen, indem wir nur jene Nullstelle für jede
Funktion 𝐿(𝑠, 𝜒) betrachten, die den kleinsten Abstand zu 𝑠 = 1 hat:

𝐻(0)−1
∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

∑︁
𝜌∈𝑅0

|𝐻((1 − 𝜌)L )| ≤
∑︁
𝑘

𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆(𝑘)
𝐵(𝜆(𝑘)) − 𝑛(𝜒1)𝐴(𝜒1) + 𝜀, (14)

wobei

𝐵(𝜆) := 𝐻(0)−1

(︂
𝐹 𝜆
1 (−𝜆) +

𝑓𝜆1 (0)

6

)︂
,

𝑓𝐶1 (𝑡) :=

{︂ −1
𝜆 sinh(|𝐶| − 𝑡)𝜆 falls 0 ≤ 𝑡 ≤ |𝐶|,

0 falls 𝑡 ≥ |𝐶|,

𝐹𝐶
1 (𝑧) :=

(𝑧 − 𝜆)𝑒|𝐶|𝜆 − (𝑧 + 𝜆)𝑒−|𝐶|𝜆 + 2𝜆𝑒−|𝐶|𝑧

2𝜆(𝜆2 − 𝑧2)
,

𝐴(𝜒1) :=

{︃
max{0, (𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆1 − 𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆′

)(𝐵(𝜆1) − 𝛼(𝜒1)𝐻2(𝜆1)
𝐻(0) )} falls 𝜌1 ∈ 𝑅0,

0 sonst,

𝐻2(𝑧) := 𝑒(𝐿−2𝐾−2𝐾2)𝑧𝐻(𝑧),

𝛼(𝜒1) :=

{︂
2 falls 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex,
1 sonst,

𝑛(𝜒1) =

{︂
2 falls 𝜒1 komplex,
1 falls 𝜒1 reell.

Für den Beweis von Theorem 1 verbleibt zu Zeigen, dass für 𝐿 = 5 die rechte Seite von (14)
echt kleiner als 1 ist. Für 𝜆1 < 0.348 haben wir bereits Linniks Theorem mit 𝐿 = 4.9 gemäß [11,
Lemma 14.2]. Wir können also 𝜆1 ≥ 0.348 annehmen.

Wir unterscheiden die Fälle 𝜒1 reell oder komplex, 𝜌1 reell oder komplex und unterteilen den
Beweis außerdem in verschiedene Fälle (vergleiche [24, §6]):

𝜆1 ∈ [0.348, 0.44], [0.44, 0.58], · · · , [0.78, 0.82], [0.82,∞).
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Wir wählen 𝐿 = 5, 𝐾 = 0.13, 𝛽1 = 0.65, 𝛽2 = 0.33 und schätzen die rechte Seite von (14) wie folgt
ab:

Der Beitrag der Nullstellen 𝜌1, 𝜌′ und 𝜌2 (sowie deren entsprechenden, eventuell existierenden,
komplex konjugierten Nullstellen) wird abgeschätzt durch die Tabellen in [23] und [11], welche
Abschätzungen der Form

𝜆1 ∈ [𝜆11, 𝜆12] =⇒ 𝜆′ ≥ 𝜆′11, 𝜆2 ≥ 𝜆21

beinhalten.

Der Beitrag der Nullstellen mit großem 𝜆(= 𝜆(𝑘)), sagen wir

𝜆 ≥ Λ := 1.11 + 0.35 · 𝜆⋆ ≈ 1.3

mit 𝜆⋆ := min{𝜆′11, 𝜆21}, wird abgeschätzt mit Hilfe von Lemma 1. Dabei wählen wir die Parameter
𝑐1 = 0.11, 𝑐2 = 0.27, 𝑀 = 10, 𝜃 = 1.15 und

𝑤0(𝑡) := 𝑒−
𝜃
2
𝑡 min{𝑡− 𝑢+ 10−7, 𝑣 − 𝑢+ 10−7}

1
4 .

Sei 𝜆31 ≤ 𝜆3 gemäß Tabellen 9 und 10. Für die verbleibenden Nullstellen, also jene mit

𝜆31 ≤ 𝜆 ≤ Λ (15)

benutzen wir Lemma 2, wobei 𝑓 aus (2) gewählt wird mit

𝛾 = 1.62 − 0.55𝜆⋆

und

𝑏 =𝜆31 +
Λ − 𝜆31

3
− 0.01,

𝑑 =𝜆31 + 2 · Λ − 𝜆31
3

− 0.01.

Hier führen wir eine weitere Fallunterscheidung ein: Für zwei nicht-negative ganze Zahlen 𝐵1, 𝐷1

und einem 𝜆 > 0, sei
𝑁0(𝜆;𝐵1, 𝐷1)

die resultierende obere Abschätzung aus (6). Wir benutzen die Symbole ∧ für ‘logisches UND’, ∨
für ‘logisches ODER’, sowie

𝑁𝑏 := 𝑁0(𝑏; 0, 0).

Dann teilen wir den Ausgangsfall in die folgenden Fälle ein:(︁
𝑁(𝑏) ∈ [0, 4] ∧

(︀
𝑁(𝑑) ∈ [0, 4] ∨ 𝑁(𝑑) = 5 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑; 0, 0)

)︀)︁
∨
(︁
𝑁(𝑏) = 5 ∧

(︀
𝑁(𝑑) = 5 ∨ 𝑁(𝑑) = 6 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑; 5, 0)

)︀)︁
...

∨
(︁
𝑁(𝑏) = 𝑁𝑏 ∧

(︀
𝑁(𝑑) = 𝑁𝑏 ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁𝑏 + 1 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑;𝑁𝑏, 0)

)︀)︁
.
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Wir haben also unsere Ausgangssituation in

(𝑁0(𝑑; 0, 0) − 3) + (𝑁0(𝑑; 5, 0) − 4) + . . .+ (𝑁0(𝑑;𝑁𝑏, 0) −𝑁𝑏 + 1)

verschiedene Fälle aufgeteilt. Jeder Fall wird durch das Tupel (𝐵1, 𝐵2, 𝐷1, 𝐷2) ∈ N4
0 charakterisiert,

wobei
𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏) ≤ 𝐵2 und 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑) ≤ 𝐷2

(wir haben meist 𝐵1 = 𝐵2 und 𝐷1 = 𝐷2). Für jedes Tupel benutzen wir die obere Abschätzung

𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆) :=

⎧⎨⎩
min{𝐵2, 𝑁0(𝜆; 0, 0)} falls 𝜆 ≤ 𝑏,
min{𝐷2, 𝑁0(𝜆;𝐵1, 0)} falls 𝑏 < 𝜆 ≤ 𝑑,
𝑁0(𝜆;𝐵1, 𝐷1) falls 𝑑 < 𝜆.

Damit schätzen wir den Anteil der Nullstellen in (15) ab.
Mit Hilfe aller oben genannten Abschätzungen, und in allen betrachteten Fällen, berechnen

wir, dass die rechte Seite von (14) kleiner als 1 ist. Es folgt Theorem 1. Wir haben viele Details
ausgelassen, für die wir auf [24, S6] verweisen.

REFERENCES

1. Barban M.B., Vehov P.P., On an extremal problem (Russian), Trans. Moscow Math. Soc. 18
(1968), 91-99; see also Trudy Moskov. Mat. Obsc. 18 (1968) 83-90.

2. J. Chen, On the least prime in an arithmetical progression, Sci. Sinica 14 (1965), 1868-1871.

3. J. Chen, On the least prime in an arithmetical progression and two theorems concerning the
zeros of Dirichlet’s 𝐿-functions, Sci. Sinica 20 (1977), no. 5, 529-562.

4. J. Chen, On the least prime in an arithmetical progression and theorems concerning the zeros
of Dirichlet’s 𝐿-functions II, Sci. Sinica 22 (1979), no. 8, 859-889.

5. J. Chen, J. M. Liu, On the least prime in an arithmetical progression (III), (IV), Science in
China Ser. A 32 (1989) no. 6-7, 654-673 and 792-807.

6. J. Chen, J. M. Liu, On the least prime in an arithmetical progression and theorems concerning
the zeros of Dirichlet’s L-functions (V), International Symposium in Memory of Hua Loo Keng
Vol. I (Beijing, 1988), Springer-Verlag, Berlin (1991), 1942.

7. D. D. Goldston, C. Y. Yıldırım, ‘Higher correlations of divisor sums related to primes III:
k-Correlations’, arXiv:math/0209102v1 [math.NT] 10 Sep 2002.

8. S. W. Graham, Applications of sieve methods, Ph.D. Thesis, University of Michigan, 1977.

9. S. W. Graham, ‘An asymptotic estimate related to Selberg’s sieve’, J. Number Theory 10 (1978)
83–94.

10. S. W. Graham, On Linnik’s constant, Acta Arith. 39 (1981), no. 2, 163-179.

11. D. R. Heath-Brown, Zero-free regions for Dirichlet L-functions, and the least prime in an
arithmetic progression, Proc. London Math. Soc. (3) 64 (1992), no. 2, 265-338.

12. H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic Number Theory, 2004, AMS Colloquium Publications, vol. 53.

13. M. Jutila, A new estimate for Linnik’s constant, Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I No. 471, 1970,
8 pp.



94 T. Xylouris

14. M. Jutila, On Linnik’s constant, Math. Scand. 41 (1977), no. 1, 45-62.

15. Yu. V. Linnik, On the least prime in an arithmetic progression I. The basic theorem, Rec. Math.
(Mat. Sbornik) N.S. 15(57) (1944), 139-178.

16. Yu. V. Linnik, On the least prime in an arithmetic progression II. The Deuring-Heilbronn
phenomenon, Rec. Math. (Mat. Sbornik) N.S. 15(57) (1944), 347-368.

17. M. C. Liu, T. Wang, A numerical bound for small prime solutions of some ternary linear
equations, Acta Arith. 86 (1998), no. 4, 343-383.

18. C. D. Pan, On the least prime in an arithmetical progression, Sci. Record (N.S.) 1 (1957),
311-313.

19. C. D. Pan, On the least prime in an arithmetical progression, Acta Sci. Natur. Univ. Pekinensis
4 (1958), 1-34.

20. P. Turán, On some recent results in the analytic theory of numbers, Number Theory Institute,
1969, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics 20 (American Mathematical Society,
Providence, R.I., 1971), 359-374.

21. W. Wang, On the least prime in an arithmetic progression, Acta Math. Sinica 29 (1986), no. 6,
826-836.

22. W. Wang, On the least prime in an arithmetic progression, Acta Math. Sinica 7 (1991), no. 3,
279-289.

23. T. Xylouris, On the least prime in an arithmetic progression and estimates for the zeros of
Dirichlet L-functions, Acta Arith. 150, 1 (2011), 65-91.
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Аннотация

В работе изучается дзета-функция моноида квадратичных вычетов по простому моду-
лю 𝑝. Моноид квадратичных вычетов задается равенством

𝑀𝑝,2 =

{︂
𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑎

𝑝

)︂
= 1

}︂
=

𝑝−1
2⋃︁

𝜈=1

(𝑟𝜈 + 𝑝N0) ,

где N0 = {0}
⋃︀
N и 𝑟1 < 𝑟2 < . . . < 𝑟 𝑝−1

2
— наименьшая положительная система квадратич-

ных вычетов по модулю 𝑝, соответственно, 𝑟 𝑝+1
2
< . . . < 𝑟𝑝−1 — наименьшая положительная

система квадратичных невычетов по модулю 𝑝.
Множество простых элементов моноида 𝑀𝑝,2 состоит из множества простых чисел P(1)

𝑝

и множества псевдопростых чисел P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝 :

𝑃 (𝑀𝑝,2) = P(1)
𝑝

⋃︁(︁
P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝

)︁
,

где множество простых чисел P разбивается на два бесконечных подмножества P(𝜈)
𝑝

(𝜈 = 1, 2) и одноэлементное множество {𝑝}:

P = P(1)
𝑝

⋃︁
P(2)
𝑝

⋃︁
{𝑝}, P(𝜈)

𝑝 =

{︂
𝑞 ∈ P

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑞

𝑝

)︂
= 3 − 2𝜈

}︂
(𝜈 = 1, 2).

Моноид 𝑀𝑝,2 разлагается в произведение двух взаимно простых моноидов 𝑀𝑝,2 = 𝑀
(1)
𝑝,2 ·

·𝑀 (2)
𝑝,2 , где

𝑀
(𝜈)
𝑝,2 =

⎧⎨⎩𝑎 ∈𝑀𝑝,2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑞
𝛼𝑗

𝑗 , 𝑞𝑗 ∈ P(𝜈)
𝑝

⎫⎬⎭ , 𝜈 = 1, 2.

1Работа подготовлена по гранту РФФИ №16-41-710194_р_центр_а



96 Н. Н. Добровольский, А. О. Калинина, М. Н. Добровольский, . . .

В статье изучаются свойства функции распределения простых элементов 𝜋
𝑀

(𝜈)
𝑝,2

(𝑥) для

𝜈 = 1, 2. Отметим, что 𝜋𝑀𝑝,2(𝑥) = 𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) + 𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥). Показано, что

𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) =
1

2
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

2
+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒−𝑐9

√
ln 𝑥

)︂
и

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) =
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
,

где 𝛽1 — исключительный ноль исключительного характера 𝜒1 по модулю 𝑝.
В заключении рассмотрены актуальные задачи с дзета-функциями моноидов натураль-

ных чисел, требующие дальнейшего исследования.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение.
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Abstract

In this paper we study the Zeta function of the monoid of quadratic residues modulo a
simple 𝑝. The monoid of quadratic residues is given by

𝑀𝑝,2 =

{︂
𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑎

𝑝

)︂
= 1

}︂
=

𝑝−1
2⋃︁

𝜈=1

(𝑟𝜈 + 𝑝N0) ,
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where N0 = {0}
⋃︀
N and 𝑟1 < 𝑟2 < . . . < 𝑟 𝑝−1

2
— the smallest positive system of quadratic

residues modulo 𝑝, respectively, 𝑟 𝑝+1
2
< . . . < 𝑟𝑝−1 — the smallest positive system of quadratic

residuals modulo 𝑝.
The set of simple elements of a monoid 𝑀𝑝,2 consists of a set of Prime numbers P(1)

𝑝 and a

set of pseudo-Prime numbers P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝 :

𝑃 (𝑀𝑝,2) = P(1)
𝑝

⋃︁(︁
P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝

)︁
,

where the Prime set P is split into two infinite subsets P(𝜈)
𝑝 (𝜈 = 1, 2) and the singleton set {𝑝}:

P = P(1)
𝑝

⋃︁
P(2)
𝑝

⋃︁
{𝑝}, P(𝜈)

𝑝 =

{︂
𝑞 ∈ P

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑞

𝑝

)︂
= 3 − 2𝜈

}︂
(𝜈 = 1, 2).

The monoid𝑀𝑝,2 decomposes into a product of two mutually simple monoids𝑀𝑝,2 = 𝑀
(1)
𝑝,2 ·𝑀

(2)
𝑝,2 ,

where

𝑀
(𝜈)
𝑝,2 =

⎧⎨⎩𝑎 ∈𝑀𝑝,2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑞
𝛼𝑗

𝑗 , 𝑞𝑗 ∈ P(𝜈)
𝑝

⎫⎬⎭ , 𝜈 = 1, 2.

The paper studies the properties of the distribution function of simple elements 𝜋
𝑀

(𝜈)
𝑝,2

(𝑥) for

𝜈 = 1, 2. Note that 𝜋𝑀𝑝,2
(𝑥) = 𝜋

𝑀
(1)
𝑝,2

(𝑥) + 𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

((𝑥). It is shown that

𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) =
1

2
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

2
+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒−𝑐9

√
ln 𝑥

)︂
and

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) =
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
,

where 𝛽1 — exceptional zero of exceptional character 𝜒1 modulo 𝑝.
In conclusion, the actual problems with Zeta functions of monoids of natural numbers

requiring further research are considered.

Keywords: Riemann zeta function, Dirichlet series, zeta function of the monoid of natural
numbers, Euler product.
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1. Введение

Пусть 𝑝 > 2 — простое число и Z𝑝 =
{︁

0, . . . , 𝑝− 1
}︁
— простое поле классов вычетов2 по

модулю 𝑝. Z*
𝑝 =

{︁
1, . . . , 𝑝− 1

}︁
— мультипликативная группа поля Z𝑝 и через Z*

𝑝,2 будем обо-
значать подгруппу квадратичных вычетов по модулю 𝑝, которая, как хорошо известно, имеет
индекс

[︀
Z*
𝑝 : Z*

𝑝,2

]︀
= 2. Через 𝑟1 < 𝑟2 < . . . < 𝑟 𝑝−1

2
будем обозначать наименьшую положитель-

ную систему квадратичных вычетов по модулю 𝑝, соответственно, через 𝑟 𝑝+1
2
< . . . < 𝑟𝑝−1 —

наименьшую положительную систему квадратичных невычетов по модулю 𝑝.
В работах [6], [7] начато исследование дзета-функций мультипликативных моноидов нату-

ральных чисел. В данной работе нас будет интересовать моноид𝑀𝑝,2 всех натуральных чисел,

2Здесь и далее через 𝑎 обозначается класс вычетов чисел сравнимых с 𝑎 по модулю 𝑝.
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являющихся квадратичными вычетами по модулю 𝑝. Таким образом3,

𝑀𝑝,2 =

{︂
𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑎

𝑝

)︂
= 1

}︂
=

𝑝−1
2⋃︁

𝜈=1

(𝑟𝜈 + 𝑝N0) ,

где N0 = {0}
⋃︀

N.
При изучении моноидов натуральных чисел существенную роль играют простые элемен-

ты моноида. Если 𝑀 — произвольный моноид натуральных чисел, то 𝑃 (𝑀) — множество
его простых элементов состоит из тех элементов моноида 𝑀 отличных от единицы, которые
нельзя представить в виде произведения других неединичных элементов моноида 𝑀 . Таким
образом, если простое число 𝑝 ∈ 𝑀 , то 𝑝 ∈ 𝑃 (𝑀), но, вообще говоря, не все элементы из
𝑃 (𝑀) являются простыми числами. В 𝑃 (𝑀) могут входить и псевдопростые числа. Элемент
𝑞 из 𝑀 , являющийся составным числом, будет псевдопростым числом в 𝑀 , если ни один его
собственный делитель не является элементом из 𝑀 .

Разобьём множество простых чисел P на два бесконечных подмножества P(𝜈)
𝑝 (𝜈 = 1, 2) и

одноэлементное множество {𝑝}:

P = P(1)
𝑝

⋃︁
P(2)
𝑝

⋃︁
{𝑝}, P(𝜈)

𝑝 =

{︂
𝑞 ∈ P

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑞

𝑝

)︂
= 3 − 2𝜈

}︂
(𝜈 = 1, 2).

Нетрудно понять, что множество простых элементов моноида𝑀𝑝,2 состоит из множества про-

стых чисел P(1)
𝑝 и множества псевдопростых чисел P(2)

𝑝 · P(2)
𝑝 :

𝑃 (𝑀𝑝,2) = P(1)
𝑝

⋃︁(︁
P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝

)︁
.

Это разбиение соответствует разложению моноида 𝑀𝑝,2 в произведение двух взаимно про-

стых моноидов 𝑀𝑝,2 = 𝑀
(1)
𝑝,2 ·𝑀 (2)

𝑝,2 , где

𝑀
(𝜈)
𝑝,2 =

⎧⎨⎩𝑎 ∈𝑀𝑝,2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑞
𝛼𝑗

𝑗 , 𝑞𝑗 ∈ P(𝜈)
𝑝

⎫⎬⎭ , 𝜈 = 1, 2.

Ясно, что при 𝜈 = 1 показатели степени 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 — произвольные натуральные числа, а
при 𝜈 = 2 они удовлетворяют дополнительному условию четности суммы:

𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛 ≡ 0 (mod 2).

В работе [7] дано описание общего вида моноидов натуральных чисел с однозначным разло-
жением на простые элементы. В случае произвольного моноида 𝑀 натуральных чисел общий
вид 𝑃 (𝑀) множества его простых элементов очень просто описать. А именно, 𝑃 (𝑀) является
максимальным множеством элементов из 𝑀 таким, что ни один элемент из 𝑃 (𝑀) не делит-
ся ни на какой другой элемент из 𝑃 (𝑀). Через 𝜋𝑀 (𝑥) будем обозначать количество простых
элементов в моноиде 𝑀 , не превосходящих 𝑥.

Если P* — произвольное подмножество простых чисел, то простейшим примером моноида
с однозначным разложением на простые множители является моноид 𝑀(P*), образованный
множеством простых P*:

𝑀(P*) =

⎧⎨⎩𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑝
𝛼𝑗

𝑗 , 𝑝𝑗 ∈ P*

⎫⎬⎭ .

3Здесь и далее, как обычно,
(︁

𝑎
𝑝

)︁
— символ Лежандра числа 𝑎 по модулю 𝑝.
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Так как множество простых элементов 𝑃 (𝑀) может содержать псевдопростые числа, то
можно определить порядок простого элемента 𝑞 ∈ 𝑃 (𝑀) как величину 𝑉 (𝑞) — общее число
простых делителей числа 𝑞 с учетом их кратности.

Таким образом, простые числа 𝑝 из 𝑃 (𝑀) выделяются среди всех простых элементов 𝑞,
как те, у которых порядок равен 1.

Согласно предыдущему определению все простые элементы в моноиде𝑀 (1)
𝑝,2 имеют порядок

1, то есть являются обычными простыми числам, которые одновременно являются квадратич-

ными вычетами по модулю 𝑝, таким образом, 𝑀 (1)
𝑝,2 = 𝑀

(︁
P(1)
𝑝

)︁
. А все простые элементы из

моноида𝑀 (2)
𝑝,2 имеют порядок 2 и являются псевдопростыми числами, то есть составными чис-

лами, равными произведению двух простых чисел, каждое из которых квадратичный невычет

по модулю 𝑝. Таким образом, справедливо равенство 𝑀 (2)
𝑝,2 = 𝑀

(︁
P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝

)︁
.

Если через 𝐴𝑛 обозначать произведение числовых множеств 𝐴·𝐴·. . .·𝐴 из 𝑛 сомножителей,
которое состоит из всевозможных произведений 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 чисел из 𝐴, то можно записать
равенства:

𝑀
(1)
𝑝,2 = {1}

⋃︁ ∞⋃︁
𝑛=1

(︁
P(1)
𝑝

)︁𝑛
, 𝑀

(2)
𝑝,2 = {1}

⋃︁ ∞⋃︁
𝑛=1

(︁
P(2)
𝑝

)︁2𝑛
.

Обозначим через 𝜁(𝑀 |𝛼) дзета-функцию моноида 𝑀 :

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ,

где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-ряда, а через 𝑃 (𝑀 |𝛼) эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑞∈𝑃 (𝑀)

(︂
1 − 1

𝑞𝛼

)︂−1

,

тогда для произвольного моноида𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на про-
стые элементы справедливо равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼) 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 .

В частности,

𝜁
(︁
𝑀

(1)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁

= 𝑃
(︁
𝑀

(1)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
, 𝜎

𝑀
(1)
𝑝,2

= 1.

Будем называть каноническим разложением элемента 𝑥 из мультипликативного моноида
𝑀 натуральных чисел представление вида

𝑥 = 𝑞𝛼1
1 . . . 𝑞𝛼𝑘

𝑘 , 1 < 𝑞1 < . . . < 𝑞𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ∈ 𝑃 (𝑀).

Через 𝑘(𝑥) будем обозначать количество различных канонических представлений числа 𝑥,
тогда эйлерово произведение 𝑃 (𝑀 |𝛼) будет раскладываться в следующий ряд Дирихле

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝑀

𝑘(𝑥)

𝑥𝛼
.

Таким образом, равенство эйлерова произведения и дзета-функции моноида 𝑀 равносильно
однозначности разложения на простые элементы в этом моноиде.
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Так как в моноиде 𝑀 (2)
𝑝,2 нет однозначности разложения на простые элементы, то

𝜁
(︁
𝑀

(2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
̸= 𝑃

(︁
𝑀

(2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
.

Из равенства для моноидов 𝑀𝑝,2 = 𝑀
(1)
𝑝,2 · 𝑀 (2)

𝑝,2 в силу их взаимной простоты следует
равенство для дзета-функций:

𝜁(𝑀𝑝,2|𝛼) = 𝜁
(︁
𝑀

(1)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
· 𝜁
(︁
𝑀

(2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
.

В моноиде𝑀 (2)
𝑝,2 есть подмоноид 𝑀

(2,2)
𝑝,2 с однозначным разложение на простые элементы —

это моноид, образованный из квадратов простых чисел, квадратичных невычетов по модулю
𝑝:

𝑀
(2,2)
𝑝,2 =

{︁
𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒
𝑎 = 𝑝2𝛼1

1 . . . 𝑝2𝛼𝑛
𝑛 , 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ P(2)

𝑝

}︁
.

Если через 𝑅(2)
𝑝,2 обозначить множество радикалов четного порядка

4, образованное из простых
чисел, квадратичных невычетов по модулю 𝑝:

𝑅
(2)
𝑝,2 =

{︁
𝑎 ∈ N

⃒⃒⃒
𝑎 = 𝑝1 . . . 𝑝2𝑛, 𝑝1 < . . . < 𝑝2𝑛 ∈ P(2)

𝑝

}︁
,

то будут справедливы равенства:

𝑀
(2)
𝑝,2 = 𝑀

(2,2)
𝑝,2 ·𝑅(2)

𝑝,2, 𝜁
(︁
𝑀

(2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁

= 𝜁
(︁
𝑀

(2,2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
·𝜁
(︁
𝑅

(2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
, 𝜁

(︁
𝑀

(2,2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁

= 𝑃
(︁
𝑀

(2,2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
.

Заметим, что справедливо интересное равенство эйлеровых произведений:

𝑃
(︁
𝑀

(2,2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁

= 𝑃
(︁
𝑀
(︁
P(2)
𝑝

)︁⃒⃒⃒
2𝛼
)︁
,

из которого следует, что 𝜁
(︁
𝑀

(2,2)
𝑝,2

⃒⃒⃒
𝛼
)︁
не имеет нулей при 𝜎 > 1

2 .

Цель данной статьи — изучить свойства функции распределения простых элементов
𝜋
𝑀

(𝜈)
𝑝,2

(𝑥) для 𝜈 = 1, 2. Отметим, что 𝜋𝑀𝑝,2(𝑥) = 𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) + 𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥).

2. Общие формулы для числа простых и псевдопростых

Пусть, как обычно, 𝜋(𝑥, 𝑎, 𝑝) — количество простых чисел 𝑞, не превосходящих 𝑥, для
которых 𝑞 ≡ 𝑎 (mod 𝑝), тогда с помощью этих обозначений можно легко написать выражение
для 𝜋

𝑀
(1)
𝑝,2

(𝑥) и 𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥).

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) =

𝑝−1
2∑︁

𝑗=1

𝜋(𝑥, 𝑟𝑗 , 𝑝).

4Термин радикал мы используем как современный синоним понятия бесквадратное число. Таким образом,
число 𝑛 — радикал, если оно равно своему радикалу, то есть все простые делители числа 𝑛 входят в него в
первой степени.
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Доказательство. Действительно, если

𝑞 6 𝑥, 𝑞 ≡ 𝑟𝑗 (mod 𝑝), 𝑗 = 1, . . . ,
𝑝− 1

2
,

то 𝑞 ∈ P(1)
𝑝 .

Если 𝑞 6 𝑥 и 𝑞 ∈ P(1)
𝑝 , то найдется единственный квадратичный вычет 𝑟𝑗 по модулю 𝑝

такой, что
𝑞 ≡ 𝑟𝑗 (mod 𝑝).

Отсюда следует утверждение леммы.
2

Лемма 2. Справедливо равенство

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

(︂
𝜋

(︂
𝑥

𝑞1
, 𝑟𝑖, 𝑝

)︂
− 𝜋 (𝑞1 − 1, 𝑟𝑖, 𝑝)

)︂
.

Доказательство. Действительно, псевдопростое число 𝑞 ∈ 𝑃 (𝑀
(2)
𝑝,2 ), и непревосходящее

𝑥, имеет вид 𝑞 = 𝑞1𝑞2, 1 < 𝑞1 6
√
𝑥, 𝑞1 6 𝑞2 6 𝑥

𝑞1
, 𝑞1 ≡ 𝑟𝑗 (mod 𝑝), 𝑞2 ≡ 𝑟𝑖 (mod 𝑝), где

𝑝+1
2 6 𝑖, 𝑗 6 𝑝− 1.
Так как количество 𝑞2, удовлетворяющих условиям 𝑞2 ≡ 𝑟𝑖 (mod 𝑝) и 𝑞1 6 𝑞2 6 𝑥

𝑞1
, равно

𝜋
(︁

𝑥
𝑞1
, 𝑟𝑖, 𝑝

)︁
− 𝜋(𝑞1 − 1, 𝑟𝑖, 𝑝), то лемма доказана. 2

3. Вспомогательные утверждения

Прежде всего, сформулируем неравенство Чебышёва. 24 мая 1848 г. П. Л. Чебышёв пред-
ставил в Санкт-Петербургскую Академию наук мемуар “Об определении числа простых чисел,
не превосходящих данной величины” (Полн. собр. соч., т. I, с. 173–190). Таким образом, в этом
году исполнилось 170 лет со дня выхода этой принципиальной работы, с которой началась со-
временная теория распределения простых чисел.

Во втором мемуаре он доказал оценки

(0, 92 . . .)
𝑥

ln𝑥
6 𝜋(𝑥) 6 (1, 105 . . .)

𝑥

ln𝑥
. (1)

Обозначим через 𝑐1 = 0, 92 . . . и 𝑐2 = 1, 105 . . . константы из неравенств Чебышёва для функции
𝜋(𝑥).

Заметим, что конечная разность Δ𝜋(𝑛) = 𝜋(𝑛)−𝜋(𝑛−1) является на множестве натураль-
ных чисел характеристической функцией множества простых чисел. Аналогично, конечная
разность Δ𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑝) = 𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑝) − 𝜋(𝑛 − 1, 𝑙, 𝑝) является на множестве натуральных чисел ха-
рактеристической функцией множества простых чисел 𝑞 вида 𝑞 = 𝑙 + 𝑘𝑝.

Ещё нам потребуются следующие асимптотические равенства, которые уже стали класси-
ческими и получены с помощью дзета-функции Римана и 𝐿-функций Дирихле. Пусть 𝛽1 —
исключительный ноль исключительного характера 𝜒1 по модулю 𝑘, тогда 3

4 6 𝛽1 < 1 (см. [11],
стр. 150–151, 157).

Теорема 1. Равенство

𝜋(𝑥, 𝑙, 𝑘) =
1

𝜙(𝑘)
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

𝜙(𝑘)
+ 𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥

)︂
(2)

выполняется равномерно при 𝑘 6 exp(𝑐10
√

ln𝑥).
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Доказательство. См. [11], стр. 157. 2

Теорема 2. При постоянном 𝑘

𝜋(𝑥, 𝑙, 𝑘) =
1

𝜙(𝑘)
li𝑥+𝑂

(︁
𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥
)︁
, (3)

в частности,

𝜋(𝑥, 𝑙, 𝑘) ∼ 𝑥

𝜙(𝑘) ln𝑥
, 𝑥→ ∞. (4)

Доказательство. См. [11], стр. 157. 2

Теорема 3. При постоянном 𝑘

𝜋(𝑥, 𝑙, 𝑘) =
𝑥

𝜙(𝑘) ln𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
, 𝑥→ ∞. (5)

Доказательство. См. [11], стр. 158. 2

Теорема 4. При 𝑥→ ∞ имеют место соотношения∑︁
𝑝6𝑥

1

𝑝
= ln ln𝑥+ 𝑎+𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂
, (6)

∏︁
𝑝6𝑥

(︂
1 − 1

𝑝

)︂−1

= 𝐵 ln𝑥+𝑂 (1) . (7)

Здесь 𝑎 и 𝐵 — некоторые константы, причём 𝐵 > 0.

Доказательство. См. [11], стр. 28–30. На стр. 92 дается вариант теоремы с более точным
остаточным членом чем в формуле (6):∑︁

𝑝6𝑥

1

𝑝
= ln ln𝑥+ 𝛾 −

∑︁
𝑝

∑︁
𝑚>2

1

𝑚𝑝𝑚
+𝑂

(︁
𝑒−𝑐

√
ln𝑥
)︁
.

На стр. 94 дается более точное выражение формулы (7) в виде∏︁
𝑝6𝑥

(︂
1 − 1

𝑝

)︂
=
𝑒−𝛾

ln𝑥

(︁
1 +𝑂

(︁
𝑒−𝑐

√
ln𝑥
)︁)︁

.

Здесь 𝛾 — константа Эйлера,

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑚=1

1

𝑚
− ln𝑛

)︃
=

1∫︁
0

1 − 𝑒−𝑢

𝑢
𝑑𝑢−

∞∫︁
1

𝑒−𝑢

𝑢
𝑑𝑢.

2

Из теорем 3 и 4 докажем следующий результат.

Теорема 5. При постоянном 𝑘 и 3
4 6 𝛽1 < 1 справедливы соотношения:∑︁

𝑞6𝑥,
𝑞≡𝑙 (mod 𝑘)

1

𝑞
=

1

𝜙(𝑘)

(︂
ln ln𝑥+ 𝑎1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
, 𝑥→ ∞, (8)

𝑘−1∑︁
𝑙=1, (𝑙,𝑘)=1

∑︁
𝑞6𝑥,

𝑞≡𝑙 (mod 𝑘)

1

𝑞𝛽1
= 𝑂

(︂
𝑥1−𝛽1

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
, (9)

где 𝑎1 — некоторая константа.
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Доказательство. Действительно, пользуясь теоремой 3, получим:

∑︁
𝑞6𝑥,

𝑞≡𝑙 (mod 𝑘)

1

𝑞
=
∑︁
𝑛6𝑥

Δ𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑘)

𝑛
=
𝜋([𝑥], 𝑙, 𝑘)

[𝑥]
+

[𝑥]−1∑︁
𝑛=2

𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑘)

(︂
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1

)︂
=

=
1

𝜙(𝑘) ln[𝑥]

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
+

[𝑥]−1∑︁
𝑛=2

1

𝜙(𝑘)(𝑛+ 1) ln𝑛

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑛

)︂)︂
=

=
1

𝜙(𝑘)

(︂
ln ln𝑥+ 𝑎1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
и соотношение (8) доказано.

Аналогично, получим

∑︁
𝑞6𝑥,

𝑞≡𝑙 (mod 𝑘)

1

𝑞𝛽1
=
∑︁
𝑛6𝑥

Δ𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑘)

𝑛𝛽1
=
𝜋([𝑥], 𝑙, 𝑘)

[𝑥]𝛽1
+

[𝑥]−1∑︁
𝑛=2

𝜋(𝑛, 𝑙, 𝑘)

(︂
1

𝑛𝛽1
− 1

(𝑛+ 1)𝛽1

)︂
6

6
[𝑥]1−𝛽1

𝜙(𝑘) ln[𝑥]

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
+

[𝑥]−1∑︁
𝑛=2

𝛽1
𝜙(𝑘)𝑛𝛽1 ln𝑛

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑛

)︂)︂
=

1

𝜙(𝑘)
𝑂

(︂
𝑥1−𝛽1

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
и теорема полностью доказана. 2

4. Количество простых

Сначала выведем асимптотическую формулу для числа простых в моноиде 𝑀 (1)
𝑝,2 .

Теорема 6. Для количества простых чисел в моноиде 𝑀
(1)
𝑝,2 при 𝑝 < exp(𝑐10

√
ln𝑥) спра-

ведливо асимптотическое равенство

𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) =
1

2
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

2
+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥

)︂
.

Доказательство. Так как 𝑝 < exp(𝑐10
√

ln𝑥), то 𝑟𝑗 < exp(𝑐10
√

ln𝑥) для 1 6 𝑗 6 𝑝 − 1.
Поэтому по теореме 1 имеем:

𝜋(𝑥, 𝑟𝑗 , 𝑝) =
1

𝑝− 1
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

𝑝− 1
+ 𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥

)︂
.

Применяя лемму 1, получим:

𝜋
𝑀

(1)
𝑝,2

(𝑥) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

(︂
1

𝑝− 1
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

𝑝− 1
+ 𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥

)︂)︂
=

1

2
li𝑥+𝑂

(︂
𝑥𝛽1

2
+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒−𝑐9

√
ln𝑥

)︂
и теорема доказана. 2

5. Количество псевдопростых

Перейдём к выводу асимптотической формулы для числа псевдопростых чисел в моноиде
𝑀

(2)
𝑝,2 . Для этого перепишем утверждение леммы 2 в виде

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) = 𝑆1(𝑥, 𝑝) − 𝑆2(𝑥, 𝑝),
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где

𝑆1(𝑥, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

𝜋

(︂
𝑥

𝑞1
, 𝑟𝑖, 𝑝

)︂
,

𝑆2(𝑥, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

𝜋 (𝑞1 − 1, 𝑟𝑖, 𝑝) .

Сумму 𝑆2(𝑥, 𝑝) оценим грубо с помощью неравенства Чебышёва.

Лемма 3. Справедлива оценка

𝑆2(𝑥, 𝑝) 6 4𝑐22
𝑥

ln2 𝑥
.

Доказательство. Действительно, при 𝑞1 6
√
𝑥 имеем:

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

𝜋 (𝑞1 − 1, 𝑟𝑖, 𝑝) 6 𝜋
(︀√
𝑥
)︀
,

поэтому

𝑆2(𝑥, 𝑝) 6
𝑝−1∑︁

𝑗= 𝑝+1
2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝜋
(︀√
𝑥
)︀
6 𝜋2

(︀√
𝑥
)︀
6

(︂
𝑐2

√
𝑥

ln
√
𝑥

)︂2

= 4𝑐22
𝑥

ln2 𝑥
.

2

Введём обозначения

𝑆3(𝑥, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

1

𝑝− 1
li

(︂
𝑥

𝑞1

)︂
=

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

1

2
li

(︂
𝑥

𝑞1

)︂
,

𝑆4(𝑥, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑖= 𝑝+1

2

𝑂

⎛⎜⎝
(︁

𝑥
𝑞1

)︁𝛽1

𝑝− 1
+

(︂
𝑥

𝑞1

)︂
𝑒
−𝑐9

√︂
ln
(︁

𝑥
𝑞1

)︁⎞⎟⎠ =

=

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

𝑂

⎛⎜⎝
(︁

𝑥
𝑞1

)︁𝛽1

2
+
𝑝− 1

2

(︂
𝑥

𝑞1

)︂
𝑒
−𝑐9

√︂
ln
(︁

𝑥
𝑞1

)︁⎞⎟⎠ .

Ясно, что в силу теоремы 1

𝑆1(𝑥, 𝑝) = 𝑆3(𝑥, 𝑝) + 𝑆4(𝑥, 𝑝).

Лемма 4. Справедлива оценка

𝑆4(𝑥, 𝑝) = 𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

4
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

ln ln
√
𝑥

)︂
.
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Доказательство. Действительно,

𝑒
−𝑐9

√︂
ln
(︁

𝑥
𝑞1

)︁
6 𝑒−𝑐9

√︁
ln(

√
𝑥) = 𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥
.

Поэтому

𝑆4(𝑥, 𝑝) = 𝑂

⎛⎜⎜⎝𝑥𝛽1

2

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

1

𝑞𝛽1
1

+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

1

𝑞1

⎞⎟⎟⎠ .

Воспользуемся теоремой 5, получим

𝑆4(𝑥, 𝑝) = 𝑂

(︂
𝑥𝛽1

2

𝑥1−𝛽1

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

2
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥 1

2

(︂
ln ln

√
𝑥+ 𝑎1 +𝑂

(︂
1

ln
√
𝑥

)︂)︂)︂
=

= 𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

4
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

ln ln
√
𝑥

)︂
.

2

Лемма 5. Справедлива оценка

𝑆3(𝑥, 𝑝) =
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︁ 𝑥

2 ln𝑥

)︁
.

Доказательство. Действительно, имеем:

∑︁
𝑞16

√
𝑥,

𝑞1≡𝑟𝑗 (mod 𝑝)

1

2
li

(︂
𝑥

𝑞1

)︂
= 𝜋(

√
𝑥, 𝑟𝑗 , 𝑝)

1

2
li
(︀√
𝑥
)︀

+

√
𝑥∫︁

2

𝜋(𝑡, 𝑟𝑗 , 𝑝)𝑥

𝑡2 ln
(︀
𝑥
𝑡

)︀ 𝑑𝑡 =

= 𝑂

(︂
𝑥

2(𝑝− 1) ln2 𝑥

)︂
+

√
𝑥∫︁

2

𝑡𝑥

(𝑝− 1)(ln 𝑡)𝑡2 ln
(︀
𝑥
𝑡

)︀ (︂1 +𝑂

(︂
1

ln 𝑡

)︂)︂
𝑑𝑡 =

= 𝑂

(︂
𝑥

2(𝑝− 1) ln2 𝑥

)︂
+𝑂

⎛⎜⎝
√
𝑥∫︁

2

𝑥

(𝑝− 1)(ln2 𝑡)𝑡 ln
(︀
𝑥
𝑡

)︀𝑑𝑡
⎞⎟⎠+

√
𝑥∫︁

2

𝑥

(𝑝− 1)(ln 𝑡)𝑡 ln
(︀
𝑥
𝑡

)︀𝑑𝑡 =

= 𝑂

(︂
𝑥

2(𝑝− 1) ln2 𝑥

)︂
+𝑂

(︂
𝑥

(𝑝− 1) ln𝑥

)︂
+

𝑥

𝑝− 1

ln
√
𝑥∫︁

ln 2

𝑑𝑢

𝑢(ln𝑥− 𝑢)
=

=
𝑥 ln ln𝑥

(𝑝− 1) ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(𝑝− 1) ln𝑥

)︂
.

Отсюда следует, что

𝑆3(𝑥, 𝑝) =

𝑝−1∑︁
𝑗= 𝑝+1

2

(︂
𝑥 ln ln𝑥

(𝑝− 1) ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(𝑝− 1) ln𝑥

)︂)︂
=

=
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︁ 𝑥

2 ln𝑥

)︁
.

2
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Теорема 7. Справедливо асимптотическое равенство

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) =
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
.

Доказательство. Действительно, по леммам 3–5 имеем:

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2

(𝑥) = 𝑆1(𝑥, 𝑝) − 𝑆2(𝑥, 𝑝) = 𝑆1(𝑥, 𝑝) +𝑂

(︂
𝑥

ln2 𝑥

)︂
= 𝑆3(𝑥, 𝑝)+

+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

4
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

ln ln
√
𝑥

)︂
+𝑂

(︂
𝑥

ln2 𝑥

)︂
=

=
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︁ 𝑥

2 ln𝑥

)︁
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

4
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

ln ln
√
𝑥

)︂
+𝑂

(︂
𝑥

ln2 𝑥

)︂
=

=
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥
+
𝑝− 1

4
𝑥𝑒

− 𝑐9√
2

√
ln𝑥

ln ln
√
𝑥

)︂
=
𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1 − 𝛽1) ln𝑥

)︂
.

2

6. Заключение

1. В работе рассмотрен моноид 𝑀𝑝,2 натуральных чисел, образованный подгруппой всех
квадратичных вычетов по заданному простому модулю 𝑝. Для такого моноида множество про-
стых элементов очень просто описывается: либо это простое число, которое является квадра-
тичным вычетом по модулю 𝑝, либо это псевдопростое число, которое является произведением
двух простых квадратичных невычетов. Поэтому для этого моноида оказалось возможным
найти асимптотический закон распределения простых элементов.

2. Пусть 1 < 𝑔1 < . . . < 𝑔𝜙(𝑝−1) < 𝑝 — наименьшая положительная система первообразных
корней по модулю 𝑝. Можно рассмотреть 𝜙(𝑝− 1) моноидов 𝑀(P𝑝,𝑔) с однозначным разложе-
нием на простые множители:

P𝑝,𝑔 = {𝑞 ∈ P | 𝑞 ≡ 𝑔 (mod 𝑝)} ,

где 𝑔 — произвольный первообразный корень по модулю 𝑝.
Рассмотрим моноид 𝑀1(P𝑝,𝑔) = 𝑀(P𝑝,𝑔)

⋂︀
1, который уже не обладает однозначным раз-

ложением на простые элементы. Нетрудно понять, что множество его простых элементов
𝑃 (𝑀1(P𝑝,𝑔)) задается равенством

𝑃 (𝑀1(P𝑝,𝑔)) = (P𝑝,𝑔)𝑝−1,

то есть состоит из псевдопростых чисел порядка 𝑝 − 1. Таким образом, интересная задача
нахождения асимптотического закона распределения простых элементов для этого моноида
существенно усложняется. Мы надеимся в одной из следующих работ решить эту задачу.

3. Рассмотрим бесконечные множества 𝐴𝑘(P𝑝,𝑔) при 𝑘 = 1, . . . , 𝑝−1, заданные равенствами

𝐴𝑘(P𝑝,𝑔) =
{︁
𝑎 ∈𝑀(P𝑝,𝑔) | 𝑎 ≡ 𝑔𝑘 (mod 𝑝)

}︁
.

Ясно, что 𝐴𝑝−1(P𝑝,𝑔) = 𝑀1(P𝑝,𝑔).
На наш взгляд очень интересным является вопрос об аналогах теоремы Дэвенпор-

та–Хейльбронна для каждого из множеств 𝐴𝑘(P𝑝,𝑔) 1 6 𝑘 6 𝑝− 1.

В заключении авторы выражают свою благодарность за полезные обсуждения и внимание
к работе профессору В. Н. Чубарикову.
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Аннотация

В работе рассматриваются новые варианты двух асимптотических формул из теории
гиперболической дзета-функции решёток.

Во-первых, получена новая асимптотическая формула для гиперболической дзета-
функции алгебраической решётки, полученной растяжением в 𝑡 раз по каждой координате
решётки состоящей из полных наборов алгебраически сопряженных целых алгебраических
чисел, пробегающих кольцо целых алгебраических чисел чисто вещественного алгебраи-
ческого поля степени 𝑠 для любого натурального 𝑠 > 2.

Во-вторых, получена новая асимптотическая формула для числа точек произвольной
решётки в гиперболическом кресте.

В первом случае показано, что главный член асимптотической формулы для гиперболи-
ческой дзета-функции алгебраической решётки выражается через детерминант решётки,
регулятор поля и значения дзета-функции Дедекинда главных идеалов и её производные
до порядка 𝑠− 1. Впервые выписана явная формула остаточного члена и дана его оценка.

Во втором случае главный член асимптотической формулы выражается через объём
гиперболического креста и детерминант решётки. Даётся явный вид остаточного члена и
уточненная его оценка.

В заключении описана суть метода параметризованных множеств, использованного при
выводе асимптотических формул.

Ключевые слова: алгебраическая решётка, гиперболическая дзета-функция алгебраиче-
ской решётки, дзета-функция Дедекинда главных идеалов, гиперболический крест, точки
решётки в гиперболическом кресте.
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Abstract

The paper considers new variants of two asymptotic formulas from the theory of hyperbolic
Zeta function of lattices.

First, we obtain a new asymptotic formula for the hyperbolic Zeta function of an algebraic
lattice obtained by stretching 𝑡 times over each coordinate of a lattice consisting of complete
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In the second case, the principal term of the asymptotic formula is expressed in terms of
the volume of the hyperbolic cross and the lattice determinant. An explicit form of the residual
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1. Введение

В данной работе продолжаются исследования по теории гиперболической дзета-функции
решёток.

Гиперболическая дзета-функция решёток задаётся в правой 𝛼-полуплоскости 𝜎 > 1,
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 дзета рядом3

𝜁(Λ|𝛼) =
∑︁′

�⃗�∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼. (1)

Очевидно, что при 𝑠 = 1 гиперболическая дзета-функции решётки выражается через дзета-
функцию Римана. В многомерном случае имеются свои существенно новые задачи, не имею-
щие аналогов в одномерном случае.

Впервые гиперболическая дзета-функция решёток возникла в работах Н. М. Коробова [28],
[29] и Н. С. Бахвалова [1] в 1959 году для решёток решений линейного сравнения с несколькими
переменными. В наиболее общем виде она появилась в работах К. К. Фролова [35], [36].

Термин "гиперболическая дзета-функция решётки" был введен в 1984 году Н. М. Добро-
вольским в работах [11] — [13], в которых начато систематическое изучение функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼)
как самостоятельного объекта исследований.

В частности, для действительных 𝛼 > 1 получены нижние оценки для гиперболической
дзета-функции произвольной 𝑠-мерной решётки:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) > 𝐶1(𝛼, 𝑠)(det Λ)−1 при 0 < det Λ 6 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) > 𝐶2(𝛼, 𝑠)(det Λ)−𝛼 ln𝑠−1 det Λ при det Λ > 1, (2)

где 𝐶1(𝛼, 𝑠), 𝐶2(𝛼, 𝑠) > 0 — константы, зависящие только от 𝛼 и 𝑠.
Доказана верхняя оценка для гиперболической дзета-функции 𝑠-мерной решётки:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶3(𝛼, 𝑠)𝐶1(Λ)𝑠 при 𝑞(Λ) = 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶4(𝛼, 𝑠)𝑞

−𝛼(Λ)(ln 𝑞(Λ) + 1)𝑠−1 при 𝑞(Λ) > 1. (3)

Этот результат является обобщением теоремы Н. С. Бахвалова [1]. Из оценки (3) получены
различные следствия. В частности, из нее автоматически следует результат К. К. Фролова [35],
так как гиперболический параметр 𝑞(Λ(𝑡, 𝐹 )) = 𝑡𝑠 при 𝑡 > 1.

Для гиперболической дзета-функции решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) в работе [19] Доброволь-
ским Н. М., Ваньковой В. С., Козловой С. Л. была получена асимптотическая формула

𝜁𝐻(Λ(𝑡, 𝐹 )|𝛼) =
2 · (det Λ(𝐹 ))𝛼

𝑅 · (𝑠− 1)!

⎛⎝∑︁
(𝑤)

1

|𝑁(𝑤)|𝛼

⎞⎠ ln𝑠−1 det Λ(𝑡, 𝐹 )

(det Λ(𝑡, 𝐹 ))𝛼
+𝑂

(︂
ln𝑠−2 det Λ(𝑡, 𝐹 )

(det Λ(𝑡, 𝐹 ))𝛼

)︂
, (4)

где 𝑅 — регулятор поля 𝐹 (см. [2]) и в сумме
∑︀
(𝑤)

1

|𝑁(𝑤)|𝛼
суммирование проводится по всем

главным идеалам кольца Z𝐹 .

3Символ
∑︀′ означает, что из области суммирования исключается �⃗� = 0⃗, и для любого вещественного 𝑥

величина 𝑥 задается равенством 𝑥 = max(1, |𝑥|).
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На первом этапе исследований с 1984 года по 1990 год изучение функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼) прово-
дилось только для вещественных 𝛼 > 1. Начиная с 1995 года, в совместных работах Добро-
вольского Н. М., Ребровой И. Ю. и Рощени А. Л. ([24], [25], [22]) начался новый этап изучения
гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼) решётки Λ: во-первых, как функции комплексного
аргумента 𝛼, во-вторых, как функции на метрическом пространстве решёток.

По теореме Абеля ([37], с. 106) гиперболическую дзета-функцию решёток в правой 𝛼-
полуплоскости 𝜎 > 1, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 можно представить в следующем интегральном виде

𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

𝐷(𝑡|Λ)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
,

где 𝐷(𝑇 |Λ) — количество ненулевых точек решётки Λ в гиперболическом кресте 𝐾𝑠(𝑇 ).
Так как 𝐷(𝑇 |Λ) = 0 при 𝑇 < 𝑞(Λ), то

𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 𝛼

∞∫︁
𝑞(Λ)

𝐷(𝑡|Λ)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
.

Возникает естественный вопрос о продолжении для произвольной решётки Λ гиперболиче-
ской дзета-функции решётки 𝜁𝐻(Λ|𝛼) на всю комплексную плоскость. В работах Доброволь-
ского Н. М., Ребровой И. Ю. и Рощени А. Л. ([25], [22]) эти вопросы исследовались для 𝑃𝑍𝑠

— множества всех целочисленных решёток, 𝑃𝑄𝑠 — множества всех рациональных решёток,
𝑃𝐷𝑠 — множества всех решёток с диагональными матрицами. Доказано, что для любой цело-
численной решётки Λ ∈ 𝑃𝑍𝑠 гиперболическая дзета-функция 𝜁𝐻(Λ|𝛼) является регулярной
функцией во всей 𝛼-плоскости, за исключением точки 𝛼 = 1, в которой она имеет полюс
порядка 𝑠.

Для любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑄𝑠 гиперболическая дзета-функция 𝜁𝐻(Λ|𝛼) также является
регулярной аналитической функцией во всей 𝛼-плоскости, за исключением точки 𝛼 = 1, в
которой она имеет полюс порядка 𝑠.

Изучено поведение гиперболической дзета-функции решёток на пространстве решёток.
В частности, установлено, что

если последовательность решёток {Λ𝑛} сходится к решётке Λ, то последовательность
гиперболических дзета-функций решёток 𝜁𝐻(Λ𝑛|𝛼) равномерно сходится к гиперболической
дзета-функции решётки 𝜁𝐻(Λ|𝛼) в любой полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 > 1.

Другой результат такого типа формулируется следующим образом.
Для любой точки 𝛼 из 𝛼-плоскости, кроме точки 𝛼 = 1, найдется окрестность |𝛼−𝛽| < 𝛿

такая, что для любой решётки Λ = Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) ∈ 𝑃𝐷𝑠

lim
𝑀→Λ,𝑀∈𝑃𝐷𝑠

𝜁𝐻(𝑀 |𝛽) = 𝜁𝐻(Λ|𝛽),

причем эта сходимость равномерна в окрестности точки 𝛼.
Вывод этих результатов существенно опирается на асимптотическую формулу для числа

точек произвольной решётки в гиперболическом кресте как функции от параметра гипербо-
лического креста, полученную Н. М. Добровольским и А. Л. Рощеней ([26]):

𝐷(𝑇 | Λ) =
2𝑠𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)! det Λ
+ Θ · 𝐶(Λ)

2𝑠 · 𝑇 ln𝑠−2 𝑇

det Λ
, (5)

где 𝐶(Λ) – эффективная константа, вычисляемая через базис решётки, и |Θ| 6 1.

В работах [3]–[36], [38], [39] освящены различные аспекты теории гиперболической дзета-
функции решёток. В работах [40]–[47] используется асимптотическая формула (5).

Цель данной статьи — дать новые варианты формул (4) и (5).
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2. Асимптотическая формула для алгебраической решётки

Вывод нашей новой асимптотической формулы для дзета-функции алгебраической решёт-
ки будет опираться на доказательства из монографии [34], поэтому приведем ряд лемм из этой
работы без доказательства, модифицируя где необходимо формулировки.

2.1. Вычисление вспомогательных интегралов

Обозначим через 𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴) 𝑘-мерный симплекс заданный равенством

𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴) = {�⃗�|𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 > 0, 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑘 6 𝐴}.

Лемма 1. Пусть 𝐴 > 0, 𝑘 > 1 и

𝐼𝑘(𝐴) =

∫︁
. . .

∫︁
𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘.

Тогда справедливо равенство

𝐼𝑘(𝐴) =
𝐴𝑘

𝑘!
.

Доказательство. См. [34], стр. 66. 2

Лемма 2. Пусть 𝐵 > 1, 1 6 𝑘 6 𝑠− 1, 𝛼 > 0 и

𝑌𝑘(𝐵) =

∫︁
. . .

∫︁
𝑥𝑗>0(𝑗=1,...,𝑘−1)

𝑥𝑗60(𝑗=𝑘,...,𝑠−1)

𝐵>𝑥1+...+𝑥𝑠−1

𝑒𝛼(𝑥𝑘+...+𝑥𝑠−1)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Тогда справедливо равенство

𝑌𝑘(𝐵) =
𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑘 − 1)!(𝑠− 𝑘 − 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
·𝐵𝑚.

Доказательство. См. [34], стр. 66–67. 2

2.2. Интегральное представление для гиперболической дзета-функции ал-
гебраической решётки

Пусть 𝐹𝑠 — чисто вещественное алгебраическое поле степени 𝑠, 𝐹 (1)
𝑠 = 𝐹𝑠, 𝐹

(2)
𝑠 , . . . ,

. . . , 𝐹
(𝑠)
𝑠 — набор его сопряженных полей и для любого алгебраического числа Θ из 𝐹𝑠

Θ(1) = Θ,Θ(2), . . . ,Θ(𝑠) — набор его алгебраически сопряженных чисел. Через Z𝐹𝑠 обозначим
кольцо целых алгебраических чисел поля 𝐹𝑠.

Рассмотрим алгебраическую решётку Λ =
{︀(︀

Θ(1),Θ(2), . . . ,Θ(𝑠)
)︀⃒⃒

Θ ∈ Z𝐹𝑠

}︀
.

Так как для любого ненулевого целого алгебраического числа Θ из Z𝐹𝑠 имеем
|Θ(1)Θ(2) . . .Θ(𝑠)| = |𝑁(Θ)| > 1, то 𝑞(Λ) = 1.

Для произвольного 𝑡 > 1 рассмотрим алгебраическую решётку

Λ(𝑡) =
{︁(︁

Θ(1)𝑡,Θ(2)𝑡, . . . ,Θ(𝑠)𝑡
)︁⃒⃒⃒

Θ ∈ Z𝐹𝑠

}︁
.

Ясно, что 𝑞(Λ(𝑡)) = 𝑡𝑠. Так как det Λ(𝑡) = 𝑡𝑠 det Λ, то

𝑞(Λ(𝑡)) =
det Λ(𝑡)

det Λ
. (6)
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Согласно (2), (3), (6) для гиперболической дзета–функции 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼)

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
∑︁′

Θ∈Z𝐹𝑠

(︁
𝑡Θ(1) . . . 𝑡Θ(𝑠)

)︁−𝛼
(7)

алгебраической решётки Λ(𝑡) справедливы оценки

𝐶(𝛼, 𝑠,Λ)
ln𝑠−1 det Λ(𝑡)

(det Λ(𝑡))𝛼
6 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) 6 𝐶1(𝛼, 𝑠,Λ)

ln𝑠−1 det Λ(𝑡)

(det Λ(𝑡))𝛼
.

Для вывода асимптотической формулы для гиперболической дзета – функции алгебраи-
ческой решётки Λ(𝑡) нам потребуются следующие обозначения.

Через 𝜀1, . . . , 𝜀𝑠−1 обозначим набор фундаментальных единиц кольца Z𝐹𝑠 , а через 𝜀(1)𝑗 =

= 𝜀𝑗 , . . . , 𝜀
(𝑠)
𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1) — их алгебраические сопряженные единицы.

Пусть далее везде
∑︀
(𝜔)

обозначает суммирование по всем главным идеалам кольца Z𝐹𝑠 , а∑︀
𝜀
обозначает суммирование по всем единицам кольца Z𝐹𝑠 . Как обычно,через 𝑅 обозначим

регулятор поля 𝐹𝑠, т. е.

𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ln |𝜀(1)1 | . . . ln |𝜀(𝑠−1)

1 |
. . . . . . . . .

ln |𝜀(1)𝑠−1| . . . ln |𝜀(𝑠−1)
𝑠−1 |

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒.

Обозначения для различных областей суммирования и интегрирования будут вводиться
по мере необходимости.

Лемма 3. Справедливо равенство

𝜁(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑠−1=−∞

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝑡𝜔(𝑗)𝜀
(𝑗)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⎞⎠−𝛼

.

Доказательство. См. [34], стр. 68. 2

Пусть 𝜔 — произвольное целое ненулевое алгебраическое число и вектор �⃗� — произвольный
вектор из области 𝐷(𝑝) целочисленных векторов, заданной равенством

𝐷(𝑝) =

{︂
(𝑗1, . . . , 𝑗𝑠)

⃒⃒⃒⃒
1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑝 6 𝑠, 1 6 𝑗𝑝+1 < . . . < 𝑗𝑠 < 𝑠,

{𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} = {1, . . . , 𝑠}

}︂
.

Через 𝐵(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐵(⃗𝑗, 𝑝, 𝜔) обозначим множество целочисленных векторов, удовлетворяю-
щих условиям: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒
> 1, при 𝜈 = 1, . . . , 𝑝,

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒
< 1, при 𝜈 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑠.

Пусть далее

𝐴(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜔) =
∑︁

�⃗�∈𝐵(⃗𝑗,𝑝)

𝑠∏︁
𝜈=𝑝+1

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒𝛼
(8)

и

𝐴(𝜔) =
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝). (9)

Имеет место следующее утверждение.
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Лемма 4. Справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

𝐴(𝜔)

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
.

Доказательство. См. [34], стр. 69–70. 2

Пусть

𝑌 (⃗𝑗, 𝑝, �⃗�) =
𝑠∏︁

𝜈=𝑝+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑡𝜔(𝑗𝜈)

𝑠−1∏︁
𝑗=1

𝜀
(𝑗𝜈)𝑘𝑗
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛼

, (10)

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 при
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 | = 0,

𝛼

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

2 sh

⎛⎝𝛼
2

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

⎞⎠ при
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 | ≠ 0,

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝) =
𝑠−1∏︁
𝑚=1

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚),

𝐿𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) = ln 𝑡+ ln |𝜔(𝑛)| +
𝑠−1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 ln |𝜀(𝑛)𝑗 | (𝑛 = 1, . . . , 𝑠), (𝑡 > 1).

Заметим, что для любых 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1

𝑠∑︁
𝑛=1

𝐿𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|.

Так как

lim
𝑏→0

𝑏

2 sh
(︀
𝑏
2

)︀ = lim
𝑏→0

𝑏

𝑒
𝑏
2 − 𝑒−

𝑏
2

= lim
𝑏→0

1
1
2𝑒

𝑏
2 + 1

2𝑒
− 𝑏

2

= 1,

то можно всегда писать

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚) =

𝛼
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

2 sh

⎛⎝𝛼
2

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

⎞⎠ .

Лемма 5. Справедливо равенство

𝑌 (⃗𝑗, 𝑝, �⃗�) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

𝑘1+
1
2∫︁

𝑘1− 1
2

. . .

𝑘𝑠−1+
1
2∫︁

𝑘𝑠−1− 1
2

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Доказательство. См. [34], стр. 71–72. 2
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Определим область Ω(⃗𝑗, 𝑝) ⊂ R𝑠−1, как множество всех точек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1), удовлетво-
ряющих соотношениям

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) >
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(︂{︂
𝑥𝑗 +

1

2

}︂
− 1

2

)︂
ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑗 | (𝜈 = 1, . . . , 𝑝),

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(︂{︂
𝑥𝑗 +

1

2

}︂
− 1

2

)︂
ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑗 | (𝜈 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑠).

Лемма 6. Справедливо следующее интегральное представление

𝐴(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω(⃗𝑗,𝑝)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Доказательство. См. [34], стр. 72–73. 2

Пусть далее везде

𝑎 =
𝑠− 1

2
max

16𝑚6𝑠−1,
16𝑛6𝑠

| ln |𝜀(𝑛)𝑚 ||.

Определим область Ω𝜆(⃗𝑗, 𝑝) ⊂ R𝑠−1 (𝜆 = 1, 2) следующими соотношениями

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > (−1)𝜆−1𝑎 (1 6 𝜈 6 𝑝),

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6 (−1)𝜆𝑎 (𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠),

а величины 𝐴𝜆(⃗𝑗, 𝑝) (𝜆 = 1, 2) зададим равенствами

𝐴𝜆(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω𝜆 (⃗𝑗,𝑝)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1 (𝜆 = 1, 2).

Кроме указанных областей и величин из монографии [34], введем для параметра 𝜃 с
−1 6 𝜃 6 1 новую область Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) ⊂ R𝑠−1 следующими соотношениями

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > −𝜃𝑎 (1 6 𝜈 6 𝑝),

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6 𝜃𝑎 (𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠),

а величины 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) зададим равенствами

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω(⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Для дальнейшего важно, что новые области и величины обладают следующими принци-
пиальными свойствами:

Ω1(⃗𝑗, 𝑝) = Ω(⃗𝑗, 𝑝,−1), Ω2(⃗𝑗, 𝑝) = Ω(⃗𝑗, 𝑝, 1), Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃1) ⊂ Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃2) при 𝜃1 < 𝜃2

и величина 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) непрерывно, монотонно возрастает при изменении 𝜃 от −1 до 1.
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Лемма 7. Справедливы неравенства

𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) = 𝐴1(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴2(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Доказательство. См. [34], стр. 73–74. 2

Введем для параметра 𝜃 с −1 6 𝜃 6 1 новую область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) ⊂ R𝑠−1 следующим образом:
пусть для произвольной точки (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠−1) величина

𝑦𝑠 = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| − (𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑠−1).

Тогда точка (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠−1) принадлежит Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), если выполнены неравенства{︂
𝑦𝑗𝜈 > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝑦𝑗𝜈 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠.

Лемма 8. Справедливо равенство

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =
𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

𝑅

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒𝛼(𝑦𝑗𝑝+1
+...+𝑦𝑗𝑠 )𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1 (−1 6 𝜃 6 1),

где 𝑅 — регулятор поля.

Доказательство. Сделаем линейную замену в интеграле по области Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃)

𝑦𝑗 = 𝐿𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1).

Так как
𝑠∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) =
𝑠∑︁

𝑗=1

(︃
ln 𝑡+ ln |𝜔(𝑗)| +

𝑠−1∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚 ln |𝜀(𝑗)𝑚 |

)︃
=

= ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| +
𝑠−1∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚 ln |𝑁𝜀𝑚| = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|,

то 𝑦𝑠 = 𝐿𝑠(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1).
Поэтому область Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), заданная соотношениями{︂

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠,

перейдет в область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), заданную соотношениями{︂
𝑦𝑗𝜈 > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝑦𝑗𝜈 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠,

а так как якобиан линейного преобразования имеет модуль, равный регулятору поля, то лемма
доказана. 2
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2.3. Асимптотическая формула для гиперболической дзета-функции алгеб-
раической решётки

Пусть для −1 6 𝜃 6 1 величины 𝐼 (⃗𝑗; 𝑝, 𝜃) определены равенствами

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒𝛼(𝑦𝑗𝑝+1
+...+𝑦𝑗𝑠−1

)𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1

и
𝐶𝑝(𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝑎𝛼,

𝐵𝑝(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Лемма 9. Справедливы равенства:
при 1 6 𝑝 6 𝑠− 1

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎
𝑝−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑝−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
· (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

и

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

(𝑠− 1)!
+

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐶𝜈
𝑠−1𝑠

𝜈𝑎𝜈𝜃𝜈(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1−𝜈

(𝑠− 1)!
.

Доказательство. При 𝑝 = 𝑠 имеем 𝐷(𝑝) = {(1, 2, . . . , 𝑠)} и, следовательно, �⃗� = (1,
2, . . . , 𝑠) ∈ 𝐷(𝑝).

Поэтому

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑠,𝜃)

𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1

и Ω′(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) задано соотношениями{︂
𝑦𝜈 > −𝜃𝑎 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),
𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑠 = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|.

Сделаем линейную замену переменных

𝑧𝜈 = 𝑦𝜈 + 𝜃𝑎 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),

тогда область Ω′(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) перейдет в область Ω′′(𝜃), заданную соотношениями{︂
𝑧𝜈 > 0 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),

ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| −
∑︀𝑠−1

𝜈=1(𝑧𝜈 − 𝜃𝑎) > −𝜃𝑎. (11)

Неравенство (11) можно записать в виде

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑧𝜈 6 ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎.

Из последнего неравенства следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) = 𝐼𝑠−1(𝐴(𝜃)),

где величина 𝐼𝑠(𝐴) определена в лемме 1 и

𝐴(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎 = 𝐵𝑠(𝜃).
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Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1

(𝑠− 1)!
=

=
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

(𝑠− 1)!
+

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐶𝜈
𝑠−1𝑠

𝜈𝑎𝜈𝜃𝜈(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1−𝜈

(𝑠− 1)!
.

Пусть теперь 1 6 𝑝 6 𝑠− 1. Сделаем линейную замену переменных

𝑧𝜈 =

⎧⎨⎩
𝑦𝑗𝜈+1 + 𝜃𝑎 при 𝜈 = 1, . . . , 𝑝− 1,
𝑦𝑗𝜈+1 − 𝜃𝑎 при 𝜈 = 𝑝, . . . , 𝑠− 1,
𝑦𝑗1 + 𝜃𝑎 при 𝜈 = 𝑠.

Тогда область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) перейдет в область Ω′′(𝜃) точек (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠−1), удовлетворяющих
условиям

𝑧𝜈 > 0 (𝜈 = 1, . . . , 𝑝− 1), 𝑧𝜈 < 0 (𝜈 = 𝑝, . . . , 𝑠− 1), 𝑧𝑠 > 0.

При этом

𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑠 =

𝑝∑︁
𝜈=1

(𝑦𝑗𝜈 + 𝜃𝑎) +
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

(𝑦𝑗𝜈 − 𝜃𝑎) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′′

𝑝 (𝜃)

𝑒𝛼(𝑧𝑝+...+𝑧𝑠−1+𝜃(𝑠−𝑝)𝑎)𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧𝑠−1 = 𝑌𝑝(𝐵𝑝(𝜃)) · 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎,

где величина 𝑌𝑝(𝐵) определена в лемме 2 и

𝐵𝑝(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎
𝑝−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑝−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
· (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚.

Лемма полностью доказана. 2

Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов чисто-веществен-
ного поля 𝐹 :

𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) =
∑︁
(𝜔)

|𝑁(𝜔)|−𝛼,

тогда
𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 ) = (−1)𝜈
∑︁
(𝜔)

ln𝜈 |𝑁(𝜔)||𝑁(𝜔)|−𝛼, 𝜈 > 1.

Теорема 1. При 𝑡 > 𝑒𝑎 справедливо асимптотическое равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑡) − ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃), (12)

где

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑡))

(det Λ(𝑡))𝛼

)︂
и 𝑅 − регулятор поля.
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Доказательство. Согласно лемме 4 имеем

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝐴(𝜔) и 𝐴(𝜔) =

𝑠∑︁
𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝).

По лемме 7
𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Отсюда следует, что справедливы неравенства

2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) 6 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) 6 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Так как величины 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) непрерывно, монотонно возрастают при изменении 𝜃 от −1 до
1, то найдётся значение 𝜃 = 𝜃(Λ(𝑡), 𝛼) с −1 6 𝜃 6 1, такое что

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃).

Из лемм 8, 9, 1 следует, что при 𝑡 > 𝑒𝑎

𝐴(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
1

𝑅
𝐼𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
=

=
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
+

1

𝑅 · (𝑠− 1)!

𝑠−2∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝜈(𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1−𝜈 . (13)

Из лемм 8, 9, 2 следует, что при 1 6 𝑝 6 𝑠− 1

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =
𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎

𝑅

𝑝−1∑︁
𝑚=0

(𝑠−𝑚)!𝐶𝑚
𝑝−1 · (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
. (14)

Объединяя оценки (13) и (14), получим

𝜁(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃),

где

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) =
1

𝑅 · (𝑠− 1)!

𝑠−2∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝜈(𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1−𝜈+

+
∑︁
(𝜔)

2

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠−1∑︁
𝑝=1

∑︁
�⃗�∈𝐷(𝑝)

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎

𝑅

𝑝−1∑︁
𝑚=0

(𝑠−𝑚)!𝐶𝑚
𝑝−1 · (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
,

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑡))

(det Λ(𝑡))𝛼

)︂
.

Преобразуя главный член по 𝑡, окончательно находим

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

ln𝑠−1−𝜈 𝑡𝑠

𝑡𝑠𝛼

∑︁
(𝜔)

ln𝜈 |𝑁(𝜔)|
|𝑁(𝜔)|𝛼

+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) =

=
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑡) − ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃),

что и требовалось доказать. 2
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3. Асимптотическая формула для числа точек решётки

Вывод нового варианта асимптотической формулы для числа точек решётки в гиперболи-
ческом кресте мы будем проводить тем же методом, что и получение асимптотической форму-
лы для гиперболической дзета-функции алгебраической решётки. Далее везде предполагаем,
что размерность 𝑠 > 2.

3.1. Вспомогательные леммы о многомерных областях и интегралах

Пусть 𝜆𝑗 = (𝜆𝑗1, ..., 𝜆𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠) — произвольный фиксированный базис решетки Λ и

𝐴 = 𝐴(𝜆1, ..., 𝜆𝑠) = max
16𝑗6𝑠

1/2

𝑠∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜈𝑗 |; (15)

𝜆*𝑗 = (𝜆*𝑗1, ..., 𝜆
*
𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠) — взаимный базис взаимной решетки Λ* (как известно, взаимный

базис задается соотношениями

(𝜆𝑖, 𝜆*𝑗 ) =

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝑖𝜈𝜆
*
𝑗𝜈 = 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1 при 𝑖 = 𝑗
0 при 𝑖 ̸= 𝑗

, (16)

а взаимная решетка Λ* однозначно определяется решеткой Λ).
Определим следующие области

Π(𝑇 | Λ) =

⎧⎨⎩�⃗�
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈𝑗𝑡𝜈 +

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {𝑡𝜈 + 1/2}) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (17)

для целого вектора �⃗�

Π(�⃗�) = {�⃗� | [𝑡𝜈 + 1/2] = 𝑚𝜈 (𝜈 = 1, ..., 𝑠)}, (18)

Π*(𝑇 | Λ) =

⎧⎨⎩�⃗� |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑦𝑗 +
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {1/2 +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘𝜆
*
𝜈𝑘}) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (19)

при 𝑎 > 0, −1 6 𝜃 6 1 положим

𝑢(𝑦, 𝜃𝑎) =

{︂
1 при |𝑦| + 𝜃𝑎 6 1,
|𝑦| + 𝜃𝑎 при |𝑦| + 𝜃𝑎 > 1

(20)

и области

Π1(𝑇, 𝑎) =

⎧⎨⎩�⃗� |
𝑠∏︁

𝑗=1

|𝑦𝑗 | + 𝑎 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (21)

Π2(𝑇, 𝑎) =

⎧⎨⎩�⃗� |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(𝑦𝑗 ,−𝑎) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (22)

Π(𝑇, 𝜃𝑎) =

⎧⎨⎩�⃗� |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(𝑦𝑗 , 𝜃𝑎) 6 𝑇

⎫⎬⎭ . (23)

Ясно, что
Π1(𝑇, 𝑎) = Π(𝑇, 𝑎) ⊂ Π2(𝑇, 𝑎) = Π(𝑇,−𝑎).
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Заметим, что Π1(𝑇, 0) = Π2(𝑇, 0) = 𝐾(𝑇 ).
Пусть при 𝑎 > 0, 𝑇 > 0, −1 6 𝜃 6 1

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1(𝑦𝑗 + 𝑎) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑�⃗�, (24)

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝑢(𝑦𝑗 ,−𝑎) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑�⃗�, (25)

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝑢(𝑦𝑗 , 𝑎𝜃) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑�⃗�. (26)

Лемма 10. Справедливо равенство∑︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝜆1𝑗𝑚1+···+𝜆𝑠𝑗𝑚𝑠6𝑇

∫︁
Π(�⃗�)

𝑑�⃗� =

∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑�⃗�. (27)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 11. Справедливы равенства∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑�⃗� =
1

det Λ

∫︁
Π*(𝑇 |Λ)

𝑑�⃗�, (28)

∫︁
Π1(𝑇,𝑎)

𝑑�⃗� = 2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) при 𝑎 > 1, (29)

∫︁
Π2(𝑇,𝑎)

𝑑�⃗� = 2𝑠𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) при 𝑎 > 0. (30)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 12. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 𝑎𝑠 справедливо равенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) = (−1)𝑠+1(𝑇 − 𝑎𝑠) + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln 𝑎)𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
. (31)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 13. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 1, 𝑠 > 1 справедливо равенство

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) = 𝑎𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘. (32)

Доказательство. См. [26]. 2

Следствие 1. При 𝑎 > 1, 𝑇 > 3 справедливо неравенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) >
𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)!
− 𝑒𝑎𝑠𝑇 ln𝑠−2 𝑇 − 𝑎𝑠. (33)
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Доказательство. См. [26]. 2

Следствие 2. Справедливо неравенство

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) 6
𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)!
+ (𝑎+ 2)𝑠𝑇 ln𝑠−2 𝑇 + 𝑎𝑠. (34)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 14. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 𝑎𝑠, −1 6 𝜃 6 1 справедливо равенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(−1)𝑠+1(𝑇 − (𝜃𝑎)𝑠) + 𝑇

𝑠−1∑︀
𝑛=1

(ln𝑇−𝑠 ln(𝜃𝑎))𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛! , при 𝜃𝑎 > 1,

(−𝜃𝑎)𝑠 +
𝑠−1∑︀
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇
𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︀
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝜃𝑎)𝑘, при 𝜃𝑎 6 1.

(35)

Доказательство. Из определения 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) имеем:
при 𝑎𝜃 > 1 будет 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = 𝐼𝑠(𝑎𝜃, 𝑇 и в силу леммы 12

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−1)𝑠+1(𝑇 − (𝑎𝜃)𝑠) + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln(𝑎𝜃))𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
;

при 𝑎𝜃 6 1

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

1−𝑎𝜃∫︁
0

𝑑𝑦𝑠

∫︁
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠−1 > 0

𝑢(𝑦1, 𝑎) · ... · 𝑢(𝑦𝑠−1, 𝑎) 6 𝑇

𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑠−1+

+

𝑇−𝑎𝜃∫︁
1−𝑎𝜃

𝑑𝑦𝑠

∫︁
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠−1 > 0

𝑢(𝑦1, 𝑎) · ... · 𝑢(𝑦𝑠−1, 𝑎) 6 𝑇
𝑦+𝑎𝜃

𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑠−1 =

= (1 − 𝑎𝜃)𝐼𝑠−1(𝑎, 𝑇, 𝜃) +

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠−1

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦. (36)

Далее проведем индукцию по 𝑠, используя рекуррентное равенство (36).
При 𝑠 = 1

𝐼1(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

∫︁
𝑦 > 0

𝑢(𝑦, 𝑎𝜃) 6 𝑇

𝑑𝑦 =

1−𝑎𝜃∫︁
0

𝑑𝑦 +

𝑇−𝑎𝜃∫︁
1−𝑎𝜃

𝑑𝑦 = 1 − 𝑎𝜃 + 𝑇 − 1 = 𝑇 − 𝑎𝜃

и равенство (35) выполнено.
Пусть

𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃) =

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘
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и

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃),

тогда

𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (1 − 𝑎𝜃)𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) +

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦 =

= (1 − 𝑎𝜃)(−𝑎𝜃)𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎)(1 − 𝑎𝜃) +

𝑇∫︁
1

(︃
(−𝑎𝜃)𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇/𝑦 ln𝑛(𝑇/𝑦)

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)

)︃
𝑑𝑦 =

= (−𝑎𝜃)𝑠+1 + (−𝑎𝜃)𝑠 + 𝑇 (−𝑎𝜃)𝑠 − (−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎)(1 − 𝑎𝜃)+

+
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)

ln𝑛+1 𝑇

𝑛+ 1
= (−𝑎𝜃)𝑠+1 + 𝑇 ((−𝑎𝜃)𝑠 +𝑄𝑠,0(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃))+

+
𝑠−1∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
(𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃) +𝑄𝑠,𝑛−1(𝑎𝜃)) +

𝑇 ln𝑠 𝑇

𝑠!
𝑄𝑠,𝑠−1(𝑎𝜃) =

= (−𝑎𝜃)𝑠+1 +

𝑠∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠+1,𝑛(𝑎𝜃),

где

𝑄𝑠+1,0(𝑎𝜃) = (−𝑎𝜃)𝑠 + (1 − 𝑎𝜃)

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 =

𝑠∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 +

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 + (−𝑎𝜃)𝑠 =

= 𝑠(−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑘=1

(𝐶𝑘−1
𝑠 + 𝐶𝑘

𝑠 )(−𝑎𝜃)𝑘 + 1 =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1(−𝑎𝜃)𝑘 =

(𝑠+1)−1−0∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

0
𝑠+1−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘;

𝑄𝑠+1,𝑠(𝑎𝜃) = 𝑄𝑠,𝑠−1(𝑎𝜃) = 1 =

(𝑠+1)−1−𝑠∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

𝑠
𝑠+1−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘;

и при 1 6 𝑛 6 𝑠− 1

𝑄𝑠+1,𝑛(𝑎𝜃) = 𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃) +𝑄𝑠,𝑛−1(𝑎𝜃) =

= (1 − 𝑎𝜃)

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘 +

𝑠−1−(𝑛−1)∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛−1
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)

𝑘 =

=

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 𝐶𝑛

𝑠−(𝑘−1)−1(−𝑎𝜃)
𝑘 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (𝐶𝑛

𝑠−𝑘−1 + 𝐶𝑛−1
𝑠−𝑘−1)(−𝑎𝜃)

𝑘 + 𝐶𝑠−𝑛
𝑠 𝐶𝑛−1

𝑛−1 (−𝑎𝜃)𝑠−𝑛 =

=

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 𝐶𝑛

𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 +
𝑠−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 =

=
𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐶𝑘−1
𝑠 + 𝐶𝑘

𝑠 )𝐶𝑛
𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 + 𝐶0

𝑠𝐶
𝑛
𝑠−0(−𝑎𝜃)0 =

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=0

(𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

𝑛
(𝑠+1)−1−𝑘)(−𝑎𝜃)𝑘

и, значит, 𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) удовлетворяет равенству (35).
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Для полноты изложения покажем что при 𝑎𝜃 = 1 обе формулы в (35) задают одно и тоже
значение

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−1)𝑠 + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−1−𝑛ln𝑛 𝑇

𝑛!
.

Действительно, в этом случае имеем:

𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦 =

𝑇∫︁
1

(︃
(−1)𝑠 +

𝑇

𝑦

𝑠−1∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−1−𝑛ln𝑛 𝑇
𝑦

𝑛!

)︃
=

= (−1)𝑠(𝑇 − 1) +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇

𝑛!
(−1)𝑠−1−𝑛 ln𝑛+1 𝑇

𝑛+ 1
= (−1)𝑠+1 + 𝑇

𝑠∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−𝑛ln𝑛 𝑇

𝑛!
,

что и и завершает доказательство леммы. 2

Следствие 3. Объем гиперболического креста задается равенством

𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1.

Доказательство. Действительно, Π1(𝑇, 0) = Π2(𝑇, 0) = 𝐾(𝑇 ). По леммам 11, 13 имеем:

𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠𝐽𝑠(0, 𝑇 ) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1

и следствие доказано. 2

Лемма 15. При −1 6 𝜃 6 1 справедливо неравенство

|2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) − 𝑉 (𝐾(𝑇 ))| 6

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
,

где
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Доказательство. Действительно, 𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 0) и

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) = 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 1) 6 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) 6 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇,−1) = 𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ),

поэтому⃒⃒
𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) − 2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))

⃒⃒
6 max

(︀
2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 )) − 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ), 𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) − 2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))

)︀
,

в силу монотонного убывания величины 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) при изменении 𝜃 от −1 до 1.
Для первой разности под знаком максимума, которую обозначим через 𝑀1, имеем:

𝑀1=2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))−𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 )=
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
− (−1)𝑠+1(𝑇 − 𝑎𝑠)−𝑇

𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln 𝑎)𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
=

= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇 (1 + (−1)𝑠) +
𝑠−1∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇 (1 + (−1)𝑠−𝑛)

𝑛!
+

+𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(−1)𝑠−𝑛

𝑛!

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛(−1)𝑛−𝑘(𝑠 ln 𝑎)𝑛−𝑘 ln𝑘 𝑇.
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Располагая по степеням ln𝑘 𝑇 , получим:

𝑀1 = (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(︃
1 + (−1)𝑠

(︃
1 +

𝑠−1∑︁
𝑛=1

1

𝑛!
(𝑠 ln 𝑎)𝑛

)︃)︃
+

𝑠−2∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇 (1 + (−1)𝑠−𝑛)

𝑛!
+

+𝑇

𝑠−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑠−𝑘 ln𝑘 𝑇

𝑠−1∑︁
𝑛=𝑘+1

𝐶𝑘
𝑛(𝑠 ln 𝑎)𝑛−𝑘

𝑛!
= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(︃
1 + (−1)𝑠

(︃
1 +

𝑠−1∑︁
𝑛=1

1

𝑛!
(𝑠 ln 𝑎)𝑛

)︃)︃
+

+𝑇

𝑠−2∑︁
𝑛=1

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
1 + (−1)𝑠−𝑛

(︃
1 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑠 ln 𝑎)𝑘

𝑘!

)︃)︃
= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇
𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
1 + (−1)𝑠−𝑛

(︃
1 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑠 ln 𝑎)𝑘

𝑘!

)︃)︃
6𝑇

(2+𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+𝑒(𝑎𝑠+1)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠.

При 𝑠 = 2 справедливо более точное утверждение:

𝑀1 = 𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2.

Перейдём ко второй разности под знаком максимума, которую обозначим через𝑀2, имеем:

𝑀2=𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 )−2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))= 𝑎𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘 −
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
=

= 𝑎𝑠 +
𝑠−2∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘 − 1

)︃
= 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+

𝑠−3∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠!(𝑠− 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑠− 𝑘)!𝑛!(𝑠− 𝑘 − 𝑛− 1)!
𝑎𝑘 − 1

)︃
= 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇
𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝐶𝑛
𝑠

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠− 𝑛

𝑠− 𝑘
𝐶𝑘
𝑠−𝑛−1𝑎

𝑘 − 1

)︃
6 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇

𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠

𝑠− 𝑛

𝑛+ 1
(𝑎+ 1)𝑠−𝑛−1 6 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+ (𝑎+ 2)𝑠𝑇 ln𝑠−3 𝑇.

При 𝑠 = 2 справедливо более точное утверждение:

𝑀2 = 2 ln 𝑎𝑇 + 𝑎2.

Объединяя рассмотренные случаи, получаем утверждение леммы. 2

3.2. Асимптотическая формула для числа точек в гиперболическом кресте

Рассмотрим произвольный базис решетки Λ:

−→
𝜆 𝑗 = (𝜆𝑗1, ..., 𝜆𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠)

и величину

𝐴(
−→
𝜆 1, ...,

−→
𝜆 𝑠) =

1

2
max
16𝑗6𝑠

𝑠∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜈𝑗 |. (1)

Определим величину —
𝑎(Λ) = min−→

𝜆 1,...,
−→
𝜆 𝑠

max(1, 𝐴(
−→
𝜆 1, ...,

−→
𝜆 𝑠)), (2)
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где минимум берется по всем базисам �⃗�1, ..., �⃗�𝑠 решетки Λ.
Далее до конца параграфа зафиксируем базис �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 решетки Λ, для которого величина

𝐴(�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠) — минимальна, то есть 𝑎(Λ) = max(1, 𝐴(�⃗�1, ..., �⃗�𝑠)).
Для величины 𝐷(𝑇 |Λ)—количества ненулевых точек решетки Λ, лежащих в гиперболиче-

ском кресте 𝐾(𝑇 ), докажем следующую теорему.

Теорема 2. Для любой решетки Λ справедливо асимптотическое равенство при 𝑇 > 3

𝐷(𝑇 | Λ) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1 − 1 + Θ𝐶1(Λ, 𝑇 ), |Θ| 6 1, (37)

где

𝐶1(Λ, 𝑇 ) =

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
(38)

и
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Доказательство. Из определения величины 𝐷(𝑇 | Λ) следует, что

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
∑︁
�⃗� ∈ Λ

𝑥1 · · ·𝑥𝑠 6 𝑇

1 =
∑︁

∏︀𝑠
𝑗=1 𝜆1𝑗𝑚1+···+𝜆𝑠𝑗𝑚𝑠6𝑇

1 =

∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑�⃗� (39)

в силу леммы 10.
Применяя лемму 11, получим

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
1

det Λ

∫︁
Π*(𝑇 |Λ)

𝑑�⃗� (40)

Пусть 𝑎 = 𝑎(Λ), тогда справедливы включения

Π1(𝑇, 𝑎) ⊆ Π*(𝑇 | Λ) ⊆ Π2(𝑇, 𝑎), (41)

так как
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(|𝑦𝑗 |, 𝑎) 6
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑦𝑗 +
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {1/2 +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘𝜆
*
𝜈𝑘}) 6

𝑠∏︁
𝑗=1

(|𝑦𝑗 | + 𝑎).

Из этого включения и леммы 11 следуют неравенства

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 1)

det Λ
=

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 )

det Λ
6 𝐷(𝑇 | Λ) + 1 6

2𝑠𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 )

det Λ
=

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇,−1)

det Λ
. (42)

Так как 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) непрерывно зависит от 𝜃 при −1 6 𝜃 6 1, то найдется 𝜃 с −1 6 𝜃 6 1
такое, что

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃)

det Λ
.

Применяя оценку из леммы 15, получим

|𝐷(𝑇 | Λ) + 1 − 𝑉 (𝐾(𝑇 ))| 6

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
,

где
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Отсюда вытекает утверждение теоремы. 2
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4. Заключение

В данной работе методом, который можно назвать методом параметрических множеств,
получены две новые асимптотические формулы из теории гиперболической дзета-функции
решёток.

Суть метода состоит в том, что для оценки числа точек решётки в некоторой области
находится система вложенных множеств, параметризованная параметром, изменяющимся от
−1 до 0, при этом при нулевом значении параметра имеем исходное множество. Так как при
крайних значениях параметра имеем оценки сверху и снизу, то объем одного из множеств в
точности равен искому числу точек, а объем исходного множества задает главный член.

Данный метод позволил найти новые формы для главного члена асимптотических формул,
отличный от работ [19] и [26] с более точной оценкой остаточного члена.
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Аннотация

Основными алгоритмическими проблемами теории групп являются проблемы равен-
ства, сопряжённости слов и проблема изоморфизма групп.

В силу неразрешимости данных проблем в классе конечно определенных групп, основ-
ные алгоритмические проблемы и их различные обобщения исследуются в конкретных
группах.

Группы Кокстера изучаются с 1934 года, а в алгебраическом аспекте – с 1962 года.
В них алгоритмически разрешимы проблемы равенства и сопряжённости слов, однако
неразрешима проблема вхождения.

В 1983 году К. Аппель и П. Шупп определили класс групп Кокстера экстрабольшого
типа. В 2003 году В. Н. Безверхний ввел в рассмотрение группы Кокстера с древесной
структурой.

В статье рассматриваются обобщённые древесные структуры групп Кокстера, пред-
ставляющие собой древесные произведения групп Кокстера экстрабольшого типа и групп
Кокстера с древесной структурой.

Обобщённые древесные структуры групп Кокстера, также как группы Кокстера экс-
трабольшого типа и группы Кокстера с древесной структурой, относятся к гиперболиче-
ским группам, поэтому в них решено большинство алгоритмических проблем, в частности,
алгоритмически разрешима проблема обобщённой сопряжённости слов.

Авторами статьи предлагается оригинальный метод доказательства алгоритмической
разрешимости проблемы обобщённой сопряжённости слов в обобщённых древесных струк-
турах групп Кокстера. Данный метод использует подход Г. С. Маканина, примененный им
для доказательства конечной порождённости нормализатора элемента в группах кос. Кро-
ме того, в данной работе показывается, что централизатор конечно порождённой подгруп-
пы в обобщённой древесной структуре групп Кокстера конечно порождён и существует
алгоритм, выписывающий его образующие.

Ключевые слова: алгоритмические проблемы, группа Кокстера, обобщённая сопряжён-
ность, древесное произведение групп, централизатор.
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Abstract

The main algorithmic problems of group theory are the problems of words, conjugacy of
words and the problem of isomorphism of groups.

This algorithmic problems in the class of finitely presented groups are unsolvable. So the
main algorithmic problems and their various generalizations are studied in certain classes of
groups.

Coxeter groups have been studied since 1934, and in the algebraic aspect - since 1962.
The problems of words and conjugacy of words are algorithmically solvable in these groupss

but the problem of occurrence is unsolvable. K. Appel and P. Schupp defined the class of
Coxeter groups extra- large type in 1983. V. N. Bezverhny defined the Coxeter groups with a
tree structure in 2003.

The article discusses the generalized tree structures of Coxeter groups, which are the tree
product of Coxeter groups of extra large type and Coxeter groups with a tree structure.

The generalized tree structure of Coxeter groups, as well as the Coxeter group of extra
large type, and a Coxeter group with a tree structure, refer to hyperbolic groups, so most
of algorithmic problems algorithmically solvable, in particular, the problem of generalized
conjugacy of words.

The authors propose In this paper an original method for proving algorithmic solvable of the
problem of generalized conjugacy of words in tree structures of Coxeter groups. This method
uses G. S. Makanin’s approach applied by Him to prove the finite generation of the normalizer
of an element in braid groups. In addition, in this paper we show that the centralizer of a finitely
generated subgroup in a generalized wood structure of Coxeter groups is finitely generated and
there is an algorithm writing out its generators.

Keywords: algorithmic problems, Coxeter group, generalized conjugation, tree product of
groups, centralizer.
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1. Введение

М. Дэном [1] в начале прошлого века сформулировал основные алгоритмические проблемы
теории групп: проблемы равенства, сопряжённости слов и проблему изоморфизма групп в
конечно определенных группах.

Доказательство П. С. Новиковым [2] неразрешимости основных алгоритмических проблем
в классе конечно определенных групп привело к изучению алгоритмических проблем в кон-
кретных группах.

Пусть 𝐺 – конечно порождённая группа Кокстера с копредставлением

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; (𝑎𝑖𝑎𝑗)
𝑚𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛⟩,

где 𝑚𝑖𝑗 – элементы симметрической матрицы Кокстера:

𝑚𝑖𝑖 = 1, 𝑚𝑖𝑗 ∈ N ∖ {1} ∪ {∞}, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗.

Если 𝑚𝑖𝑗 = ∞, то определяющее соотношение между образующими 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 отсутствует. Данное
определение дает 𝑎2𝑖 = 1 для всех 𝑖 ∈ 𝐽 .

Известно [3], что всякая группа отражений является группой Кокстера, если в качестве
образующих взять отражения относительно гиперплоскостей, ограничивающих ее фундамен-
тальный многогранник.

Ж. Титс [4] доказал алгоритмическую разрешимость проблемы равенства слов в группах
Кокстера.

П. Шуппом [5] показана неразрешимость проблемы вхождения в группах Кокстера.
К. Аппель и П. Шупп [6] в 1983 году решили проблему сопряжённости слов в классе групп

Кокстера экстрабольшого типа.
В настоящее время проблема сопряжённости слов решена в классе групп Кокстера [7].
В. Н. Безверхний ввел в расмотрение группы Кокстера с древесной структурой. Очевидно,

что в графе, соответствующем группе Кокстера, всегда выделяется максимальный подграф,
соответствующий группе Кокстера с древесной структурой [8].

В статье рассматриваются обобщённые древесные структуры групп Кокстера, представля-
ющие собой древесные произведения групп Кокстера экстрабольшого типа и групп Кокстера
с древесной структурой.

Обобщённые древесные структуры групп Кокстера, также как группы Кокстера экстра-
большого типа и группы Кокстера с древесной структурой, относятся к гиперболическим
группам, поэтому в них решено большинство алгоритмических проблем (например, [9]), в
частности, алгоритмически разрешима проблема обобщённой сопряжённости слов [10].

Авторами статьи предлагается оригинальный метод доказательства алгоритмической раз-
решимости проблемы обобщённой сопряжённости слов в обобщённых древесных структурах
групп Кокстера. Данный метод использует подход Г. С. Маканина [11], примененный им для
доказательства конечной порождённости нормализатора элемента в группах кос, и технику
В. Н. Безверхнего [12]. Кроме того, в данной работе показывается, что централизатор ко-
нечно порождённой подгруппы в обобщённой древесной структуре групп Кокстера конечно
порождён и существует алгоритм, выписывающий его образующие.

2. Централизатор конечно порождённой подгруппы

Рассмотрим конечно порождённую группу Кокстера, заданную копредставлением

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; (𝑎𝑖𝑎𝑗)
𝑚𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛⟩,
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где 𝑚𝑖𝑗 – элементы симметрической матрицы Кокстера:

𝑚𝑖𝑖 = 1, 𝑚𝑖𝑗 ∈ N ∖ {1} ∪ {∞}, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗.

В случае 𝑚𝑖𝑗 = ∞ определяющего соотношения между образующими 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 нет.
Известно, что в группах Кокстера разрешима проблемы равенства и сопряжённости слов.

Обобщением проблемы сопряжённости слов является проблема обобщённой сопряжённости
слов.

Определение 1. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема обобщённой
сопряжённости слов, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух конечных
множеств слов {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑛, {𝑣𝑖}𝑖=1,𝑛 из 𝐺 установить, существует ли такое 𝑧 ∈ 𝐺, что

&𝑛
𝑖=1(𝑧

−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖).

Группа Кокстера называется группой Кокстера экстрабольшого типа, если 𝑚𝑖𝑗 > 3 для
любых 𝑖 ̸= 𝑗. Данный класс групп в 1983 году выделен К. Аппелем и П. Шуппом.

Для всякой группы Кокстера 𝐺 можно построить граф Γ такой, что образующим 𝑎𝑖 соот-
ветствуют вершины графа Γ, а каждому определяющему соотношению (𝑎𝑖𝑎𝑗)

𝑚𝑖𝑗 = 1 – ребро,
соединяющее 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗. Если при этом получится дерево-граф Γ, то группа 𝐺 называется
группой Кокстера с древесной структурой.

Данный класс групп введен в рассмотрение В. Н. Безверхним в 2003 году.
Группа Кокстера с древесной структурой может быть представлена как свободное про-

изведение двупорождённых групп Кокстера, объединенных по конечным циклическим под-
группам: от графа Γ группы 𝐺 перейдем к графу Γ так, что вершинам графа Γ поставим
в соответствие группы Кокстера на двух образующих 𝐺𝑖𝑗 = ⟨𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ; 𝑎2𝑖 , 𝑎2𝑗 , (𝑎𝑖𝑎𝑗)𝑚𝑖𝑗 ⟩, а всяко-
му ребру 𝑒, соединяющему вершины, соответствующие 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺𝑗𝑘 – циклическую подгруппу
⟨𝑎𝑗 ; 𝑎2𝑗 ⟩.

Рассмотрим группу Кокстера

𝐺 = ⟨
𝑡∏︁

𝑠=1

*𝐺𝑠; 𝑎𝑖𝑚 = 𝑎𝑗𝑙 , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 𝑡}⟩,

представляющую собой древесное произведение групп Кокстера 𝐺𝑠, где 𝐺𝑠 либо группа Кокс-
тера с древесной структурой, либо группа Кокстера экстрабольшого типа, запись 𝑎𝑖𝑚 = 𝑎𝑗𝑙
означает, что объединение групп Кокстера 𝐺𝑖 и 𝐺𝑗 ведется по циклической подгруппе второго
порядка ⟨𝑎𝑖𝑚 ; 𝑎2𝑖𝑚⟩ (⟨𝑎𝑗𝑙 ; 𝑎2𝑗𝑙⟩), где 𝑎𝑖𝑚 – некоторый образующий группы 𝐺𝑖, 𝑎𝑗𝑙 – некоторый
образующий группы 𝐺𝑗 .

Такую группу Кокстера 𝐺 будем называть обобщённой древесной структурой групп Кокс-
тера.

Введем ряд понятий, следуя работе [13].

Пусть 𝐹𝑖 = ⟨𝑎𝑖; 𝑎2𝑖 ⟩, 𝐹 =
𝑛∏︀

𝑖=1
*𝐹𝑖 – свободное произведение циклических групп порядка 2.

Отождествим каждый образующий 𝑎𝑖 группы 𝐹 с его обратным 𝑎−1
𝑖 . Слово 𝑤 = 𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛

группы 𝐹 является приведенным, если индексы рядом стоящих букв 𝑎𝑖𝑗 и 𝑎𝑖𝑗+1 записи 𝑤
различны, длина 𝑤 равна 𝑛. Далее считаем, что 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑚𝑖𝑗 <∞. Обозначим через 𝐹𝑖𝑗 группу
𝐹𝑖𝑗 = 𝐹𝑖 * 𝐹𝑗 .

Обозначим через 𝑅𝑖𝑗 множество всех нетривиальных слов, циклически приведенных в сво-
бодном произвдении 𝐹𝑖𝑗 и равных 1 в группе 𝐺𝑖𝑗 .

В дальнейшем под 𝑅 будем понимать 𝑅 =
⋃︀

𝑖,𝑗∈{1,𝑛}
𝑅𝑖𝑗 – симметризованное подмножество

свободного произведения 𝐹 .
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Пусть 𝑤 – нетривиальное циклически приведенное в 𝐹 слово, равное 1 в 𝐺, то есть
𝑤 ∈ ⟨𝑅⟩𝐹 , где ⟨𝑅⟩𝐹 – нормальное замыкание симметризованного множества 𝑅 в свободном
произведении 𝐹 . Тогда из теоремы ван Кампена [14] следует, что существует 𝑅-диаграмма
𝑀 с граничным циклом 𝛾 = 𝜕𝑀 , меткой которого является слово 𝑤, 𝜙(𝛾) = 𝑤, и с метками
областей 𝐷 ⊂ 𝑀 из 𝑅𝑖𝑗 . Будем называть такую 𝑅-диаграмму 𝑀 𝑅-диаграммой 𝑀 над 𝐺, а
ее области – 𝑅𝑖𝑗-диаграммами.

Подвергнем 𝑅-диаграмму 𝑀 следующему преобразованию.
Если две области 𝐷1, 𝐷2 являются одновременно 𝑅𝑖𝑗-диаграммами, пересекаются по ребру

с меткой 𝜙(𝜕𝐷1 ∩ 𝜕𝐷2), то, стирая это ребро, объединим 𝐷1, 𝐷2 в одну область 𝐷. Допустим,
что каждая из областей 𝐷1, 𝐷2 есть 𝑅𝑖𝑗-диаграмма, 𝐷1, 𝐷2 пересекаются по вершине. Тогда
объединяем 𝐷1, 𝐷2 в одну область 𝐷. Если в том или другом случае метка границы получен-
ной области равна единице в свободном произведении 𝐹 , то, удалив эту область, склеиваем
ее границу. Таким образом, через конечное число шагов мы получим приведенную в 𝐹 од-
носвязную 𝑅-диаграмму 𝑀 , инвариантную относительного рассмотренного преобразования с
граничной меткой, равной 𝑤, причем если две области 𝐷′, 𝐷′′ из 𝑀 пересекаются по ребру,
то длина метки этого ребра равна единице.

Аналогично рассматриваются кольцевые 𝑅-диаграммы над 𝐺.
Область 𝐷 ⊂𝑀 назовем граничной, если 𝜕𝑀 ∩𝜕𝐷 ̸= ∅. Символами 𝑖(𝐷) будем обозначать

число внутренних ребер в граничном цикле 𝐷, 𝑑(𝐷) – число ребер в граничном цикле 𝐷.
Область𝐷 с граничным циклом 𝜕𝐷 = 𝑒𝛾𝑒−1𝛿, расположенная по обе стороны относительно

ребра 𝑒, в которой склеенные ребра 𝑒 и 𝑒−1 пересекают граничный цикл 𝐷, называется (𝑠− 𝑖)-
областью.

Будем говорить, что 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝑀 – правильная часть 𝑀 , если 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝑀 есть объединение
последовательности 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛 замкнутых ребер, где 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 встречаются в данном порядке
в некотором граничном цикле для 𝐷 и в некотором граничном цикле для 𝑀 .

Граничную область 𝐷 𝑅-диаграммы 𝑀 назовем простой или правильной, если 𝜕𝐷∩𝜕𝑀
есть правильная часть.

Определение 2. Простая область 𝐷 𝑅-диаграммы 𝑀 называется деновской, если
𝑖(𝐷) < 𝑑(𝐷)/2.

Определение 3. Удаление деновской области 𝑅-диаграммы 𝑀 , то есть удаление ее
граничного пути, называется деновским сокращением 𝑅-диаграммы 𝑀 или 𝑅 - сокращением.

𝑅-диаграмма𝑀 является 𝑅-приведенной, если в𝑀 выполнены все деновские сокращения.
Слово 𝑤 ∈ 𝐺 назовем 𝑅-приводимым (𝑅-сократимым), если 𝑤 приведено в 𝐹 и содержит

подслово 𝑠, являющееся подсловом некоторого соотношения 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑟 = 𝑠𝑏, где |𝑏| < |𝑠|.

Определение 4. Поддиаграмма Π =
𝑛⋃︀

𝑖=1
𝐷𝑖 образует полосу в 𝑅-приведенной 𝑅-

диаграмме 𝑀 с граничным циклом 𝜕𝑀 = 𝛾 ∪ 𝛿, если

1. 𝜕𝐷𝑖 ∩ 𝜕𝐷𝑖+1 = 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛− 1, где 𝑒𝑖 – ребро ;

2. 𝜕𝐷𝑖 ∩ 𝛾 = 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, где 𝛾𝑖 – связный путь, причем |𝛾𝑖| > 1;

3. |𝜕𝐷1 ∩ 𝛾| = |𝜕𝐷1∖(𝜕𝐷1 ∩ 𝛾)| и |𝜕𝐷𝑛 ∩ 𝛾| = |𝜕𝐷𝑛∖(𝜕𝐷𝑛 ∩ 𝛾)|;

4. |𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝛾| + 2 = |𝜕𝐷𝑗∖(𝜕𝐷𝑗 ∩ 𝛾)|, 𝑗 = 2, 𝑛− 1.

Определение 5. Пусть Π – полоса 𝑅-диаграммы 𝑀 . Замену 𝑅-диаграммы 𝑀 на 𝑅-
диаграмму 𝑀1, полученную из 𝑀 удалением полосы Π, назовем 𝑅-сокращением.
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𝑅-приведенное слово 𝑤 группы 𝐺 назовем 𝑅-приводимым (𝑅-сократимым), если в нем
можно выделить подслово 𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑛, где каждое 𝑠𝑡 содержится в некоторой группе 𝐺𝑖𝑗 и
является подсловом соотношения 𝑠−1

𝑡 𝑑−1
𝑡 𝑏𝑡𝑑𝑡+1 ∈ 𝑅, причем при 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 |𝑑𝑡| = |𝑑𝑡+1| = 1,

|𝑠𝑡| = |𝑏𝑡| + 2 и для 𝑡, 1 < 𝑡 < 𝑛, |𝑏𝑡| = |𝑠𝑡|.

Теорема 1. Существует алгоритм, позволяющий для любого циклически приведенного
слова 𝑤 группы Кокстера 𝐺 выяснить, является ли 𝑤 𝑅-приведенным.

Существует алгоритм, позволяющий для любого циклически приведенного слова 𝑤 груп-
пы Кокстера 𝐺 выяснить, является ли 𝑤 𝑅-приведенным.

Доказательство очевидно.

Определение 6. Приведенную связную кольцевую 𝑅-диаграмму𝑀 с границей 𝜕𝑀 = 𝜎∪𝜏
будем называть однослойной, если

1) 𝑀 состоит из областей 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑚, где 𝐷𝑗 ∩𝐷𝑗+1 = 𝑒𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝐷1∩𝐷𝑚 = 𝑒𝑚,
𝐷𝑗 ∩ 𝜎 ̸= ∅, 𝐷𝑗 ∩ 𝜏 ̸= ∅, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑒𝑗 – ребро,

или

2) 𝑀 = (
𝑝⋃︀

𝑖=1
𝑁𝑖) ∪ (

𝑝⋃︀
𝑗=1

𝛾𝑗), 𝑁𝑖 – поддиаграммы (диски) в 𝑀 с границами

𝜕𝑁𝑖 = 𝜎𝑖 ∪ 𝜏𝑖, 𝜎𝑖 ∩ 𝜏𝑖 = {𝐴𝑖, 𝐵𝑖}

– вершины, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝛾𝑖 – простые пути с концами 𝐵𝑖−1, 𝐴𝑖, 𝑖 = 2, 𝑝, простой путь 𝛾1 имеет
начало 𝐵𝑝, а конец – 𝐴1, где каждое 𝑁𝑖 из состоит из областей 𝐷𝑖1 , 𝐷𝑖2 , . . . , 𝐷𝑖𝑚𝑖

, причем

𝐷𝑖𝑗 ∩𝐷𝑖𝑗+1 = 𝑒𝑖𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚𝑖 − 1, 𝐷𝑖𝑗 ∩ 𝜎 ̸= ∅, 𝐷𝑖𝑗 ∩ 𝜏 ̸= ∅, 𝑗 = 1,𝑚𝑖, 𝑒𝑖𝑗 – ребро.

Из данного определения имеем, что в случае 1) все области 𝑀 граничные, каждая пара
соседних областей, взятых в циклической последовательности, пересекается по ребру, каждая
область пересекает и 𝜎, и 𝜏 (пересечением может быть вершина, одно или несколько ребер). В
случае 2) имеем простую кольцевую 𝑅-диаграмму, то есть 𝑅-диаграмму, в которой 𝜎 ∩ 𝜏 ̸= ∅.
Пути 𝛾𝑖, по которым пересекаются 𝜎, 𝜏 , отделяют поддиаграммы (диски), причем заметим,
что эти пути, в том числе, могут иметь нулевую длину (быть вершиной).

Аналогично определяются односвязные однослойные 𝑅-диаграммы:

Определение 7. Приведенную односвязную 𝑅-диаграмму 𝑀 с границей 𝜕𝑀 = 𝜎 ∪ 𝜏
будем называть однослойной, если

1) 𝑀 состоит из областей 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑚, где 𝐷𝑗 ∩𝐷𝑗+1 = 𝑒𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝐷𝑗 ∩ 𝜎 ̸= ∅,
𝐷𝑗 ∩ 𝜏 ̸= ∅, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑒𝑗 – ребро,

или

2) 𝑀 = (
𝑝⋃︀

𝑖=1
𝑁𝑖) ∪ (

𝑝−1⋃︀
𝑗=1

𝛾𝑗), 𝑁𝑖 – поддиаграммы (диски) в 𝑀 с границами

𝜕𝑁𝑖 = 𝜎𝑖 ∪ 𝜏𝑖, 𝜎𝑖 ∩ 𝜏𝑖 = {𝐴𝑖, 𝐵𝑖}

– вершины, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝛾𝑖 – простые пути с концами 𝐵𝑖−1, 𝐴𝑖, 𝑖 = 2, 𝑝, где каждое 𝑁𝑖 из состоит
из областей 𝐷𝑖1 , 𝐷𝑖2 , . . . , 𝐷𝑖𝑚𝑖

, причем 𝐷𝑖𝑗 ∩𝐷𝑖𝑗+1 = 𝑒𝑖𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚𝑖 − 1, 𝐷𝑖𝑗 ∩𝜎 ̸= ∅, 𝐷𝑖𝑗 ∩ 𝜏 ̸= ∅,
𝑗 = 1,𝑚𝑖, 𝑒𝑖𝑗 – ребро.

Лемма 1. [13] Пусть 𝑀 – приведенная односвязная 𝑅-диаграмма равенства 𝑅 и 𝑅-
несократимых слов 𝑤, 𝑣 ∈ 𝐺 над группой Кокстера 𝐺. Тогда 𝑀 является однослойной.

Пусть 𝑀 – приведенная связная кольцевая 𝑅-диаграмма сопряжённости слов 𝜙(𝜎),
𝜙(𝜏) ∈ 𝐺 над группой Кокстера 𝐺, не содержащая (𝑠 − 𝑖)-областей; 𝜎, 𝜏 – соответ-
ственно внешний и внутренний граничный циклы 𝑀 , слова 𝜙(𝜎), 𝜙(𝜏) циклически 𝑅 и 𝑅-
несократимы. Тогда 𝑀 является однослойной.
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Определение 8. Кольцевую связную приведенную однослойную 𝑅-диаграмму 𝑀 с гра-
ничными циклами 𝜎, 𝜏 обобщённой древесной структуры групп Кокстера 𝐺, метки которой
𝜙(𝜎), 𝜙(𝜏) приведены в 𝐹 , 𝜙(𝜎) – 𝑅-приведено и 𝑅-приведено, назовем особо специальной
𝑅-диаграммой, если в 𝑀 существует одна область 𝐷 такая, что

|𝜙(𝜕𝐷 ∖ (𝜕𝐷
⋂︁
𝜎))| + 2 = |𝜙(𝜕𝐷 ∖ (𝜕𝐷

⋂︁
𝜏))|(|𝜙(𝜕𝐷 ∖ (𝜕𝐷

⋂︁
𝜎))| = |𝜙(𝜕𝐷 ∖ (𝜕𝐷

⋂︁
𝜏))| + 2),

а для остальных областей 𝐷′ |𝜙(𝜕𝐷′ ∖ (𝜕𝐷′⋂︀𝜎))| = |𝜙(𝜕𝐷′ ∖ (𝜕𝐷′⋂︀ 𝜏))|.

Замену слова 𝜙(𝜎)(𝜙(𝜏)) на слово 𝜙(𝜏)(𝜙(𝜎)) назовем специальным кольцевым 𝑅-сокраще-
нием.

Определение 9. Будем говорить, что циклически несократимое слово 𝑤 обобщён-
ной древесной структуры групп Кокстера 𝐺 является тупиковым, если 𝑤 циклически 𝑅-
несократимо, циклически 𝑅-несократимо и к нему неприменимо специальное кольцевое 𝑅-
сокращение.

Лемма 2. Пусть 𝑀 – связная приведенная минимальная 𝑅 - диаграмма над обобщённой
древесной структурой групп Кокстера 𝐺 с граничными циклами 𝜎, 𝜏 ; 𝜙(𝜎), 𝜙(𝜏) являются
тупиковыми. Тогда если 𝜙(𝜎) = 𝑥, то 𝜙(𝜏) = 𝑦, где 𝑥, 𝑦 ∈ {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}, {𝑎𝑖}𝑖=1,𝑛 – множество
образующих группы 𝐺.

Доказательство следует из работ [16] и [15], где также показано, что такие диаграммы
состоят из (𝑠− 𝑖)-областей.

Теорема 2. Централизатор конечно порождённой подгруппы 𝐻 обобщённой древесной
структуры групп Кокстера 𝐺 есть конечно порождённая подгруппа и существует алго-
ритм, выписывающий образующие централизатора.

Доказательство. Пусть 𝑀 – кольцевая 𝑅-диаграмма, 𝑣 – произвольная точка, принад-
лежащая некоторому замкнутому ребру 𝑒 ∈ 𝑀 , 𝑒 = 𝑒′𝑒′′, 𝑒′

⋂︀
𝑒′′ = 𝑣. Тогда замкнутый путь

𝑙 ∈ 𝑀 с начальной и конечной точкой 𝑣: 𝑙 = 𝑒′−1𝑒1 . . . 𝑒𝑛𝑡, где 𝑡 = 𝑒′ либо 𝑡 = 𝑒′′−1, либо
𝑙 = 𝑒′′𝑒′1 . . . 𝑒

′
𝑛𝑡

′, где 𝑡′ = 𝑒′ либо 𝑡′ = 𝑒′′−1, назовем циклическим в 𝑀 , если 𝑙 гомотопен 𝜏 ,
соответственно 𝜎. Кратчайший из всех циклических путей кольцевой 𝑅-диаграммы 𝑀 , про-
ходящих через некоторую точку 𝑣, принадлежащую ребру 𝑒, 𝑒 ∈ 𝑀 , назовем циклическим
геодезическим путем с началом и концом в 𝑣.

Пусть 𝑢, 𝑣 – слова, принадлежащие обобщённой древесной структуре групп Кокстера 𝐺.
Допустим, что слова 𝑢, 𝑣 являются тупиковыми и сопряжёны в 𝐺. Тогда существует кольцевая
связная приведенная 𝑅-диаграмма с граничными циклами 𝜎, 𝜏 , метками которых являются
соответственно слова 𝑢, 𝑣.

Пусть 𝑢 = 𝑥, 𝑥 ∈ {𝑎𝑖}𝑖=1,𝑛, {𝑎𝑖}𝑖=1,𝑛 – множество образующих группы 𝐺, тогда из лем-
мы 2 следует, что 𝑣 = 𝑦, 𝑦 ∈ {𝑎𝑖} 𝑖 = 1, 𝑛 и диаграмма сопряжённости этих слов состоит из
(𝑠− 𝑖)-областей. Пусть 𝜎0 = 𝜎, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘 = 𝜏 – граничные циклы 𝑅-диаграмм, полученных из
𝑀 = 𝑀0 последовательным удалением (𝑠 − 𝑖)-областей. Но тогда 𝜙(𝜎𝑖) = 𝑥𝑖, 𝑥𝑖 ∈ {𝑎𝑖}𝑖=1,𝑛 и
любые два элемента 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, где 𝑥 = 𝑥0, 𝑥𝑛 = 𝑦 сопряжёны в 𝐺𝑥𝑖−1𝑥𝑖 максимальным
куском определяющего соотношения группы 𝐺𝑥𝑖−1𝑥𝑖 . Пусть 𝑚 = max{𝑚𝑖𝑗 <∞|, 𝑚𝑖𝑗 – элемен-
ты матрицы Кокстера. Тогда, очевидно, длина любого циклического геодезического пути из
𝑀 заключена в пределах |𝑢| 6 𝑑 6 |𝑢| + 2𝑚.

Пусть слова 𝑢, 𝑣 не являются образующими 𝐺. В этом случае 𝑢, 𝑣 будут метками гранич-
ных циклов кольцевой 𝑅-диаграммы. По лемме 1 𝑀 – однослойная диаграмма, то, используя
формулу Р. Линдона [3] о числе площадей в односвязной 𝑅-диаграмме, получим что длина 𝑑
циклического геодезического пути заключена в пределах |𝑢| 6 𝑑 6 (|𝑢| + |𝑣|)𝑚+ 2.
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Пусть теперь 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛 – образующие 𝐻, 𝐻 < 𝐺; считаем, что 𝑤1 = 𝑤10 – тупико-
вое слово и ∀𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛, 𝑤𝑖 = 𝑐𝑖𝑤𝑖0𝑐

−1
𝑖 , где 𝑤𝑖0 является тупиковым; Δ(𝑤𝑖0, 𝑤𝑖0) – кольцевая

связная приведенная 𝑅-диаграмма сопряжённости слова 𝑤𝑖0 слову 𝑤𝑖0. Введем обозначения:
𝑐 = max{|𝑐1|, . . . , |𝑐𝑛|}, где |𝑐1| = 0, 𝐿 = 2(𝑚0 + 1) и 𝑆(𝑤𝑖, 𝑤𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛 – множество слов, длины
𝑑𝑖 которых заключены в пределах |𝑤𝑖0| 6 𝑑𝑖 6 2(|𝑤𝑖0|𝑚+ |𝑐| + 1).

Рассмотрим следующую последовательность:

𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤(0)

𝑛 , 𝐻1, 𝑤
(1)
1 , . . . , 𝑤(1)

𝑛 , 𝐻2, . . . ,𝐻𝑝, 𝑤
(𝑝)
1 , . . . , 𝑤(𝑝)

𝑛 , . . . (1)

где ∀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝐻−1
𝑖 𝑤

(𝑖−1)
1 𝐻𝑖 = 𝑤

(𝑖)
1 , . . . ,𝐻−1

𝑖 𝑤
(𝑖−1)
𝑛 𝐻𝑖 = 𝑤

(𝑖)
𝑛 , 𝐻𝑖 ∈ {𝑎𝑖}, 𝑤(𝑠)

𝑗 ∈ 𝑆(𝑤𝑗 , 𝑤𝑗)

и является меткой циклического геодезического диаграммы Δ(𝑤𝑗0, 𝑤𝑗0), 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑠 = 0, 𝑝,

𝑤
(0)
𝑗 = 𝑐𝑗𝑤𝑗0𝑐

−1
𝑗 .

Последовательность (1) называется базисной. Базисную последовательность (1) назовем

фундаментальной, если для ∀𝑗, 𝑠, 0 6 𝑗 < 𝑠 < 𝑝, наборы (𝑤
(𝑗)
1 , . . ., 𝑤

(𝑗)
𝑛 ), (𝑤

(𝑠)
1 , . . ., 𝑤(𝑠)

𝑛 )

различны и существует целое 𝑣, 0 6 𝑣 < 𝑝, такое что 𝑤(𝑣)
1 = 𝑤

(𝑝)
1 , . . . , 𝑤

(𝑣)
𝑛 = 𝑤

(𝑝)
𝑛 .

Лемма 3. Если последовательность фундаментальная, то слово 𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑝𝐻
−1
𝑣 . . . 𝐻−1

1

принадлежит централизатору подгруппы 𝐻.

Доказательство очевидно.

Слово𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑝𝐻
−1
𝑣 . . . 𝐻−1

1 , связанное с фундаментальной последовательностью (1), на-
зовем базисным словом.

Лемма 4. Если последовательность (1) является фундаментальной базисной последо-
вательностью, то

𝑝 6 |𝑆| = |𝑆(𝑤1, 𝑤1)| . . . |𝑆(𝑤𝑛, 𝑤𝑛)|

Лемма 5. Число фундаментальных базисных последовательностей конечно.

Доказательство очевидно.

Лемма 6. Пусть 𝐹 ∈ C𝐺(𝐻), C𝐺(𝐻) – централизатор 𝐻 в 𝐺. Тогда существует
разбиение 𝐹 в произведение образующих 𝐹 = 𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑚, 𝐻𝑖 ∈ {𝑎𝑖} 𝑖 = 1,𝑚 и базисная
последовательность, связанная с данными разбиением 𝐹 , то есть

𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤(0)

𝑛 , 𝐻1, 𝑤
(1)
1 , . . . , 𝑤(1)

𝑛 , 𝐻2, . . . ,𝐻𝑚, 𝑤
(𝑚)
1 , . . . , 𝑤(𝑚)

𝑛

Доказательство. Пусть 𝐹 ∈ C𝐺(𝐻), 𝐹 ̸= 1, тогда имеет место следующая система
соотношений
𝐹−1𝑤1𝐹 = 𝑤1, 𝑐2𝐹−1𝑐−1

2 𝑤20𝑐2𝐹𝑐
−1
2 = 𝑤20, . . . , 𝑐𝑛𝐹

−1𝑐−1
𝑛 𝑤𝑛0𝑐𝑛𝐹𝑐

−1
𝑛 = 𝑤𝑛0.

Пусть ∀𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛, ∃𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝐹𝑖 такие, что 𝐹 ≡ 𝑋𝑖𝐹𝑖𝑌𝑖 (≡ – графическое равенство),
𝑐𝑖 = 𝑐′𝑖𝑋

−1
𝑖 = 𝑐′′𝑖 𝑌𝑖. В результате имеем следующие равенства

𝐹−1𝑤1𝐹 = 𝑤1, 𝑐
′′
𝑖 𝐹

−1
𝑖 𝑐′𝑖

−1
𝑤𝑖0𝑐

′
𝑖𝐹𝑖𝑐

′′
𝑖
−1

= 𝑤𝑖0, 𝑖 = 2, 𝑛,

где каждое из слов 𝑐′𝑖𝐹𝑖𝑐
′′−1
𝑖 несократимo.

Рассмотрим кольцевые приведенные 𝑅 — приведенные, 𝑅-приведенные 𝑅-диаграммы
Δ(𝑤𝑖0, 𝑤𝑖0) с граничными циклами 𝜎(𝑖0), 𝜏 (𝑖0), где 𝜙(𝜎(𝑖0)) = 𝑤𝑖0, 𝜙(𝜏 (𝑖0)) = 𝑤−1

𝑖0 , 𝑖 = 2, 𝑛 (при
𝑖 = 1, 𝑤10 = 𝑤1), каждая из которых, соответственно, является диаграммой сопряжённости
для 𝑖-го соотношения.

Обозначим через 𝑂(𝑖0) начальную точку на 𝜎(𝑖0) и через 𝑂′(𝑖0) – начальную точку на
𝜏 (𝑖0), 𝑖 = 1, 𝑛. Тогда в диаграмме Δ(𝑤𝑖0, 𝑤𝑖0), 𝑖 = 1, 𝑛, содержится путь 𝜂𝑖, 𝛼(𝜂𝑖) = 𝑂(𝑖0),
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𝜔(𝜂𝑖) = 𝑂′(𝑖0) с 𝜙(𝜂1) = 𝐹 , 𝜙(𝜂𝑖) = 𝑐′𝑖𝐹𝑖𝑐
′′−1
𝑖 , 𝑖 = 2, 𝑛, где 𝛼(𝜂), 𝜔(𝜂) – соответственно на-

чало и конец пути 𝜂. Пусть 𝜙(𝜂1) = 𝐹 = 𝐻
(1)
1 𝐻

(1)
2 . . . 𝐻

(1)
𝑚(1) – разбиение 𝐹 в диаграмме

Δ(𝑤10, 𝑤10) на образующие. Тогда 𝐹 ≡ 𝑋𝑖𝐹𝑖𝑌𝑖 = 𝐻
(1)
1 . . . 𝐻

(1)

𝛼
(1)
(𝑖)

𝐻
(1)

𝛼
(1)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(1)

𝛽
(1)
(𝑖)

𝐻
(1)

𝛽
(1)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(1)
𝑚(1),

где 𝑋𝑖 = 𝐻
(1)
1 . . . 𝐻

(1)

𝛼
(1)
(𝑖)

, 𝐹𝑖 = 𝐻
(1)

𝛼
(1)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(1)

𝛽
(1)
(𝑖)

, 𝑌𝑖 = 𝐻
(1)

𝛽
(1)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(1)
𝑚(1) . С другой стороны, каж-

дое 𝜙(𝜂𝑖) = 𝑐′𝑖𝐹𝑖𝑐
′′
𝑖
−1 в соответствующей диаграмме Δ(𝑤𝑖0, 𝑤𝑖0) разбивается на образующие

𝜙(𝜂𝑖) = 𝐻
(𝑖)
1 . . . 𝐻

(𝑖)

𝛼
(1)
(𝑖)

𝐻
(𝑖)

𝛼
(𝑖)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(𝑖)

𝛽
(𝑖)
(𝑖)

𝐻
(𝑖)

𝛽
(𝑖)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(𝑖)
𝑚(𝑖), где 𝑐

′
𝑖 = 𝐻

(𝑖)
1 . . . 𝐻

(𝑖)

𝛼
(𝑖)
(𝑖)

,𝐹𝑖 = 𝐻
(𝑖)

𝛼
(𝑖)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(𝑖)

𝛽
(𝑖)
(𝑖)

,

𝑐′′𝑖
−1 = 𝐻

(𝑖)

𝛽
(𝑖)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(𝑖)
𝑚(𝑖). Отсюда следуют соотношения 𝐹𝑖 = 𝐻

(1)

𝛼
(1)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(1)

𝛽
(1)
(𝑖)

= 𝐻
(𝑖)

𝛼
(𝑖)
(𝑖)+1

. . . 𝐻
(𝑖)

𝛽
(𝑖)
(𝑖)

.

Заметим, что разбиение 𝑋𝑖 определяется разбиением 𝐹 . Аналогично, разбиение 𝑌𝑗 , также
определяется разбиением 𝐹 . Следовательно, 𝑋𝑖, 𝑌𝑗 на искомое разбиение 𝐹 не влияют. В ка-
честве искомого возьмем разбиение 𝜙(𝜂1) = 𝐹 в диаграмме Δ(𝑤10, 𝑤10). Получим разбиение
𝐹 : 𝐹 = 𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑚 и последовательность

𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤(0)

𝑛 , 𝐻1, 𝑤
(1)
1 , . . . , 𝑤(1)

𝑛 , 𝐻2, . . . ,𝐻𝑚, 𝑤
(𝑚)
1 , . . . , 𝑤(𝑚)

𝑛 ,

связанную с полученным разбиением, удовлетворяющую условиям:

∀𝑖, 𝑖 = 1,𝑚,𝐻−1
𝑖 𝑤

(𝑖−1)
1 𝐻𝑖 = 𝑤

(𝑖)
1 , . . . ,𝐻−1

𝑖 𝑤(𝑖−1)
𝑛 𝐻𝑖 = 𝑤(𝑖)

𝑛 , 𝐻𝑖 ∈ {𝑎𝑖},

𝑤
(𝑠)
𝑗 ∈ 𝑆(𝑤𝑗 , 𝑤𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑠 = 1,𝑚.

Лемма 7. Множество всех базисных слов порождает централизатор подгруппы 𝐻.

Доказательство очевидно.

Из лемм 3-7 следует справедливость теоремы 1.
Централизатор произвольного элемента 𝑤 ∈ 𝐺 есть конечно порождённая подгруппа в 𝐺

и существует алгоритм, выписывающий образующие этого централизатора.

3. обобщённая сопряжённость слов

Теорема 3. В обобщённой древесной структуре групп Кокстера разрешима проблема
обобщённой сопряжённости слов.

Доказательство. Пусть даны множества слов 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛 и 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛. Необходимо
установить: ∃𝑧, 𝑧 ∈ 𝐺, &𝑛

𝑖=1(𝑧
−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖).

Пусть слова 𝑤1 = 𝑤10, 𝑣1 = 𝑣10 являются тупиковыми. Пусть 𝑤𝑖 = 𝑎𝑖𝑤𝑖0𝑎
−1
𝑖 , 𝑣𝑖 = 𝑏𝑖𝑣𝑖0𝑏

−1
𝑖 ,

𝑖 = 2, 𝑛 где 𝑤𝑖0, 𝑣𝑖0 являются тупиковыми. Если предположить, что эти множества сопряжёны,
то ∀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, |𝑤𝑖0| = |𝑣𝑖0| и если какoе-то из 𝑤𝑖0 есть образующий 𝑥, то сопряжённое ему
слово 𝑣𝑖0 тоже образующий 𝑦. Пусть Δ(𝑤𝑖0, 𝑣𝑖0) – кольцевая связная приведенная 𝑅-диаграмма
сопряжённости слов 𝑤𝑖0, 𝑣𝑖0

|𝑎| = max{|𝑎1|, |𝑎2|, . . . , |𝑎𝑛|},
|𝑏| = max{|𝑏1|, |𝑏2|, . . . , |𝑏𝑛|},

где |𝑎1| = |𝑏1| = 0.
Обозначим через 𝑆(𝑤𝑖, 𝑣𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛, множество всех слов длина 𝑑𝑖 которых заключена в

пределах |𝑤𝑖0| 6 𝑑𝑖 6 (|𝑤𝑖0| + |𝑣𝑖0|)𝑚+ 2 + |𝑎| + |𝑏|.
Введем обозначения ∀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑤𝑖 = 𝑤

(0)
𝑖 и рассмотрим базисные последовательности,

соответствующие множеству слов 𝑤(0)
1 , . . . , 𝑤

(0)
𝑛 :

𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤(0)

𝑛 , 𝐻1, 𝑤
(1)
1 , . . . , 𝑤(1)

𝑛 , 𝐻2, . . . ,𝐻𝑘, 𝑤
(𝑘)
1 , . . . , 𝑤(𝑘)

𝑛 , (2)
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где ∀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, ∀𝑗, 𝑗 = 0, 𝑘, 𝑤(𝑗)
𝑖 ∈ 𝑆(𝑤𝑖, 𝑣𝑖) и является меткой циклического геодезического

диаграммы Δ(𝑤𝑖0, 𝑣𝑖0).
Базисная последовательность (2) называется особой, если она не содержит фундаменталь-

ную последовательность либо является пустой, то есть все 𝐻𝑖 = 1. Слово 𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑘, соот-
ветствующее особой базисной последовательности, назовем особым базисным словом.

Если в базисной последовательности (2) 𝑤(𝑘)
1 = 𝑣1, . . . , 𝑤

(𝑘)
𝑛 = 𝑣𝑛, то слова 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 обоб-

щённо сопряжёны словам 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛.

Лемма 8. Если последовательность (2) является особой базисной последовательностью,
то 𝑘 6 |𝑆| = |𝑆(𝑤1, 𝑣1)| . . . |𝑆(𝑤𝑛, 𝑣𝑛)|.

Доказательство очевидно.

Лемма 9. Число особых базисных последовательностей конечно.

Доказательство очевидно.

Лемма 10. Пусть 𝐹 – какое-то решение системы &𝑛
𝑖=1(𝑧

−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖), тогда существует
разбиение 𝐹 в произведение кусков 𝐻1𝐻2 . . . 𝐻𝑚, 𝐻𝑖 ∈ {𝑎𝑖}, 𝑖 = 1,𝑚, и базисная последова-
тельность, связанная с данным разбиением 𝐹 :

𝑤
(0)
1 , . . . , 𝑤(0)

𝑛 , 𝐻1, 𝑤
(1)
1 , . . . , 𝑤(1)

𝑛 , 𝐻2, . . . ,𝐻𝑚, 𝑤
(𝑚)
1 , . . . , 𝑤(𝑚)

𝑛 , (3)

где 𝑤
(𝑚)
1 = 𝑣1, . . . , 𝑤

(𝑚)
𝑛 = 𝑣𝑛.

Доказательство аналогично доказательству леммы 6.

Лемма 11. Пусть 𝐹 – какое-то решение системы &𝑛
𝑖=1(𝑧

−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖) и (3) – базисная по-
следовательность, соответвующая данному разбиению 𝐹 . Тогда из последовательности (3)
можно выделить особую подпоследовательность, такую, что соответствующее ей базисное
слово 𝐹 является решением системы.

Доказательство. Если система

&𝑛
𝑖=1(𝑧

−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖)

такова, что ∀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑤𝑖 ≡ 𝑣𝑖, то в качестве особой базисной подпоследовательности
возьмем пустую подпоследовательность с 𝐹 ≡ 1. Если последовательность (3) не содержит
фундаментальных подпоследовательностей то 𝐹 ′ = 𝐹 . Если (3) не особая и ∃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛,
то существуют целые числа 𝑣, 𝑘, 0 6 𝑣 < 𝑘 < 𝑚 такие, что подпоследовательность
𝑤

(0)
1 , . . . , 𝑤

(0)
𝑛 , 𝐻1, . . . ,𝐻𝑣, 𝑤

(𝑣)
1 , . . . , 𝑤

(𝑣)
𝑛 , 𝐻𝑣+1, . . . ,𝐻𝑘, 𝑤

(𝑘)
1 , . . . , 𝑤

(𝑘)
𝑛 является фундаментальной.

Вычеркнув из (3) подпоследовательность 𝐻𝑣+1, 𝑤
(𝑣+1)
1 , . . . , 𝑤

(𝑣+1)
𝑛 𝐻𝑣+2, . . . ,𝐻𝑘, 𝑤

(𝑘)
1 , . . . , 𝑤

(𝑘)
𝑛 ,

получим базисную последовательность слов, являющуюся решением системы. Если получен-
ная базисная последовательность не является особой, то применим к ней указанный выше
процесс.

Из лемм 8-11 следует доказательство теоремы 2.

Теорема 4. Пусть 𝐺 – обобщённая древесная структура групп Кокстера и {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑚,

{𝑣𝑖}𝑖=1,𝑚 – слова из G. Если 𝐹 – какое-то решение системы &𝑛
𝑖=1(𝑧

−1𝑤𝑖𝑧 = 𝑣𝑖), то множество
слов C𝐺(𝐻) · 𝐹 , где C𝐺(𝐻) – централизатор подгруппы 𝐻 порождённой словами {𝑤𝑖}𝑖=1,𝑚

является множеством всех решений системы.

Доказательство очевидно.

Теорема 5. Существует алгоритм, позволяющий для любого конечного множества
слов из обобщённой древесной структурой групп Кокстера 𝐺 выписать образующие их нор-
мализатора.

Доказательство очевидно.
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4. Заключение

Проблема обобщённой сопряжённости слов является обобщением проблемы сопряжённости
слов, относящейся к основным алгоритмическим проблемам теории групп.

В работе рассмотрены проблемы обобщённой сопряжённости слов и построения централи-
затора конечно порождённой подгруппы в обобщённых древесных структурах групп Коксте-
ра. Данный класс групп важен для изучения алгоритмических проблем в группах Кокстера,
которые могут либо быть представлены как обобщённые древесные структуры групп Кокс-
тера, образованные из групп Кокстера с древесной структурой заменой некоторых вершин
соответствующего дерева-графа группами Кокстера большого или экстрабольшого типов, а
также группами Кокстера с 𝑛-угольной структурой, либо непосредственно принадлежат к
перечисленным классам [8]. Данная работа продолжает изучение алгоритмических свойств
групп Кокстера [15] – [21].

Несмотря на то, что данный класс групп относится к гиперболическим группам и в нем
алгоритмически разрешима проблема обобщённой сопряжённости слов, авторами предложен
довольно простой и оригинальный метод решения указанных выше проблем.

Результаты исследования докладывались на Тульском научном алгебраическом семинаре
«Алгоритмические проблемы теории групп и полугрупп» и международной алгебраической
конференции, посвященной 110-летию со дня рождения А. Г. Куроша.

Для решения проблем обобщённой сопряжённости слов и построения централизатора ко-
нечно порождённой подгруппы в обобщённых древесных структурах групп Кокстера приме-
нялись современные комбинаторные и геометрические методы исследования, в частности, ме-
тод диаграмм, введенный ван Кампеном, переоткрытый Р. Линдоном и усовершенствованный
В. Н. Безверхним в части введения 𝑅-сокращений, и подход Г. С. Маканина.
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Аннотация

Пусть 𝛼𝑚 и 𝛽𝑛 — две последовательности вещественных чисел с носителями на отрез-
ках [𝑀, 2𝑀 ] и [𝑁, 2𝑁 ], где 𝑀 = 𝑋1/2−𝛿 и 𝑁 = 𝑋1/2+𝛿. Мы доказываем существование
такой постоянной 𝛿0, что мультипликативная свертка 𝛼𝑚 и 𝛽𝑛 имеет уровень распределе-
ния 1/2 + 𝛿− 𝜀 (в слабом смысле), если только 0 6 𝛿 < 𝛿0, последовательность 𝛽𝑛 является
последовательностью Зигеля-Вальфиша, и обе последовательности 𝛼𝑚 и 𝛽𝑛 ограничены
сверху функцией делителей. Наш результат, таким образом, представляет собой общую
дисперсионную оценку для "коротких" сумм II типа. Доказательство существенно ис-
пользует дисперсионный метод Линника и недавние оценки трилинейных сумм с дробями
Клоостермана, принадлежащие Беттин и Чанди. Также мы остановимся на применении
полученного результата к проблеме делителей Титчмарша.
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Let 𝛼𝑚 and 𝛽𝑛 be two sequences of real numbers supported on [𝑀, 2𝑀 ] and [𝑁, 2𝑁 ] with
𝑀 = 𝑋1/2−𝛿 and 𝑁 = 𝑋1/2+𝛿. We show that there exists a 𝛿0 > 0 such that the multiplicative
convolution of 𝛼𝑚 and 𝛽𝑛 has exponent of distribution 1

2 + 𝛿 − 𝜀 (in a weak sense) as long as
0 ≤ 𝛿 < 𝛿0, the sequence 𝛽𝑛 is Siegel-Walfisz and both sequences 𝛼𝑚 and 𝛽𝑛 are bounded above
by divisor functions. Our result is thus a general dispersion estimate for “narrow” type-II sums.
The proof relies crucially on Linnik’s dispersion method and recent bounds for trilinear forms
in Kloosterman fractions due to Bettin-Chandee. We highlight an application related to the
Titchmarsh divisor problem.

Keywords: equidistribution in arithmetic progressions, dispersion method.
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In memoriam Professor Yu. V. Linnik (1915-1972)

1. Introduction

An important theme in analytic number theory is the study of the distribution of sequences in
arithmetic progressions. A representative result in this field is the Bombieri-Vinogradov theorem
[2], according to which for any 𝐴 > 0,∑︁

𝑞≤𝑄

max
(𝑎,𝑞)=1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑝≤𝑥

𝑝≡𝑎 (mod 𝑞)

1 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑝≤𝑥

1
⃒⃒⃒
≪𝐴 𝑥(log 𝑥)−𝐴 (1)

provided that 𝑄 ≤
√
𝑥(log 𝑥)−𝐵 for some constant 𝐵 = 𝐵(𝐴) depending on 𝐴 > 0.

Nothing of the strength of (1) is known in the range 𝑄 > 𝑥1/2+𝜀 for any fixed 𝜀 > 0 and already
establishing for any fixed integer 𝑎 ̸= 0 and for all 𝐴 > 0 the weaker estimate,∑︁

𝑞≤𝑄

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑝≤𝑥

𝑝≡𝑎 (mod 𝑞)

1 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑝≤𝑥

1
⃒⃒⃒
≪𝑎,𝐴 𝑥(log 𝑥)−𝐴 (2)

with 𝑄 = 𝑥1/2+𝛿 and some 𝛿 > 0 is a major open problem. If we could show (2) then we would say
that the primes have exponent of distribution 1

2 + 𝛿 in a weak sense. However we note that there
are results of this type if one allows to restrict the sum over 𝑞 ≤ 𝑄 in (2) to integers that are 𝑥𝜀

smooth, for a sufficiently small 𝜀 > 0 (see [16, 5]).
Any known approach to (2) goes through combinatorial formulas which decompose the sequence

of prime numbers as a linear combination of multiplicative convolutions of other sequences (see for
example [13, Chapter 13]). If one attempts to establish (2) by using such a combinatorial formula
then one is led to the problem of showing that for any 𝐴 > 0,∑︁

𝑞≤𝑄

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑀≤𝑚≤2𝑀
𝑁≤𝑛≤2𝑁

𝑚𝑛≡𝑎 (mod 𝑞)

𝛼𝑚𝛽𝑛 −
∑︁

𝑀≤𝑚≤2𝑀
𝑁≤𝑛≤2𝑁
(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛

⃒⃒⃒
≪ 𝑋(log𝑋)−𝐴 , 𝑋 := 𝑀𝑁 (3)

with 𝑄 > 𝑋1/2+𝜀 for some 𝜀 > 0. In [14] Linnik developed his “dispersion method” to tackle such
expressions. The method relies crucially on the bilinearity of the problem, followed by the use of
various estimates for Kloosterman sums of analytic or algebraic origins. For a bound such as (3) to
hold one needs to impose a “Siegel-Walfisz condition” on at least one of the sequences 𝛼𝑚 or 𝛽𝑛.
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Definition 1. We say that a sequence 𝛽 = (𝛽𝑛) satisfies a Siegel-Walfisz condition (alter-
natively we also say that 𝛽 is Siegel-Walfisz), if there exists an integer 𝑘 > 0 such that for any fixed
𝐴 > 0, uniformly in 𝑥 ≥ 2, 𝑞 > |𝑎| ≥ 1, 𝑟 ≥ 1 and (𝑎, 𝑞) = 1, we have,∑︁

𝑥<𝑛≤2𝑥
𝑛≡𝑎 (mod 𝑞)

(𝑛,𝑟)=1

𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑥<𝑛≤2𝑥
(𝑛,𝑞𝑟)=1

𝛽𝑛 = 𝑂𝐴(𝜏𝑘(𝑟) · 𝑥(log 𝑥)−𝐴).

where 𝜏𝑘(𝑛) :=
∑︀

𝑛1...𝑛𝑘=𝑛 1 is the 𝑘th divisor function.

It is widely expected (see e.g [3, Conjecture 1]) that (3) should hold as soon as min(𝑀,𝑁) > 𝑋𝜀

provided that at least one of the sequences 𝛼𝑛, 𝛽𝑚 is Siegel-Walfisz, and that there exists an integer
𝑘 > 0 such that |𝛼𝑚| ≤ 𝜏𝑘(𝑚) and |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) for all integers 𝑚, 𝑛 ≥ 1. We are however very far
from proving a result of this type.

When 𝑄 > 𝑋1/2+𝜀 for some 𝜀 > 0, there are only a few results establishing (3) unconditionally
in specific ranges of 𝑀 and 𝑁 (precisely [9, Théorème 1], [3, Theorem 3], [11, Corollaire 1], [12,
Corollary 1.1 (i)]). All the results that establish (3) unconditionally place a restriction on one of the
variable 𝑁 or 𝑀 being much smaller than the other. We call such cases “unbalanced convolutions”
and this forms the topic of our previous paper [12].

In applications a recurring range is one where𝑀 and 𝑁 are roughly of the same size. This often
corresponds to the case of “type II sums” in which one is permitted to exploit bilinearity but not
much else. This is the range to which we contribute in this paper.

Theorem 1. Let 𝑘 ≥ 1 be an integer and 𝑀,𝑁 ≥ 1 be given. Set 𝑋 = 𝑀𝑁 . Let 𝛼𝑚 and 𝛽𝑛 be
two sequences of real numbers supported respectively on [𝑀, 2𝑀 ] and [𝑁, 2𝑁 ]. Suppose that 𝛽 = (𝛽𝑛)
is Siegel–Walfisz and suppose that |𝛼𝑚| ≤ 𝜏𝑘(𝑚) and |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) for all integers 𝑚,𝑛 ≥ 1. Then,
for every 𝜀 > 0 and every 𝐴 > 0,∑︁

𝑄≤𝑞≤2𝑄
(𝑞,𝑎)=1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑚𝑛≡𝑎 (mod 𝑞)

𝛼𝑚𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛

⃒⃒⃒
≪𝐴 𝑋(log𝑋)−𝐴 (4)

uniformly in 𝑁56/23𝑋−17/23+𝜀 ≤ 𝑄 ≤ 𝑁𝑋−𝜀 and 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋.

Setting𝑁 = 𝑋1/2+𝛿 and𝑀 = 𝑋1/2−𝛿 in Theorem 1 it follows from Theorem 1 and the Bombieri-
Vinogradov theorem that (4) holds for all 𝑄 ≤ 𝑁𝑋−𝜀 with 0 ≤ 𝛿 < 𝛿0 := 1

112 . Previously the
existence of such a 𝛿0 > 0 was established conditionally on Hooley’s 𝑅⋆ conjecture on cancellations
in short incomplete Kloosterman sums in [8, Théorème 1] and in that case one can take 𝛿0 = 1

14 .
Similarly to our previous paper, we use the work of Bettin-Chandee [1] and Duke-Friedlander-
Iwaniec [7] as an unconditional substitute for Hooley’s 𝑅⋆ conjecture. In fact the proof of Theorem
1 follows closely the proof of the conditional result in [8, Théorème 1] up to the point where Hooley’s
𝑅⋆ conjecture is applied. Incidentally we notice that the largest 𝑄 that Theorem 1 allows to take
is 𝑄 = 𝑋17/33−5𝜀 provided that one chooses 𝑁 = 𝑋17/33−4𝜀.

Unfortunately the type-II sums that our Theorem 1 allows to estimate are too narrow to make
Theorem 1 widely applicable in many problems (however see [15] for an interesting connection with
cancellations in character sums). We record nonetheless below one corollary, which is related to
Titchmarsh’s divisor problem concerning the estimation of

∑︀
𝑝≤𝑥 𝜏2(𝑝− 1) (for the best results on

this problem see [10, Corollaire 2], [3, Corollary 1] and [6]). The proof of the Corollary below will
be given in §5.

Corollary 1. Let 𝑘 ≥ 1 and let 𝛼 and 𝛽 be two sequences of real numbers as in Theorem 1.
Let 𝛿 be a constant satisfying

0 < 𝛿 <
1

112
,
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and let
𝑋 ≥ 2, 𝑀 = 𝑋1/2−𝛿, and 𝑁 = 𝑋1/2+𝛿.

Then for every 𝐴 > 0 we have the equality∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝑛∼𝑁

𝛼𝑚𝛽𝑛𝜏2(𝑚𝑛− 1) = 2
∑︁
𝑞≥1

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀,𝑛∼𝑁,𝑚𝑛>𝑞2

(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛 +𝑂
(︀
𝑋(log𝑋)−𝐴

)︀
.

2. Conventions and lemmas

2.1. Conventions

For 𝑀 and 𝑁 ≥ 1, we put 𝑋 = 𝑀𝑁 and ℒ = log 2𝑋. Whenever it appears in the subscript
of a sum the notation 𝑛 ∼ 𝑁 will means 𝑁 ≤ 𝑛 < 2𝑁 . Given an integer 𝑎 ̸= 0 and two sequences
𝛼 = (𝛼𝑚)𝑀≤𝑚<2𝑀 and 𝛽 = (𝛽𝑛)𝑁≤𝑛<2𝑁 supported respectively on [𝑀, 2𝑀 ] and [𝑁, 2𝑁 ] we define
the discrepancy

𝐸(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁, 𝑞, 𝑎) :=
∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀 𝑛∼𝑁
𝑚𝑛≡𝑎 mod 𝑞

𝛼𝑚𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀 𝑛∼𝑁
(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛,

and we also define the mean-discrepancy,

Δ(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁, 𝑞, 𝑎) :=
∑︁
𝑞∼𝑄

(𝑞,𝑎)=1

|𝐸(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁, 𝑞, 𝑎)|. (5)

Throughout 𝜂 will denote any positive number the value of which may change at each
occurence. The dependency on 𝜂 will not be recalled in the 𝑂 or ≪–symbols. Typical examples are
𝜏𝑘(𝑛) = 𝑂(𝑛𝜂) or (log 𝑥)10 = 𝑂(𝑥𝜂), uniformly for 𝑥 ≥ 1.

If 𝑓 is a smooth real function, its Fourier transform is defined by

𝑓(𝜉) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒(−𝜉𝑡) d𝑡,

where 𝑒(·) = exp(2𝜋𝑖·).

2.2. Lemmas

Our first lemma is a classical finite version of the Poisson summation formula in arithmetic
progressions, with a good error term.

Lemma 1. There exists a smooth function 𝜓 : R −→ R+, with compact support equal to
[1/2, 5/2], larger than the characteristic function of the interval [1, 2], equal to 1 on this interval
such that, uniformly for integers 𝑎 and 𝑞 ≥ 1, for 𝑀 ≥ 1 and 𝐻 ≥ (𝑞/𝑀) log4 2𝑀 one has the
equality ∑︁

𝑚≡𝑎 mod 𝑞

𝜓
(︁𝑚
𝑀

)︁
= 𝜓(0)

𝑀

𝑞
+
𝑀

𝑞

∑︁
0<|ℎ|≤𝐻

𝑒
(︀𝑎ℎ
𝑞

)︀
𝜓
(︁ ℎ

𝑞/𝑀

)︁
+𝑂(𝑀−1). (6)

Furthermore, uniformly for 𝑞 ≥ 1 and 𝑀 ≥ 1 one has the equality∑︁
(𝑚,𝑞)=1

𝜓
(︁𝑚
𝑀

)︁
=
𝜙(𝑞)

𝑞
𝜓(0)𝑀 +𝑂

(︀
𝜏2(𝑞) log4 2𝑀

)︀
. (7)
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Доказательство. See Lemma 2.1 of [12], inspired by [4, Lemma 7]. 2 We now recall a classical
lemma on the average behavior of the 𝜏𝑘-function in arithmetic progressions (see [14, Lemma 1.1.5],
for instance).

Lemma 2. For every 𝑘 ≥ 1, for every 𝜀 > 0, there exists 𝐶(𝑘, 𝜀) such that, for every 𝑥 ≥ 2,
for every 𝑥𝜀 < 𝑦 < 𝑥, for every 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑦𝑥−𝜀, for every integer 𝑎 coprime with 𝑞, one has the
inequality ∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
𝑛≡𝑎 mod 𝑞

𝜏𝑘(𝑛) ≤ 𝐶(𝑘, 𝜀)
𝑦

𝜙(𝑞)
(log 2𝑥)𝑘−1.

The following lemma is one of the various forms of the so–called Barban–Davenport–Halberstam
Theorem (for a proof see for instance [3, Theorem 0 (a)].

Lemma 3. Let 𝑘 > 0 be an integer. Let 𝛽 = (𝛽𝑛) be a Siegel–Walfisz sequence such that
|𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) for all integer 𝑛 ≥ 1. Then for every 𝐴 > 0 there exists 𝐵 = 𝐵(𝐴) such that,
uniformly for 𝑁 ≥ 1 one has the equality∑︁

𝑞≤𝑁(log 2𝑁)−𝐵

∑︁
𝑎, (𝑎,𝑞)=1

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑛∼𝑁

𝑛≡𝑎 mod 𝑞

𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

⃒⃒⃒2
= 𝑂𝐴

(︀
𝑁(log 2𝑁)−𝐴

)︀
.

We now recall an easy consequence of Weil’s bound for Kloosterman sums.

Lemma 4. Let 𝑎 and 𝑏 two integers ≥ 1. Let ℐ an interval included in [1, 𝑎]. Then for every
integer ℓ for every 𝜀 > 0 we have the inequality∑︁

𝑛∈ℐ
(𝑛,𝑎𝑏)=1

𝑛

𝜙(𝑛)
𝑒
(︁
ℓ
𝑛

𝑎

)︁
= 𝑂𝜀

(︁
(ℓ, 𝑎)

1
2 (𝑎𝑏)𝜀𝑎

1
2

)︁
.

Доказательство. We begin we the case 𝑏 = 1. We write the factor 𝑛
𝜙(𝑛) as

𝑛

𝜙(𝑛)
=
∑︁
𝜈|𝑛∞

𝜈−1 =
∑︁
𝜅(𝜈)|𝑛

𝜈−1,

where 𝜅(𝜈) is the largest squarefree integer dividing 𝜈 (sometimes 𝜅(𝜈) is called the kernel of 𝜈).
This gives the equality⃒⃒⃒ ∑︁

𝑛∈ℐ
(𝑛,𝑎)=1

𝑛

𝜙(𝑛)
𝑒
(︁
ℓ
𝑛

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒
≤
∑︁
𝜈≥1

𝜈−1
⃒⃒⃒ ∑︁

𝑛∈ℐ
𝜅(𝜈)|𝑛
(𝑛,𝑎)=1

𝑒
(︁
ℓ
𝑛

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒
=

∑︁
𝜈≥1

(𝜈,𝑎)=1

𝜈−1
⃒⃒⃒ ∑︁
𝑚∈ℐ/𝜅(𝜈)
(𝑚,𝑎)=1

𝑒
(︁
ℓ
𝜅(𝜈)𝑚

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒
.

In the summation we can restrict to the 𝜈 such that 𝜅(𝜈) ≤ 𝑎. Applying the classical bound for
short Kloosterman sums, we deduce that⃒⃒⃒ ∑︁

𝑛∈ℐ
(𝑛,𝑎)=1

𝑛

𝜙(𝑛)
𝑒
(︁
ℓ
𝑛

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒
≪𝜀 (ℓ, 𝑎)

1
2𝑎

1
2
+𝜀
∏︁
𝑝≤𝑎

(︁
1 − 1

𝑝

)︁−1
≪𝜀 (ℓ, 𝑎)

1
2𝑎

1
2
+2𝜀.

This proves Lemma 4 in the case where 𝑏 = 1. When 𝑏 ̸= 1, we use the Möbius inversion formula
to detect the condition (𝑛, 𝑏) = 1. 2

Our central tool is a bound for trilinear forms for Kloosterman fractions, due to Bettin and
Chandee [1, Theorem 1]. The result of Bettin-Chandee builds on work of Duke-Friedlander-Iwaniec
[7, Theorem 2] who considered the case of bilinear forms. These two papers show cancellations in
exponential sums involving Kloosterman fractions 𝑒(𝑎𝑚/𝑛) with 𝑚 ≍ 𝑛. We state below the main
theorem of Bettin-Chandee.
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Lemma 5. For every 𝜖 > 0 there exists 𝐶(𝜀) such that for every non zero integer 𝜗, for every
sequences let 𝛼, 𝛽 and 𝜈 be of complex numbers, for every 𝐴, 𝑀 and 𝑁 ≥ 1, one has the inequality⃒⃒⃒ ∑︁

𝑎∼𝐴

∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝑛∼𝑁

𝛼(𝑚)𝛽(𝑛)𝜈(𝑎)𝑒
(︁
𝜗
𝑎𝑚

𝑛

)︁ ⃒⃒⃒
≤ 𝐶(𝜀)‖𝛼‖2,𝑀 ‖𝛽‖2,𝑁 ‖𝜈‖2,𝐴

×
(︁

1 +
|𝜗|𝐴
𝑀𝑁

)︁ 1
2
(︁

(𝐴𝑀𝑁)
7
20

+𝜀 (𝑀 +𝑁)
1
4 + (𝐴𝑀𝑁)

3
8
+𝜀(𝐴𝑀 +𝐴𝑁)

1
8

)︁
.

3. Proof of Theorem 1

All along the proof we will suppose that the inequality 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋 holds and that we also have

𝑋
3
8 ≤𝑀 ≤ 𝑋

1
2 ≤ 𝑁 and 𝑄 ≤ 𝑁. (8)

3.1. Beginning of the dispersion

Without loss of generality we can suppose that the sequence 𝛽 satisfies the following property

𝑛 | 𝑎⇒ 𝛽𝑛 = 0. (9)

Such an assumption is justified because the contribution to Δ(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁,𝑄, 𝑎) of the (𝑞,𝑚, 𝑛) such
that 𝑛 | 𝑎 is

≪ 𝑄𝑋𝜂 +𝑋𝜂
∑︁
𝑛|𝑎

∑︁
𝑚∼𝑀
𝑚𝑛 ̸=𝑎

𝜏2(|𝑚𝑛− 𝑎|) +𝑀𝑋𝜀 ≪ (𝑀 +𝑄)𝑋𝜂.

By (5), we have the inequality

Δ(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁,𝑄, 𝑎) ≤
∑︁
𝑞∼𝑄

∑︁
𝑚∼𝑀

(𝑚,𝑞)=1

|𝛼𝑚|
⃒⃒⃒ ∑︁

𝑛∼𝑁
𝑛≡𝑎𝑚 mod 𝑞

𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

⃒⃒⃒
.

Let 𝜓 be the smooth function constructed in Lemma 1. By the Cauchy–Schwarz inequality, the
inequality |𝛼𝑚| ≤ 𝜏𝑘(𝑚) and by Lemma 2 we deduce

Δ2(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁,𝑄, 𝑎) ≪𝑀𝑄ℒ𝑘2−1
{︁
𝑊 (𝑄) − 2𝑉 (𝑄) + 𝑈(𝑄)

}︁
, (10)

with

𝑈(𝑄) =
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝜙2(𝑞)

(︁ ∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

)︁2 ∑︁
(𝑚,𝑞)=1

𝜓
(︁𝑚
𝑀

)︁
, (11)

𝑉 (𝑄) =
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝜙(𝑞)

(︁ ∑︁
𝑛1∼𝑁

(𝑛1,𝑞)=1

𝛽𝑛1

)︁(︁ ∑︁
𝑛2∼𝑁

(𝑛2,𝑞)=1

𝛽𝑛2

)︁ ∑︁
𝑚≡𝑎𝑛1 mod 𝑞

𝜓
(︁𝑚
𝑀

)︁
,

𝑊 (𝑄) =
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)
(︁ ∑︁

𝑛1∼𝑁
(𝑛1,𝑞)=1

𝛽𝑛1

)︁(︁ ∑︁
𝑛2∼𝑁

(𝑛2,𝑞)=1

𝛽𝑛2

)︁ ∑︁
𝑚≡𝑎𝑛1 mod 𝑞
𝑚≡𝑎𝑛2 mod 𝑞

𝜓
(︁𝑚
𝑀

)︁
. (12)

3.2. Study of 𝑈(𝑄)

A direct application of (7) of Lemma 1 in the definition (11) gives the equality

𝑈(𝑄) = 𝜓(0)𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞𝜙(𝑞)

(︁ ∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

)︁2
+𝑂

(︀
𝑁2𝑄−1𝑋𝜂

)︀
= 𝑈MT(𝑄) +𝑂

(︀
𝑁2𝑄−1𝑋𝜂

)︀
, (13)

by definition.
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3.3. Study of 𝑉 (𝑄)

Let 𝜀 be a fixed positive number. We now apply (6) of Lemma 1 with

𝐻 = 𝑀−1𝑄𝑋𝜀. (14)

This leads to the equality

𝑉 (𝑄) = 𝑉 MT(𝑄) + 𝑉 Err1(𝑄) + 𝑉 Err2(𝑄), (15)

where each of the three terms corresponds to the contribution of the three terms on the right
hand–side of (6). We directly have the equality

𝑉 Err2(𝑄) = 𝑂
(︀
𝑀−1𝑁2𝑋𝜂

)︀
. (16)

For the main term we get

𝑉 MT(𝑄) = 𝜓(0)𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞𝜙(𝑞)

(︁ ∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

)︁2
. (17)

By the definition of 𝑉 Err1(𝑄) we have the equality

𝑉 Err1(𝑄) = 𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞𝜙(𝑞)

(︁ ∑︁
𝑛2∼𝑁

(𝑛2,𝑞)=1

𝛽𝑛2

)︁
(︁ ∑︁

𝑛1∼𝑁
(𝑛1,𝑞)=1

𝛽𝑛1

∑︁
0<|ℎ|≤𝐻

𝜓
(︁ ℎ

𝑞/𝑀

)︁
𝑒
(︁𝑎ℎ𝑛1

𝑞

)︁)︁
,

from which we deduce the inequality⃒⃒
𝑉 Err1(𝑄)

⃒⃒
≤𝑀𝑄−2

∑︁
𝑛1∼𝑁

|𝛽𝑛1 |
∑︁
𝑛2∼𝑁

|𝛽𝑛2 |
∑︁

0<|ℎ|≤𝐻

⃒⃒
𝒱(𝑛1, 𝑛2, ℎ)

⃒⃒
(18)

with

𝒱(𝑛1, 𝑛2, ℎ) =
∑︁

(𝑞,𝑎𝑛1𝑛2)=1

𝜓(𝑞/𝑄)
𝑄2

𝑞𝜙(𝑞)
𝜓
(︁ ℎ

𝑞/𝑀

)︁
𝑒
(︁𝑎ℎ𝑛1

𝑞

)︁
.

Since (𝑞, 𝑛1) = 1 Bézout’s relation gives the equality

𝑎ℎ𝑛1
𝑞

= −𝑎ℎ 𝑞
𝑛1

+
𝑎ℎ

𝑛1𝑞
mod 1.

By the inequality 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋 and by the definition of 𝐻, the derivative of the bounded function

𝑡 ↦→ 𝜓(𝑡/𝑄)
𝑄2

𝑡2
𝜓
(︁ ℎ

𝑡/𝑀

)︁
𝑒
(︁ 𝑎ℎ
𝑛1𝑡

)︁
is ≪ 𝑋𝜀𝑡−1 when 𝑡 ≍ 𝑄. This allows to make a partial summation over the variable 𝑞 with the loss
of a factor 𝑋𝜀. After all these considerations, we see that there exists a subinterval 𝒥 ⊂ [𝑄/2, 5𝑄/2]
such that we have the inequality⃒⃒

𝒱(𝑛1, 𝑛2, ℎ)
⃒⃒
≪ 𝑋𝜀

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑞∈𝒥

(𝑞,𝑛1𝑛2)=1

𝑞

𝜙(𝑞)
𝑒
(︁
𝑎ℎ

𝑞

𝑛1

)︁ ⃒⃒⃒
.
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Lemma 4 leads to the bound

⃒⃒
𝒱(𝑛1, 𝑛2, ℎ)

⃒⃒
≪ 𝑋𝜀(𝑎ℎ, 𝑛1)

1
2 (𝑛1𝑛2)

𝜂𝑛
1
2
1 .

Inserting this into (18), we obtain

𝑉 Err1(𝑄) ≪𝑀𝑁
3
2𝑄−2𝑋𝜀+𝜂

∑︁
𝑛1∼𝑁

|𝛽𝑛1 |
∑︁

0<|ℎ|≤𝐻

(ℎ, 𝑛1)
1
2 ,

which finally gives

𝑉 Err1(𝑄) ≪ 𝑁
5
2𝑄−1𝑋2𝜀+𝜂 (19)

using the inequality |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) and the definition of 𝐻. Combining (15), (16), (17) and (19) we
obtain the equality

𝑉 (𝑄) = 𝑉 MT(𝑄) +𝑂𝜀

(︀
(𝑀−1𝑁2 +𝑁

5
2𝑄−1)𝑋2𝜀+𝜂

)︀
. (20)

where 𝑉 MT(𝑄) is defined in (17) and where the constant implicit in the 𝑂𝜀–symbol is uniform for
𝑎 satisfying 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋.

4. Study of 𝑊 (𝑄)

4.1. The preparation of the variables

The conditions of the last summation in (12) imply the congruence restriction

𝑛1 ≡ 𝑛2 mod 𝑞 and (𝑛1𝑛2, 𝑞) = 1. (21)

In order to control the mutual multiplicative properties of 𝑛1 and 𝑛2 we decompose these variables
as ⎧⎪⎨⎪⎩

(𝑛1, 𝑛2) = 𝑑,

𝑛1 = 𝑑𝜈1, 𝑛2 = 𝑑𝜈2, (𝜈1, 𝜈2) = 1,

𝜈1 = 𝑑1𝜈
′
1 with 𝑑1 | 𝑑∞ and (𝜈 ′1, 𝑑) = 1.

(22)

Thanks to |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) and to (9) the contribution of the pairs (𝑛1, 𝑛2) with 𝑑 > 𝑋𝜀 to the
right–hand side of (12) is negligible since it is

≪ 𝑋𝜂
∑︁

𝑋𝜀<𝑑≤2𝑁

∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝜈1∼𝑁/𝑑

𝑑𝑚𝜈1−𝑎 ̸=0

∑︁
𝑞∼𝑄

𝑞|𝑑𝜈1𝑚−𝑎

∑︁
𝜈2∼𝑁/𝑑

𝜈2≡𝜈1 mod 𝑞

1

≪ 𝑋𝜂
∑︁

𝑋𝜀<𝑑≤2𝑁

∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝜈1∼𝑁/𝑑

𝑑𝑚𝜈1−𝑎 ̸=0

𝜏2(|𝑑𝜈1𝑚− 𝑎|)
(︁ 𝑁
𝑑𝑄

+ 1
)︁

≪𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂−𝜀 +𝑋1+𝜂. (23)

Now consider the contribution of the pairs (𝑛1, 𝑛2) with 𝑑 ≤ 𝑋𝜀 and 𝑑1 > 𝑋𝜀 to the right–hand
side of (12). It is
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≪ 𝑋𝜂
∑︁
𝑑≤𝑋𝜀

∑︁
𝑋𝜀<𝑑1<2𝑁

𝑑1|𝑑∞

∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝜈′1∼𝑁/(𝑑𝑑1)

𝑑𝑑1𝑚𝜈′1−𝑎 ̸=0

∑︁
𝑞∼𝑄

𝑞|𝑑𝑑1𝜈′1𝑚−𝑎

∑︁
𝜈2∼𝑁/𝑑

𝜈2≡𝑑1𝜈
′
1 mod 𝑞

1

≪ 𝑋𝜂
∑︁
𝑑≤𝑋𝜀

∑︁
𝑋𝜀<𝑑1<2𝑁

𝑑1|𝑑∞

∑︁
𝑚∼𝑀

∑︁
𝜈′1∼𝑁/(𝑑𝑑1)

𝑑𝑑1𝑚𝜈′1−𝑎 ̸=0

𝜏2(|𝑑𝑑1𝜈 ′1𝑚− 𝑎|)
(︁ 𝑁
𝑑𝑄

+ 1
)︁

≪ 𝑋𝜂𝑀𝑁2𝑄−1
∑︁
𝑑≤𝑋𝜀

1

𝑑2

∑︁
𝑑1>𝑋𝜀

𝑑1|𝑑∞

1

𝑑1
+𝑋𝜂𝑀𝑁

∑︁
𝑑≤𝑋𝜀

1

𝑑

∑︁
𝑑1>𝑋𝜀

𝑑1|𝑑∞

1

𝑑1

≪𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂− 𝜀
2 +𝑋1+𝜂− 𝜀

2 . (24)

Consider the conditions
𝑑 < 𝑋𝜀 and 𝑑1 < 𝑋𝜀, (25)

and the subsum ̃︁𝑊 (𝑄) of 𝑊 (𝑄) where the variables 𝑛1 and 𝑛2 satisfy the condition (25). By (23)
and (24) we have the equality

𝑊 (𝑄) = ̃︁𝑊 (𝑄) +𝑂
(︀
𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂− 𝜀

2 +𝑋1+𝜂
)︀
. (26)

4.2. Expansion in Fourier series

We apply Lemma 1 to the last sum over 𝑚 in (12) with 𝐻 defined in (14). This decomposes̃︁𝑊 (𝑄) into the sum ̃︁𝑊 (𝑄) = ̃︁𝑊MT(𝑄) +̃︁𝑊Err1(𝑄) +̃︁𝑊Err2(𝑄), (27)

where each of the three terms corresponds to the contribution of each term on the right–hand side
of (6).

The easiest term is ̃︁𝑊Err2(𝑄) since, by |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) and (8), it satisfies the inequality

̃︁𝑊Err2(𝑄) ≪𝑀−1
∑︁

𝑄/2≤𝑞≤5𝑄/2

∑︁ ∑︁
𝑛1, 𝑛1∼𝑁

𝑛1≡𝑛2 mod 𝑞

𝜏𝑘(𝑛1)𝜏𝑘(𝑛2)

≪𝑀−1𝑁2𝑋𝜂 (28)

According to the restriction (21), we see that the main term is

̃︁𝑊MT(𝑄) = 𝜓(0)𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞

∑︁
(𝛿,𝑞)=1

(︁ ∑︁ ∑︁
𝑛1, 𝑛2∼𝑁

𝑛1≡𝑛2≡𝛿 mod 𝑞

𝛽𝑛1𝛽𝑛2

)︁
, (29)

where the variables 𝑛1 and 𝑛2 satisfy the conditions (25). By a similar computation leading to
(23) and (24) we can drop these conditions at the cost of the same error term. In other words the
equality (29) can be written as

̃︁𝑊MT(𝑄) = 𝑊MT(𝑄) +𝑂
(︀
𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂− 𝜀

2 +𝑋1+𝜂
)︀
, (30)

where 𝑊MT(𝑄) is the new main term, which is defined by

𝑊MT(𝑄) = 𝜓(0)𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞

∑︁
(𝛿,𝑞)=1

(︁ ∑︁
𝑛∼𝑁

𝑛≡𝛿 mod 𝑞

𝛽𝑛

)︁2
. (31)
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4.3. Dealing with the main terms

We now gather the main terms appearing in (13), (17), (26), (27), (30), and in (31). The main
term of 𝑊 (𝑄) − 2𝑉 (𝑄) + 𝑈(𝑄) is

𝑊MT(𝑄) − 2𝑉 MT(𝑄) + 𝑈MT(𝑄)

= 𝜓(0)𝑀
∑︁

(𝑞,𝑎)=1

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞

∑︁
(𝛿,𝑞)=1

(︁ ∑︁
𝑛∼𝑁

𝑛≡𝛿 mod 𝑞

𝛽𝑛 − 1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝑛∼𝑁

(𝑛,𝑞)=1

𝛽𝑛

)︁2
.

Appealing to Lemma 3 we deduce that, for any 𝐴, we have the equality

𝑊MT(𝑄) − 2𝑉 MT(𝑄) + 𝑈MT(𝑄) = 𝑂
(︁
𝑀 ·𝑄−1 ·𝑁2(log 2𝑁)−𝐴

)︁
(32)

provided that
𝑄 ≤ 𝑁(log 2𝑁)−𝐵, (33)

for some 𝐵 = 𝐵(𝐴).

4.4. Preparation of the exponential sums

By the definition (27), we have the equality

̃︁𝑊Err1(𝑄) = 𝑀
∑︁
𝑞

𝜓(𝑞/𝑄)

𝑞

∑︁ ∑︁
𝑛1, 𝑛2∼𝑁

𝑛1≡𝑛2 mod 𝑞

𝛽𝑛1𝛽𝑛2

∑︁
0<|ℎ|≤𝐻

𝜓
(︁ ℎ

𝑞/𝑀

)︁
𝑒
(︁𝑎ℎ𝑛1

𝑞

)︁
,

where the variables (𝑛1, 𝑛2) are such the associated 𝑑 and 𝑑1 satisfy (25).
This implies that any pair (𝑛1, 𝑛2) satisfies 𝑛1 − 𝑛2 ̸= 0 and since we have 𝑛1 ≡ 𝑛2 mod 𝑞 (see

(21)) these integers cannot be near to each other, indeed they satisfy the inequality

|𝑛1 − 𝑛2| ≥ 𝑄/2.

Since we have (𝑛1𝑛2, 𝑞) = 1, we can equivalently write the congruence 𝑛1 − 𝑛2 ≡ 0 mod 𝑞 as

𝜈1 − 𝜈2 = 𝑑1𝜈
′
1 − 𝜈2 = 𝑞𝑟, (34)

and instead of summing over 𝑞, we will sum over 𝑟. Note that 1 ≤ |𝑟| ≤ 𝑅/𝑑, where

𝑅 = 2𝑁𝑄−1. (35)

In the summations, the pair of variables (𝑛1, 𝑛2) is replaced by the quadruple (𝑑, 𝑑1, 𝜈
′
1, 𝜈2) (see

(22)). The variables 𝑑 and 𝑑1 are small, so we expect no substantial cancellations when summing
over them. Hence for some

𝑑, 𝑑1 ≤ 𝑋𝜀, 𝑑1 | 𝑑∞,
we have the inequality ̃︁𝑊Err1(𝑄) ≪ 𝑋2𝜀𝑀𝑄−1

⃒⃒
𝒲
⃒⃒
, (36)

where 𝒲 = 𝒲(𝑑, 𝑑1) is the quadrilinear form in the four variables 𝑟, 𝜈 ′1, 𝜈2 and ℎ defined by

𝒲 =
∑︁

1≤|𝑟|≤𝑅/𝑑

∑︁ ∑︁
𝑑𝑑1𝜈

′
1, 𝑑𝜈2∼𝑁

𝑑1𝜈
′
1≡𝜈2 mod 𝑟

𝛽𝑑𝑑1𝜈′1𝛽𝑑𝜈2
𝜓
(︀
(𝑑1𝜈

′
1 − 𝜈2)/(𝑟𝑄)

)︀
(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/(𝑟𝑄)

∑︁
0<|ℎ|≤𝐻

𝜓
(︁ ℎ

(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/(𝑟𝑀)

)︁
𝑒(·), (37)
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where 𝑒(·) is the oscillating factor

𝑒(·) = 𝑒
(︁ 𝑎ℎ 𝑑𝑑1𝜈 ′1

(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

)︁
,

and where the variables satisfy the following divisibility conditions:

(𝑑1𝜈
′
1, 𝜈2) = 1, (𝜈 ′1, 𝑑) = 1 and (𝑑𝑑1𝜈

′
1𝑟, 𝑑1𝜈

′
1 − 𝜈2) = 𝑟.

Using Bézout’s reciprocity formula we transform the factor 𝑒(·) as follows:

𝑎ℎ 𝑑𝑑1𝜈 ′1
(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

= −𝑎ℎ(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

𝑑𝑑1𝜈 ′1
+

𝑎ℎ𝑟

𝑑𝑑1𝜈 ′1(𝑑1𝜈
′
1 − 𝜈2)

mod 1.

Since (𝑑𝑑1, 𝜈
′
1) = (𝑟, 𝜈 ′1) = 1 we can apply Bézout formula again, giving the equalities

𝑎ℎ
(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

𝑑𝑑1𝜈 ′1
= 𝑎ℎ

𝜈 ′1 (𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

𝑑𝑑1
+ 𝑎ℎ

𝑑𝑑1 (𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

𝜈 ′1
mod 1

= 𝑎ℎ
𝜈 ′1 (𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/𝑟

𝑑𝑑1
− 𝑎ℎ

𝑟𝑑𝑑1𝜈2
𝜈 ′1

mod 1

The first term on the right–hand side of the above equality depends only on the congruences classes
of 𝑎, ℎ, 𝑟, 𝜈 ′1 and 𝜈2 modulo 𝑑𝑑1. As a consequence of the above discussion, we see that there exists
a coefficient 𝜉 = 𝜉(𝑎, ℎ, 𝑟, 𝜈 ′1, 𝜈2) of modulus 1, depending only on the congruence classes of 𝑎, ℎ, 𝑟,
𝜈 ′1 and 𝜈2 modulo 𝑑𝑑1 such that we have the equality

𝑒(·) = 𝜉 · 𝑒
(︁ 𝑎ℎ𝑟

𝑑𝑑1𝜈 ′1(𝑑1𝜈
′
1 − 𝜈2)

)︁
· 𝑒
(︁𝑎ℎ𝑟𝑑𝑑1𝜈2

𝜈 ′1

)︁
.

Returning to (37), and fixing the congruences classes modulo 𝑑𝑑1 of the variables ℎ, 𝑟, 𝜈 ′1 and 𝜈2,
we see that there exists

0 ≤ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 < 𝑑𝑑1

such that 𝒲 satisfies the inequality,

|𝒲
⃒⃒
≤ 𝑋6𝜀 ∑︁

1≤|𝑟|≤𝑅/𝑑
𝑟≡𝑎1 mod 𝑑𝑑1

⃒⃒⃒ ∑︁ ∑︁
𝑑𝑑1𝜈′1, 𝑑𝜈2∼𝑁
𝑑1𝜈′1≡𝜈2 mod 𝑟
𝜈′1≡𝑎2 mod 𝑑𝑑1
𝜈2≡𝑎3 mod 𝑑𝑑1

𝛽𝑑𝑑1𝜈′1𝛽𝑑𝜈2
∑︁

1≤|ℎ|≤𝐻
ℎ≡𝑎4 mod 𝑑𝑑1

Ψ𝑟(ℎ, 𝜈
′
1, 𝜈2)𝑒

(︁𝑎ℎ𝑟𝑑𝑑1𝜈2
𝜈 ′1

)︁⃒⃒⃒
, (38)

where Ψ𝑟 is the differentiable function

Ψ𝑟(ℎ, 𝜈
′
1, 𝜈2) =

𝜓
(︀
(𝑑1𝜈

′
1 − 𝜈2)/(𝑟𝑄)

)︀
(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/(𝑟𝑄)

𝜓
(︁ ℎ

(𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2)/(𝑟𝑀)

)︁
𝑒
(︁ 𝑎ℎ𝑟

𝑑𝑑1𝜈 ′1(𝑑1𝜈
′
1 − 𝜈2)

)︁
,

In order to perform the Abel summation over the variables 𝜈 ′1, 𝜈2 and ℎ (see for instance [9,
Lemme 5]) we must have information on the partial derivatives of the Ψ𝑟–function. Indeed for
0 ≤ 𝜖0, 𝜖1, 𝜖2 ≤ 1, we have the inequality

𝜕𝜖0+𝜖1+𝜖2

𝜕ℎ𝜖0𝜕𝜈 ′1
𝜖1𝜕𝜈𝜖22

Ψ𝑟(ℎ, 𝜈
′
1, 𝜈2) ≪ 𝑋50𝜀|ℎ|−𝜖0 𝜈 ′1

−𝜖1 𝜈2
−𝜖2
(︀
𝑁/(𝑟𝑄)

)︀𝜖1+𝜖2 , (39)
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as a consequence of the inequality |𝑑1𝜈 ′1 − 𝜈2| ≥ 𝑟𝑄/2 (see(34)), of the definition of 𝐻 (see (14))
and of the inequality 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋.

Since (𝑑1𝜈
′
1𝜈2, 𝑟) = 1 we detect the congruence 𝑑1𝜈 ′1 ≡ 𝜈2 mod 𝑟 by the 𝜙(𝑟) Dirichlet characters

𝜒 modulo 𝑟. By (39) we eliminate the function Ψ𝑟 in the inequality (38) which becomes

|𝒲
⃒⃒
≤ 𝑋60𝜀𝑁2𝑄−2

∑︁
1≤|𝑟|≤𝑅/𝑑

𝑟≡𝑎1 mod 𝑑𝑑1

1

𝜙(𝑟) 𝑟2

∑︁
𝜒 mod 𝑟⃒⃒⃒ ∑︁ ∑︁

𝑑𝑑1𝜈′1∈𝒩1 𝑑𝜈2∈𝒩2

𝜈′1≡𝑎2 mod 𝑑𝑑1
𝜈2≡𝑎3 mod 𝑑𝑑1

𝜒(𝑑𝜈 ′1)𝜒(𝜈2)𝛽𝑑𝑑1𝜈′1𝛽𝑑𝜈2
∑︁
ℎ∈ℋ

ℎ≡𝑎4 mod 𝑑𝑑1

𝑒
(︁𝑎ℎ𝑟𝑑𝑑1𝜈2

𝜈 ′1

)︁⃒⃒⃒
, (40)

∙ where 𝒩1 and 𝒩2 are two intervals included in [𝑁, 2𝑁 ],
∙ and where ℋ is the union of two intervals included in [−𝐻,−1] and [1, 𝐻] respectively.

Denote by 𝒲1(𝑟, 𝜒) the inner sum over 𝜈 ′1, 𝜈2 and ℎ in (40). Remark that the trivial bound for
𝒲1(𝑟, 𝜒) is 𝑂(𝑋𝜂𝐻𝑁2/(𝑑2𝑑1)). We now can apply Lemma 5 to the sum 𝒲1(𝑟, 𝜒), with the choice
of parameters

𝜗→ 𝑎𝑟, 𝐴→ 𝐻,𝑀 → 𝑁 and 𝑁 → 𝑁.

We obtain the bound

𝒲1(𝑟, 𝜒) ≪ 𝐻
1
2𝑁

1
2𝑁

1
2𝑋𝜀+𝜂

(︁
1 +

|𝑎| |𝑟|𝐻
𝑁2

)︁(︁
(𝐻𝑁2)

7
20

+𝜀𝑁
1
4 + (𝐻𝑁2)

3
8
+𝜀(𝐻𝑁)

1
8

)︁
.

By the definition (35), (14) and the inequality 1 ≤ |𝑎| ≤ 𝑋 we deduce the inequality

𝒲1(𝑟, 𝜒) ≪ 𝑋4𝜀+𝜂
(︀
𝐻

17
20𝑁

39
20 +𝐻𝑁

15
8
)︀
,

and using (14) we finally deduce

𝒲1(𝑟, 𝜒) ≪ 𝑋5𝜀+𝜂
(︀
𝑀− 17

20𝑁
39
20𝑄

17
20 +𝑀−1𝑁

15
8 𝑄
)︀
.

Returning to (40), summing over 𝜒 and 𝑟 and inserting into (36) we obtain the bound

̃︁𝑊Err1(𝑄) ≪ 𝑋67𝜀+𝜂
(︀
𝑀

3
20𝑁

79
20𝑄− 43

20 +𝑁
31
8 𝑄−2

)︀
. (41)

4.5. Conclusion

We have now all the elements to bound Δ(𝛼,𝛽,𝑀,𝑁,𝑄, 𝑎). By (10), (13), (20), (26), (27), (28),
(30) and (41) we have the inequality

Δ2 ≪𝑀𝑄ℒ𝑘2−1
{︁(︁
𝑊MT(𝑄) − 2𝑉 MT(𝑄) + 𝑈MT(𝑄)

)︁
+𝑁2𝑄−1𝑋𝜂

+ (𝑀−1𝑁2 +𝑁
5
2𝑄−1)𝑋2𝜀+𝜂

+
(︀
𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂− 𝜀

2 +𝑋1+𝜂
)︀
+𝑋67𝜀+𝜂

(︀
𝑀

3
20𝑁

79
20𝑄− 43

20 +𝑁
31
8 𝑄−2

)︀}︁
,

which is shortened in (recall (8))

Δ2 ≪𝑀𝑄ℒ𝑘2−1
{︁
𝑀𝑁2𝑄−1(log 2𝑁)−𝐴+

+𝑀𝑁2𝑄−1𝑋𝜂− 𝜀
2 +𝑋67𝜀+𝜂

(︀
𝑀

3
20𝑁

79
20𝑄− 43

20 +𝑁
31
8 𝑄−2

)︀}︁
,
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by (32) and (33) if one assumes

𝑄 ≤ 𝑁𝑋−𝜀. (42)

To finish the proof of Theorem 1, it remains to find sufficient conditions over𝑀 , 𝑁 and 𝑄 to ensure
the bound Δ2 ≪ 𝑀2𝑁2ℒ−𝐴. Choosing 𝜂 = 𝜀/5, we have to study the following three inequalities
hold ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑀𝑄 ·𝑀𝑁2𝑄−1𝑋− 𝜀
4 ≪𝑀2𝑁2𝑋− 𝜀

4 ,

𝑀𝑄 ·𝑀
3
20𝑁

79
20𝑄− 43

20𝑋68𝜀 ≪𝑀2𝑁2𝑋− 𝜀
4 ,

𝑀𝑄 ·𝑁
31
8 𝑄−2𝑋68𝜀 ≪𝑀2𝑁2𝑋− 𝜀

4 .

(43)

The first inequality is trivially satisfied. The second inequality of (43) is satisfied as soon as

𝑄 > 𝑁
56
23𝑋− 17

23
+65𝜀. (44)

This inequality combined with (42) implies that 𝑁 < 𝑋
17
33 . The last condition of (43) is satisfied

as soon as

𝑄 > 𝑁
23
8 𝑋−1+69𝜀.

We can drop this condition since it is a consequence of (44) and of the inequality 𝑁 < 𝑋
17
33 . The

proof of Theorem 1 is now complete.

5. Proof of Corollary 1

Let 𝑆(𝑀,𝑁) be the sum we are studying in this corollary. We use Dirichlet’s hyperbola argument
to write

𝑚𝑛− 1 = 𝑞𝑟, (45)

and by symmetry we can impose the condition 𝑞 < 𝑟. This symmetry creates a factor 2 unless
𝑚𝑛− 1 is a perfect square. The contribution to 𝑆(𝑀,𝑁) of the (𝑚,𝑛) such that 𝑚𝑛− 1 is a square
is bounded by 𝑂(𝑋

1
2
+𝜂) with 𝜂 > 0 arbitrary. This is a consequence of |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛).

The decomposition (45), the constraint 𝑞 < 𝑟 and the inequalities 𝑋 − 1 ≤ 𝑚𝑛− 1 < 4𝑋 imply
that 𝑞 ≤ 2𝑋

1
2 . In counterpart, if 𝑞 < 𝑋

1
2 we are sure that 𝑞 < 𝑟. Thus we have the equality

𝑆(𝑀,𝑁) = 2
∑︁

𝑞≤𝑋1/2

∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀 𝑛∼𝑁
𝑚𝑛≡1 mod 𝑞

𝛼𝑚𝛽𝑛 + 2
∑︁ ∑︁ ∑︁ ∑︁

𝑚𝑛−1=𝑞𝑟, 𝑞<𝑟

𝑚∼𝑀, 𝑛∼𝑁,𝑋1/2<𝑞≤2𝑋1/2

𝛼𝑚𝛽𝑛 +𝑂(𝑋
1
2
+𝜂)

= 2𝑆0(𝑀,𝑁) + 2𝑆1(𝑀,𝑁) +𝑂(𝑋
1
2
+𝜂), (46)

by definition. A direct application of Theorem 1 with 𝑄 = 𝑋
1
2 gives the equality

𝑆0(𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑞≤𝑋1/2

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀 𝑛∼𝑁
(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛 +𝑂(𝑋ℒ−𝐶), (47)

for any 𝐶.
For the second term 𝑆1(𝑀,𝑁), we must get rid of the constraint 𝑞 < 𝑟. A technique among

others is to precisely control the size of the variables 𝑚, 𝑛 and 𝑞. If it is so, then 𝑟 = (𝑚𝑛− 1)/𝑞 is
also controlled and one can check if it satisfies 𝑟 > 𝑞. We introduce the following factor of dissection:

Δ = 2
1

[ℒ𝐵 ] ,
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where 𝐵 = 𝐵(𝐴) is a parameter to be fixed later, and where [𝑦] is the largest integer ≤ 𝑦. If we
denote by 𝐿0 = [ℒ𝐵] we see that Δ𝐿0 = 2 and that Δ = 1 + 𝑂(ℒ−𝐵). We denote by 𝑀0, 𝑁0 and
𝑄0 any numbers in the sets

ℳ0 := {𝑀,Δ𝑀,Δ2𝑀,Δ3𝑀, · · · ,Δ𝐿0−1𝑀}
𝒩0 := {𝑁,Δ𝑁,Δ2𝑁,Δ3𝑁, · · · ,Δ𝐿0−1𝑁}

𝒬0 := {𝑋
1
2 ,Δ𝑋

1
2 ,Δ2𝑋

1
2 ,Δ3𝑋

1
2 , · · · ,Δ𝐿0−1𝑋

1
2 },

respectively. We split 𝑆1(𝑀,𝑁) into

𝑆1(𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀0∈ℳ0

∑︁
𝑁0∈𝒩0

∑︁
𝑄0∈𝒬0

𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0), (48)

where 𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) is defined by

𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) =
∑︁
𝑞≃𝑄0

∑︁ ∑︁
𝑚≃𝑀0, 𝑛≃𝑁0
𝑚𝑛≡1 mod 𝑞

𝛼𝑚𝛽𝑛.

∙ where the notation 𝑦 ≃ 𝑌0 means that the integer 𝑦 satisfies the inequalities 𝑌0 ≤ 𝑦 < Δ𝑌0,

∙ where the variables 𝑚, 𝑛 and 𝑞 satisfy the extra condition

𝑚𝑛− 1 > 𝑞2. (49)

Note that the decomposition (48) contains

𝑂(ℒ3𝐵), (50)

terms.
Since𝑚𝑛−1 ≥𝑀0𝑁0−1 and 𝑞2 < 𝑄2

0Δ
2 in each sum 𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0), we can drop the condition

(49) in the definition of this sum as soon as we have

𝑀0𝑁0 − 1 > 𝑄2
0Δ

2. (51)

When (51) is satisfied, the variables𝑚, 𝑛 and 𝑞 are independent and a direct application of Theorem
1 gives for each sum 𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0), the equality

𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) =
∑︁
𝑞≃𝑄0

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚≃𝑀0, 𝑛≃𝑁0

(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛 +𝑂𝐶(𝑋ℒ−𝐶), (52)

where 𝐶 is arbitrary.
It remains to consider the case where (51) is not satisfied, which means that (𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) ∈ ℰ0

where
ℰ0 :=

{︀
(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) ; 𝑀0𝑁0 − 1 ≤ 𝑄2

0Δ
2
}︀
. (53)

We now show that the variable 𝑛 considered in such a 𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0) varies in a rather short
interval. More precisely, since 𝑀0Δ > 𝑚,𝑁0Δ > 𝑛 and 𝑄0 < 𝑞 we deduce from the definition (53)
that 𝑞2 ≥ 𝑚𝑛Δ−4 − Δ−2 which implies the inequality 𝑞 ≥ (𝑚𝑛)

1
2 Δ−2 − 1. Combining with (49),

we get the inequality
(𝑚𝑛)

1
2 Δ−2 − 1 < 𝑞 < (𝑚𝑛)

1
2

which implies
(𝑞2/𝑚) < 𝑛 < ((𝑞 + 1)2/𝑚)Δ4.
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Using the inequality
𝑋1/2 ≤ 𝑞 ≤ 2𝑋1/2 ≪ (𝑄2/𝑀)(Δ4 − 1)𝑋− 𝛿

2 ,

and |𝛽𝑛| ≤ 𝜏𝑘(𝑛) we apply Lemma 2 to see that∑︁ ∑︁ ∑︁
(𝑀0,𝑁0,𝑄0)∈ℰ0

𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0)

≪
∑︁
𝑚∼𝑀

𝜏𝑘(𝑚)
∑︁

𝑞∼𝑋1/2

(𝑞,𝑚)=1

∑︁
(𝑞2/𝑚)<𝑛<((𝑞+1)2/𝑚)Δ4

𝜏𝑘(𝑛)

≪ (Δ4 − 1)ℒ𝑘−1
∑︁
𝑚∼𝑀

𝜏𝑘(𝑚)
∑︁

𝑞∼𝑋1/2

1

𝜙(𝑞)
· 𝑞

2

𝑚

≪ ℒ2𝑘−2−𝐵𝑋.

Actually, by introducing a main term back, which is less than the error term, we can also write
this bound as an equality∑︁ ∑︁ ∑︁

(𝑀0,𝑁0,𝑄0)∈ℰ0

𝑆1(𝑀0, 𝑁0, 𝑄0)

=
∑︁ ∑︁ ∑︁
(𝑀0,𝑁0,𝑄0)∈ℰ0

∑︁
𝑞≃𝑄0

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚≃𝑀0, 𝑛≃𝑁0

(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛 +𝑂(ℒ2𝑘−2−𝐵), (54)

where the variables (𝑚,𝑛, 𝑞) continue to satisfy (49).
Gathering (46), (47), (48), (50), (52), (54) we obtain

𝑆(𝑀,𝑁) = 2
∑︁

𝑞≤𝑋1/2

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚∼𝑀 𝑛∼𝑁
(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛

+ 2
∑︁

𝑀0∈ℳ0

∑︁
𝑁0∈𝒩0

∑︁
𝑄0∈𝒬0

∑︁
𝑞≃𝑄0

1

𝜙(𝑞)

∑︁ ∑︁
𝑚≃𝑀0, 𝑛≃𝑁0

(𝑚𝑛,𝑞)=1

𝛼𝑚𝛽𝑛

+𝑂(ℒ3𝐵−𝐶𝑋) +𝑂(ℒ2𝑘−2−𝐵𝑋) +𝑂(𝑋
1
2
+𝜂),

where the variables (𝑚,𝑛, 𝑞) continue to satisfy (49). Putting the different summations back
together, we complete the proof of Corollary 1 by choosing 𝐵 and 𝐶 in order to satisfy the equalities
−𝐴 = 3𝐵 − 𝐶 = 2𝑘 − 2 −𝐵.
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Аннотация

В работе исследуется однозначная разрешимость вариационной задачи Дирихле, свя-
занной с интегро-дифференциальной полуторалинейной формой

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], (*)

где

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω

𝜌(𝑥)2𝜏𝑗 𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

Ω — ограниченная область в евклидовом пространстве 𝑅𝑛 с замкнутой (𝑛 − 1)-мерной
границей 𝜕Ω, 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, — регуляризованное расстояние от точки 𝑥 ∈ Ω до 𝜕Ω, 𝑘 —
мультииндекс, 𝑢(𝑘)(𝑥) — обобщенная производная мультииндекса 𝑘 функции 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝑏𝑘𝑙(𝑥) — ограниченные в Ω комплекснозначные функции, 𝐽 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑟} и 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, —
вещественные числа. Предполагается, что 𝑟 ∈ 𝐽 . Вырождение коэффициентов дифферен-
циального оператора, ассоциированного с формой (*), называется согласованным, если
существует число 𝛼 такое, что 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае оно
называется несогласованным.

Вариационная задача Дирихле, связанная с формой (*), в случае согласованного вы-
рождения коэффициентов хорошо исследована во многих работах, где также предполага-
ется, что форма (*) удовлетворяет условию коэрцитивности. Следует отметить, что слу-
чай несогласованного вырождения коэффициентов сопряжен с некоторыми техническими
сложностями и рассмотрен лишь в некоторых отдельных работах. В этом случае с помо-
щью теорем вложения пространств дифференцируемых функций со степенными весами
выделяются старшие формы 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝑗 ∈ 𝐽2 ⊂ 𝐽 и доказывается, что разрешимость вари-
ационной задачи Дирихле в основном зависит от старших форм.

В работе рассматривается случай несогласованного вырождения коэффициентов ис-
следуемого оператора и, в отличие от ранее опубликованных работ по этому направлению,
допускается случай, когда основная форма (*) может не удовлетворять условию коэрци-
тивности.

Ключевые слова: Вариационная задача Дирихле, эллиптический оператор, несогласо-
ванное вырождение, некоэрцитивная форма.

Библиография: 16 названий.



О разрешимости вариационной задачи Дирихле. . . 165

Для цитирования:
С. А. Исхоков, И. А. Якушев. О разрешимости вариационной задачи Дирихле для одно-
го класса вырождающихся эллиптических операторов // Чебышевcкий сборник, 2018, т. 19,
вып. 3, с. 164–182.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK
Vol. 19. No. 3.

UDC 517.957 DOI 10.22405/2226-8383-2018-19-3-164-182

On solvability of variational Dirichlet problem for a class of
degenerate elliptic operators

Iskhokov Sulaimon Abuzarovich — doctor of physical and mathematical sciences, professor,
corresponding member of the Academy of Sciences RT, deputy director of the Dzhuraev Institute
of Mathematics, Academy of Sciences of the Republic of Tajikistan.
e-mail: sulaimon@mail.ru
Yakushev Ilya Anatolyevich — kandidat of physical and mathematical sciences, associate
professor of the department of fundamental and applied mathematics, Mirny Polytechnic Institute,
the branch of Ammosov North-Eastern Federal University.
e-mail: Yakushevilya@mail.ru

Abstract

The paper is devoted to investigation of unique solvability of the Dirichlet variational
problem associated with integro-differential sesquilinear form

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], (*)

where

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω

𝜌(𝑥)2𝜏𝑗 𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

Ω — a bounded domain in the euclidian space 𝑅𝑛 with a closed (𝑛− 1)-dimensional boundary
𝜕Ω, 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, — a regularized distance from a point 𝑥 ∈ Ω to 𝜕Ω, 𝑘 — a multi-index,
𝑢(𝑘)(𝑥) — a generalized derivative of multi-index 𝑘 of a function 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑏𝑘𝑙(𝑥) — bounded
in Ω complex-valued functions, 𝐽 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑟} and 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, — real numbers. It is assumed
that 𝑟 ∈ 𝐽 . A degeneracy of coefficients of the differential operator associated with the form
(*), is said to be coordinated if there exist a number 𝛼 such that 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 for all 𝑗 ∈ 𝐽.
Otherwise it is called uncoordinated.

The variational Dirichlet problem associated with the form (*) in the case of coordinated
degeneracy of coefficients is well studied in many papers, where it is also assumed that the form
(*) satisfies a coercivness condition. It should be mentioned that the case of uncoordinated
degeneracy of the coefficients is fraught with some technical complexities and it was only
considered in some separate papers. In this case with the aid of embedding theorems for spaces
of differentiable functions with power weights leading forms 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝑗 ∈ 𝐽2 ⊂ 𝐽, are separated
and it is proved that solvability of the variational Dirichlet problem is generally depends on the
leading forms.

We consider the case of uncoordinated degeneracy of coefficients of the operator under
investigation and, in contrast to previously published works on this direction, it is allowed that
the main form (*) does not obey coerciveness condition.

Keywords: Variational Dirichlet problem, elliptic operator, uncoordinated degeneration,
noncoercive form
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1. Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости вариационной задачи Дирихле с однород-
ными граничными условиями для эллиптических операторов в ограниченной области со сте-
пенным вырождением на границе области.

Пусть 𝑅𝑛 — 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и Ω — ограниченная
область в 𝑅𝑛 с замкнутой (𝑛−1)-мерной границей 𝜕Ω. Символом 𝜌(𝑥) обозначим положитель-
ную функцию класса 𝐶∞(Ω) со следующими свойствами

𝜌(𝑥) ≤ dist{𝑥, 𝜕Ω} ≤𝑀𝜌(𝑥), |𝜌(𝑘)(𝑥)| ≤𝑀𝑘𝜌
1−|𝑘|(𝑥),

для любого 𝑥 ∈ Ω и любого мультииндекса 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛); 𝑀, 𝑀𝑘 — некоторые положи-
тельные постоянные и |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑛 — длина мультииндекса 𝑘.

Пусть 𝑟 — натуральное число и 𝐽 — некоторое подмножество множества {0, 1, . . . , 𝑟}, при-
чем 𝑟 ∈ 𝐽 . Пусть 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, — вещественные числа. Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

(−1)𝑗
(︁
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)

)︁(𝑙)
, (1)

который понимается в смысле теории распределений на Ω. Предполагается, что коэффициен-
ты 𝑏𝑘𝑙(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, являются ограниченными комплекснозначными функциями.

Определение 1. Вырождение коэффициентов оператора (1) называется согласован-
ным, если существует число 𝛼 такое, что 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае
оно называется несогласованным.

Вариационная задача Дирихле для оператора (1) в случае согласованного вырождения
коэффициентов хорошо исследована в работах [1] - [13]. Случай несогласованного вырождения
коэффициентов рассмотрен только в работе [14].

При этом только в работах [9, 10, 11, 12] рассмотрен случай, когда связанная с оператором
(1) интегро-дифференциальная полуторалинейная форма

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 (2)

не является коэрцитивной. Здесь и далее понятие коэрцитивности формы понимается в смыс-
ле определения 2.0.1 работы [7]: если 𝐻0 — гильбертово пространство со скалярным про-
изведением (·, ·)0 и нормой ‖ · ‖0, 𝐻+ — другое гильбертово пространство с нормой ‖ · ‖+,
плотно вложенное в 𝐻0, то определенная в 𝐻+ полуторалинейная форма 𝑃 [𝑢, 𝑣] называется
𝐻+-коэрцитивной относительно 𝐻0, если найдутся числа 𝜇0 ∈ 𝑅, 𝛿0 > 0 такие, что

Re𝑃 [𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ 𝛿0‖𝑢‖2+

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+.
В настоящей работе исследуется разрешимость вариационной задачи Дирихле, связанной

с оператором (1) в случае несогласованности вырождения его коэффициентов и некоэрцитив-
ности формы (2).
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2. Формулировка основных результатов

Пусть 𝑗 — натуральное, 𝛼𝑗 , 𝑝𝑗 — вещественные числа и 1 ≤ 𝑝𝑗 <∞. Символом 𝑊 𝑗
𝑝𝑗 ;𝛼𝑗 (Ω)

обозначим пространство функций 𝑢(𝑥), определенных на Ω, имеющих все обобщенные в смыс-
ле С.Л.Соболева производные 𝑢(𝑘)(𝑥) порядка 𝑗 с конечной нормой

‖𝑢;𝑊 𝑗
𝑝𝑗 ;𝛼𝑗

(Ω)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌𝑝𝑗𝛼𝑗 (𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑗𝑑𝑥+

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|𝑝𝑗𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝𝑗

.

Полуторалинейную форму (2) представим в виде

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥.

Определение 2. Пусть 𝑖0 — наименьший ненулевой элемент множества 𝐽 . Если 𝜏𝑖0 > 𝑖0,
то через 𝑗0 обозначим наибольшее число из множества 𝐽 такое, что 𝑗0− 𝜏𝑗0 > 𝑖0− 𝜏𝑖0 . В случае
𝜏𝑖0 ≤ 𝑖0 через 𝑗0 обозначим наибольшее число из множества 𝐽 такое, что 𝜏𝑖0 > 𝜏𝑗0𝑖0/𝑗0. Если же
такое число 𝑗0 ∈ 𝐽 не существует, то обозначим 𝑖0 через 𝑗0. Пусть 𝑖1 — наименьший ненулевой
элемент множества 𝐽 ∖ {𝑖0, 𝑗0}. Если 𝜏𝑖1 > 𝑖1, то через 𝑗1 обозначим наибольшее число из
множества 𝐽 такое, что 𝑗1−𝜏𝑗1 > 𝑖1−𝜏𝑖1 . В случае 𝜏𝑖1 ≤ 𝑖1 через 𝑗1 обозначим наибольшее число
из множества 𝐽 такое, что 𝜏𝑖1 > 𝜏𝑗1𝑖1/𝑗1. Если же такое число 𝑗1 ∈ 𝐽 ∖ {𝑖0, 𝑗0} не существует,
то обозначим 𝑖1 через 𝑗1. Продолжая этот процесс до завершения, представим множество
индексов 𝐽 в виде 𝐽 = 𝐽1 ∪ 𝐽2, 𝐽1 ∩ 𝐽2 = ∅, где 𝐽1 = {𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡}, 𝐽2 = {𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑠}.
Полуторалинейные формы 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] с индексами из множества 𝐽2 назовем старшими.

Вводим пространство H+ комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω с конечной нормой

‖𝑢; H+‖ =

{︃
𝑠∑︁

𝑚=0

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2;𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦2}︃1/2

. (3)

Символом H′
+ обозначим замыкание 𝐶∞

0 (Ω) в метрике пространства H+, а через H′
− обозначим

пространство антилинейных непрерывных функционалов, определенных на H′
+ со следующей

нормой ⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦

= sup
| < 𝐹, 𝑢 > |
‖𝑢; H+‖

,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H′
+. Здесь и далее символом

< 𝐹, 𝑢 > обозначено значение функционала 𝐹 на функцию 𝑢.
Обозначим через (·, ·)0 скалярное произведение в 𝐿2(Ω).
Задача 𝐷𝜆. Для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− требуется найти решение 𝑈(𝑥) уравнения

𝐵[𝑈, 𝑣] + 𝜆(𝑈, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (4)

принадлежащее пространству H′
+.

Для каждого 𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} вводим функцию

𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙,

где 𝑥 ∈ Ω и 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚
— набор комплексных чисел.

Далее будем считать, что функция arg 𝑧 принимает значения на отрезке (−𝜋, 𝜋].
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Теорема 1. Пусть числа 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, такие, что

𝜏𝑗 ≥ −1/2; max
𝑗∈𝐽

(𝑗 − 𝜏𝑗) > 0. (5)

Пусть 𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} и найдутся числа 𝜙𝑚 ∈ (0, 𝜋), 𝑀 > 0 и отличная от нуля в Ω
функция 𝛾𝑚(𝑥) ∈ 𝐶(Ω) такие, что выполняются следующие неравенства

|arg𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁)| < 𝜙𝑚, (6)∑︁
|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2 ≤𝑀Re {𝛾𝑚(𝑥)𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁)} (7)

для всех 𝑥 ∈ Ω и любого набора комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚
.

Тогда найдется число 𝜆0 ≥ 0 такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 для любого заданного функционала
𝐹 ∈ H′

− существует единственное решение 𝑈(𝑥) задачи 𝐷𝜆 и при этом справедлива оценка

‖𝑈 ;H′
+‖ ≤𝑀0

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (8)

где число 𝑀0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от функционала 𝐹 .

Решение задачи 𝐷𝜆 принадлежит пространству H′
+, в котором плотно множество финит-

ных функций. Поэтому, формально, можно считать, что решение задачи 𝐷𝜆 удовлетворяет
однородным граничным условиям. Далее мы исследуем разрешимость следующей задачи с
неоднородными граничными условиями.

Задача D𝜆. Для заданного функционала 𝐹 ∈ H′
− и заданной функции 𝑈1(𝑥) ∈ H+ требу-

ется найти решение 𝑈(𝑥) уравнения (4), принадлежащее пространству H+ и удовлетворяющее
условию

𝑈(𝑥) − 𝑈1(𝑥) ∈ H′
+. (9)

Условие (9) означает, что решение 𝑈(𝑥) задачи D𝜆 принимает на границе 𝜕Ω области Ω те
же значения, что и заданная функция 𝑈1(𝑥).

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0
такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 для любого заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− и любой заданной функ-
ции 𝑈1(𝑥) ∈ H+ задачи D𝜆 имеет единственное решение 𝑈(𝑥). Это решение удовлетворяет
оценке

‖𝑈 ;H′
+‖ ≤ (𝑀1 + 𝜆) ‖𝑈1;H+‖ +𝑀1

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (10)

где число 𝑀1 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от выбора функционала 𝐹 и функции 𝑈1(𝑥).

3. Доказательство теоремы 1

Далее нам понадобится следующая вспомогательная лемма.
Лемма 1. Пусть 𝑝 ∈ [1, ∞), 𝑟1 > 𝑟2 ≥ 0, 𝛼1, 𝛼2 — действительные числа, больше (-1/p).

Пусть 𝑟1−𝛼1 > 𝑟2−𝛼2 при 𝛼2 > 𝑟2 и 𝛼2 > 𝛼1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0 при 𝛼2 ≤ 𝑟2. Тогда для любого числа
𝜀 найдется постоянная 𝐶 = 𝐶(𝜀) такая, что для всех 𝑢 ∈𝑊 𝑟1

𝑝;𝛼1
(Ω) справедлива оценка

‖𝑢;𝑊 𝑟2
𝑝;𝛼2

(Ω)‖ ≤ 𝜀‖𝑢;𝑊 𝑟1
𝑝;𝛼1

(Ω)‖ + 𝐶(𝜀)‖𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖. (11)

Доказательство. Если выполняется одно из следующих условий:
1) 𝑟1 − 𝛼1 > 𝑟2 − 𝛼2;
2) 𝛼2 > 𝛼1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0,
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то неравенство (11) имеет место в силу [7, теорема 1.1.7]. Далее для доказательства леммы 1
достаточно заметить, что в случае 𝛼2 > 𝑟2 условие 2) слабее условия 1), а в случае 𝛼2 ≤ 𝑟2
условие 1) слабее условия 2).

Согласно определения 2 для любого индекса 𝑖𝑛, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑡} найдется индекс
𝑗𝑚,𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} такой, что 𝑗𝑚 − 𝜏𝑗𝑚 > 𝑖𝑛 − 𝜏𝑖𝑛 при 𝜏𝑖𝑛 > 𝑖𝑛 или 𝜏𝑖𝑛 > 𝜏𝑗𝑚𝑖𝑛/𝑗𝑚 при
𝜏𝑖𝑛 > 𝑖𝑛. Поэтому применяя лемму 1, имеем⃦⃦⃦

𝑢; 𝑊 𝑖𝑛
2; 𝜏𝑖𝑛

(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2; 𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦

+ 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ . (12)

Замечание 1. Не ограничивая общности, можно считать, что числа 𝜙𝑚 и функции 𝛾𝑚(𝑥)
в условиях (6), (7) не зависят от 𝑚. Поэтому далее будем считать, что

𝜙0 = 𝜙1 = · · · = 𝜙𝑠 = 𝜙, 𝛾0(𝑥) = 𝛾1(𝑥) = · · · = 𝛾𝑠(𝑥) = 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

Пусть 𝜈 — достаточно малое положительное число и пусть 𝜓𝑟(𝑥), 𝜂𝑟(𝑥) ∈ 𝐶∞(Ω) (𝑟 = 1, 𝑁)
такие, что:

а) 𝜓2
1(𝑥) + 𝜓2

2(𝑥) + · · · + 𝜓2
𝑁 (𝑥) ≡ 1 (𝑥 ∈ Ω);

б) функция 𝜂𝑟(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности множества supp𝜓𝑟(𝑥) и
0 ≤ 𝜂𝑟 ≤ 1 для всех 𝑥 ∈ Ω;

в) |𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ supp 𝜂𝑟 (𝑟 = 1, 𝑁).
Рассмотрим полуторалинейную форму

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵
(0)
𝑟;𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝐵

(0)
𝑟;𝑗 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏

(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (13)

где
𝑏
(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝛾(𝑥𝑟)𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝛾(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥). (14)

Учитывая ограниченность коэффициентов 𝑏𝑘𝑙(𝑥), |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥 ∈ Ω, и применяя
неравенство Коши-Буняковского, имеем⃒⃒⃒

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀2

𝑠∑︁
𝑚=0

‖𝑢;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ +𝑀2

𝑡∑︁
𝑚=0

‖𝑢;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Отсюда в силу неравенства (12) и определения пространства H′

+ (см.
(3)) следует, что ⃒⃒⃒

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤𝑀3 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (15)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+.

Из условия (7) (см. замечание 1) следует, что

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥𝑟)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟)𝜁𝑘𝜁𝑙

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁

|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2,

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁

|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2,
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для всех 𝑟 = 1, 𝑁, 𝑥 ∈ Ω и любого набора комплексных чисел {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚 . Умножая эти нера-
венства на (1−𝜂𝑟(𝑥)) и 𝜂𝑟(𝑥), соответственно, и подставляя 𝜁𝑘 = 𝜌𝜏𝑗𝑚 (𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥), где 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω),
после интегрирования по 𝑥 ∈ Ω имеем

Re𝐵(0)
𝑟, 𝑗𝑚

[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2
. (16)

Здесь 𝑐𝑗𝑚 — некоторое положительное число,

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦

=

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=𝑗𝑚

∫︁
Ω
|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

. (17)

Далее учитывая ограниченность коэффициентов формы (13), в силу неравенства (16) получим

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] ≥ Re

𝑠∑︁
𝑚=0

𝐵
(0)
𝑟, 𝑗𝑚

[𝑢, 𝑢] −
𝑡∑︁

𝑚=0

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑟, 𝑖𝑚

[𝑢, 𝑢]
⃒⃒⃒
≥

𝑠∑︁
𝑚=0

𝑐𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

−
𝑡∑︁

𝑚=0

𝑀𝑖𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

(𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) . (18)

Неравенство (12) можно записать в виде⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑛

2; 𝜏𝑖𝑛
(Ω)
⃦⃦⃦2

≤ 𝜀
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2; 𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦2

+ 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .

В силу этого неравенства из (18) следует, что

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] ≥

𝑠∑︁
𝑚=0

(︀
𝑐𝑗𝑚 −𝑀 ′

𝑗𝑚𝜀
)︀ ⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

− 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .

Подбирая в этом неравенстве число 𝜀 > 0 достаточно малым, получим

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥

𝑠∑︁
𝑚=0

𝛿𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

≥ κ0 ‖𝑢; H+‖2 , (19)

где 𝜆0, κ0 — некоторые положительные числа.
Теперь рассмотрим полуторалинейную форму

ℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

где ̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = [(1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥)]𝛾(𝑥𝑟).

Так как 𝑏
(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥) − ̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = 𝜂𝑟(𝑥)(𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑟))𝑏𝑘𝑙(𝑥) и коэффициенты 𝑏𝑘𝑙(𝑥) ограничены,

то, действуя так же как в доказательстве неравенства (15), с помощью неравенства Коши-
Буняков-ского получим

|𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] − ℬ(0)

𝑟 [𝑢, 𝑣]| ≤𝑀4 Λ ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Здесь Λ = sup |𝜂𝑟(𝑥)(𝛾𝑟(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑟))|, где супремум берется по всем 𝑥 ∈ Ω и

всем 𝑟 = 1, 𝑁 . В силу этого неравенства из (19) следует, что

κ0 ‖𝑢; H+‖2 ≤ Reℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 + Λ ‖𝑢; H+‖2 .
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Так как |𝜂𝑟(𝑥)(𝛾(𝑥)−𝛾(𝑥𝑟))| < 𝜈 ∀𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} и 𝜈 — достаточно малое положительное
число, то, фиксируя некоторое значение 𝜈, имеем

Reℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ1 ‖𝑢; H+‖2 (20)

для всех 𝑢 ∈ H′
+; κ1 — некоторое положительное число.

Вводим следующую полуторалинейную форму

ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (21)

где 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥).

Заметим, что ℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] = 𝛾(𝑥𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣]. Поэтому из неравенства (20) следует, что

Re {𝛾(𝑥𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ1 ‖𝑢; H+‖2 (22)

для всех 𝑢 ∈ H′
+.

Не нарушая общности, можно считать, что число 𝜙 = 𝜙𝑚 (см. замечание 1) в условии (6)
такое, что 𝜙 > 𝜋/2.

В силу (6) неравенство (7) будет выполняться также и в том случае, если 𝛾(𝑥) = 𝛾𝑚(𝑥)
(см. замечание 1) заменить на exp(𝑖𝜃(𝑥)), где 𝜃(𝑥) = min {𝜙− 𝜋/2, |arg 𝛾(𝑥)|} (sign arg 𝛾(𝑥)).
Поэтому из неравенства (22) следует, что

Re {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ2 ‖𝑢; H+‖2 (23)

для всех 𝑢 ∈ H′
+; κ2 — некоторое положительное число.

Здесь и далее 𝜃𝑟 = 𝜃(𝑥𝑟), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}.
Поступая также, как в доказательстве неравенства (15), ввиду ограниченности коэффици-

ентов 𝑏𝑘𝑙𝑟 доказывается неравенство

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣]| ≤𝑀5 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Так как

|(𝑢, 𝑣)0| ≤ ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ ,

то отсюда следует, что

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆0(𝑢, 𝑣)0| ≤ (𝑀5 + 𝜆0) ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (24)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+; 𝑀5 — некоторое положительное число.

Неравенства (23), (24) позволяют нам применить теорему Лакса-Мильграма [7, теорема
2.0.1]. Согласно этой теореме существует оператор ℛ𝑟(𝜆) : H′

− → H′
+ такой, что:

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)𝐹, 𝑣] + (ℛ𝑟(𝜆)𝐹, 𝑣)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (25)

для всех 𝐹 ∈ H′
− и всех 𝑣 ∈ H′

+;

‖ℛ𝑟(𝜆)𝐹 ;H′
+‖ ≤𝑀6

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦

(26)

для всех 𝐹 ∈ H′
−. Здесь 𝜆 ≥ 𝜆0 и число 𝑀6 не зависит от 𝐹 и от 𝜆.

Символом Ψ𝑟 обозначим оператор умножения на функцию 𝜓𝑟(𝑥) и введем оператор

ℛ(𝜆) =

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)Ψ𝑟ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟. (27)
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Из (26) следует, что ℛ(𝜆) является ограниченным оператором, действующим из H′
− в H′

+.
Аналогично неравенству (15) доказывается, что

|𝐵[𝑢, 𝑣]| ≤𝑀7

∑︁
𝑗∈𝐽

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗

2; 𝜏𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑗

2; 𝜏𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
≤𝑀8 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ .

Отсюда и из ограниченности оператора ℛ(𝜆) : H′
− → H′

+ следует, что оператор R(𝜆), 𝜆 ≥ 𝜆0,
определенный равенством

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ = 𝐵[ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣] + 𝜆 (ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣)0 (∀𝑣 ∈ H′
+), (28)

есть ограниченный оператор, действующий из H′
− в H′

−.
Согласно нашим построениям функции 𝜓2

𝑟 (𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁, образуют разбиение единицы об-
ласти Ω. Поэтому для всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω) и всех 𝑣 ∈ H′

+ выполняются следующие равенства

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)0 =

∫︁
Ω
𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑟=1

∫︁
Ω
𝜓2
𝑟 (𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑟=1

(𝜓𝑟𝐹, 𝜓𝑟)0. (29)

Так как 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑗(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥) и функция 𝜂𝑟(𝑥) обращается в единицу в
некоторой окрестности множества supp𝜓𝑟, то функции 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) и 𝑏𝑘𝑙(𝑥) на множестве supp𝜓𝑟

совпадают. Поэтому из (2), (27) и (28) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ =

=
𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(𝜓𝑟ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
(30)

Здесь и далее символ 𝐷𝑘 обозначает дифференцирование мультииндекса 𝑘.
Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω). В равенстве (25) заменим 𝐹 на 𝜓𝑟𝐹 , а 𝑣 — на 𝜓𝑟𝑣:

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣] + 𝜆 (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0 = (𝜓𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0.

Отсюда в силу равенства (18) следует, что

(𝜓𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0 =

= exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝐷𝑙(𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.

Суммируя это равенство по 𝑟 от 1 до 𝑁 и применяя равенство (29) имеем

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)0 =

=
𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝐷𝑙(𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.



О разрешимости вариационной задачи Дирихле. . . 173

Отсюда и из (30) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ = S𝜆[𝐹, 𝑣] + T𝜆[𝐹, 𝑣], (31)

где

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(1)

𝑗
𝐶𝑘′′
𝑘′

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝜓(𝑘′)

𝑟 (𝑥)𝑈
(𝑘′′)
𝑟,𝜆 (𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (32)

T𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(2)

𝑗
𝐶 𝑙′′
𝑙′

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑟,𝜆 (𝑥)𝜓

(𝑙′)
𝑟 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥, (33)

𝑈𝑟,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}.

Здесь символ
∑︀(1)

𝑗 обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′ таким, что

𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘| = |𝑙| = 𝑗, а символ
∑︀(2)

𝑗 обозначает суммирование по мультииндек-
сам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ таким, что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘| = |𝑙| = 𝑗.

Ниже доказывается, что при 𝜆 ≥ 𝜆0, где 𝜆0 — некоторое большое число, для всех
𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H′

+ выполняются следующие неравенства

|S𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿1(𝜆)
⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
‖𝑣; H+‖ , (34)

|T𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿2(𝜆)
⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
‖𝑣; H+‖ , (35)

где положительные функции 𝛿𝑖(𝜆), 𝑖 = 1, 2, такие, что 𝛿𝑖(𝜆) → 0 при 𝜆→ ∞.
Доказательство неравенства (34). Далее нам понадобится следующая
Лемма 2. Пусть 𝐵𝜆𝑟 — самосопряженный оператор в пространстве

𝐿2(Ω), порожденный симметричной формой

̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣] =
1

2

{︁
exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + exp(−𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑣, 𝑢]

}︁
+ 𝜆 cos 𝜃𝑟 (𝑢, 𝑣)0, (36)

𝐷(̃︂ℬ𝜆𝑟) = H′
+.

Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0, где 𝜆0 — некоторое положительное число, для любого мультииндекса

𝑘 такого, что |𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽 , и любого 𝑟 = 1, 𝑁 оператор 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 является ограничен-

ным оператором в 𝐿2(Ω), а если мультииндекс ̃︀𝑘 такой, что |̃︀𝑘| < 𝑗 ∈ 𝐽 , то существует
положительная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆→ ∞ и⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷
̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ (37)

для всех 𝑢 ∈ H′
+

Доказательство. По определению оператора 𝐵𝜆𝑟 для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+ выполняется равен-

ство (︁
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢,𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑣

)︁
0

= ̃︀ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣]. (38)

Следовательно,
‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖2 = 𝑅𝑒 {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆‖𝑢;𝐿2(Ω)‖2 (39)

и в силу неравенства (23)

‖𝐵1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ ≥ 𝑐0‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0) (40)

для всех 𝑢 ∈ H′
+. Отсюда следует, что⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤𝑀9‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖, (|𝑘| = 𝑗, 𝑟 = 1, 𝑁, 𝑢 ∈ H′
+).
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Отсюда следует ограниченность оператора 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 .

Рассмотрим случай |̃︀𝑘| < 𝑗 ∈ 𝐽 . Применяя лемму 1 имеем⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀‖𝑢;𝑊 𝑗

2;𝜏𝑗
(Ω)‖ + 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ,

где 𝜀 — произвольное положительное число и величина 𝐶(𝜀) неограниченно растет при 𝜀→ 0.
Поэтому в силу (40) для всех 𝑢 ∈ H′

+ имеет место неравенство⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ + 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ .

Применяя равенство (39) имеем⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦2

≤ 𝜀2𝑅𝑒 {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + (𝜆2 + 𝐶1(𝜀))‖𝑢;𝐿2(Ω)‖2.

Отсюда и из (21) при 𝜆 = 1/𝜀 следует, что⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜀2𝑅𝑒

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑟)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎫⎬⎭+

+ 𝑝(𝜀)

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где непрерывная положительная функция 𝑝(𝜀) такова, что 𝑝(𝜀) → ∞ при 𝜀 → 0. Обратную
относительно 𝑝(𝜀) функцию обозначим через 𝑞, и положив 𝜀 = 𝑞(𝜆) в последнем неравенстве,
получим⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷
̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
≤

≤ 𝑞(𝜆)2𝑅𝑒

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑟)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎫⎬⎭+

+ 𝜆

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где непрерывная положительная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞. Отсюда в
силу равенства (39) следует (37).

Лемма 2 доказана.
При 𝜆 ≥ 𝜆0 билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] удовлетворяет неравенствам (см. (23), (24)):

κ3‖𝑢;H+‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑗)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ (41)

для всех 𝑢 ∈ H′
+;

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0| ≤ (𝑀3 + |𝜆|)‖𝑢; H+‖ · ‖𝑣; H+‖ (42)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Числа κ2, 𝑀3 > 0 в этих неравенствах не зависят от 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥).

Согласно неравенствам (41), (42) билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 замкнута и
секториальна. Поэтому в силу [15, гл. 6, теорема 2.1] существует такой 𝑚 - секториальный
оператор 𝐴𝑟(𝜆), что

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = (𝐴𝑟(𝜆)𝑢, 𝑣)
(︀
∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝑟(𝜆)) ⊂ H′

+, ∀𝑣 ∈ H′
+

)︀
. (43)
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Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω). Тогда ℛ𝑟(𝜆)𝑓 ∈ H′
+ и согласно равенству (25)

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)𝑓, 𝑣] + 𝜆 (ℛ𝑟(𝜆)𝑓, 𝑣)0 = ⟨𝑓, 𝑣⟩

для всех 𝑣 ∈ H′
+. Отсюда и из (43) в силу [15, гл. 6, теорема 2.1] следует, что 𝐴𝑟(𝜆)ℛ𝑟(𝜆)𝑓 = 𝑓 ,

∀𝑓 ∈ 𝐿2(Ω), то есть
ℛ𝑟(𝜆)𝑓 = 𝐴𝑟(𝜆)−1𝑓 (44)

для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω).
Используя равенство (38) при 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) с учетом равенства (36) получим⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
= Re

{︀
exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]

}︀
+ 𝜆 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Отсюда в силу неравенства (23) следует, что⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≥ κ2 ‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0)

для всех 𝑢 ∈ H′
+. Отсюда следует обратимость оператора 𝐵

1/2
𝜆𝑟 при 𝜆 ≥ 𝜆0 > 0. Применяя [15,

гл. 6, теорема 3.2 ], получим представление

𝐴𝑟(𝜆)−1 = 𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0), (45)

где 𝑋𝑟(𝜆) : 𝐿2(Ω) → 𝐿2(Ω) — некоторый ограниченный оператор и его норма ‖𝑋𝑟(𝜆)‖ не
превосходит числа 𝑀1 > 0, не зависящего от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞).

Переходим к доказательству оценки (34). С этой целью равенство (32) перепишем в виде

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(1)

𝑗
𝐶𝑘′′
𝑘′

(︁
𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝑈

(𝑘′′)
𝑟,𝜆 , 𝜌𝜏𝑗𝑣(𝑙)

)︁
0
, (46)

где 𝑈𝑟,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}. Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω). Используя равенства (43) -
(46), имеем

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗
exp(𝑖𝜃𝑟)𝐶

𝑘′′
𝑘′ (𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝐷𝑘′′𝐴𝑟(𝜆)−1Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝑣(𝑙))0 =

=
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗
exp(𝑖𝜃𝑟)𝐶

𝑘′′
𝑘′ (𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝐷𝑘′′𝐵

−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝑣(𝑙))0.

Применяя неравенство Коши - Буняковского, получаем

|S𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤𝑀10

∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗

⃦⃦
D𝑘′′,𝑟,𝑗(𝜆)F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)

⃦⃦
·
⃦⃦⃦
P𝑙,𝑟,𝑗𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
, (47)

где

D𝑘′′,𝑟,𝑗(𝜆) = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆𝑟 , F𝑟,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜓𝑟𝐹 )(𝑥), P𝑙,𝑟,𝑗 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑙𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

. (48)

Докажем, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 справедливо неравенство

‖F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)‖ ≤𝑀11

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
. (49)
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Пусть 𝜆 ≥ 𝜆0. Тогда

‖F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)‖ ≤𝑀 ′
12

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀12

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

(𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
. (50)

Норму в пространстве 𝐿2(Ω) можно задавать с помощью равенства

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)0|, (51)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω) таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1. Так как 𝐶∞
0 (Ω) плотно в

𝐿2(Ω), то в равенстве (51) можно считать, что супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), таким,

что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1.

При 𝜆 = 𝜆0 из равенство (38) имеем
(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0

= ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑣].

С другой стороны
Re ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑢] ≥ κ4 ‖𝑢;H+‖2 ,⃒⃒⃒ ̃︀ℬ𝜆0𝑗 [𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ (𝑀13 + 𝜆0) ‖𝑢;H+‖ · ‖𝑣;H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) и согласно теореме Лакса - Мильграма, уравнение

̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, ̂︀𝑣] = (𝑤, ̂︀𝑣) ∀̂︀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)

имеет решение для любого 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω). Поэтому из (51) следует, что

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup
⃒⃒⃒(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑓,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤
)︁
0

⃒⃒⃒
,

где супремум берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) таким, что

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
= 1. С другой стороны в

классе 𝐶∞
0 (Ω) нормы ‖𝑣;H+‖ и

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑗
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
эквивалентны. Поэтому

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

(𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦

= sup
⃒⃒⃒(︁
𝜓𝑟𝐹,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀14 sup |(𝜓𝑟𝐹, 𝑣) | ≤𝑀15

⃦⃦
𝜓𝑟𝐹 ;H′

−
⃦⃦
≤𝑀16

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (52)

где первый супремум в этой цепочке берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) таким, что

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
= 1,

а второй супремум — по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) : ‖𝑣;H+‖ = 1.

Из (50), (52) следует (49).

Согласно лемме 2 оператор (см. (48)) P𝑙,𝑟,𝑗 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑙𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

является ограниченным, и из (24),
(38) следует, что ⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
= | ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑣, 𝑣]| ≤𝑀17 ‖𝑣;H+‖2

для всех 𝑣 ∈ H+. Поэтому ⃦⃦⃦
P𝑙,𝑟,𝑗𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤ ‖𝑣;H+‖ . (53)

Согласно второй части утверждения леммы 2 существует положительная функция 𝜀1(𝜆)
такая, что ⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆𝑟

⃦⃦⃦
≤ 𝜀1(𝜆)

и 𝜀1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞. Следовательно, (см. (48)) lim𝜆→∞
⃦⃦
D𝑘′′𝑗(𝜆)

⃦⃦
= 0. Ввиду этого равен-

ства из (47), (49), (53) получим оценку (34).
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Доказательство неравенства (35). Для удобства записи интегралы составляющие фор-
му T𝜆[𝐹, 𝑣] обозначим через I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]1.

Согласно равенствам (44), (45)

ℛ𝑟(𝜆) = 𝐴𝑟(𝜆)−1 = 𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Поэтому

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝜓(𝑙′)
𝑟 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
0
.

Далее, используя обозначение (см. (48)) F𝑟,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑟(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹 и равенство

𝐷𝑙′′𝑣 = 𝐷𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0𝑗

𝐵
1/2
𝜆0𝑗
𝑣,

получим

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

𝐷𝑙′′𝜓(𝑙′)
𝑟 𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜌

𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
. (54)

Обозначим
L𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ = 𝑏𝑘𝑙𝑟𝜌

𝜏𝑗𝜓(𝑙′)
𝑟 𝐷𝑙′′𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

.

Тогда
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ = 𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

𝐷𝑙′′𝜓(𝑙′)
𝑟 𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟

и равенство (54) примет следующий вид

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′𝜌
𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵

−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
.

Вводя обозначение G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

, имеем

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
. (55)

Так как 𝐵𝜆𝑟 — самосопряженный оператор, ассоциированный с формой̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣] (см. лемму 2), то

⃦⃦⃦(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁
𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
≤

≤ 2

{︂⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
+ (𝜆− 𝜆0) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2

}︂
≤

≤𝑀18

{︁(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢
)︁
0

+ 𝜃′𝑟(𝜆− 𝜆0) (𝑢, 𝑢)0

}︁
=

= 𝑀18

[︁̃︂ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑢] + 𝜃′𝑟(𝜆− 𝜆0) (𝑢, 𝑢)0

]︁
=

= 𝑀18
̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑢] = 𝑀18

(︁
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢, 𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢

)︁
0

= 𝑀18

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
,

где 𝜃′𝑟 = Re exp(𝑖𝜃𝑟). Следовательно, существует число 𝑀18 > 0 такое, что⃦⃦⃦(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁
𝐵

−1/2
𝜆𝑟

⃦⃦⃦
≤𝑀18 (𝜆 ≥ 𝜆0).

1Зависимость I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] от 𝑟, 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ в данном контексте не существенны, поэтому в обозначении эти сим-
волы не используются.
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В силу этого неравенства из (55) следует, что

|I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]| ≤𝑀19

⃦⃦⃦⃦
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
⃦⃦⃦⃦
×

× ‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
. (56)

Ниже докажем, что

lim
𝜆→∞

⃦⃦⃦⃦
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
⃦⃦⃦⃦

= 0. (57)

Используя равенство

𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
=
(︁
𝐸 + (𝜆− 𝜆0)

1/2𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

)︁−1
,

имеем

L*
𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵

1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
= A

(︁
𝐸 + (𝜆− 𝜆0)

1/2𝐻
)︁−1

, (58)

где
A = T*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘, 𝐻 = 𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

.

Так как |𝑙′′| ≤ 𝑗 − 1, то оператор L𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ вполне непрерывен. Поэтому из ограниченности
оператора G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘 следует вполне непрерывность оператора A. Далее, применяя [16, гл. 5,
лемма 7.1], из (58) получаем (57).

Из (56) в силу соотношения (57) следует, что

|I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿3(𝜆) ‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
, (59)

где 𝛿3(𝜆) → 0 при 𝜆→ 0.
Далее заметим, что (см. (42), (48))

‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑋𝑟(𝜆)‖
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹 ; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀12

⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
,

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀20 ‖𝑣; H+‖ .

В силу этих неравенств из (59) следует (35).
Теперь, используя доказанные выше неравенства (34), (35), продолжим доказательство

теоремы 1. В силу этих неравенств из (31) следует, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ (𝛿1(𝜆) + 𝛿2(𝜆))
⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
· ‖𝑣;H+‖

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H+. Так как 𝛿1(𝜆) → 0, 𝛿2(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞, то существует число
𝜆0 ≥ 1 такое, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ 1

2

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
· ‖𝑣;H+‖ (60)

для любого 𝜆 ≥ 𝜆0 и всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H+. Так как 𝐿2(Ω) плотно в H′
−, то оценка (60) верна

для всех 𝐹 ∈ H′
−.

Из оценки (60) следует, что при 𝜆 > 𝜆0 оператор R(𝜆) представляется в виде R(𝜆) =
= 𝐸 + P(𝜆), где норма оператора P(𝜆) : H′

− → H′
− не превосходит 1/2. Поэтому оператор

R(𝜆) : H′
− → H′

− непрерывно обратим и R−1(𝜆) = (𝐸 + P(𝜆))−1.
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Оператор ℛ𝑗(𝜆), определенный равенством (25), действует из H′
− в H′

+. Поэтому из (27)
следует, что оператор ℛ(𝜆) также действует из H′

− в H′
+. Следовательно, для любого функ-

ционала 𝐹 ∈ H′
− функция 𝑈(𝑥), определенная равенством

𝑈 = ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹 (𝜆 ≥ 𝜆0), (61)

принадлежит пространству H′
+.

С помощью равенства (28) легко проверяется, что функция 𝑈(𝑥), определенная формулой
(61), удовлетворяет уравнению 𝐵[𝑈, 𝑣] + 𝜆(𝑈, 𝑣)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), то есть является
решением задачи 𝐷𝜆. Так как при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор R−1(𝜆) ограничен, то из (26) и (27) следует,
что функция (61) удовлетворяет оценке (8).

Для доказательства единственности решения задачи 𝐷𝜆 рассмотрим сопряженную задачу:
для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− найти решение 𝑈1 ∈ H′
+ уравнения

𝐵[𝑣, 𝑈1] + 𝜆(𝑣, 𝑈1)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ H′
+. (62)

Поступая как выше, можно построить операторы ℛ*(𝜆), R*(𝜆) такие, что функция 𝑈1 =
= ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 (𝜆 ∈ [𝜆*0,∞)) принадлежит пространству H′

+ и удовлетворяет уравнению
(62).

Пусть функция 𝑢 ∈ H′
+ такая, что

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 (∀𝑣 ∈ H′
+), (63)

где 𝜆 ≥ 𝜆′0 = max{𝜆*0, 𝜆0}, и пусть 𝐹 — произвольный элемент пространства H′
−. Так как

𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 принадлежит пространству H′
+, то, полагая 𝑣 = 𝑈1 в (63), получаем

𝐵[𝑢, 𝑈1] + 𝜆(𝑢, 𝑈1)0 = 0, то есть 𝐵[𝑢, 𝑈1] + 𝜆(𝑢, 𝑈1)0 = 0.
С другой стороны, функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 удовлетворяет (62). Поэтому ⟨𝐹, 𝑢⟩ = 0

для всех 𝐹 ∈ H′
+. Учитывая вложение H′

+ → H′
− и полагая 𝐹 = 𝑢, имеем ⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0, то есть

𝑢 = 0. Единственность решения задачи 𝐷𝜆 доказана.
Теорема 1 доказана полностью.

4. Доказательство теоремы 2

Пусть задана функция 𝑈1(𝑥) ∈ H+. Определим функционал 𝐺𝜆, где 𝜆 — вещественный
параметр,

< 𝐺𝜆, 𝑣 >= −𝐵[𝑈1, 𝑣] − 𝜆(𝑈1, 𝑣)0 ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (64)

Учитывая ограниченность коэффициентов 𝑏𝑘𝑙(𝑥), |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥 ∈ Ω, и применяя
неравенство Коши-Буняковского, имеем

|𝐵[𝑈1, 𝑣]| ≤𝑀21

𝑠∑︁
𝑚=0

‖𝑈1;𝑊
𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖+

+𝑀21

𝑡∑︁
𝑚=0

‖𝑈1;𝑊
𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Отсюда в силу неравенства (12) и определения пространства H′

+ (см.
(3)) следует, что

|𝐵[𝑈1, 𝑣]| ≤𝑀22 ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑣 ∈ H′
+. Так как (см. (3)) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ для всех 𝑢 ∈ H+, то

|(𝑈1, 𝑣)0| ≤ ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖ .
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Из последних неравенств имеем

| < 𝐺𝜆, 𝑣 > | ≤ (𝑀22 + |𝜆|) ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Следовательно функционал 𝐺𝜆 по непрерывности продолжается на все

пространство H′
+, принадлежит пространству H′

− и его норма удовлетворяет неравенству⃦⃦
𝐺𝜆; H′

−
⃦⃦
≤ (𝑀22 + |𝜆|) ‖𝑈1; H+‖ , (65)

где число 𝑀22 не зависит от выбора функции 𝑈1(𝑥).
Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

−
требуется найти решение 𝑈* уравнения

𝐵[𝑈*, 𝑣] + 𝜆(𝑈*, 𝑣)0 =< 𝐹 +𝐺𝜆, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (66)

принадлежащее пространству H′
+.

Согласно теореме 1 существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 вспомогательная задача
имеет единственное решение 𝑈*(𝑥) и при этом выполняется неравенство

‖𝑈*; H+‖ ≤𝑀23

⃦⃦
𝐹 +𝐺𝜆; H′

−
⃦⃦
. (67)

Пусть 𝑈*(𝑥) — решение вспомогательной задачи. Рассмотрим функцию

𝑈(𝑥) = 𝑈*(𝑥) + 𝑈1(𝑥). (68)

Из (64), (66) следует, что функция 𝑈(𝑥) удовлетворяет уравнению (4).
Так как 𝑈(𝑥) − 𝑈1(𝑥) = 𝑈*(𝑥) ∈ H′

+, то она удовлетворяет также и условию (9). Сле-
довательно, функция 𝑈(𝑥), определенная равенством (67), является решением задачи D𝜆. Из
единственности решения вспомогательной задачи следует единственность решения задачи D𝜆.

Оценка (10) теоремы 2 следует из (65), (67), (68).
Теорема 2 доказана.

5. Заключение

Работа посвящена исследованию разрешимости вариационной задачи Дирихле для эллип-
тических операторов в ограниченной области с несогласованными вырождениями коэффици-
ентов на границе. Интегро-дифференциальная полуторалинейная форма, ассоциированная с
исследуемым оператором, представляется в виде конечного числа полуторалинейных форм
и вводится понятие “старшая форма”. Условия, обеспечивающие существование и единствен-
ность решения вариационной задачи Дирихле, ставятся только на коэффициенты старших
форм.
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Аннотация

Аддитивный сдвиг – один из часто используемых приёмов оценки тригонометриче-
ских сумм и сумм значений характеров. Он состоит в замене переменной суммирования 𝑛
выражением вида 𝑛+ 𝑥 с последующим суммированием по искусственно введённой пере-
менной 𝑥. Превращение исходной однократной суммы в кратную открывает дополнитель-
ные возможности, позволяющие получить её нетривиальную оценку. Этот приём широко
использовался в работах Й. Г. ван дер Корпута, И. М. Виноградова, Д. А. Бёрджесса,
А. А. Карацубы и многих других исследователей. Он оказался весьма полезным рабочим
инструментом и при работе с суммами значений характеров в конечных полях, а также
с кратными тригонометрическими суммами. Э. Фуври и П. Мишель (1998), Ж. Бургейн
(2005) стали успешно применять этот приём к оценкам сумм Клоостермана по простому
модулю.

Э. Фуври и П. Мишель сочетали аддитивный сдвиг с глубокими результатами, кото-
рые получаются средствами алгебраической геометрии. Метод Ж. Бургейна полностью
элементарен. Так, его использование позволило автору дать полностью элементарный вы-
вод оценки суммы Клоостермана с простыми числами по простому модулю 𝑞 в случае,
когда длина 𝑁 такой суммы превосходит 𝑞 1/2+𝜀.

В настоящей статье даются новые примеры применения аддитивного сдвига к взвешен-
ным суммам Клоостермана вида∑︁

𝑛6𝑁

𝑓(𝑛) exp

(︂
2𝜋𝑖𝑎

𝑞
(𝑛+ 𝑏)*

)︂
, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝑚𝑚* ≡ 1 (mod 𝑞),

где 𝑞 - простое число, а весовая функция 𝑓(𝑛) берётся равной числу 𝜏(𝑛) делителей 𝑛 или
же количеству 𝑟(𝑛) представлений 𝑛 суммою двух квадратов целых чисел. Полученные
оценки нетривиальны уже при 𝑁 > 𝑞 2/3+𝜀.

Следствием таких оценок являются новые результаты о распределении дробных долей
вида {︂

𝑎

𝑞
(𝑢𝑣 + 𝑏)*

}︂
,

{︂
𝑎

𝑞
(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏)*

}︂
,

в случае, когда целочисленные переменные 𝑢, 𝑣 меняются в гиперболической (𝑢𝑣 6 𝑁) и
круговой (𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁) областях, соответственно.

Ключевые слова: обратные вычеты, суммы Клоостермана, аддитивный сдвиг, функция
делителей.
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Abstract

Additive shift is a widely used tool in the estimating of exponential sums and character sums.
It bases on the replacement of the summation variable 𝑛 by the expression of the type 𝑛+𝑥 and
the summation over artificially introduced variable 𝑥. The transformation of the simple sum
to multiple sum gives an additional opportunities, which allow one on obtain the non-trivial
bound for the initial sum. This shift was widely used by I.G. van der Corput, I.M. Vinogradov,
D.A. Burgess, A.A. Karatsuba and many other researchers. It became very useful tool also in
dealing with character sums in finite fields and with multiple exponential sums.

E. Fouvry and P. Michel (1998) and then J. Bourgain (2005) used successfully this shift to
the estimation of Kloosterman sums. E. Fouvry and P. Michel combine additive shift with deep-
lying results from algebraic geometry. On the contrary, the method of J. Bourgain is completely
elementary. For example, it allows to the author to give elementary proof of the estimate of
Kloosterman sum prime modulo 𝑞 with primes in the case when its length 𝑁 exceeds 𝑞 1/2+𝜀.

In this paper, we give some new elementary applications of additive shift to weighted
Kloosterman sums of the type∑︁

𝑛6𝑁

𝑓(𝑛) exp

(︂
2𝜋𝑖𝑎

𝑞
(𝑛+ 𝑏)*

)︂
, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1.

Here 𝑞 is prime and weight function 𝑓(𝑛) is equal to 𝜏(𝑛), that is, the number of divisors of
𝑛, or equal to 𝑟(𝑛), which is the number of representations of 𝑛 by the sum of two squares of
integers. The bounds for these sums are non-trivial for 𝑁 > 𝑞 2/3+𝜀.

As a corollary of such estimates, we obtain some new results concerning the distribution of
the fractional parts of the following type{︂

𝑎

𝑞
(𝑢𝑣 + 𝑏)*

}︂
,

{︂
𝑎

𝑞
(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏)*

}︂
,

where the integers 𝑢, 𝑣 run through the hyperbolic (𝑢𝑣 6 𝑁) and circle (𝑢2 +𝑣2 6 𝑁) domains,
consequently.
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Памяти Юрия Владимировича Линника

1. Введение

Суммой Клоостермана по модулю 𝑞 > 2 называется тригонометрическая сумма вида∑︁
𝑛∈𝐴

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) =
∑︁
𝑛∈𝐴

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛
+ 𝑏𝑛

)︂
, (1)

где 𝑒𝑞(𝑢) = 𝑒2𝜋𝑖𝑢/𝑞, 𝑎, 𝑏 — целые числа, 𝑎 ̸≡ 0 (mod 𝑞), 𝑛 = 1/𝑛 = 𝑛* — решение сравнения
𝑛𝑛 ≡ 1 (mod 𝑞), 𝐴 - некоторое подмножество приведённой системы вычетов Z*

𝑞 по модулю 𝑞.
Суммы (1) и им подобные возникают во многих задачах теории чисел (см., например,

обзоры Д. Р. Хизбрауна [1] и П. Сарнака [2], гл. 11, 16 и 20 книги Х. Иванца и Э. Ковальско-
го [4], монографию А. В. Устинова [3], а также приведённые в этих работах библиографии;
разумеется, этот список не является сколь-нибудь полным).

Наряду с суммами (1) рассматриваются и суммы Клоостермана с весами, т.е. суммы вида∑︁
𝑛∈𝐴

𝑓(𝑛)𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛), (2)

где 𝑓(𝑛) — некоторая арифметическая функция. Оценкам таких сумм посвящены, в частности,
работы [5]–[10].

При оценках тригонометрических сумм вида

𝑆 =
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛)), 𝑁 > 1, 𝑒(𝑧) = 𝑒2𝜋𝑖𝑧,

часто применяется следующий приём, который условно можно назвать “аддитивным сдвигом”
переменной суммирования. Заключается он в следующем. Пусть 𝑋 – целое число, причем
1 6 𝑋 6 𝑁1−𝛿, где 𝛿 > 0 – достаточно малая постоянная. Задавшись произвольным целым 𝑥
с условием 1 6 𝑥 6 𝑋, преобразуем сумму 𝑆 следующим образом:

𝑆 =
∑︁

𝑀<𝑛+𝑥6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) =
∑︁

𝑀−𝑥<𝑛6𝑀+𝑁−𝑥

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) =

=
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) + 2𝜃𝑥, |𝜃| 6 1.

Суммируя обе части по 1 6 𝑥 6 𝑋, получим:

𝑆 = 𝑋−1
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) + 2𝜃1𝑋, |𝜃1| 6 1.

Наличие двойного суммирования (по 𝑛 и по 𝑥) открывает дополнительные возможности, поз-
воляющие получить нетривиальную оценку исходной суммы.

Этот приём и его модификации широко и успешно применялись Й. Г. ван дер Корпутом,
И. М. Виноградовым, А. А. Карацубой, Д. А. Берджессом и многими другими исследова-
телями при решении ряда задач аддитивной теории чисел, теории дзета-функции Римана,
характеров Дирихле, характеров в конечных полях, кратных тригонометрических сумм (см.,
например, [14]–[37]; и этот список, конечно, не является исчерпывающим).

Аддитивный сдвиг оказывается наиболее эффективным в задачах, где функция 𝜙(𝑛) либо
является многочленом, либо хорошо им приближается: в таких случаях имеется определённая
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“гибкость” в работе с выражениями вида 𝜙(𝑛 + 𝑥), где 𝑥 мало по сравнению с 𝑛. Однако
функции вида

𝜙(𝑛) =
1

𝑞
(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) (mod 1)

такими свойствами, вообще говоря, не обладают.
Тем не менее, в ряде случаев аддитивный сдвиг удаётся применить и к оценкам сумм

Клоостермана и их обобщениям. Так, в 1997 г. Э. Фуври и П. Мишель, сочетая этот приём с
методами алгебраической геометрии, смогли получить оценки билинейных форм вида∑︁

𝑀<𝑚6𝑀1

∑︁
𝑁<𝑛6𝑁1

𝛼𝑚𝛽𝑛𝑒𝑞(𝑓(𝑚𝑛)),

где модуль 𝑞 — простое число, а 𝑓(𝑥) = 𝑃 (𝑥)/𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥)𝑄(𝑥) — рациональная функция
над Z*

𝑞 достаточно общего вида. Следствием оценок таких форм явилась, в частности, оценка
суммы с простыми числами вида∑︁

𝑝6𝑁

𝑒𝑞(𝑓(𝑝)) ≪ 𝑁25/36𝑞 3/16+𝜀,

нетривиальная при 𝑁 > 𝑞 6/7+𝜀.
В 2005 г. Ж. Бургейн [39], также используя аддитивный сдвиг, в случае простого модуля

𝑞 смог получить оценку билинейной формы∑︁
𝑐<𝑚6𝑐+𝑀

∑︁
𝑑<𝑛6𝑑+𝑁

𝛼𝑚𝛽𝑛𝑒𝑞(𝑎𝑚𝑛+ 𝑏𝑚𝑛),

где 𝑀𝑁 > 𝑞1/2+𝜀, 𝑞 𝜀 < 𝑀,𝑁 6
√
𝑞, а 𝑐, 𝑑 — произвольные числа. Наряду с оценкой∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) ≪ √
𝑞 ln 𝑞, (3)

следующей из классического неравенства А. Вейля [40] вида⃒⃒⃒⃒𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛)

⃒⃒⃒⃒
6 2

√
𝑞

это приводит к следующей оценке суммы Клоостермана с простыми числами:∑︁
𝑝6𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑝+ 𝑏𝑝) ≪ 𝑁𝑞−𝛿, 𝑁 > 𝑞1/2+𝜀, 𝛿 = 𝑐𝜀4. (4)

Дальнейшее развитие метод Бургейна (применительно к суммам Клоостермана) получил в
работах [41]–[45]. В частности, в работах [43], [45] с помощью элементарных рассуждений
(т.е. не опирающихся на средства алгебраической геометрии), включающих аддитивный сдвиг,
автору удалось получить оценки вида∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) ≪ 𝑁𝑞−𝑐𝜀2 ,

нетривиальные при 𝑁 > 𝑞1/2+𝜀. В соединении с методом Бургейна это дало полностью эле-
ментарный вывод неравенства (4).
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Метод Бургейна практически без изменения переносится на взвешенные суммы типа∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒𝑞(𝑎𝑛) =
∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛

)︂
,

где 𝑓(𝑛) — одна из функций 𝜏𝑘(𝑛), 𝜇(𝑛) (см. [45]), а также 𝑓(𝑛) = 𝑟(𝑛) (как обычно, 𝜏𝑘(𝑛) —
многомерная функция делителей, 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса, 𝑟(𝑛) — количество представлений
𝑛 суммою двух квадратов целых чисел). Однако этот метод (во всяком случае, без внесения
существенных изменений в рассуждения) не позволяет получить, например, оценки сумм вида

𝑆1 = 𝑆1(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏

)︂
=

∑︁
16𝑢𝑣6𝑁
𝑢,𝑣>1

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
,

𝑆2 = 𝑆2(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏

)︂
=

∑︁
16𝑢2+𝑣26𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

)︂
,

где 𝑞 — простое число, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝜏(𝑛) = 𝜏2(𝑛) — число делителей 𝑛.
В 2000 г. А. А. Карацуба [46] применил аддитивный сдвиг вида 𝑛 ↦→ 𝑛+𝑥𝑦 (с последующим

суммированием по 𝑥 и 𝑦) к задаче оценки суммы значений неглавного характера Дирихле 𝜒𝑞

по простому модулю 𝑞 с весами типа 𝜏𝑘(𝑛), 𝑟(𝑛). В частности, ему удалось получить оценки
вида ∑︁

𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝜒𝑞(𝑛+ 𝑎),
∑︁
𝑛6𝑁

𝑟(𝑛)𝜒𝑞(𝑛+ 𝑎), 0 < |𝑎| 6 √
𝑞,

нетривиальные при 𝑁 > 𝑞 1/3+𝜀, и тем самым значительно уточнить свой предыдущий резуль-
тат [47].

В настоящей статье мы применяем идею работы [46] к оценке взвешенных сумм Клоостер-
мана 𝑆𝑗 = 𝑆𝑗(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏), 𝑗 = 1, 2. Основным результатом является следующая

Теорема 1. Пусть 0 < 𝜀 < 0.1 — сколь угодно малое фиксированное число, 𝑞 > 𝑞0(𝜀) —
простое, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝑁 — целое, причём 𝑞 2/3+𝜀 < 𝑁 6 𝑞. Тогда для определённых выше сумм
𝑆1, 𝑆2 справедливы следующие оценки:

𝑆1, 𝑆2 ≪ 𝑁𝑞−𝜀2/35.

Эта теорема позволяет получить некоторые утверждения, касающиеся распределения
дробных долей вида {︂

𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

}︂
,

{︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

}︂
при изменении целых чисел 𝑢, 𝑣 в гиперболической и круговой областях, соответственно (см.
теоремы 2–4).

2. Вспомогательная лемма

В настоящем параграфе мы получаем верхнюю оценку для числа решений системы срав-
нений специального вида. Метод доказательства этой оценки восходит к работе [48].

Лемма 1. Пусть 𝑐1, 𝑐2 > 1 – произвольные абсолютные постоянные, 𝑞 > 𝑞0(𝑐1, 𝑐2) –
достаточно большое простое число. Пусть, далее, числа 𝑋,𝑈,𝑈1, 𝑉, 𝑉1 удовлетворяют усло-
виям

(ln 𝑞)3 < 𝑈 < 𝑈1 6 𝑐1𝑈, (ln 𝑞)3 < 𝑉 < 𝑉1 6 𝑐2𝑉, 𝑈 6 𝑉,

𝑋0(𝑐1, 𝑐2) < 𝑋 6 𝑉, 𝑈1𝑉1 < 𝑞, 𝑋𝑉 6 𝑞𝑈. (5)
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Тогда для количества 𝐼 = 𝐼(𝑞;𝑋;𝑈,𝑈1;𝑉, 𝑉1) решений системы сравнений{︃
𝑥1𝑢1 ≡ 𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞)
(6)

с условиями 1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1 справедлива следующая оценка:

𝐼 6 2𝑐1𝑐2𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.

Доказательство. Ввиду неравенств 1 6 𝑥1𝑢1, 𝑥2𝑢2 6 𝑋𝑈1 < 𝑞 первое сравнение системы
оказывается уравнением: 𝑥1𝑢1 = 𝑥2𝑢2. Разобьём все решения (6) на классы, относя к классу
𝐸(𝛿) все решения (𝑥1, 𝑥2, 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), отвечающие условию (𝑥1, 𝑥2) = 𝛿. Обозначая через 𝐼(𝛿)
число решений в классе 𝐸(𝛿), будем, следовательно, иметь:

𝐼 =
∑︁

16𝛿6𝑋

𝐼(𝛿). (7)

Оценим величину 𝐼(𝛿). Если 𝑥1, 𝑥2 – компоненты произвольного решения из класса 𝐸(𝛿), то
𝑥𝑗 = 𝛿𝑦𝑗 , 𝑗 = 1, 2, где

(𝑦1, 𝑦2) = 1, 1 6 𝑦1, 𝑦2 6 𝑋𝛿
−1. (8)

Зафиксируем произвольную пару 𝑦1, 𝑦2 с условиями (8). Тогда из второго сравнения системы
(6) получим:

𝛿𝑦1𝑣1 − 𝛿𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑛,

где 𝑛 — некоторое целое число. Поскольку 𝑞 простое, то необходимо 𝑛 = 𝛿𝑚, так что

𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑚,

причём

|𝑚| 6 1

𝑞
|𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2| 6

𝑋𝑉1
𝑞𝛿
6

𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
. (9)

Фиксируя произвольное целое 𝑚 с условием (9), оценим сверху число 𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) четвёрок
(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), удовлетворяющих системе⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦1𝑢1 = 𝑦2𝑣2,

𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑚,

𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1.

(10)

В силу (8) из первого уравнения (10) получаем 𝑢1 = 𝑠𝑦2, 𝑢2 = 𝑠𝑦1, где 𝑠 — некоторое целое
число. Тогда 𝑈 < 𝑠𝑦1, 𝑠𝑦2 6 𝑈1, откуда несложно заключить, что величина 𝑠 может принимать
не более

min

(︂
𝑈1 − 𝑈

𝑦1
,
𝑈1 − 𝑈

𝑦2

)︂
+ 1 6 (𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1 = 𝜈

значений.
Зафиксируем произвольное решение 𝑣(0)1 , 𝑣

(0)
2 второго уравнения системы (10). Тогда для

любого другого решения 𝑣1, 𝑣2 будем иметь:

𝑦1𝑣
(0)
1 − 𝑦2𝑣

(0)
2 = 𝑞𝑚 = 𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2,

откуда 𝑦1(𝑣1 − 𝑣
(0)
1 ) = 𝑦2(𝑣2 − 𝑣

(0)
2 ). В силу (8) отсюда имеем: 𝑣1 − 𝑣

(0)
1 = 𝑡𝑦2, 𝑣2 − 𝑣

(0)
2 = 𝑡𝑦1, где

𝑡 — целое число. Область изменения 𝑡 определяется неравенствами

𝑉 < 𝑡𝑦1 + 𝑣
(0)
2 6 𝑉1, 𝑉 < 𝑡𝑦2 + 𝑣

(0)
1 6 𝑉1,
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так что

max

(︂
𝑉 − 𝑣

(0)
2

𝑦1
,
𝑉 − 𝑣

(0)
1

𝑦2

)︂
< 𝑡 6 min

(︂
𝑉1 − 𝑣

(0)
2

𝑦1
,
𝑉1 − 𝑣

(0)
1

𝑦2

)︂
.

Следовательно, величина 𝑡 может принимать не более

min

(︂
𝑉1 − 𝑉

𝑦1
,
𝑉1 − 𝑉

𝑦2

)︂
+ 1 6 (𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1 = 𝜆

значений. Так находим:

𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) 6 𝜆𝜈 6

(︂
(𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂(︂
(𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂
. (11)

Суммируя неравенство (11) по всем целым 𝑚 с условием (9), получим:∑︁
|𝑚|6𝑐2𝑋𝑉 (𝑞𝛿)−1

𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) 6

6

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂(︂
(𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂(︂
(𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂
.

Далее, суммирование по всем парам 𝑦1, 𝑦2, удовлетворяющих (8), даёт:

𝐼(𝛿) 6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂ ∑︁
16𝑦16𝑦26𝑋𝛿−1

(︀
(𝑐1 − 1)𝑈𝑦−1

2 + 1
)︀(︀

(𝑐2 − 1)𝑉 𝑦−1
2 + 1

)︀
6

6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂ ∑︁
16𝑦26𝑋𝛿−1

(︀
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 𝑦−1

2 + (𝑐1 − 1)𝑈 + (𝑐2 − 1)𝑉 + 𝑦2
)︀
6

6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂(︂
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈𝛿−1 + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 𝛿−1 +𝑋2𝛿−2

)︂
.

Переходя, наконец, к оценке величины 𝐼, согласно (7) будем иметь:

𝐼 6 2
∑︁

16𝛿6𝑋

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂
×

×
(︂

(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈𝛿−1 + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 𝛿−1 +𝑋2𝛿−2

)︂
6

6 2

(︂
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑋𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈(ln𝑋 + 1) + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 (ln𝑋 + 1) +

+
𝜋2

6
𝑋2 + 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)

𝑋𝑈𝑉 2

𝑞
(ln𝑋 + 1)2 +

𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)

𝑋2𝑈𝑉

𝑞
+

+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1)

𝑋2𝑉 2

𝑞
+ 2𝜁(3)𝑐2

𝑋3𝑉

𝑞

)︂
= 2𝑋𝑈𝑉Δ,

где

Δ = (ln𝑋 + 1)
{︀

(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1) + (𝑐1 − 1)𝑉 −1 + (𝑐2 − 1)𝑈−1
}︀

+

+ 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)
𝑉

𝑞
(ln𝑋 + 1)2 +

+
𝜋2

6

𝑋

𝑈𝑉
+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)

𝑋

𝑞
+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1)

𝑋𝑉

𝑞𝑈
+ 2𝜁(3)𝑐2

𝑋2

𝑞𝑈
.
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Принимая во внимание условия (5), находим:

𝑋

𝑈𝑉
6

1

𝑈
6 (ln 𝑞)−3,

𝑋

𝑞
6

𝑉

𝑞
6

1

𝑈
6 (ln 𝑞)−3,

𝑋2

𝑞𝑈
6

𝑋𝑉

𝑞𝑈
6 1.

Следовательно,

Δ 6 (𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)(ln𝑋 + 1) + (𝑐1 + 𝑐2 − 2)(ln𝑋 + 1)(ln 𝑞)−3 +
𝜋2

6
(ln 𝑞)−3 +

+ 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)(ln𝑋 + 1)2(ln 𝑞)−3 +
𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)(ln 𝑞)−3 +

+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1) + 2𝜁(3)𝑐2 < 𝑐1𝑐2 ln 𝑞.

Лемма доказана. 2

3. Доказательство теоремы 1

Поскольку сумма 𝑆2 оценивается подобно сумме 𝑆1, далее мы приведём достаточно по-
дробный вывод оценки 𝑆1, а затем укажем на необходимые изменения, которые нужно внести
в рассуждения для получения оценки 𝑆2.

Положим 𝛿 = 0.5𝜀; представляя 𝑆1 в виде

𝑆1 =
∑︁

16𝑢𝑣6𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
,

разобьём область изменения каждой из переменных 𝑢, 𝑣 на промежутки 𝑈 < 𝑢 6 𝑈1,
𝑉 < 𝑣 6 𝑉1, где 1 6 𝑈, 𝑉 6 0.5𝑁 , 𝑈1 6 2𝑈 , 𝑉1 6 2𝑉 . Соответственно, 𝑆1 разобьётся на
≪ (ln 𝑞)2 сумм

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1
16𝑢𝑣6𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
.

Очевидно, вклад в 𝑆1 от сумм 𝑆(𝑈, 𝑉 ) с условием 𝑈𝑉 6 𝑁𝑞−𝛿 не превосходит по порядку
𝑁(ln 𝑞)2𝑞−𝛿 < 𝑁𝑞−𝜀2 . Поэтому всюду далее будем рассматривать лишь те пары 𝑈, 𝑉 , для ко-
торых 𝑁𝑞−𝛿 < 𝑈𝑉 6 𝑁 (в случае 𝑈𝑉 > 𝑁 сумма 𝑆(𝑈, 𝑉 ), очевидно, пуста). Далее, поскольку
переменные 𝑢, 𝑣 входят в 𝑆(𝑈, 𝑉 ) симметрично, не ограничивая общности можно считать, что
𝑈 6 𝑉 . Наконец, если 1 6 𝑈 6 𝑞 1/6, то 𝑉 > 𝑁𝑈−1𝑞−𝛿 > 𝑞 1/2+𝜀/2, так что в этом случае
неравенство (3) даёт:

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

16𝑣6𝑁𝑢−1

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
=

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑏𝑢

)︂
=

∑︁
𝑏1+𝑉 <𝑛6𝑏1+𝑉2

𝑒𝑞(𝑎1𝑛) ≪ √
𝑞 ln 𝑞,

откуда
𝑆(𝑈, 𝑉 ) ≪ 𝑈

√
𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑞 2/3 ln 𝑞 ≪ 𝑁𝑞−𝜀 ln 𝑞 ≪ 𝑁𝑞−0.5𝜀

(здесь обозначено: 𝑎1 ≡ 𝑎𝑢 (mod 𝑞), 𝑏1 ≡ 𝑏𝑢 (mod 𝑞), 1 6 𝑏1 < 𝑞, 𝑉2 = min (𝑉1, 𝑁𝑢
−1)).

Следовательно, всюду далее можно считать, что 𝑈 > 𝑞 1/6.
Итак, пусть 𝑈, 𝑉 — произвольная пара с условиями 𝑞 1/6 < 𝑈 6 𝑉 , 𝑁𝑞−𝛿 6 𝑈𝑉 6 𝑁 .

Зададимся целыми числами 𝑋,𝑌 > 1 такими, что 2𝑋𝑈 < 𝑞, 2𝑋𝑌 < 𝑉 (точные значения 𝑋,𝑌
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будут выбраны ниже). Тогда, вновь полагая 𝑉2 = min (𝑉1, 𝑁𝑢
−1) для заданного 𝑢, для любых

целых 𝑥, 𝑦 таких, что 1 6 𝑥 6 𝑋, 1 6 𝑦 6 𝑌 , будем иметь:

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣+𝑥𝑦6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

∑︁
𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑥𝑦<𝑣6𝑉2−𝑥𝑦

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Просуммируем обе части последнего равенства по 𝑥 и 𝑦; получим:

𝑋𝑌 𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑌∑︁
𝑦=1

∑︁
𝑉−𝑥𝑦<𝑣6𝑉2−𝑥𝑦

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑋𝑌 <𝑣6𝑉2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

∑︁
0<𝑦6𝑌

(𝑉−𝑣)/𝑥<𝑦6(𝑉2−𝑣)/𝑥

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Положив

𝑦1 = max

(︂
0,
𝑉 − 𝑣

𝑥

)︂
, 𝑦2 = min

(︂
𝑌,
𝑉2 − 𝑣

𝑥

)︂
, ℎ = 2[𝑉 + 1] + 1,

будем иметь: 0 6 𝑦1 < 𝑦2 6 𝑌 < ℎ, 𝑉2 6 𝑉1 < ℎ. Следовательно, сумма по 𝑦 принимает вид

∑︁
𝑦1<𝑦6𝑦2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
𝑌∑︁

𝑦=1

(︂
1

ℎ

∑︁
|𝑐|6ℎ/2

∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(𝑐(𝑦 − 𝜉))

)︂
𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

1

ℎ

(︂ ∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(−𝑐𝜉)
)︂ 𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)

|𝑐| + 1

𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
,

где

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥) =
|𝑐| + 1

ℎ

∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(−𝑐𝜉).

Несложно проверить, что |𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)| 6 1 для всех рассматриваемых 𝑐, 𝑢, 𝑣 и 𝑥. Действитель-
но, если 𝑐 = 0, то

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥) =
[𝑦2] − [𝑦1]

ℎ
6

𝑌

ℎ
6

𝑌

2𝑉
6

1

4𝑋
< 1.

Если же 0 < |𝑐| 6 0.5ℎ, то

|𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)| =
|𝑐| + 1

ℎ
·
⃒⃒⃒⃒
𝑒ℎ(−𝑐[𝑦2]) − 𝑒ℎ(−𝑐[𝑦1])

𝑒ℎ(−𝑐) − 1

⃒⃒⃒⃒
6

|𝑐| + 1

ℎ

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜋𝑐

ℎ

⃒⃒⃒⃒−1

6
|𝑐| + 1

ℎ
· ℎ

2|𝑐|
6 1.

Следовательно,

𝑆(𝑈, 𝑉 ) = (𝑋𝑌 )−1
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )

|𝑐| + 1
,
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где

𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑋𝑌 <𝑣6𝑉2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)
𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Замечая, что 𝑉 −𝑋𝑌 > 0.5𝑉 , 𝑉2 6 𝑉1, переходя к оценкам, будем иметь:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
0.5𝑉 <𝑣6𝑉1

𝑋∑︁
𝑥=1

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑥𝑢

𝑦 + 𝑥(𝑏𝑢+ 𝑣)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜇(𝑧; 𝑡) — количество решений системы сравнений{︃
𝑎𝑥𝑢 ≡ 𝑧 (mod 𝑞),

𝑥(𝑏𝑢+ 𝑣) ≡ 𝑡 (mod 𝑞)

с неизвестными 𝑢, 𝑣, 𝑥, удовлетворяющими условиям 1 6 𝑥 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢 6 𝑈1, 0.5𝑉 < 𝑣 6 𝑉1.
Здесь через 𝑇 обозначено множество значений, которые принимает по модулю 𝑞 величина
𝑥(𝑏𝑢 + 𝑣) в случае, когда переменные 𝑢, 𝑣, 𝑥 независимо друг от друга пробегают указанные
промежутки (очевидно, |𝑇 | 6 2𝑋𝑈𝑉 ).

Зададимся целым числом 𝑘 > 14, зависящим лишь от 𝜀 (точное значение 𝑘 будет выбрано
ниже). Дважды применяя к сумме 𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ) неравенство Гёльдера, получим:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 Σ2𝑘−2
1 Σ2Σ3,

где

Σ1 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡), Σ2 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇2(𝑧; 𝑡), Σ3 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
.

Поскольку Σ1 совпадает с числом всех возможных троек 𝑢, 𝑣, 𝑥, то |Σ1| 6 |𝑇 | 6 2𝑋𝑈𝑉 . Далее,
Σ2 совпадает с числом решений системы сравнений⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎𝑥1𝑢1 ≡ 𝑎𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑏𝑢1 + 𝑣2) ≡ 𝑥2(𝑏𝑢2 + 𝑣1) (mod 𝑞),

1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 0.5𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1,

или, что то же, системы {︃
𝑥1𝑢1 ≡ 𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞)

с теми же ограничениями на переменные. В силу леммы, Σ2 6 12𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.
Далее,

Σ3 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

∑︁
y

𝑒ℎ(𝑐(𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 − . . .− 𝑦2𝑘))×

× 𝑒𝑞

(︂
𝑧

(︂
1

𝑡+ 𝑦1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦𝑘
− 1

𝑡+ 𝑦𝑘+1
− . . .− 1

𝑡+ 𝑦2𝑘

)︂)︂
6 𝑞

∑︁
y

𝑁𝑞(y),
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где y = (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘) пробегает все целочисленные наборы с условием 1 6 𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘 6 𝑌 , а
𝑁𝑞(y) обозначает количество решений сравнения

1

𝑡+ 𝑦1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦𝑘
≡ 1

𝑡+ 𝑦𝑘+1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦2𝑘
(mod 𝑞)

в числах 𝑡 ∈ 𝑇 . Согласно лемме 1 из [43],

Σ3 6 𝑞(𝑘!𝑌 𝑘|𝑇 | + 2𝑘𝑌 2𝑘) < 2𝑞𝑘𝑘(𝑌 𝑘𝑋𝑈𝑉 + 𝑌 2𝑘) = 2(𝑘𝑌 2)𝑘𝑋𝑈𝑉

(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂
.

Возвращаясь к оценке 𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ), будем иметь:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )|2𝑘 6 6(ln 𝑞)(2𝑋𝑈𝑉 )2𝑘(𝑘𝑌 2)𝑘
(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂
,

откуда

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 2
√
𝑘(6 ln 𝑞)1/(2𝑘)𝑋𝑌 𝑈𝑉

(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂1/(2𝑘)

.

Положим теперь 𝑌 =
[︀
𝑞 2/𝑘

]︀
+ 1, так что 𝑌 6 𝑞 1/7 + 1 < 𝑈 < 𝑉 . Тогда 𝑞𝑌 −𝑘 6 𝑞−1. Далее,

пусть 𝑋 =
[︀
0.5𝑉 𝑌 −1

]︀
, тогда

2𝑋𝑌 6 𝑉, 𝑋 > 0.5𝑉 𝑌 −1 − 1 > 0, 5𝑉 (𝑞 2/𝑘 + 1)−1 > 0.25𝑉 𝑞−2/𝑘 > 0.25𝑞 1/6−1/7 > 1

и, кроме того,
𝑞

𝑋𝑈𝑉
6

3𝑞𝑌

𝑈𝑉 2
.

Поскольку 𝑈𝑉 > 𝑁𝑞−𝛿, 𝑉 >
√
𝑈𝑉 >

√
𝑁𝑞−𝛿/2, то

𝑞

𝑋𝑈𝑉
6

3𝑞𝑌

𝑈𝑉 2
6

3𝑞1+1.5𝛿𝑌

𝑁3/2
6

4𝑞1+1.5𝛿+2/𝑘

𝑞1+1.5𝜀
6 4𝑞−0.75𝜀+2/𝑘.

Беря 𝑘 =
[︀
4𝜀−1

]︀
+ 1, получим: −0.75𝜀+ 2/𝑘 6 −0.25𝜀, так что

𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉
6 𝑞−1 + 4𝑞−0.25𝜀 < 5𝑞−0.25𝜀,

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 5√
𝜀

(30 ln 𝑞)1/(2𝑘)𝑋𝑌 𝑈𝑉 𝑞−𝜀/(8𝑘) < 𝑋𝑌 𝑈𝑉 𝑞−𝜀2/33,

|𝑆(𝑈, 𝑉 )| < 𝑈𝑉 𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞 + 1) < 𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞 + 1).

Суммарный вклад в 𝑆1 от всех таких пар 𝑈, 𝑉 не превосходит по порядку

𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞)3.

Окончательно находим:

|𝑆1| ≪ 𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞)3 + 𝑁𝑞−𝜀/2(ln 𝑞)2 < 𝑁𝑞−𝜀2/35.

Рассмотрим теперь сумму 𝑆2. Замечая, что

𝑟(𝑛) = 4
∑︁
𝑢|𝑛

𝜒4(𝑢), где 𝜒4(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑢 ≡ 1 (mod 4),

−1, 𝑢 ≡ 3 (mod 4),

0, 𝑢 ≡ 0 (mod 2)
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— неглавный характер по модулю 4, находим:

𝑆2 = 4
∑︁

16𝑢𝑣6𝑁

𝜒(𝑢)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
= 4

∑︁
𝑈,𝑉

𝑆(𝑈, 𝑉 ),

где

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

𝜒(𝑢)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
(все обозначения сохраняют тот же смысл, что и выше). Достаточно оценить сумму 𝑆(𝑈, 𝑉 )
при условии 𝑁𝑞−𝛿 < 𝑈𝑉 6 𝑁 , min (𝑈, 𝑉 ) > 𝑞 1/6. Если 𝑈 6 𝑉 , то искомая оценка получается
дословным повторением приведённых выше рассуждений. Пусть 𝑞 1/6 < 𝑉 < 𝑈 ; имеем тогда:
𝑆(𝑈, 𝑉 ) = 𝑆(1)(𝑈, 𝑉 ) − 𝑆(3)(𝑈, 𝑉 ), где

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑈<𝑢6𝑈1

𝑢≡𝑗 (mod 4)

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
.

Полагая 𝑢 = 4𝑤 + 𝑗, будем иметь:

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊<𝑤6𝑊2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑣

4𝑤 + 𝑗 + 𝑏𝑣

)︂
=

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊<𝑤6𝑊2

𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣

𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)

)︂
,

где 𝑊 = (𝑈 − 𝑗)/4, 𝑊1 = (𝑈1 − 𝑗)/4, 𝑊2 = min (𝑊1, 𝑁𝑣
−1). Задавшись целыми 𝑋 и 𝑌 с

условиями 2𝑋𝑉 < 𝑞, 2𝑋𝑌 < 𝑊 , 𝑋,𝑌 > 1 и преобразуя сумму по 𝑤 с помощью замены
𝑤 ↦→ 𝑤 + 𝑥𝑦, где 1 6 𝑥 6 𝑋, 1 6 𝑦 6 𝑌 , получим:

|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

|𝑆(𝑗)
𝑐 (𝑊,𝑉 )|
|𝑐| + 1

,

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊−𝑋𝑌 <𝑤6𝑊2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑓(𝑐; 𝑣, 𝑤, 𝑥)
𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣

𝑤 + 𝑥𝑦 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)

)︂
,

где ℎ = 2[𝑊 + 1] + 1, и |𝑓(𝑐; 𝑣, 𝑤, 𝑥)| 6 1 для всех рассматриваемых 𝑐, 𝑣, 𝑤 и 𝑥. Переходя к
оценкам, будем иметь:

|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
0.5𝑊<𝑤6𝑊1

𝑋∑︁
𝑥=1

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣𝑥

𝑦 + 𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣))

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜇(𝑧; 𝑡) — число решений системы⎧⎪⎨⎪⎩
4𝑎𝑣𝑥 ≡ 𝑧 (mod 𝑞),

𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)) ≡ 𝑡 (mod 𝑞),

1 6 𝑥 6 𝑋, 0.5𝑊 < 𝑤 6𝑊1, 𝑉 < 𝑣 6 𝑉1,

а 𝑇 — множество значений, которые принимает по модулю 𝑞 величина 𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)) в
случае, когда переменные 𝑣, 𝑤 и 𝑥 независимо друг от друга пробегают указанные промежутки
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(очевидно, |𝑇 | 6 𝑋𝑈𝑉 ). Задавшись целым 𝑘 > 14 и применяя неравенство Гёльдера, получим:
|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )|2𝑘 6 Σ2𝑘−2

1 Σ2Σ3, где Σ1,Σ2 и Σ3 определяются как и выше.
Сумма Σ2 совпадает с числом решений системы{︃

4𝑎𝑣1𝑥1 ≡ 4𝑎𝑣2𝑥2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑤2 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣1)) ≡ 𝑥2(𝑤1 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣2)) (mod 𝑞)

с неизвестными 1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 0.5𝑊 < 𝑤1, 𝑤2 6𝑊1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1, или, что то же, системы{︃
𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑤1 + 4𝑗) ≡ 𝑥2(𝑤2 + 4𝑗) (mod 𝑞)

с теми же ограничениями. Положив 𝑢𝑟 = 4𝑤𝑟 + 𝑗, придём к системе рассмотренного выше
вида, число решений которой оценивается с помощью леммы. Так получим:

Σ2 < 3𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.

Дальнейшие рассуждения совпадают с приведёнными выше. Теорема доказана. 2

4. Следствия основной теоремы

Полученные выше оценки тригонометрических сумм позволяют сделать ряд заключений
о поведении дробных долей функций вида{︂

𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

}︂
,

{︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

}︂
в случаях, когда целочисленные переменные 𝑢, 𝑣 меняются в гиперболической (𝑢𝑣 6 𝑁 ,
𝑢, 𝑣 > 1) или круговой (𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁) областях. В частности, имеют место следующие утвер-
ждения.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливы следующие асимптотические формулы:

∑︁
𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)

{︂
𝑎(𝑛+ 𝑐)*

𝑞

}︂
=

∑︁
16𝑢𝑣6𝑁

{︂
𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

}︂
=

1

2
𝑁(ln𝑁 + 2𝛾 − 1) + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
,

∑︁
𝑛6𝑁

𝑟(𝑛)

{︂
𝑎(𝑛+ 𝑐)*

𝑞

}︂
=

∑︁
16𝑢2+𝑣26𝑁

{︂
𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

}︂
= 𝜋𝑁 + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
,

где 𝛾 — постоянная Эйлера.

Теорема 3. Пусть 0 6 𝛼 < 𝛽 < 1. Тогда, в условиях теоремы 1, для величин
𝐾𝑗 = 𝐾𝑗(𝛼, 𝛽; 𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑐), 𝑗 = 1, 2, обозначающих, соответственно, количества решений нера-
венств

𝛼 <

{︂
𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

}︂
6 𝛽, 𝛼 <

{︂
𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

}︂
6 𝛽

в целых числах 𝑢 и 𝑣 с условиями 𝑢𝑣 6 𝑁 , 𝑢, 𝑣 > 1 и 𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁 , справедливы следующие
формулы:

𝐾1 = (𝛽 − 𝛼)𝑁(ln𝑁 + 2𝛾 − 1) + 𝑂
(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
, 𝐾2 = (𝛽 − 𝛼)𝜋𝑁 + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
.
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Теорема 4. Пусть 𝜉 – произвольное вещественное число, 0 6 𝜉 < 1. Тогда, в условиях
теоремы 1, имеют место следующие неравенства:

min
16𝑢𝑣6𝑁
𝑢,𝑣>1

⃦⃦⃦⃦
𝜉 − 𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

⃦⃦⃦⃦
≪ 𝑞−(𝜀/6)2 , min

16𝑢2+𝑣26𝑁

⃦⃦⃦⃦
𝜉 − 𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

⃦⃦⃦⃦
≪ 𝑞−(𝜀/6)2 ,

где ‖𝑧‖ = min ({𝑧}, 1 − {𝑧}) – расстояние от 𝑧 до ближайшего целого числа.

Доказательство.

Доказательства теорем 2 и 3 получаются применением стандартной техники (см., напри-
мер, [49, гл. I]); теорема 4 есть прямое следствие формул теоремы 3.

5. Заключительные замечания

Приведённые выше рассуждения практически без изменений переносятся на случай сумм∑︁
16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

(𝑛+ 𝑏)𝑟

)︂
,

∑︁
16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

(𝑛+ 𝑏)𝑟

)︂
,

где 𝑟 > 2 — произвольное фиксированное число. Кроме того, оценки, подобные оценкам тео-
ремы 1, могут быть получены и для сумм вида∑︁

16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏
+ 𝑐𝑛

)︂
,

∑︁
16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏
+ 𝑐𝑛

)︂
,

где (𝑐, 𝑞) = 1.
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Аннотация

В конце 40-х годов прошлого века Ю. В. Линник поставил задачу относительно ана-
литического продолжения целым образом на комплексную плоскость рядов Дирихле, ко-
эффициенты которых определяются конечнозначными числовыми характеристиками, не
равными нулю на почти всех простых числах и имеющих ограниченные сумматорные
функции. Такие характеры получили название неглавных обобщенных характеров. Ре-
шением задачи Ю. В. Линника занимались многие математики. В частности, этой задачей
занимался Н. Г. Чудаков, который который видел ее решение в доказательстве высказан-
ного им предположения о том, что неглавный обобщенный характер является характером
Дирихле.

Проблема, заключающаяся в решении задачи Ю. В. Линника и гипотезы Н. Г. Чуда-
кова, широко известна в теории чисел. Она носит название проблемы обобщенных харак-
теров.

В данной работе приводится решение задачи Ю. В. Линника, основанное на результа-
тах, полученных ранее авторами относительно аналитического продолжения рядов Дири-
хле с мультипликативными коэффициентами.

Таким образом, в данной работе приведено частичное решение проблемы обобщенных
характеров, поставленной в 1950-м году Ю. В. Линником и Н. Г. Чудаковым.

Ключевые слова: аппроксимационные полиномы Дирихле, принцип симметрии Римана
— Шварца, проблема обобщенных характеров.
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Abstract

In the late 40-s of the last century Yu. V. Linnik posed the problem of analytic continuation
in an integral way to the complex plane of Dirichlet series whose coefficients are determined by
finite-valued numerical characteristics that are not equal to zero on almost all primes and have
bounded summation functions. Such characters are called non-principal generalized characters.
Many mathematicians dealt with Linnik’s problem. In particular, this task was handled by
N. G. Chudakov, who saw the way to solving it in proving his suggestion that the non-principal
generalized character is the Dirichlet character.

Linnik’s problem and the hypothesis of N. G. Chudakov is widely known in number theory.
It is called the problem of generalized characters.

In this paper we solve the problem of Yu. V. Linnik, based on the results obtained earlier
by the authors concerning the analytic continuation of Dirichlet series with multiplicative
coefficients.

Thus, in this paper a partial solution of the generalized character problem posed in the
1950-s Yu. V. Linnik and N. G. Chudakov.

Keywords: approximation Dirichlet polynomials, the Riemann-Schwarz symmetry principle,
the problem of generalized characters
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1. Введение

Знаменитый подход Римана в задаче аналитического продолжения дзета-функции, осно-
ванный на функциональном уравнении для тэта-функции, стал в начале 20-го века осново-
полагающим при решении задач, связанных с аналитическим продолжением рядов Дирихле.
Здесь, в первую очередь нужно отметить работы Гекке, Тейта ([1]) и многих других известных
авторов, внесших весомый вклад в развитие идеи Римана. Но следует отметить значительное
усложнение математического аппарата при решении соответствующих задач. Это побудила в
конце 40-х годов прошлого века Ю. В. Ленника к поиску новых подходов в задаче аналитиче-
ского продолжения рядов Дирихле. Им была поставлена задача аналитического продолжения
рядов Дирихле вида

𝑓(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где ℎ(𝑛) — конечнозначный числовой характер, отличный от нуля почти для всех простых,
имеющий ограниченную сумматорную функцию

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

ℎ(𝑛) = 𝑂(1).

В дальнейшем (см. [2],[3]) такие характеры получили название неглавных обобщенных харак-
теров.

Решением задачи Ю. В. Линника занимались многие известные математики. Долгие го-
ды этой задачей занимался Н. Г. Чудаков. Он видел решение этой задачи в доказательстве
высказанной им гипотезы о том, что неглавный обобщенный характер является характером
Дирихле (см., например, [4],[5]).

В данной работе приведено решение задачи Ю. В. Линника, не связанное с решением ги-
потезы Н. Г. Чудакова. В основе решения задачи аналитического продолжения рядов Дирих-
ле, коэффициенты которых определяются неглавными обобщенными характерами, лежит так
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называемый аппроксимационный подход, разработанный О. А. Матвеевой в работах [6]–[9].
Суть этого подхода заключается в построении последовательности полиномов Дирихле, при-
ближающих функцию, определенную рядом Дирихле, в правой полуплоскости комплексной
плоскости и изучении тех свойств полиномов Дирихле, которые удается перенести на ряды
Дирихле.

В последние годы авторы изучали применение аппроксимационного подхода к задаче ана-
литического продолжения рядов Дирихле (см. [10]–[13]).

Приведенное здесь решение задачи Ю. В. Линника является следствием этих исследова-
ний.

2. Аналитическое продолжение рядов Дирихле [1] целым обра-
зом на комплекную плоскость

В работах [10]–[13] было показано, что для рядов Дирихле (1) существует последователь-
ность полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), удовлетворяющих условиям:

(i). В любой полосе: 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 , последовательность полиномов 𝑄𝑛(𝑠) равно-
мерно сходится к функции 𝑓(𝑠), определенной рядом Дирихле (1);

(ii). Пусть 𝜀𝑛 → 0. Тогда для любого 𝜀𝑛0 существует 𝑛1, что при 𝑛 ≥ 𝑛1 в полосе:
0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 , выполняется неравенство

|𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶 · 𝜀𝑛,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀𝑛0 ;

(iii). Для любой полосы: 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 , существует 𝑛0, что при 𝑛 ≥ 𝑛0 нормы
полиномов 𝑄𝑛(𝑠) ограничены константой, зависящей только от величины 𝑇 .

В работе [13] было показано, что свойства таких аппроксимационных полиномов Дирихле
позволяют воспользоваться основными идеями принципа симметрии Римана — Шварца (см.
[14], [15]) в задаче аналитического продолжения рядов Дирихле (1). В этой работе доказано
следующее утверждение

Теорема 1. Ряд Дирихле (1) тогда и только тогда аналитически продолжен как целая
функция на комплексную плоскость, когда функция 𝑓(𝑠), определенная рядом (1), является
регулярной во всех точках мнимой оси.

В данной работе мы покажем, что функция 𝑓(𝑠) является регулярной на мнимой оси, тем
самым имеет место

Теорема 2. Ряд Дирихле (1) аналитически продолжен целым образом на комплексную
плоскость.

Доказательству теоремы 2 предпошлём доказательство ряда лемм.
Рассмотрим аппроксимационный полином

𝑄𝑛(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝑠
. (2)

Лемма 1. Для производной 𝑚-го порядка аппроксимационного полинома 𝑄𝑛(𝑠) в полосе
0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 имеет место оценка⃒⃒⃒

𝑄(𝑚)
𝑛 (𝑠)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶 ln𝑚 𝑛,

где константа 𝐶 зависит только от величины 𝑇 .
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Доказательство. Применив к производной полинома Дирихле (2) формулу суммирова-
ния Абеля получим ⃒⃒⃒

𝑄
′
𝑛(𝑠)

⃒⃒⃒
≤ ln(𝑛) |𝑄𝑛(𝑠)|

Учитывая, что в полосе: 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇

|𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶,

где константа зависит только от 𝑇 , и повторив рассуждение 𝑚 раз получим утверждение
леммы 1. 2

Лемма 2. Пусть 𝑄𝑛𝑘
(𝑠) — последовательность аппроксимационных полиномов, где

𝑛𝑘 = 𝑘𝑛 и где 𝑘 > 2 — некоторое натуральное. Тогда в полосе: 0 < 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 для
любого 𝑚 имеет место оценка вида⃒⃒⃒

𝑄
(𝑚)
(𝑛+1)𝑘

(𝑠) −𝑄(𝑚)
𝑛𝑘

(𝑠)
⃒⃒⃒

= 𝑂

(︂
(𝑛+ 1)𝑚 ln𝑚 𝑘

𝑛𝑙 ln𝑙 𝑘

)︂
, (3)

где 𝑙 — любое натуральное, а константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙.

Доказательство. В работе [11] показано, что для аппрксимационных полиномов 𝑄𝑛(𝑠)
ряда Дирихле (1) в полосе: 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 , выполняется оценка

|𝑓(𝑠) −𝑄𝑛𝑘
(𝑠)| = 𝑂

(︂
1

ln𝑙 𝑘

)︂
,

где 𝑙 — любое натуральное, а константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙.
Отсюда получаем ⃒⃒

𝑄(𝑛+1)𝑘(𝑠) −𝑄𝑛𝑘
(𝑠)
⃒⃒

= 𝑂

(︂
1

𝑛𝑙 ln𝑙 𝑘

)︂
, (4)

где 𝑙 — любое натуральное, а константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙.
В силу оценки (4) и леммы 1 получаем утверждение леммы 2. 2

Лемма 3. В полосе: 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 для любого 𝑚 имеет место оценка

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑚)(𝑠)

⃒⃒⃒
= 𝑂

(︃
1

(𝑙 −𝑚− 1)𝑛𝑙−𝑚
0 ln𝑙−𝑚 𝑘

)︃
,

где 𝑙 – натуральное, большее чем 𝑚; 𝑛0 – некоторое натуральное, которое может быть
достаточно большим; константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙.

Доказательство. Рассмотрим разложение функции 𝑓(𝑠) в ряд

𝑓(𝑠) = 𝑄(𝑛0)𝑘(𝑠) +

∞∑︁
𝑛>𝑛0

(︀
𝑄(𝑛+1)𝑘(𝑠) −𝑄𝑛𝑘

(𝑠)
)︀
,

который в силу (4) абсолютно сходится при любом 𝑠 из полосы : 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 .
В результате его почленного дифференцирования имеем

𝑓 (𝑚)(𝑠) = 𝑄
(𝑚)
(𝑛0)𝑘

(𝑠) +

∞∑︁
𝑛>𝑛0

(𝑄
(𝑚)
(𝑛+1)𝑘

(𝑠) −𝑄(𝑚)
𝑛𝑘

(𝑠),

где ряд сходится абсолютно при любом 𝑠 и при любом 𝑚, что следует из леммы 2.
Отсюда в силу леммы 2 получаем оценку вида



206 В. Н. Кузнецов, О. А. Матвеева

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑚)(𝑠)

⃒⃒⃒
= 𝑂

⎛⎝∑︁
𝑛≥𝑛0

𝑛𝑚 ln𝑚 𝑘

𝑛𝑙 ln𝑙 𝑘

⎞⎠ (5)

где 𝑙 – любое натуральное, а константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙 .
Положим в формуле (5) 𝑙 > 𝑚. Тогда получим

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑚)(𝑠)

⃒⃒⃒
= 𝑂

⎛⎝∑︁
𝑛≥𝑛0

1

𝑛𝑙−𝑚 ln𝑙−𝑚 𝑘

⎞⎠ = 𝑂

⎛⎝ 1

𝑛𝑙−𝑚
0 ln𝑙−𝑚 𝑘

∑︁
𝑛≥𝑛0

1

( 𝑛
𝑛0

)𝑙−𝑚

⎞⎠ =

= 𝑂

(︃
1

𝑛𝑙−𝑚
0 ln𝑙−𝑚 𝑘

∫︁ ∞

1

1

𝑥𝑙−𝑚
𝑑𝑥

)︃
= 𝑂

(︃
1

𝑛𝑙−𝑚
0

1

ln𝑙−𝑚 𝑘

1

(𝑙 −𝑚− 1)

)︃
что и завершает доказательство леммы 3. 2

Пусть 𝐶𝑙 обозначает наименьшее число, входящее в символ «𝑂» оценки леммы 3. Приведем
оценку этой константы в зависимости от величины 𝑙.

Докажем следующее утверждение

Лемма 4. Имеет место оценка

𝐶𝑙 ≤
⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑙)(𝑥)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐶[0;1−𝜀]

,

где 𝑔(𝑥) — функция, определенная степенным рядом, соответсвующим ряду Дирихле (1), 𝜀
— некоторое положительное число, меньшее, чем 1.

Доказательство. При выводе основной оценки леммы 3 мы воспользовались результа-
том доказательства леммы 5 и теоремы 2 работы [11]

𝜔𝑘

(︂
1

𝑛
, 𝑔

)︂
≤ 𝐶 ln−𝑘 𝑛,

где 𝜔𝑘

(︀
1
𝑛 , 𝑔
)︀
— модуль непрерывности 𝑘-го порядка функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0; 1 − 𝜀], и где

константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀. Эта константа и определяет константу 𝐶𝑙 в нашем случае.
В силу известного неравенства для отрезка [0; 1 − 𝜀]

𝜔𝑘

(︂
1

𝑛
, 𝑔

)︂
≤
⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐶[0;1−𝜀]

· 1

𝑛𝑘
.

Можно считать 𝐶𝑘 ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝐶[0;1−𝜀]

. Это завершает доказательство леммы 4. 2

Как следствие леммы 4 получаем следующее утверждение.

Лемма 5. Имеет место неравенство

lim
𝑙

√︂
𝐶𝑙

𝑙!
<∞.

Доказательство. Пусть 0 < 𝜀 < 1. Для любой точки 𝑥0 ∈ [0; 1− 𝜀] имеет место неравен-
ство

lim
𝑙

√︂
|𝑔(𝑙)(𝑥0)|

𝑙!
<∞,

Что связано с положительностью радиуса сходимости ряда Тейлора функции 𝑔(𝑥) в точке 𝑥0.
Взяв в качестве 𝑥0 предельную точку для точек 𝑥𝑚, в которых достигается ||𝑔(𝑚)(𝑥)||𝐶[0;1−𝜀],
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то последнее неравенство, в силу леммы 4, доказывает утверждение леммы 5. Действительно,
взяв в качестве 𝑥0 предельную точку всех 𝑥𝑚, в которых достигается величина ||𝑔(𝑚)(𝑥)||𝐶[0;1],
то получим наше неравенство. 2

Доказательство. Доказательство теоремы 2
Рассмотрим формальный ряд Тейлора функции 𝑓(𝑠) в точке 𝑠0

𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠0) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑓 (𝑚)(𝑠0)

𝑚!
(𝑠− 𝑠0)

𝑚, (6)

где 𝑠0 лежит на мнимой оси, и покажем что он имеет ненулевой радиус сходимости 𝑅.
Известно, что

lim
𝑚

𝑚

√︂
𝑓 (𝑚)(𝑠0)

𝑚!
=

1

𝑅

Положим в лемме 3 𝑙 = 𝑚+ 2. Тогда в силу (6) и леммы 5 получаем

1

𝑅
= lim

𝑚

√︂
𝐶𝑚

𝑚!
<∞.

Таким образом, функция 𝑓(𝑠) регулярна во всех точках мнимой оси. Отсюда в силу теоремы
1 получаем утверждение теоремы 2. 2

3. Заключение

Таким образом, решение задачи Ю. В. Линника, приведенное в данной работе, основыва-
ется на результатах, полученных ранее авторами относительно аналитического продолжения
рядов Дирихле с мультипликативными коэффициентами.

В данной работе приведено частичное решение проблемы обобщенных характеров, постав-
ленной в 1950-м году Ю. В. Линником и Н. Г. Чудаковым. В следующей работе будут продол-
жены исследования на эту тему.
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Аннотация

Проблема обобщённых характеров заключается в решении задачи Ю. В. Линника, по-
ставленной им в 1949 году, относительно аналитического продолжения как целых функций
на комплексную плоскость одного класса рядов Дирихле и в решении гипотезы Н. Г. Чу-
дакова, выдвинутой им в 1950 году о том, что любой конечнозначный числовой характер,
отличный от нуля почти на всех простых числах и имеющий ограниченную сумматорную
функцию, является характером Дирихле. Позднее такие характеры получили название
неглавных обобщённых характеров. Коэффициенты рядов Дирихле в задаче Ю. В Лин-
ника также определялись неглавными обобщёнными характерами.

Кроме Ю. В. Линника и Н. Г. Чудакова решениями проблемы обобщённых характеров
занимались такие известные математики как В. Г. Спринджук, К. А. Родосский, Б. М. Бре-
дихин и многие другие, но проблема оставалась открытой.

Последние годы авторы разработали аппроксимационный подход, основанный на при-
ближении в правой полуплоскости комплексной плоскости функций, заданных рядами
Дирихле, полиномами Дирихле, в задаче аналитического продолжения рядов Дирихле с
мультипликативными коэффициентами. Ранее этот подход позволил авторам решить за-
дачу Ю. В. Линника, а в данной работе приводится решение гипотезы Н. Г. Чудакова.

Ключевые слова: обобщённый характер, аппроксимационные полиномы Дирихле, про-
блема обобщённых характеров.
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Abstract

The problem of generalized characters lies in the solution of Linnik’s problem, posed by him
in 1949, with respect to the analytic continuation of entire functions to the complex plane of
a class of Dirichlet series and in the solution of the hypothesis of N. G. Chudakov, who put
forward in 1950 that any finite-valued numerical character, different from zero on almost all
prime numbers and having a bounded summation function, is a Dirichlet character. Later such
characters were called non-principal generalized characters. The coefficients of the Dirichlet
series in Linnik’s problem were also determined by non-principal generalized characters.

Except Yu. V. Linnik and N. G. Chudakov’s solutions to the problem of generalized
characters were handled by such well-known mathematicians as V. G. Sprindzhuk, K. A. Rodos-
sky, B. M. Bredikhin and many others, but the problem remained open.

In recent years, the authors have developed an approximation approach based on the
approximation in the right half-plane of the complex plane of functions given by Dirichlet
series by Dirichlet polynomials in the problem of analytic continuation of Dirichlet series with
multiplicative coefficients. Earlier this approach allowed the authors to solve the problem of
Yu. V. Linnik, and in this paper the solution of the hypothesis of N. G. Chudakov is given.

Keywords: generalized character, approximate Dirichlet polynomials, the problem of gene-
ralized characters.
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1. Введение

Рассмотрим ряд Дирихле

𝑓(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где ℎ(𝑛) – конечнозначный числовой характер, отличный от нуля почти для всех простых и
имеющий ограниченную сумматорную функцию

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

ℎ(𝑛) = 𝑂(1).

Такие характеры в 1950 году получили название неглавных обобщённых характеров
(см.[1],[2]).

В случае, когда
𝑆(𝑥) =

∑︁
𝑛≤𝑥

ℎ(𝑛) = 𝑑 · 𝑥+𝑂(1), 𝑑 ̸= 0.

характеры ℎ(𝑛) стали называться главными обобщёнными характерами.
В 1949 году Ю. В. Линник поставил задачу показать аналитическое продолжение ряда (1)

как целой функции на комплексную плоскость. Решением задачи Ю. В. Линника занимались
многие известные ученые. Но попытки решить эту задачу оказались безуспешными. Профес-
сор Н. Г. Чудаков видел решение задачи Ю. В. Линника в доказательстве высказанного им в
1950 году ([1],[2],[3]) предположения о том, что любой обобщённый характер является характе-
ром Дирихле. В течение всей своей жизни Н. Г. Чудаков неоднократно обращался к решению
этой гипотезы.

В 1964 году В. В. Глазков, ученик Н. Г. Чудакова, элементарными методами доказал ги-
потезу для главных обобщённых характеров (см. [4]).
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В 1970 году на Международном математическом конгрессе в Ницце Н. Г. Чудаков сфор-
мулировал гипотезу для неглавных обобщённых характеров как одну из актуальных задач
аналитической теории чисел (см. [5]).

В середине 70-х годов Н. Г. Чудаков пытался доказать свою гипотезу обращаясь к степен-
ным рядам. Он пытался показать, что степенные ряды с неглавными обобщёнными характе-
рами удовлетворяют условиям известных теорем Сёге или Даффина-Шеффера (см. [6]). Но
эти попытки были безуспешными.

В 1983 году В. Н. Кузнецов, используя результат теоремы Сёге для степенных рядов,
показал, что если ряд Дирихле (1) аналитически продолжим целым образом на комплексную
плоскость с определенным порядком роста модуля, то ℎ(𝑛) является характером Дирихле (см.
[7]).

В начале 2010-х годов в работах О. А. Матвеевой ([8],[9],[10],[11]) были разработаны основ-
ные положения аппроксимационного подхода в задаче изучения аналитических свойств рядов
Дирихле, основанного на построении полиномов Дирихле, сходящихся в правой полуплоскости
к функции, определенной рядом Дирихле, и переносе отдельных свойств полиномов Дирихле
на ряды Дирихле.

В последние годы авторы в результате применения аппроксимационного подхода получи-
ли ряд новых результатов в задаче аналитического продолжения рядов как целых функций
на комплексную плоскость (см. [12],[13],[14],[15]). Так в работе [14] было получено условие,
выраженное в терминах поведения функции, определенной рядом Дирихле, на мнимой оси,
при котором ряд Дирихле допускает аналитическое продолжение как целой функции на ком-
плексную плоскость.

В работе [15] авторы показали, что ряды Дирихле (1) удовлетворяют условию аналитиче-
ского продолжения целым образом на комплексную плоскость, полученному в работе [14], и,
тем самым, получили решение задачи Ю. В. Линника.

В данной работе показано, что ряды Дирихле (1), которые в силу результата работы [15]
продолжаются целым образом на комплексную плоскость, и при этом выполняется условие
на рост модуля, приведенное в работе [7], то есть как отмечалось выше любой неглавный
обобщённый характер является характером Дирихле.

Таким образом в работе показано, что гипотеза Н. Г. Чудакова получена как следствие
решения задачи Ю. В. Линника и ее решение закрывает проблему обобщённых характеров.

2. Некоторые свойства аппроксимационных полиномов для ря-
дов Дирихле, коэффициенты которых определены неглавны-
ми обобщёнными характерами

В работах [12]–[15] приведены определения и отдельные свойства аппроксимационных по-
линомов 𝑄𝑛(𝑠), необходимые для решения задачи Ю. В. Линника.

Здесь приведен ряд свойств аппроксимационных полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые
будут использованы для доказательства гипотезы Н. Г. Чудакова относительно обобщён-
ных характеров. Как отмечалось в работах [14], [15] аппроксимационные полиномы, то
есть последовательность полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые в каждом прямоугольнике
𝐷𝑇 : 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , равномерно сходится к функции 𝑓(𝑠), определенной рядом
Дирихле (1), и нормы этих полиномов ограничены в 𝐷𝑇 константой, зависящей только от
величины 𝑇 , определяется не однозначно. Такие полиномы выбираются определенным обра-
зом в зависимости от поставленной задачи. Опишем выбор аппроксимационных полиномов в
нашем случае и укажем некоторые свойства таких полиномов.
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Рассмотрим степенной ряд, соответствующий ряду Дирихле (1):

𝑔(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)𝑥𝑛. (2)

В работе [15] показано, что ряд Дирихле (1) определяет целую функцию, следовательно,
согласно работе [16] степенной ряд (2) имеет в точке 𝑥 = 1 односторонние производные любо-
го порядка, то есть функция 𝑔(𝑥) бесконечное число раз дифференцируема на отрезке [0;1].
Известно (см. [17]), что для величин наилучшего приближения функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1]
алгебраическими полиномами степени 𝑛 : 𝐸𝑛(𝑔(𝑥)) имеет место оценка

𝐸𝑛(𝑔(𝑥)) = 𝑜

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (3)

при любом натуральном 𝑚.
Рассмотрим последовательность алгебраических полиномов 𝑇𝑛(𝑥), заданных на отрезке

[0;1] и полученных из многочленов Чебышева в результате линейного преобразования. Система
полиномов 𝑇𝑛(𝑥) будет ортоганальной на отрезке [0;1] с соответствующей весовой функцией.

Рассмотрим разложение функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1] на системе полиномов 𝑇𝑛(𝑥) :

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑥) (4)

Известно (см. [17]), что последовательность алгебраических полиномов

𝑃𝑚(𝑥) = 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑥)

приближает функцию 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1] в ln𝑛 раз хуже, чем наилучшее приближение, т. е.

‖𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝑐[0;1] ≤ (3 + ln𝑛)𝐸𝑛(𝑥).

Отсюда в силу (3) получаем

‖𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝐶[0;1] = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (5)

где 𝑚 – любое натуральное, и следовательно

|𝑐𝑛| = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
. (6)

Рассмотрим последовательность полиномов ^̂
𝑇𝑘(𝑥), которые отличаются от полиномов 𝑇𝑘(𝑥)

тем, что в них отсутствуют свободные члены, так как 𝑔(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=1 ℎ(𝑘)𝑥𝑘, то в силу (5) имеет
место оценка ⃦⃦⃦

𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)
⃦⃦⃦
𝐶[0;1]

= 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (7)

где 𝑚 – любое натуральное заданное и где

𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
^̂
𝑇𝑘(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘𝑥
𝑘.
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Рассмотрим последовательность полиномов Дирихле

𝑄𝑘(𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘
𝑘𝑠

(8)

В работе [8] показано, что в силу (7) имеет место оценка

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
,

где 𝑚 – любое заданное натуральное, и как показано в [12] для функции 𝑓(𝑠), определенной
рядом Дирихле (1), для каждого заданного 𝑚 выполняется оценка

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑘(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) ≤ 𝐶 · 1

𝑛𝑚
, (9)

где константа 𝐶 зависит от величины 𝑇 .
Следовательно полиномы Дирихле (8) являются аппроксимационными полиномами для

ряда Дирихле (1).
Докажем ряд утверждений относительно свойств аппроксимационных полиномов Дирихле

вида (6), которые будут использованы при доказательстве основного результата.

Лемма 1. Для производной 𝑘-го порядка полинома 𝑄𝑛(𝑠) в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет
место оценка ⃦⃦⃦

𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠)

⃦⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

≤ 𝐶 ln𝑘 𝑛,

где константа 𝐶 зависит только от величины 𝑇 .

Доказательство. Применив к производной полинома𝑄𝑛(𝑠) формулу суммирования Абе-
ля, получим ⃦⃦

𝑄′
𝑛(𝑠)

⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

≤ ln𝑛 ‖𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 )

Учитывая, что в полосе : 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇

|𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶,

где константа 𝐶 зависит только от 𝑇 , и повторив рассуждения 𝑘 раз, получим утверждение
леммы 1. 2

Лемма 2. Для любого 𝑘 в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка⃦⃦⃦
𝑄(𝑘)

𝑚 (𝑠) −𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠)

⃦⃦⃦
≤ 𝐶 · 1

𝑛𝑚
,

где 𝑚 – любое натуральное, а константа 𝐶 при каждом 𝑚 зависит только от 𝑇 .

Доказательство. В силу условия (3)

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
,

где 𝑚 – любое заданное натуральное.
Отсюда следует

‖𝑄𝑛+1(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂(
1

𝑛𝑚
),

где 𝑚 – любое.
Эта оценка в силу леммы 1 дает утверждение леммы 2. 2
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Лемма 3. Для любого заданного натурального 𝑘 имеет место оценка⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)(𝑠) −𝑄(𝑘)

𝑛 (𝑠)
⃦⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

= 𝑂

(︂
1

𝑛𝑘

)︂
.

Доказательство. Доказательство леммы 3 следует из следующего разложения в ряд в
прямоугольнике 𝐷𝑇 :

𝑓 (𝑘)(𝑠) = 𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠) +

∞∑︁
𝑐=𝑛

(𝑄
(𝑘)
𝑐+1(𝑠) −𝑄(𝑘)

𝑐 (𝑠)),

который равномерно сходится в силу леммы 2. 2

Лемма 4. Для любого 𝑘 и 𝑠0 = 0 последовательность 𝑄
(𝑘)
𝑛 (𝑠0) сходится к 𝑓 (𝑘)(𝑠0).

Доказательство. Утверждение леммы 4 следует из леммы 3. 2

Теорема 1. Для точек 𝑠, лежащих в круге радиуса 𝑅 с центром в нуле, для любого
𝜀 > 0 существует такое 𝑛0, что для всех 𝑛 ≥ 𝑛0 имеет место неравенство

|𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)| < 𝜀.

Доказательство. В работе [15] было показано, что ряд Тейлора функции 𝑓(𝑠), опреде-
ленной рядом Дирихле (1), сходится равномерно в любом круге радиуса 𝑅 с центром в нуле.
Следовательно для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑁0, что в круге радиуса 𝑅 будет иметь место
неравенство

|𝑓(𝑠) − 𝑆𝑁0(𝑠)| < 𝜀

3
, (10)

где 𝑆𝑁0(𝑠) – частичная сумма ряда Тейлора порядка 𝑁0.
В силу леммы 4 и леммы 3 существует 𝑛0, что для всех 𝑠, лежащих в круге радиуса 𝑅,

для 𝑛 ≥ 𝑛0 имеет место оценка ⃒⃒
𝑆𝑁0(𝑠) − 𝑆𝑁0,𝑛(𝑠)

⃒⃒
<
𝜀

3
,

где 𝑆𝑁0,𝑛(𝑠) – частичная сумма ряда Тейлора многочлена 𝑄𝑛(𝑠) порядка 𝑁0. Отсюда в силу
оценки (𝑘) следует утверждение теоремы 1. 2

3. К проблеме обобщённых характеров

Прежде всего докажем гипотезу Н. Г. Чудакова относительно обобщённых характеров.
Имеет место

Теорема 2. Любой неглавный обобщённый характер является характером Дирихле.

Доказательство. В работе [7] доказано, что ряд Дирихле с конечнозначными коэффици-
ентами тогда и только тогда определяет целую функцию 𝑓(𝑠), удовлетворяющую следующему
условию роста модуля

|𝑓(𝑥)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴(𝑠), 𝜎 < 0, (11)

где 𝐴 – некоторая положительная константа, когда коэффициенты этого ряда периодичны,
начиная с некоторого номера.

При этом в [7] показано, что в случае периодических, начиная с некоторого номера ко-
эффициентов, константа 𝐴 ≤ 𝜋

2 , а константа 𝐶 определяется величиной |𝑔(𝑒−𝑥)| на отрезке
[𝜌;∞], где 𝜌 > 0, 𝑔(𝑥) – соответствующий степенной ряд, и 𝑔(𝑒−𝑥) = 𝑒−𝑥 · 𝑔(𝑒−𝑥).
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В нашем случае рассмотрим 𝑓𝑘(𝑠) = 𝑄𝑛(𝑠), где 𝑄𝑛(𝑥) полиномы Дирихле, определенные
по формулам (8), и рассмотрим

𝑔𝑛(𝑒−𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘𝑒
−𝑘𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
^̂
𝑇𝑘(𝑒−𝑥).

В силу того, что на отрезке [0;1] для всех 𝑘 выполняется оценка
⃦⃦⃦

^̂
𝑇𝑘(𝑥)

⃦⃦⃦
≤ 2 и в силу (6)

|𝑐𝑘| = 𝑂( 1
𝑛𝑚 ), где 𝑚 – любое натуральное, для 𝑔𝑛(𝑒−𝑥) на отрезке [𝜌;∞] имеет место оценка

вида ⃒⃒
𝑔𝑛(𝑒−𝑥)

⃒⃒
< 𝐶,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Следовательно, для полиномов 𝑄𝑛(𝑠) выполняется оценка

|𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠|,

где константа 𝐶 единая для всех 𝑛, и где 𝐴 < 𝜋
2 .

Отсюда в силу Теоремы 1 имеет место оценка вида

|𝑓(𝑠)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠| (12)

где 𝑓(𝑠) – целая функция, определенная рядом Дирихле (1). Оценка (12) в силу приведен-
ного выше результата работы [7] доказывает периодичность характера ℎ(𝑛), т.е. доказывает
утверждение теоремы 2. 2

4. Заключение

Отметим, что приведенное здесь доказательство гипотезы Н. Г. Чудакова относительно
обобщённых характеров является следствием основного результата работы [15], т.е. является
следствием решения задачи Ю. В. Линника относительно аналитического продолжения рядов
Дирихле вида (1).

Таким образом, проблема обобщённых характеров, которая заключается в решении задачи
Ю. В. Линника и гипотезы Н. Г. Чудакова, получила окончательное решение.
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Аннотация

Хорошо известно, что некоторые дзета и 𝐿-функции универсальны в смысле Ворони-
на, т.е., ими приближается широкий класс аналитических функций. Некоторые из этих
функций также совместно универсальны. В этом случае, набор аналитических функ-
ций одновременно приближается набором дзета-функций. В статье рассматривается про-
блема, связанная со совместной универсальностью дзета-функций Гурвица. Известно,
что дзета-функции Гурвица 𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟) совместно универсальны, если парамет-
ры 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 алгебраически независимы над полем рациональных чисел Q, или в более
общем случае, если множество {log(𝑚 + 𝛼𝑗) : 𝑚 ∈ N0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟} линейно независимо
над Q. Мы рассматриваем случай произвольных параметров 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 и получаем, что
существует непустое замкнутое множество функций 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 пространства 𝐻𝑟(𝐷) ана-
литических в полосе 𝐷 =

{︀
𝑠 ∈ C : 1

2 < 𝜎 < 1
}︀
такое, что для любых компактных мно-

жеств 𝐾1, . . . ,𝐾𝑟 ⊂ 𝐷, функций (𝑓1, . . . , 𝑓𝑟) ∈ 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟
и всякого 𝜀 > 0 множество{︁

𝜏 ∈ R : sup16𝑗6𝑟 sup𝑠∈𝐾𝑗
|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︁
имеет положительную нижнюю плот-

ность. Также рассматривается случай положительной плотности этого множества.

Ключевые слова: вероятностная мера, дзета-функция Гурвица, пространство аналити-
ческих функций, слабая сходимость, универсальность.
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Abstract

It is well known that some zeta and 𝐿-functions are universal in the Voronin sense, i.e.,
they approximate a wide class of analytic functions. Also, some of them are jointly universal.
In this case, a collection of analytic functions is simultaneously approximated by a collection
of zeta-functions. In the paper, a problem related to joint universality of Hurwitz zeta-
functions is discussed. It is known that the Hurwitz zeta-functions 𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟) are
jointly universal if the parameters 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 are algebraically independent over the field of
rational numbers Q, or, more generally, if the set {log(𝑚 + 𝛼𝑗) : 𝑚 ∈ N0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟} is
linearly independent over Q. We consider the case of arbitrary parameters 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 and obtain
that there exists a non-empty closed set 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟

of the space 𝐻𝑟(𝐷) of analytic functions
on the strip 𝐷 =

{︀
𝑠 ∈ C : 1

2 < 𝜎 < 1
}︀
such that, for every compact sets 𝐾1, . . . ,𝐾𝑟 ⊂ 𝐷,

𝑓1, . . . , 𝑓𝑟 ∈ 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟
and 𝜀 > 0, the set

{︁
𝜏 ∈ R : sup16𝑗6𝑟 sup𝑠∈𝐾𝑗

|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀
}︁

has a positive lower density. Also, the case of positive density of the latter set is discussed.

Keywords: Hurwitz zeta-function, probability measure, space of analytic functions, univer-
sality, weak convergence.
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Памяти Юрия Владимировича Линника посвящается

1. Introduction

The Hurwitz zeta-function 𝜁(𝑠, 𝛼), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, with parameter 𝛼, 0 < 𝛼 6 1, is defined, for
𝜎 > 1, by the Dirichlet series

𝜁(𝑠, 𝛼) =

∞∑︁
𝑚=0

1

(𝑚+ 𝛼)𝑠
,

2The research of the second author is funded by the European Social Fund according to the activity “Improvement
of researchers qualification by implementing world-class R&D projects” of Measure No. 09.3.3-LMT-K-712-01-0037.
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and has the analytic continuation to the whole complex plane, except for a simple pole at the point
𝑠 = 1 with residue 1. For 𝛼 = 1, the Hurwitz zeta-function reduces to the Riemann zeta-function

𝜁(𝑠) =
∞∑︁

𝑚=1

1

𝑚𝑠
, 𝜎 > 1,

and

𝜁

(︂
𝑠,

1

2

)︂
= (2𝑠 − 1) 𝜁(𝑠).

Thus, 𝜁(𝑠, 𝛼) is a generalization of the Riemann zeta-function. The function 𝜁(𝑠) has the Euler
product over primes

𝜁(𝑠) =
∏︁
𝑝

(︂
1 − 1

𝑝𝑠

)︂−1

,

while the function 𝜁(𝑠, 𝛼), except for the values 𝛼 = 1 and 𝛼 = 1
2 , has no such a product. This fact

reflects in value distribution differences of the functions 𝜁(𝑠) and 𝜁(𝑠, 𝛼). For example, it is well
known that 𝜁(𝑠) ̸= 0, while the function 𝜁(𝑠, 𝛼) has infinitely many zeros for all 𝛼 ̸= 1, 12 in the half
plane 𝜎 > 1. On the other hand, the functions 𝜁(𝑠) and 𝜁(𝑠, 𝛼) for some classes of the parameter 𝛼
have a common property of the approximation of a wide class of analytic functions. This interesting
property is called universality, and for the function 𝜁(𝑠) was obtained by S.M. Voronin [12]. For
modern statements of universality theorems it is convenient to use the following notation. Let
𝐷 =

{︀
𝑠 ∈ C : 1

2 < 𝜎 < 1
}︀
. Denote by 𝒦 the class of compact subsets of the strip 𝐷 with connected

complements, and by 𝐻0(𝐾) with 𝐾 ∈ 𝒦 the class of continuous non-vanishing functions on 𝐾 that
are analytic in the interior of 𝐾. Then the modern Voronin universality theorem, see, for example,
[7], says that for every 𝐾 ∈ 𝒦, 𝑓 ∈ 𝐻0(𝐾) and 𝜀 > 0,

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︂
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

𝑠∈𝐾
|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏) − 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0.

The later inequality shows that there are infinitely many shifts 𝜁(𝑠 + 𝑖𝜏, 𝛼) approximating with
accuracy 𝜀 a given function 𝑓(𝑠) ∈ 𝐻0(𝐾). Yuri Vladimirovich Linnik knew the Voronin theorem
and highly valued it. Moreover, Il’dar Abdulovich Ibragimov imformed the second author that
Yu. V. Linnik had a conjecture that all Dirichlet series satisfying some natural growth conditions
are universal in the Voronin sense. Now this conjecture is called the Linnik-Ibragimov conjecture
(or problem), see, for example, [11].

The universality of the Hurwitz zeta-function differs slightly from that of the function 𝜁(𝑠).
Denote by 𝐻(𝐾) with 𝐾 ∈ 𝒦 the class of continuous functions on 𝐾 that are analytic in the
interior of 𝐾. Thus, 𝐻0(𝐾) ⊂ 𝐻(𝐾) for all 𝐾 ∈ 𝒦. Then the following universality theorem for the
function 𝜁(𝑠, 𝛼) is known.

Theorem 1. Suppose that the parameter 𝛼 is transcendental or rational ̸= 1, 12 . Let 𝐾 ∈ 𝒦 and
𝑓(𝑠) ∈ 𝐻(𝐾). Then, for every 𝜀 > 0,

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︂
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

𝑠∈𝐾
|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼) − 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0. (1)

The theorem in the case of rational 𝛼 was already known to Voronin [14]. In a slightly different
form, the theorem was obtained independently by S.M. Gonek and B. Bagchi in their theses [5],
[1].

Unfortunately, the universality of 𝜁(𝑠, 𝛼) with algebraic irrational parameter 𝛼 is an open
problem. This problem is closely connected to linear independence over the field of rational numbers
Q of the set 𝐿(𝛼) = {log(𝑚 + 𝛼) : 𝑚 ∈ N0 = N ∪ {0}}. Denote by 𝐻(𝐷) the space of analytic
functions on 𝐷 endowed with the topology of uniform convergence on compacta. Then, in [2], the
following result towards to universality problem of 𝜁(𝑠, 𝛼) with algebraic irrational 𝛼 was obtained.
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Theorem 2. Suppose that the parameter 𝛼 is algebraic irrational. Then there exists a closed
non-empty set 𝐹𝛼 ⊂ 𝐻(𝐷) such that, for every compact set 𝐾 ⊂ 𝐷, 𝑓(𝑠) ∈ 𝐹𝛼 and 𝜀 > 0, the
inequality (1) is true.

Some of zeta-functions are also jointly universal. In this case, a collection of analytic functions
are simultaneously approximated by a collection of zeta-functions. The first joint universality results
belong to S.M. Voronin. In [13], he considered the joint functional independence of Dirichlet 𝐿-
functions, and, for this, he applied their joint universality. It is clear, that in the case of joint
universality, the approximating zeta-functions must be in some sense independent. For Hurwitz
zeta-functions this independence in [10] was described by the algebraic independence over Q of the
parameters 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟. In [8], the algebraic independence was replaced by the linear independence
over Q for the set

𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟) = {log(𝑚+ 𝛼𝑗) : 𝑚 ∈ N0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟}.

Thus, the following theorem is known [8].

Theorem 3. Suppose that the set 𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟) is linearly independent over Q. For 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,
let 𝐾𝑗 ∈ 𝒦 and 𝑓𝑗(𝑠) ∈ 𝐻(𝐾𝑗). Then, for every 𝜀 > 0,

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︃
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

16𝑗6𝑟
sup
𝑠∈𝐾𝑗

|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︃
> 0.

The aim of this paper is to prove a joint generalization of Theorem 2, i.e., to prove a
certain theorem on joint approximation by the functions 𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟) without using any
independence condition.

Theorem 4. Suppose that the numbers 𝛼𝑗, 0 < 𝛼𝑗 < 1, 𝛼𝑗 ̸= 1
2 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, are arbitrary.

Then there exists a closed non-empty set 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 ⊂ 𝐻𝑟(𝐷) such that, for every compact sets
𝐾1, . . . ,𝐾𝑟 ⊂ 𝐷, (𝑓1, . . . , 𝑓𝑟) ∈ 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 and 𝜀 > 0,

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︃
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

16𝑗6𝑟
sup
𝑠∈𝐾𝑗

|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︃
> 0.

Theorem 4 has the following modification.

Theorem 5. Suppose that the numbers 𝛼𝑗, 0 < 𝛼𝑗 < 1, 𝛼𝑗 ̸= 1
2 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, are arbitrary.

Then there exists a closed non-empty set 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 ⊂ 𝐻𝑟(𝐷) such that, for every compact sets
𝐾1, . . . ,𝐾𝑟 ⊂ 𝐷 and (𝑓1, . . . , 𝑓𝑟) ∈ 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 , the limit

lim
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︃
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

16𝑗6𝑟
sup
𝑠∈𝐾𝑗

|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︃
> 0

exists for all but at most countably many 𝜀 > 0.

For the proof of above theorems we will apply the probabilistic approach. This is influenced in a
certain sense by Yu.V. Linnik who was an expert not only in number theory but also in probability
theory and mathematical statistics.
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2. Auxiliary results

In this section, we will prove a joint limit theorem for the functions 𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟) in the
space of analytic functions. Denote by ℬ(X) the Borel 𝜎-field of the space X, and, for 𝐴 ⊂ ℬ(𝐻𝑟(𝐷)),
define

𝑃𝑇,𝛼(𝐴) =
1

𝑇
meas

{︀
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼) ∈ 𝐴

}︀
,

where 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑟) and
𝜁(𝑠, 𝛼) = (𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟)) .

Theorem 6. Suppose that the numbers 𝛼𝑗, 0 < 𝛼𝑗 < 1, 𝛼𝑗 ̸= 1
2 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, are arbitrary.

Then, on (𝐻𝑟(𝐷),ℬ(𝐻𝑟(𝐷))), there exists a probability measure 𝑃𝛼 such that 𝑃𝑇,𝛼 converges weakly
to 𝑃𝛼 as 𝑇 → ∞.

We divide the proof of Theorem 6 into lemmas.
Denote by 𝛾 the unit circle on the complex plane, and define the set

Ω =
∏︁

𝑚∈N0

𝛾𝑚,

where 𝛾𝑚 = 𝛾 for all 𝑚 ∈ N0. By the classical Tikhonov theorem, the infinite-dimensional torus
Ω with the product topology and pointwise multiplication is a compact topological Abelian group.
Define one more set

Ω𝑟 =
𝑟∏︁

𝑗=1

Ω𝑗 ,

where Ω𝑗 = Ω for all 𝑗 = 1, . . . , 𝑟. Then again by the Tikhonov theorem, Ω𝑟 is a compact topological
Abelian group. Denote by 𝜔 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑟), 𝜔1 ∈ Ω1, . . . , 𝜔𝑟 ∈ Ω𝑟, the elements of Ω𝑟 Moreover, let
𝜔𝑗(𝑚) be the 𝑚-th component of the element 𝜔𝑗 ∈ Ω, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, 𝑚 ∈ N0.

For 𝐴 ∈ ℬ(Ω𝑟), define

𝑄𝑇,𝛼(𝐴) =
1

𝑇
meas

{︀
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] :

(︀(︀
(𝑚+ 𝛼1)

−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀
, . . . ,

(︀
(𝑚+ 𝛼𝑟)

−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀)︀
∈ 𝐴

}︀
.

Lemma 1. On (Ω𝑟,ℬ(Ω𝑟)), there exists a probability measure 𝑄𝛼 such that 𝑄𝑇,𝛼 converges
weakly to 𝑄𝛼 as 𝑇 → ∞.

Proof. We apply the Fourier transform method. The dual group of Ω𝑟 is isomorphic to

𝒢 =
𝑟⨁︁

𝑗=1

⨁︁
𝑚∈N0

Z𝑚𝑗 ,

where Z𝑚𝑗 = Z for all 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,𝑚 ∈ N0. The element 𝑘 = (𝑘𝑚𝑗 : 𝑘𝑚𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, 𝑚 ∈ N0)
∈ 𝒢, where only a finite number of integers 𝑘𝑚𝑗 are distinct from zero, acts on Ω𝑟 by

𝜔 → 𝜔𝑘 =

𝑟∏︁
𝑗=1

∏︁
𝑚∈N0

𝜔
𝑘𝑚𝑗

𝑗 (𝑚).

Therefore, the Fourier transform 𝑔𝑇 (𝑘) of 𝑄𝑇,𝛼 is of the form

𝑔𝑇 (𝑘) =

∫︁
Ω𝑟

⎛⎝ 𝑟∏︁
𝑗=1

∏︁′

𝑚∈N0

𝜔
𝑘𝑗𝑚
𝑗 (𝑚)

⎞⎠d𝑄𝑇,𝛼,
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where the sign “ ′ ” shows that only a finite number of integers 𝑘𝑚𝑗 are distinct from zero. Thus, by
the definition of 𝑄𝑇,𝛼,

𝑔𝑇 (𝑘) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑟∏︁
𝑗=1

∏︁′

𝑚∈N0

(𝑚+ 𝛼𝑗)
−𝑖𝜏𝑘𝑚𝑗d𝜏 =

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0
exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜏
𝑟∑︁

𝑗=1

∑︁′

𝑚∈N0

𝑘𝑚𝑗 log(𝑚+ 𝛼𝑗)

⎫⎬⎭d𝜏. (2)

Define two collections of integers

{𝑘′} =

⎧⎨⎩𝑘𝑚𝑗 :

𝑟∑︁
𝑗=1

∑︁′

𝑚∈N0

𝑘𝑚𝑗 log(𝑚+ 𝛼𝑗) = 0

⎫⎬⎭
and

{𝑘′′} =

⎧⎨⎩𝑘𝑚𝑗 :
𝑟∑︁

𝑗=1

∑︁′

𝑚∈N0

𝑘𝑚𝑗 log(𝑚+ 𝛼𝑗) ̸= 0

⎫⎬⎭ .

Obviously, in view of (2),
𝑔𝑇 (𝑘) = 1 (3)

for 𝑘 ∈ {𝑘′}. If 𝑘 ∈ {𝑘′′}, then integrating in (2), we find that

𝑔𝑇 (𝑘) =
1 − exp

{︁
−𝑖𝑇

∑︀𝑟
𝑗=1

∑︀′

𝑚∈N0
𝑘𝑚𝑗 log(𝑚+ 𝛼𝑗)

}︁
𝑖𝑇
∑︀𝑟

𝑗=1

∑︀′

𝑚∈N0
𝑘𝑚𝑗 log(𝑚+ 𝛼𝑗)

.

This and (3) show that

lim
𝑇→∞

𝑔𝑇 (𝑘) =

{︂
1 if 𝑘 ∈ {𝑘′},
0 if 𝑘 ∈ {𝑘′′}.

The right-hand side of the later equality is continuous in the discrete topology. Therefore, by a
continuity theorem for probability measures on compact groups, we obtain that 𝑄𝑇,𝛼, as 𝑇 → ∞,
converges weakly to a probability measure 𝑄𝛼 on (Ω𝑟,ℬ(Ω𝑟)) defined by the Fourier transform

𝑔(𝑘) =

{︂
1 if 𝑘 ∈ {𝑘′},
0 if 𝑘 ∈ {𝑘′′}.

The lemma is proved. 2
Unfortunately, the limit measure 𝑄𝛼 in Lemma 1 is given by its Fourier transform, we do not

know the explicit form of 𝑄𝛼, and this reflects in Theorems 4 and 5 with non-effective set 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 .
For example, if the set 𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟) is linearly independent over Q, then

𝑔(𝑘) =

{︂
1 if 𝑘 = 0,
0 if 𝑘 ̸= 0,

and we have that the limit measure 𝑄𝛼 coincides with the Haar measure on (Ω𝑟,ℬ(Ω𝑟)).
The next lemma is a joint limit theorem in the space 𝐻𝑟(𝐷) for absolutely convergent Dirichlet

series.
Let 𝜎0 be a fixed number. For 𝑚 ∈ N0 and 𝑛 ∈ N, set

𝑣𝑛(𝑚,𝛼𝑗) = exp

{︂
−
(︂
𝑚+ 𝛼𝑗

𝑛+ 𝛼𝑗

)︂𝜎0
}︂
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,

and define the functions

𝜁𝑛(𝑠, 𝛼𝑗) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑣𝑛(𝑚,𝛼𝑗)

(𝑚+ 𝛼𝑗)𝑠
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟.
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It is known [9] that the series for 𝜁𝑛(𝑠, 𝛼𝑗) are absolutely convergent for 𝜎 > 1
2 . For brevity, let

𝜁
𝑛
(𝑠, 𝛼) = (𝜁𝑛(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁𝑛(𝑠, 𝛼𝑟)) ,

and

𝑃𝑇,𝑛,𝛼(𝐴) =
1

𝑇
meas

{︁
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝜁

𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼) ∈ 𝐴

}︁
, 𝐴 ∈ ℬ(𝐻𝑟(𝐷)).

Lemma 2. On (𝐻𝑟(𝐷),ℬ(𝐻𝑟(𝐷))), there exists a probability measure 𝑃𝑛,𝛼 such that 𝑃𝑇,𝑛,𝛼

converges weakly to 𝑃𝑛,𝛼 as 𝑇 → ∞.

Proof. For 𝜔𝑗 ∈ Ω𝑗 , define the functions

𝜁𝑛(𝑠, 𝜔𝑗 , 𝛼𝑗) =
∞∑︁

𝑚=0

𝜔𝑗(𝑚)𝑣𝑛(𝑚,𝛼𝑗)

(𝑚+ 𝛼𝑗)𝑠
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟.

Since |𝜔𝑗(𝑚)| = 1, the series for 𝜁𝑛(𝑠, 𝜔𝑗 , 𝛼𝑗) is also absolutely convergent for 𝜎 > 1
2 . Let

𝜁
𝑛
(𝑠, 𝜔, 𝛼) = (𝜁𝑛(𝑠, 𝜔1, 𝛼1), . . . , 𝜁𝑛(𝑠, 𝜔𝑟, 𝛼𝑟)) .

Consider the function 𝑢𝑛,𝛼 : Ω𝑟 → 𝐻𝑟(𝐷) given by the formula

𝑢𝑛,𝛼(𝜔) = 𝜁
𝑛
(𝑠, 𝜔, 𝛼).

In virtue of the absolute convergence of the series for 𝜁𝑛(𝑠, 𝜔𝑗 , 𝛼𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, the function 𝑢𝑛,𝛼
is continuous. Moreover,

𝑢𝑛,𝛼
(︀(︀

(𝑚+ 𝛼1)
−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀
, . . . ,

(︀
(𝑚+ 𝛼𝑟)

−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀)︀
= 𝜁

𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼).

Therefore, for every 𝐴 ∈ ℬ(𝐻𝑟(𝐷)),

𝑃𝑇,𝑛,𝛼(𝐴) =

=
1

𝑇
meas

{︀
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] :

{︀(︀
(𝑚+ 𝛼1)

−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀
, . . . ,

(︀
(𝑚+ 𝛼𝑟)

−𝑖𝜏 : 𝑚 ∈ N0

)︀}︀
∈ 𝑢−1

𝑛,𝛼𝐴
}︀

=

= 𝑄𝑇,𝛼(𝑢−1
𝑛,𝛼𝐴).

Hence, 𝑃𝑇,𝑛,𝛼 = 𝑄𝑇,𝛼𝑢
−1
𝑛,𝛼. Therefore, Theorem 5.1 of [3], Lemma 1 and the continuity of the function

𝑢𝑛,𝛼 imply that 𝑃𝑇,𝑛,𝛼 converges weakly to the measure 𝑃𝑛,𝛼 = 𝑄𝛼𝑢
−1
𝑛,𝛼 as 𝑇 → ∞, where 𝑄𝛼 is the

limit measure in Lemma 1. 2
The next step of the proof of Theorem 6 consists of the approximation of 𝜁(𝑠, 𝛼) by 𝜁

𝑛
(𝑠, 𝛼).

For this, we recall the metric in the space 𝐻𝑟(𝐷). It is known, see, for example, [4], that there exists
a sequence of compact sets {𝐾𝑙 : 𝑙 ∈ N} ⊂ 𝐷 such that

𝐷 =

∞⋃︁
𝑙=1

𝐾𝑙,

𝐾𝑙 ⊂ 𝐾𝑙+1 for all 𝑙 ∈ N, and, for every compact set 𝐾 ⊂ 𝐷, there exists 𝐾𝑙 such that 𝐾 ⊂ 𝐾𝑙. Let,
for 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐻(𝐷),

𝜌(𝑔1, 𝑔2) =
∞∑︁
𝑙=1

2−𝑙 sup𝑠∈𝐾𝑙
|𝑔1(𝑠) − 𝑔2(𝑠)|

1 + sup𝑠∈𝐾𝑙
|𝑔1(𝑠) − 𝑔2(𝑠)|

.

Then 𝜌 is a metric in the space 𝐻(𝐷) inducing the topology of uniform convergence on compacta.
Now, setting, for 𝑔

1
= (𝑔11, . . . , 𝑔1𝑟), 𝑔2 = (𝑔21, . . . , 𝑔2𝑟) ∈ 𝐻𝑟(𝐷),

𝜌(𝑔
1
, 𝑔

2
) = max

16𝑗6𝑟
𝜌(𝑔1𝑗 , 𝑔2𝑗)

gives a metric in the space 𝐻𝑟(𝐷) inducing its product topology.
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Lemma 3. The equality

lim
𝑛→∞

lim sup
𝑇→∞

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝜌
(︁
𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼), 𝜁

𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼)

)︁
d𝜏 = 0

holds.

Proof. The proof of the lemma does not depend on the arithmetic of the numbers 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟,
and can be found in [8], Lemma 7. 2

Now, we consider the sequence {𝑃𝑛,𝛼 : 𝑛 ∈ N}, where 𝑃𝑛,𝛼 is the limit measure in Lemma 2.

Lemma 4. The sequence 𝑃𝑛,𝛼 is tight, i.e., for every 𝜀 > 0, there exists a compact set
𝐾 = 𝐾𝜀 ⊂ 𝐻𝑟(𝐷) such that

𝑃𝑛,𝛼(𝐾) > 1 − 𝜀

for all 𝑛 ∈ N.

Proof. For an arbitrary 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, define

𝑃𝑇,𝑛,𝛼(𝐴) =
1

𝑇
meas {𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝜁𝑛(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼) ∈ 𝐴} , 𝐴 ∈ ℬ(𝐻(𝐷)),

and denote by 𝑃𝑛,𝛼 the limit measure of 𝑃𝑇,𝑛,𝛼 as 𝑇 → ∞. Then, in [2], it was obtained that the
sequences {𝑃𝑛,𝛼 : 𝑛 ∈ N} is tight. Hence, the sequences

{𝑃𝑛,𝛼𝑗 : 𝑛 ∈ N}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,

are tight. Clearly, 𝑃𝑛,𝛼𝑗 are the marginal measures of the measure 𝑃𝑛,𝛼, i.e.,

𝑃𝑛,𝛼𝑗 (𝐴) = 𝑃𝑛,𝛼

⎛⎜⎝𝐻(𝐷) × · · · ×𝐻(𝐷)⏟  ⏞  
𝑗−1

×𝐴×𝐻(𝐷) × · · · ×𝐻(𝐷)

⎞⎟⎠ , 𝐴 ∈ ℬ(𝐻(𝐷)), (4)

𝑗 = 1, . . . , 𝑟. Since the sequence {𝑃𝑛,𝛼𝑗} is tight, for every 𝜀 > 0, there exists a compact set
𝐾𝑗 = 𝐾𝑗(𝜀) ⊂ 𝐻(𝐷) such that

𝑃𝑛,𝛼𝑗 (𝐾𝑗) > 1 − 𝜀

𝑟
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, (5)

for all 𝑛 ∈ N. We put 𝐾 = 𝐾1×· · ·×𝐾𝑟. Then the set 𝐾 is compact in the space 𝐻𝑟(𝐷). Moreover,
in view of (4) and (5),

𝑃𝑛,𝛼(𝐻𝑟(𝐷) ∖𝐾) = 𝑃𝑛,𝛼

⎛⎜⎝ 𝑟
∪
𝑗=1

⎛⎜⎝𝐻(𝐷)×· · ·×𝐻(𝐷)⏟  ⏞  
𝑗−1

⎞⎟⎠×(𝐻(𝐷) ∖𝐾𝑗)×𝐻(𝐷)×· · ·×𝐻(𝐷)

⎞⎟⎠
6

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑃𝑛,𝛼

⎛⎜⎝𝐻(𝐷) × · · · ×𝐻(𝐷)⏟  ⏞  
𝑗−1

×(𝐻(𝐷) ∖𝐾𝑗) ×𝐻(𝐷) × · · · ×𝐻(𝐷)

⎞⎟⎠
=

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑃𝑛,𝛼𝑗 (𝐻(𝐷) ∖𝐾𝑗) 6
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜀

𝑟
= 𝜀

for all 𝑛 ∈ N. Therefore,
𝑃𝑛,𝛼(𝐾) > 1 − 𝜀
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for all 𝑛 ∈ N. The lemma is proved. 2
Proof.[Proof of Theorem 6] We will use the language of convergence in distribution (

𝒟−→). Let
the random variable 𝜃 be defined on a certain probability space with measure 𝜇, and be uniformly
distributed on [0, 1]. Define the 𝐻𝑟(𝐷)-valued random element by the formula

𝑋𝑇,𝑛,𝛼 = 𝑋𝑇,𝑛,𝛼(𝑠) = 𝜁
𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜃𝑇, 𝛼).

Moreover, let 𝑋𝑛,𝛼 = 𝑋𝑛,𝛼(𝑠) be the 𝐻𝑟(𝐷)-valued random element having the distribution 𝑃𝑛,𝛼.
Then the assertion of Lemma 2 can be written in the form

𝑋𝑇,𝑛,𝛼
𝒟−−−−→

𝑇→∞
𝑋𝑛,𝛼. (6)

Since the sequence {𝑃𝑛,𝛼 : 𝑛 ∈ N} is tight, by the Prokhorov theorem ([3, Theorem 6.1]), it is
relatively compact. Therefore, there is a subsequence {𝑃𝑛𝑘,𝛼} ⊂ {𝑃𝑛,𝛼} such that 𝑃𝑛𝑘,𝛼 converges
weakly to a certain probability measure 𝑃𝛼 on (𝐻𝑟(𝐷),ℬ(𝐻𝑟(𝐷))) as 𝑘 → ∞. In other words, we
have the relation

𝑋𝑛𝑘,𝛼
𝒟−−−→

𝑘→∞
𝑃𝛼. (7)

Define one more 𝐻𝑟(𝐷)-valued random element 𝑋𝑇,𝛼 by the formula

𝑋𝑇,𝛼 = 𝑋𝑇,𝛼(𝑠) = 𝜁(𝑠+ 𝑖𝜃𝑇, 𝛼).

Then, the application of Lemma 3 shows that, for every 𝜀 > 0,

lim
𝑛→∞

lim sup
𝑇→∞

𝜇
{︀
𝜌
(︀
𝑋𝑇,𝛼, 𝑋𝑇,𝑛,𝛼

)︀
> 𝜀
}︀

= lim
𝑛→∞

lim sup
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︁
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : 𝜌

(︁
𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼), 𝜁

𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼)

)︁
> 𝜀
}︁

6 lim
𝑛→∞

lim sup
𝑇→∞

1

𝜀𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝜌
(︁
𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼), 𝜁

𝑛
(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼)

)︁
d𝜏 = 0.

The latter equality together with relations (6) and (7) shows that all hypotheses of Theorem 4.2 of
[3] are satisfied. Therefore, we obtain the relation

𝑋𝑇,𝛼
𝒟−−−−→

𝑇→∞
𝑃𝛼,

which is equivalent to the weak convergence of 𝑃𝑇,𝛼 to 𝑃𝛼 as 𝑇 → ∞. The theorem is proved. 2

3. Proof of Theorems 4 and 5

Theorems 4 and 5 follow easily from Theorem 6. For this, the notion of the support of a
probability measure is applied. Denote by 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 the support of the limit measure 𝑃𝛼 in Theorem 6.
We remind that 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 ⊂ 𝐻𝑟(𝐷) is a minimal closed set such that 𝑃𝛼(𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟) = 1. The set
𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 consists of all elements 𝑔 ∈ 𝐻𝑟(𝐷) such that, for every open neighborhood 𝐺 of 𝑔, the
inequality 𝑃𝛼(𝐺) > 0 is satisfied.

Also, we will use two equivalents of the weak convergence of probability measures. We recall that
a set 𝐴 is a continuity set of the probability measure 𝑃 if 𝑃 (𝜕𝐴) = 0, where 𝜕𝐴 is the boundary of
the set 𝐴.

Lemma 5. Let 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ N, and 𝑃 be the probability measures on (X,ℬ(X)). Then the following
statements are equivalent:
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1∘ 𝑃𝑛 converges weakly to 𝑃 as 𝑛→ ∞;
2∘ For every open set 𝐺 ⊂ X,

lim inf
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝐺) > 𝑃 (𝐺);

3∘ For every continuity set 𝐴 of the measure 𝑃 ,

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝐴) = 𝑃 (𝐴).

The lemma is Theorem 2.1 of [3].
Proof.[Proof of Theorem 4] Suppose that 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 is the support of the measure 𝑃𝛼. Then

𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 is non-empty closed set of the space 𝐻
𝑟(𝐷).

Let (𝑓1, . . . , 𝑓𝑟) ∈ 𝐹𝛼1,...,𝛼𝑟 , 𝐾1, . . . ,𝐾𝑟 are compact sets of the strip 𝐷 and 𝜀 > 0. Define

𝐺𝜀 =

{︃
(𝑔1, . . . , 𝑔𝑟) ∈ 𝐻𝑟(𝐷) : sup

16𝑗6𝑟
sup
𝑠∈𝐾𝑗

|𝑔𝑗(𝑠) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︃
.

Then the set 𝐺𝜀 is an open neighborhood of the element (𝑓1, . . . , 𝑓𝑟) which belongs to the support
of the measure 𝑃𝛼. Therefore,

𝑃𝛼(𝐺𝜀) > 0. (8)

Moreover, in view of Theorem 6, and 1∘ and 2∘ of Lemma 5, we have that

lim inf
𝑇→∞

𝑃𝑇,𝛼(𝐺𝜀) > 𝑃𝛼(𝐺𝜀).

This, the definitions of 𝑃𝑇,𝛼 and 𝐺𝜀, and (7) show that

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︃
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

16𝑗6𝑟
sup
𝑠∈𝐾𝑗

|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑗) − 𝑓𝑗(𝑠)| < 𝜀

}︃
> 0.

2

Proof. [Proof of Theorem 5] We use the same notation as in the proof of Theorem 4. We observe
that the boundaries 𝜕𝐺𝜀1 and 𝜕𝐺𝜀2 do not intersect for different positive 𝜀1 and 𝜀2. Therefore,
𝑃𝛼(𝐺𝜀) > 0 for at most countably many 𝜀 > 0. This shows that that the set 𝐺𝜀 is a continuity set
of the measure 𝑃𝛼 for all but at most countably many 𝜀 > 0. Therefore, using Theorem 6, 1∘ and
3∘ of Lemma 5, and inequality (7), we obtain that the limit

lim
𝑇→∞

𝑃𝑇,𝛼(𝐺𝜀) = 𝑃𝛼(𝐺𝜀) > 0

exists for all but at most countably many 𝜀 > 0. Thus, the definitions of 𝑃𝑇,𝛼 and 𝐺𝜀 prove the
theorem. 2

4. Conclusions

The Hurwitz zeta-function 𝜁(𝑠, 𝛼) depends on the parameter 𝛼 whose arithmetic properties
influence the analytic behavior of 𝜁(𝑠, 𝛼), including the universality. The universality problem is
related to the linear independence over Q of the set

𝐿(𝛼) = {log(𝑚+ 𝛼) : 𝑚 ∈ N0}.

If the parameter 𝛼 is algebraic irrational, them we have not much information on the set 𝐿(𝛼), it is
only known by the Cassels theorem that at least 51 percent of elements 𝐿(𝛼) in the sense of density
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are linearly independent over Q. However, there is not any idea how to use the Cassels theorem for
the proof of universality.

A similar situation arises in the investigation of the joint universality for Hurwitz zeta-functions.
The linear independence of the set

𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟) = {log(𝑚+ 𝛼𝑗) : 𝑚 ∈ N0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟}

leads to joint universality for the functions 𝜁(𝑠, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠, 𝛼𝑟). In the paper, we search a way
how to avoid involving of the set 𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟). Without using any information about the set
𝐿(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟), we prove that there exists a closed non-empty set of analytic functions such that
the collections of those functions can be approximated by shifts (𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼1), . . . , 𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼𝑟)). It
remains a very difficult problem to describe the mentioned set of analytic functions.
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Аннотация

В 1945 году А.И. Мальцев исследовал задачу описания абелевых подгрупп наивысшей
размерности в комплексных простых группах Ли. Задача инспирирована доказанной ранее
И. Шуром теоремой: Наивысшая размерность абелевых подгрупп группы 𝑆𝐿(𝑛,C) равна
[𝑛2/4] и абелевы подгруппы этой размерности при 𝑛 > 3 переводятся автоморфизмами

друг в друга. Свою задачу А.И. Мальцев решил переходом к комплексным алгебрам Ли.
В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицирова-
ны с использованием классификации систем корней евклидовых пространств 𝑉 . С любой
неразложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾); ее
базу дают база определенной абелевой самонормализуемой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟
(𝑟 ∈ Φ) с 𝐻-инвариантным подпространством 𝐾𝑒𝑟. Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу
нильтреугольной подалгебры 𝑁Φ(𝐾). Методы А. И. Мальцева позднее получили разви-
тие в решении проблемы о больших абелевых подгруппах конечных групп Шевалле. В
настоящей статье мы используем разработанные методы для перенесения теоремы А.И.
Мальцева на алгебры Шевалле. Мы исследуем следующие задачи:

(A) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в алгебре Шевалле

ℒΦ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

(B) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в подалгебре

𝑁Φ(𝐾) алгебры Шевалле ℒΦ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

В статье приводится описание коммутативных подалгебр наивысшей размерности ал-
гебры 𝑁Φ(𝐾) классического типа над произвольным полем 𝐾 с точностью до автомор-
физмов алгебры ℒΦ(𝐾) и подалгебры 𝑁Φ(𝐾).

Ключевые слова: алгебра Шевалле, коммутативная подалгебра, нильтреугольная по-
далгебра.

Библиография: 18 названий.

Для цитирования:
В. М. Левчук, Г. С. Сулейманова. Обобщение задачи А. И. Мальцева о коммутативных по-
далгебрах на алгебры Шевалле // Чебышевcкий сборник, 2018, т. 19, вып. 3, с. 231–240.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского фонда фундаментальных исследований (проект 16-
01-00707).



232 В. М. Левчук, Г. С. Сулейманова

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 19. No. 3.

UDC 512.554.3 DOI 10.22405/2226-8383-2018-19-3-231-240

Generalization of A. I. Mal’tsev problem on commutativa
subalgebras for Chevalley algebras2

Levchuk Vladimir Mikhailovich — Dr. Phys.-Math. Sci., professor, head of the department of
algebra and logic of Siberian Federal University, Krasnoyarsk, 660041 Russia.
e-mail: vlevchuk@sfu-kras.ru
Suleimanova Galina Safiullanovna — Dr. Phys.-Math. Sci., associate professor, professor of
Khakas Tecnical Institute — branch of Siberian Federal University, Abakan, 655017 Russia
e-mail: suleymanova@list.ru

Abstract

In 1945 A. I. Mal’tsev investigated the problem on description of abelian subgroups of largest
dimension in complex simple Lie groups. This problem’s arisen from the theorem of I. Schur:
The largest dimension of abelian subgroups of the group 𝑆𝐿(𝑛,C) equals to [𝑛2/4] and abelian

subgroups of such dimension for 𝑛 > 3 are transformed by automorphisms into each other.

A. I. Mal’tsev solved his problem by the reduction to complex Lie algebras. In Cartan – Killing
theory semisimple complex Lie algebras are classified making use of the classification of root
systems in Euclidean space 𝑉 . A Chevalley algebra ℒΦ(𝐾) is associated with the indecomposable
root system Φ and with the field 𝐾; the base of the Chevalley algebra consists of the base of
certain abelian self-normalized subalgebra 𝐻 and of the elements 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ) with 𝐻-invariant
subspace 𝐾𝑒𝑟. The elements 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) form a base of niltriangular subalgebra 𝑁Φ(𝐾).
Methods of A. I. Mal’tsev were developed for the solving of the problem on large abelian
subgroups in finite Chevalley groups. In this article we use the worked out methods for the
reduction of A. I. Mal’cev theorem for the Chevalley algebras. We investigate the problems:

(A) to describe commutative subalgebras of largest dimension in a Chevalley algebra ℒΦ(𝐾)
over arbitrary field 𝐾.

(B) to describe commutative subalgebras of largest dimension in subalgebra 𝑁Φ(𝐾) of the
Chevalley algebra ℒΦ(𝐾) Over arbitrary field 𝐾.

In this article we give the description of all commutative subalgebras of largest dimension
in subalgebra 𝑁Φ(𝐾) of classical type over arbitrary field 𝐾 up to automorphisms of algebra
ℒΦ(𝐾) and of subalgebra 𝑁Φ(𝐾).

Keywords: Chevalley algebra, commutative subalgebra, niltriangular subalgebra.
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1. Введение

В 1945 году А.И. Мальцев [1] исследовал задачу описания абелевых подгрупп наивысшей
размерности в комплексных простых группах Ли. Задача инспирирована доказанной ранее
И. Шуром [2] теоремой:

2This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 16-01-00707)
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Наивысшая размерность абелевых подгрупп группы 𝑆𝐿(𝑛,C) равна [𝑛2/4] и абелевы под-
группы этой размерности при 𝑛 > 3 переводятся автоморфизмами друг в друга.

Свою задачу А.И. Мальцев решил переходом к комплексным алгебрам Ли.

В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицированы
с использованием классификации систем корней евклидовых пространств 𝑉 . С любой нераз-
ложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾); ее базу дают
база определенной абелевой самонормализуемой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ) с 𝐻-
инвариантным подпространством 𝐾𝑒𝑟, [3].

Методы [1] позднее получили развитие в решении проблемы о больших абелевых подгруп-
пах конечных групп Шевалле, [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12].

В настоящей статье мы используем разработанные методы для перенесения основной в [1]
теоремы на алгебры Шевалле.

С любой неразложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле
𝐿Φ(𝐾); ее базу составляют база определенной абелевой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ)
такие, что 𝐻𝑒𝑟 ⊆ 𝐾𝑒𝑟, [3]. Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу нильтреугольной подалгебры
𝑁Φ(𝐾). Мы исследуем следующие задачи, записанные в [13].

(A) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в алгебре Шевалле
𝐿Φ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

(B) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в подалгебре 𝑁Φ(𝐾)
алгебры Шевалле 𝐿Φ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

2. Теорема А.И. Мальцева

В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицирова-
ны, наряду с системами корней евклидовых пространств 𝑉 . Простые комплексные (конечно-
мерные) алгебры Ли ℒ = ℒΦ взаимнооднозначно соответствуют 9 сериям приведенных нераз-
ложимых систем корней Φ, [14, Таблицы I– IX]. Основной в [1] является

Теорема А.И. Мальцева.Каждая простая алгебра Ли ℒΦ, исключая тип 𝐴2, 𝐵4, 𝐷4, 𝐺2,
с точностью до автоморфизмов имеет только одну коммутативную подалгебру наивыс-
шей размерности с нильпотентными элементами. Эта размерность равна [𝑛2/4] для алгебр
𝐴𝑛−1 (𝑛 > 3), 1 + 𝑛(𝑛 − 1)/2 – для 𝐵𝑛 (𝑛 > 4), 𝑛(𝑛 + 1)/2 – для 𝐶𝑛 (𝑛 ≥ 2), 𝑛(𝑛 − 1)/2 –
для 𝐷𝑛 (𝑛 > 4), 16, 27, 36, 9, 5 – соответственно для 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8, 𝐹4, 𝐵3. Алгебра 𝐵4 имеет два
класса размерности 7, 𝐷4 – два класса размерности 6 и 𝐺2 – три класса размерности 3.

Для перенесения теоремы А. И. Мальцева на алгебры Шевалле используем схему ее дока-
зательства и соответствующие методы алгебр Шевалле.

Алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾) ассоциируют с любым полем 𝐾 и системой корней Φ, характери-
зуя базой Шевалле {𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ), ℎ𝑠 (𝑠 ∈ Π)} с целочисленными структурными константами,
где Π – система простых корней (или база) в Φ. Более точно, по теореме Шевалле о базисе

𝑒𝑟 * 𝑒−𝑟 = ℎ𝑟, ℎ𝑠 * ℎ𝑟 = 0, ℎ𝑠 * 𝑒𝑟 =
2(𝑟, 𝑠)

(𝑟, 𝑟)
𝑒𝑟 (𝑟, 𝑠 ∈ Φ);

𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 0 (𝑟 + 𝑠 /∈ Φ ∪ {0}), 𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 𝑁𝑟𝑠𝑒𝑟+𝑠 = −𝑒𝑠 * 𝑒𝑟 (𝑟 + 𝑠 ∈ Φ),

где 𝑁𝑟𝑠 = ±1 или |𝑟| = |𝑠| < |𝑟+ 𝑠| и 𝑁𝑟𝑠 = ±2 или Φ типа 𝐺2 и 𝑁𝑟𝑠 = ±2 или ±3. Произвол в
выборе знаков констант 𝑁𝑟𝑠 описан в [3, 4.2.2].
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Известно, что 𝑝(Φ) := max{(𝑟, 𝑟)/(𝑠, 𝑠) | 𝑟, 𝑠 ∈ Φ} = 1, 2 или (тип 𝐺2) 3. Высотой корня 𝑟
называют сумму ht(𝑟) коэффициентов в разложении 𝑟 по базису Π. Фиксируем в Φ систему
положительных корней Φ+ ⊇ Π.

Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу нильтреугольной подалгебры 𝑁Φ(𝐾). Ее стандарт-
ный центральный ряд 𝐿𝑖 = ⟨𝐾𝑒𝑟 | 𝑟 ∈ Φ+, ht (𝑟) > 𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, . . . ) при 𝑝(Φ)!𝐾 = 𝐾
есть также и нижний и верхний центральный ряд. Для любого корня 𝑟 отображение
𝑡 → 𝑥𝑟(𝑡) := 𝑒𝑥𝑝 (𝑡𝑎𝑑.𝑒𝑟) (𝑡 ∈ 𝐾) дает изоморфизм аддитивной группы поля 𝐾 в группу
автоморфизмов 𝐴𝑢𝑡 ℒΦ(𝐾). Корневые подгруппы 𝑋𝑟 = 𝑥𝑟(𝐾) порождают группу Шевалле
Φ(𝐾) с унипотентной подгруппой 𝑈Φ(𝐾) = ⟨𝑋𝑟 (𝑟 ∈ Φ+)⟩ [3]. В [1] используется

Лемма 1. В алгебре Ли ℒΦ = ℒΦ(𝐶) любая максимальная коммутативная подалгебра
с нильпотентными элементами переводится автоморфизмом из Φ(𝐶) в нильпотентную подал-
гебру 𝑁Φ(𝐶).

А.И. Мальцев [1] назвал подмножество Ψ системы корней Φ коммутативным, если
𝑟 + 𝑠 /∈ Φ для любых корней 𝑟, 𝑠 ∈ Ψ. В этом случае коммутативны подмножества корней
𝑤(Ψ) для любого элемента 𝑤 группы Вейля

𝑊 = 𝑊 (Φ) = ⟨𝑤𝑟 | 𝑟 ∈ Φ⟩ = ⟨𝑤𝑟 | 𝑟 ∈ Π⟩, 𝑤𝑟(𝑥) = 𝑥− 2(𝑟, 𝑥)

(𝑟, 𝑟)
𝑟 (𝑥 ∈ 𝑉 ),

а также подалгебра 𝐴Ψ =
∑︀

𝑟∈Ψ𝐾𝑒𝑟. Наибольший порядок коммутативных множеств корней
в Φ оказывается равен наивысшей размерности коммутативных подалгебр алгебры 𝑁Φ(𝐶).

Пусть {𝑟}+ — множество корней 𝑠 ∈ Φ+ таких, что в разложении 𝑠 − 𝑟 по базе Π все
коэффициенты неотрицательны, 𝑇 (𝑟) и𝑄(𝑟) – подалгебры в𝑁Φ(𝐾) с базисом, соответственно,
{𝑒𝑠 | 𝑠 ∈ {𝑟}+} и {𝑒𝑠 | 𝑠 ∈ {𝑟}+, 𝑠 ̸= 𝑟}.

Приведем описание коммутативных подмножеств корней в Φ наибольшего порядка, кото-
рое вытекает из [1]. Для систем корней типа 𝐸𝑚, 𝑚 = 6, 7, 8, и 𝐹4 используем обозначения из
[14] простых корней 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚.

Лемма 2. Коммутативные множества наибольшего порядка в системе корней Φ типа
̸= 𝐺2 исчерпывают, с точностью до ее изометрий¯и 𝑊 -сопряженности, следующие.

Тип 𝐴𝑛−1: {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень с 𝑟 = 𝑟 или 𝑟 + 𝑟 ∈ Φ, 𝑟 < 𝑟.

Тип 𝐵𝑛: {2𝑎+ 𝑏}+ ∪{𝑞}+, где 𝑎, 𝑏 – простые корни, |𝑎| < |𝑏|, и 𝑞 - максимальный короткий
корень.

Тип 𝐶𝑛: {𝑞}+, где 𝑞 - длинный простой корень.

Тип 𝐷𝑛: {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень и 𝑟 < 𝑟 для любой симметрии ¯.

Тип 𝐸8: {𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 + 3𝛼4 + 2𝛼5 + 𝛼6}+.

Тип 𝐸𝑛, n=6 или 7 : {𝛼𝑛}+.

Тип 𝐹4: {𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 + 𝛼4}+ ∪ {𝛼2 + 2𝛼3 + 2𝛼4}+.

Учитывая 𝑤𝑠-инвариантность подмножества корней Φ+ ∖ {𝑠} для любого простого корня
𝑠, с помощью леммы 2 получаем

Следствие. Пусть Ψ есть коммутативное подмножество корней из леммы для типа 𝐴𝑛,
𝐶𝑛, 𝐷𝑛, 𝐸6 или 𝐸7. Тогда для любого простого корня 𝑠 /∈ Ψ подмножества Ψ и 𝑤𝑠(Ψ) в Φ+

совпадают или ¯-симметричны.
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3. Большие абелевы подалгебры в алгебрах 𝑁Φ(𝐾) классических
типов

Большой 𝒫-подгруппой конечной группы (𝒫 – теоретико-групповое свойство) называют
всякую 𝒫-подгруппу наибольшего порядка. Абелевы подалгебры наивысшей размерности ал-
гебры Ли назовем большими абелевыми, аналогично большим абелевым подгруппам конечной
группы Шевалле.

С учетом леммы 1, исследуем большие абелевы подалгебры алгебры 𝑁Φ(𝐾). Их описание
с точностью до ее автоморфизмов, в отличие от [1], оказывается более единообразным.

Теорема 1. В алгебре 𝑁Φ(𝐾) классического типа Φ над любым полем 𝐾, с точностью
до ее автоморфизмов, большая абелева подалгебра 𝑀 для типов 𝐴𝑛, 𝐷𝑛 и 𝐶𝑛 совпадает с
идеалом 𝑇 (𝑟) для единственного простого корня 𝑟 и размерности, соответственно, [𝑛2/4],
𝑛(𝑛 − 1)/2 и 𝑛(𝑛 + 1)/2. В остальных случаях 𝑀 переводится в идеал автоморфизмом из
𝐴𝑢𝑡 ℒΦ(𝐾), в частности, для типа 𝐵𝑛 (𝑛 > 4) – в централизатор 𝐶(𝐿𝑛).

Замечание 1. Для типов 𝐸6 и 𝐸7 большая абелева подалгебра 𝑀 также совпадает с
идеалом 𝑇 (𝑟) для единственного простого корня 𝑟 .

В [13] записана гипотеза (A): Всякий коммутативный идеал наивысшей размерности
алгебры 𝑁Φ(𝐾) является её коммутативной подалгеброй наивысшей размерности.

Гипотеза была подтверждена в статье [15], вместе с доказательством существования и
описанием больших абелевых идеалов алгебры 𝑁Φ(𝐾).

Отметим, что порядки подалгебр из теоремы Мальцева соответствуют порядкам коммута-
тивных подмножеств корней Ψ из леммы 2.

Для простого числа 𝑝 подмножество Ψ ⊆ Φ называем p-коммутативным, согласно
Е. П. Вдовину [10], если в алгебре Ли 𝑁Φ(𝐾) над любым полем 𝐾 характеристики 𝑝 имеем
𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 0 при всех 𝑟, 𝑠 ∈ Ψ. При 𝑝(Φ)!𝐾 = 𝐾 понятия 𝑝-коммутативности и коммутативности,
очевидно, совпадают.

Ясно, что для коммутативной подалгебры 𝑀 алгебры 𝑁Φ(𝐾) над полем 𝐾 характеристи-
ки 𝑝 > 0 множество корней ℒ1(𝑀) является 𝑝-коммутативным. Из [1], [10] и [11] несложно
вытекает

Лемма 4. Наивысшая размерность коммутативных подалгебр алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) над
полем 𝐾 характеристики 𝑝 равна наибольшему порядку 𝑝-коммутативных при 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑝(Φ) и
коммутативных в остальных случаях множеств корней в Φ.

Доказательство. Когда 𝐻 ⊆ 𝑇 (𝑟1) + 𝑇 (𝑟2) + · · · + 𝑇 (𝑟𝑚) и любая замена 𝑇 (𝑟𝑖) на 𝑄(𝑟𝑖)
нарушает включение, назовём {𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑚} = ℒ(𝐻) множеством углов для 𝐻.

Как и в [3, Lemma 5.3.1], далее используем регулярное упорядочение корней >; тогда из
неравенства ht(𝑟) > ht(𝑠) следует 𝑟 > 𝑠.

Первым углом ненулевого элемента 𝑎 ∈ 𝑁Φ(𝐾) назовем корень 𝑠, если в разложении
𝑎 =

∑︀
𝑟∈Φ+ 𝜆𝑟𝑒𝑟 по базе, упорядоченной согласно возрастанию корней, 𝜆𝑠 есть первый нену-

левой коэффициент. Множество первых углов всех элементов подмножества 𝑀 ⊆ 𝑁Φ(𝐾)
обозначаем через ℒ1(𝑀).

Утверждение леммы сейчас несложно вытекает из леммы 2 и ее следствия.

В [11] подмножество Ψ системы корней Φ названо нормальным, если при 𝑟 ∈ Ψ всегда
имеем {𝑟}+ ⊆ Ψ. Очевидно, каждое подмножество Ψ ⊆ Φ из леммы 2 нормально и поэтому
𝐴Ψ есть коммутативный идеал.
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Доказательство теоремы.
Тип 𝐴𝑛. Пусть 𝐴 – большая коммутативная подалгебра алгебры 𝑁Φ(𝐾). Рассмотрим

случай 𝑛 = 2𝑚 + 1. Согласно лемме 2, в этом случае имеется единственное максимальное
коммутативное подмножество корней {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень и 𝑟 = 𝑟. Если подалгебра 𝐴
имеет простой угол 𝑞 ̸= 𝑟, то при подходящей нумерации простых корней 𝑞 вошёл бы в ℒ1(𝐴),
и, следовательно, в некоторое максимальное коммутативное подмножество корней, что проти-
воречит лемме 2. Таким образом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝐿2. Предположим, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝐿𝑖 и 𝐴 имеет
угол 𝑠 высоты 𝑖 (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚), не входящий в {𝑟}+. Тогда подалгебра 𝑛𝑝(1)(𝐴) ⊆ 𝑁Φ(𝐾), где 𝑝 –
простой корень с условием 𝑠−𝑝 ∈ Φ+, 𝑛𝑝(1) – мономиальный элемент группы Шевалле [3], бу-
дет иметь угол 𝑠− 𝑝 ̸∈ {𝑟}+ высоты 𝑖−1, что противоречит сделанному выше предположению.
Таким образом, 𝐴 содержится в идеале 𝑇 (𝑟) и совпадает с ним, в силу максимальности.

Рассмотрим случай 𝑛 = 2𝑚. В этом случае, согласно лемме 2, максимальные коммутатив-
ные подмножества корней исчерпываются множествами {𝑟}+ и {𝑟}+, где 𝑟, 𝑟 – простые корни,
𝑟 + 𝑟 ∈ Φ+. Как и в рассмотренном выше случае 𝑛 = 2𝑚+ 1, получаем, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝑇 (𝑟).
Предположим, что ℒ1(𝐴) = {𝑟}+. Пусть 𝑚 > 1 и

𝑥 = 𝑎𝑒𝑟 + 𝑏𝑒𝑟 mod 𝐿2, 𝑎 ̸= 0,

𝑦 = 𝑐𝑒𝑟+𝑝 + 𝑑𝑒𝑟+𝑟 + 𝑓𝑒𝑟+𝑞 mod 𝐿3, 𝑐 ̸= 0,

где 𝑟 + 𝑝 ∈ Φ+, 𝑝 ̸= 𝑟, 𝑟 + 𝑞 ∈ Φ+, 𝑞 ̸= 𝑟. Тогда

𝑥 * 𝑦 = −𝑎𝑓𝑒𝑟+𝑟+𝑞 + 𝑏𝑐𝑒𝑟+𝑟+𝑝 = 0,

следовательно, 𝑏 = 𝑓 = 0, то есть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 (𝑟), и 𝐴 ⊇ 𝐾𝑒𝑟. Тогда, в силу коммутативности, 𝑠-
проекция элементов из 𝐴 для всех 𝑠 ∈ {𝑟}+ ∖{𝑟}+ является нулевой, следовательно, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟).
В случае ℒ1(𝐴) = {𝑟}+ аналогично доказывается, что 𝐴 = 𝑇 (𝑟).

Для типа 𝐴2, когда алгебра Ли 𝑁Φ(𝐾) представляется ассоциированной к алгебре
𝑁𝑇 (3,𝐾) (нижних) нильтреугольных 3 × 3 матриц над 𝐾 с матричными единицами 𝑒𝑖𝑗
(1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 3). В силу [16, Теорема 3], любая матрица 𝛼 = ||𝑎𝑢𝑣|| ∈ 𝐺𝐿(2,𝐾) дает здесь
автоморфизм

�̄� : 𝑒𝑖+1,𝑖 → 𝑎𝑖1𝑒21 + 𝑎𝑖2𝑒32 (𝑖 = 1, 2), 𝑒31 → (𝑑𝑒𝑡 𝛼)𝑒31,

причем группа 𝐴𝑢𝑡𝑁Φ(𝐾) факторизуется подгруппой центральных автоморфизмов и
𝐺𝐿(2,𝐾). Поэтому все большие абелевы алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) переводятся здесь друг в друга
ее автоморфизмами.

Замечание 2. Последнее утверждение не имеет аналога для соответствующей унитре-
угольной группы 𝑈𝑇 (3,𝐾), см. там же ее автоморфизмы. (Элементы 𝑒 + 𝑒21, 𝑒 + 𝑒21 + 𝑒32 не
автоморфны, в силу различия их жордановой формы, а при 2𝐾 = 0 различны и их групповые
порядки.)

Тип 𝐵𝑛. Рассмотрим случай 2𝐾 = 𝐾. Обозначим 𝑝𝑖,±𝑗 = 𝜀𝑖 ∓ 𝜀𝑗 , 𝑝𝑖0 = 𝜀𝑖 (1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛),
где 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛 – ортнонормированный базис 𝑛-мерного евклидова пространства (ср. [14]).
Для краткости будем обозначать 𝑒𝑝𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 . Для типов 𝐵2 и 𝐵3 идеалы 𝑇 (𝑝21) и 𝑇 (𝑝32) будут
единственными коммутативными подалгебрами наивысшей размерности 3 и 5, соответственно.

Согласно [1], для типа 𝐺 = 𝐵𝑛, 𝑛 > 3, большие коммутативные подмножества корней
исчерпываются множествами {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, а при 𝑛 = 4 ещё множеством {𝑝43}+.
Пусть 𝑝10 < 𝑝21 < · · · < 𝑝𝑛,𝑛−1. В случае ℒ1(𝐴) = {𝑝43}+ очевидно, что 𝐴 = 𝑇 (𝑝43).

Пусть ℒ1(𝐴) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝10. Если подалгебра 𝐴 имеет простой угол 𝑞 ̸= 𝑝10, то при
подходящей нумерации простых корней 𝑞 вошёл бы в ℒ1(𝐴), и, следовательно, в некото-
рое максимальное коммутативное подмножество корней, что противоречит [1]. Таким об-
разом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10) + 𝐿2. Предположим, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10) + 𝐿𝑖 и 𝐴 имеет угол 𝑝𝑘,𝑘−𝑖 вы-
соты 𝑖 (𝑖 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1), не входящий в {𝑝10}+. Тогда подалгебра
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𝑛𝑘−𝑖+1,𝑘−𝑖(1)(𝐴) ⊆ 𝑁Φ(𝐾) будет иметь угол 𝑝𝑘,𝑘−𝑖+1 высоты 𝑖 − 1, что противоречит сде-
ланному предположению. Таким образом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10).

Пусть теперь ℒ1(𝐴) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖0, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1). Рассмотрим 𝑎 ∈ 𝐴 вида

𝑎 = 𝑎𝑖0𝑒𝑖0 + 𝑎𝑖+1,0𝑒𝑖+1,0 mod 𝐿𝑖+3, 𝑎𝑖0 ̸= 0.

С точностью до подходящего автоморфизма 𝑥𝑝𝑖+1,𝑖(𝑡) (где 𝑥𝑝𝑖+1,𝑖(𝑡) – корневой элемент групы
Шевалле [3]), можем считать, что 𝑎𝑖+1,0 = 0. Тогда 𝐵 = 𝑛𝑖+1,𝑖(1)(𝐴) ⊆ 𝑇 (𝑝10) и ℒ1(𝐵) со-
держит 𝑝𝑖+1,0, откуда ℒ1(𝐵) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖+1,0. Таким образом, подалгебра 𝐴 переводится
автоморфизмом алгебры 𝐿Φ(𝐾) в подалгебру 𝑇 (𝑝2,−1) +𝐾𝑒𝑛0, являющуюся идеалом.

Рассмотрим случай 2𝐾 = 0. Для типа 𝐵2 большие коммутативные подалгебры наивысшей
размерности содержат идеал 𝑇 (𝑝20), являющийся центром алгебры 𝑁Φ(𝐾), и исчерпываются
подалгебрами 𝐾(𝑎𝑒10 + 𝑏𝑒21) + 𝑇20, (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0), которые являются идеалами. При 𝑛 > 2
единственным 2-коммутативным множеством, в обозначениях леммы 2, является {𝑎}+. Это
следует из описания больших абелевых подгрупп группы 𝑈 типа 𝐵𝑛 над полем характеристики
2 [5], а также из того, что каждому 2-коммутативному множеству корней соответствует абелева
подгруппа, порождённая соответствующими корневыми подгруппами. По аналогии с типом
𝐴𝑛, 𝑛 = 2𝑚+ 1, убеждаемся, что идеал 𝑇 (𝑎) будет единственной коммутативной подалгеброй
наивысшей размерности.

Тип 𝐶𝑛 рассматривается аналогично типу 𝐵𝑛, случай 2𝐾 = 0.

Тип 𝐷𝑛. Уточним описание в [13] больших абелевых идеалов в 𝑁Φ(𝐾). Автоморфизмы
алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐷4 описаны в [17, Теорема 6]. Графовые автоморфизмы соответству-
ют симметриям графа Кокстера системы корней Φ, действующим как симметрическая группа
подстановок степени 3 на простых корнях 𝑟1 = 𝑟 < 𝑟2 = 𝑟 < 𝑞 = 𝑞 < 𝑟3 = ¯̄𝑟 (¯ – симметрия
порядка 3). Когда 2𝐾 = 𝐾, любой автоморфизм действует по модулю 𝐿2 как произведение
диагонального и графового автоморфизмов. При 2𝐾 = 0 расширение дают автоморфизмы ̂︀𝛽,
сопоставляемые в [17] каждой матрице 𝛽 = ||𝑏𝑢𝑣|| ∈ 𝑆𝐿(3,𝐾). Если 𝑠 = 𝑞 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3, то

̂︀𝛽 : 𝑒𝑟𝑖 →
3∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖𝑚𝑒𝑟𝑚 , 𝑒𝑞 → 𝑒𝑞, 𝑒𝑞+𝑟𝑖 →
3∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖𝑚𝑒𝑞+𝑟𝑚 , 𝑒𝑠 → 𝑒𝑠,

𝑒𝑞+𝑟𝑖+𝑟𝑗 → 𝑑𝑒𝑡

⎡⎣ 𝑏𝑖1 𝑏𝑖2 𝑏𝑖3
𝑏𝑗1 𝑏𝑗2 𝑏𝑗3
𝑒𝑠−𝑟1 𝑒𝑠−𝑟2 𝑒𝑠−𝑟3

⎤⎦ (𝑖 ̸= 𝑗), 𝑒𝑠+𝑞 → 𝑒𝑠+𝑞.

Для простых симметричных корней 𝑟 и 𝑟 ̸= 𝑟 (¯̄𝑟 = 𝑟 ) системы Φ типа𝐷𝑛 (𝑛 ≥ 4) определено
[17, Теорема 8] изоморфное вложение ̃︀ подгруппы

𝑆 := {𝐴 = ||𝑎𝑢𝑣|| ∈ 𝑆𝐿(2,𝐾) : 2𝑎11𝑎12 = 2𝑎21𝑎22 = 0}

группы 𝑆𝐿(2,𝐾) в группу автоморфизмов алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) по правилу

̃︀𝐴 : 𝑒𝑟 → 𝑎11𝑒𝑟 + 𝑎12𝑒𝑟, 𝑒𝑟 → 𝑎21𝑒𝑟 + 𝑎22𝑒𝑟, 𝑒𝑠 → 𝑒𝑠 (𝑠 ∈ Π ∖ {𝑟, 𝑟}).

Умножая произвольный автоморфизм алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐷𝑛 на выделенные автомор-
физмы, добиваемся его тождественности по модулю 𝐿2, то есть сводим его к известным ги-
перцентральным автоморфизмам [18].

Доказательство того, что произвольная коммутативная подалгебра алгебры 𝑁Φ(𝐾) сов-
падает с одним из ее идеалов проводится по аналогии с рассмотренными выше типами.
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Аннотация

Данная работа посвящена вопросам приближения квадратичных алгебраических ре-
шёток и сеток целочисленными решётками и рациональными сетками.

Даётся общая постановка вопроса о приближении алгебраических решёток и соответ-
ствующих сеток целочисленными решётками и рациональными сетками.

В случае простого 𝑝 вида 𝑝 = 4𝑘+3 или 𝑝 = 2 рассматривается целочисленная решётка,
заданная 𝑚-й подходящей дробью к числу

√
𝑝. В явном виде выписана соответствующая

алгебраическая решётка и обобщённая параллелепипедальная сетка.
Для определения качества соответствующей обобщённой параллелепипедальной сетки

определена функция качества, которая для своего вычисления требует 𝑂(𝑁) арифмети-
ческих операций, где 𝑁 — количество точек сетки. Центральным результатом является

алгоритм вычисления функции качества за 𝑂
(︁√

𝑁
)︁
арифметических операций.

Сформулирована гипотеза о существовании алгоритма, требующего 𝑂 (ln𝑁) арифме-
тических операций. Намечен подход для вычисления сумм с целыми частями линейных
функций.

Ключевые слова: квадратичные поля, приближение алгебраических сеток, функция ка-
чества, обобщённая параллелепипедальная сетка.
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Abstract

This paper is devoted to the approximation of quadratic algebraic lattices and grids by
integer lattices and rational grids.

A General formulation of the problem of approximation of algebraic lattices and cor-
responding meshes by integer lattices and rational meshes is given.

In the case of a simple 𝑝 of the form 𝑝 = 4𝑘 + 3 or 𝑝 = 2, we consider an integer lattice
given 𝑚by a suitable fraction to the number

√
𝑝. The corresponding algebraic lattice and the

generalized parallelepipedal grid are written out explicitly.
To determine the quality of the corresponding generalized parallelepipedal grid, a quality

function is defined, which requires 𝑂(𝑁) arithmetic operations for its calculation, where 𝑁 — is
the number of grid points. The Central result is an algorithm for computing a quality function

for 𝑂
(︁√

𝑁
)︁
arithmetic operations.

We hypothesize the existence of an algorithm that requires 𝑂 (ln𝑁) arithmetic operations.
An approach for calculating sums with integral parts of linear functions is outlined.

Keywords: quadratic fields, approximation of algebraic grids, quality function, generalized
parallelepipedal grid.
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1. Введение

Алгебраические решётки и соответствующие алгебраические сетки вошли в науку, как
новое самостоятельное направление в теоретико-числовом методе в приближённом анализе,
в 1976 году в работах К. К. Фролова [25], [26]. Главное их достоинство заключается в том,
что на них достигается правильный порядок погрешности приближенного интегрирования на
классах Коробова [20], [27] и правильный порядок гиперболической дзета-функции решёток
[12], [13].

К недостаткам квадратурных формул с алгебраическими сетками относится то, что это
квадратурные формулы с весами, причём достаточно сложными. При оценке погрешности
приближенного интегрирования возникают большие величины констант, которые трудно оце-
нить. В результате применение таких квадратурных формул на практике весьма проблема-
тично.

В связи с этим возникает вопрос о приближении алгебраических сеток рациональными.
Так как рациональные параллелепипедальные сетки дают квадратурные формулы с равными
весами только в случае, если они образованы точками решётки, взаимной к целочисленной
решётке, то возникает проблема приближения алгебраической решётки целочисленной решёт-
кой.

Пусть у нас есть алгебраическая решётка Λ(𝑡, 𝐹 ) = 𝑡Λ(𝐹 ), где Λ(𝐹 ) — решётка, состоя-
щая из точек (Θ(1), . . . ,Θ(𝑠)), образующих полный набор алгебраически сопряжённых чисел, и
Θ = Θ(1) пробегает кольцо целых алгебраических чисел чисто вещественного алгебраического
поля 𝐹 . Вопрос о приближении алгебраической решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) целочисленной решёткой Λ(𝑡)
можно ставить так:

Найти целочисленную решётку Λ(𝑡) такую, что расстояние 𝜌(Λ(𝑡),Λ(𝑡, 𝐹 )) минимальное
для заданного натурального 𝑡.

Теория гиперболической дзета-функции решёток показывает, что наиболее важны те ре-
шётки Λ, для которых отношение гиперболического параметра решётки 𝑞(Λ) к det Λ наиболь-
шее. Определение гиперболического параметра смотри ниже на стр. 246.
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Для произвольного вектора �⃗� его дробной частью называется вектор

{�⃗�}=({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).

Далее везде под произвольной решёткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решёт-
ки, то есть

Λ = {𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠 = �⃗� ·𝐴 |�⃗� = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠},

где �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠),. . . ,�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — система линейно-независимых векторов в R𝑠,
а матрица решётки 𝐴 задана соотношениями

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ �⃗�1
...
�⃗�𝑠

⎞⎟⎠ .

Взаимная решётка Λ* = {�⃗� | ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z}. Непосредственно из определения следует

равенство (𝑞Λ)* =
1

𝑞
Λ*.

Определение 1. Для произвольной решётки Λ обобщённой параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠, где 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.
Обобщённой параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

Пусть �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен

𝑃�⃗�(𝑥) =

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (1)

неприводим над полем рациональных чисел Q и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (1)
действительные.

Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряжённых целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1

Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2)

а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠) — вектор полного набора алгебраически сопряжённых чисел — корней
многочлена 𝑃�⃗�(𝑥).

Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Таким образом, алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) имеет базис �⃗�𝜈 = 𝑡 · (Θ𝜈−1
1 , . . . ,Θ𝜈−1

𝑠 )
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Естественной научной проблемой является вопрос о приближении алгебраической сетки
рациональной сеткой. Из теории обобщённых параллелепипедальных сеток и квадратурных
формул с этими сетками возникает следующая постановка.
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Дана алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и натуральное 𝑡, требуется найти целочис-
ленную решётку ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) такую, чтобы величина гиперболического параметра решётки
ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) была наибольшей, когда

lim
𝑡→∞

1

𝑡
ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) = Λ(𝑇 (⃗𝑎)).

В связи с этим можно дать следующее определение наилучшего приближения алгебраиче-
ской решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) целочисленной решёткой Λ(𝑡).

Целочисленная решётка Λ(𝑡) называется наилучшим приближением алгебраической ре-
шётки Λ(𝑡, 𝐹 ) с показателем 𝛽, если для любого натурального 𝑡1 < 𝑡 выполняется неравен-
ство

𝑞(Λ(𝑡)) · ln𝛽 det Λ(𝑡)

det Λ(𝑡)
>
𝑞(Λ(𝑡1)) · ln𝛽 det Λ(𝑡1)

det Λ(𝑡1)
.

Такая постановка является новой и ранее не встречалась в литературе.
Принципиальный вопрос, который связан с такой постановкой, заключается в следующем.
Какое минимальное значение 𝛽 допустимо в определении наилучшего приближения ал-

гебраической решётки целочисленной?
Если окажется, что 𝛽 > 0, то это означает, что для наилучших приближений алгебраиче-

ских решёток имеется аналог теоремы Туэ для приближения алгебраических чисел.
В работе [18] рассматривались вопросы приближения алгебраических решёток в случае

квадратичных полей, а в работе [21] сделаны попытки рассмотреть общие подходы в этой
тематике.

Целью данной работы является рассмотрение вопроса о качестве указанных приближений
в случае квадратичных алгебраических решёток.

2. Обозначения и необходимые факты

Рассмотрим квадратичное поле 𝐹 = Q(
√
𝑝), где 𝑝 — простое число и 𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3

(mod 4). Тогда кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид: Z𝐹 = {𝑛+ 𝑘
√
𝑝|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.

Через Λ(𝐹 ) обозначим алгебраическую решётку поля 𝐹 : Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }
и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа.

Таким образом, Θ(1) = 𝑛+𝑘
√
𝑝, Θ(2) = 𝑛−𝑘√𝑝 𝑛, 𝑘 ∈ Z и Θ(1), Θ(2) — корни уравнения

𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 𝑝𝑘2 = 0. Базис решётки Λ(𝐹 ) имеет вид: �⃗�1 = (1, 1), �⃗�2 = (
√
𝑝,−√

𝑝), а

детерминант решётки det Λ(𝐹 ) = 2
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*(𝐹 ) имеет вид: �⃗�*1 =

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
,

�⃗�*2 =
(︁√

𝑝
2𝑝 ,−

√
𝑝

2𝑝

)︁
и детерминант взаимной решётки det Λ*(𝐹 ) =

√
𝑝

2𝑝 .

Рассмотрим разложение
√
𝑝 в цепную периодическую дробь:

√
𝑝 = 𝑞0 + [(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0)] = 𝑞0 +

1

𝑞1 +
1

. . . +
1

2𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

. . .

с периодом (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0). Через 𝑃𝑚
𝑄𝑚

будем обозначать 𝑚-ую подходящую дробь к
√
𝑝. Таким

образом,
√
𝑝 =

𝑃𝑚

𝑄𝑚
+

(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄2

𝑚

, 0 < 𝜃𝑚 < 1 (𝑚 = 0, 1, . . .). (3)
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Через Λ𝑚(𝐹 ) будем обозначать алгебраическую решётку, заданную равенствами:

Λ𝑚(𝐹 ) = {(𝑄𝑚(𝑛+ 𝑘
√
𝑝), 𝑄𝑚(𝑛− 𝑘

√
𝑝))|𝑛, 𝑘 ∈ Z} ,

а через Λ𝑚(𝑝) — целочисленную решётку, заданную равенствами:

Λ𝑚(𝑝) = {(𝑄𝑚𝑛+ 𝑘𝑃𝑚, 𝑄𝑚𝑛− 𝑘𝑃𝑚)|𝑛, 𝑘 ∈ Z} .

Базис решётки Λ𝑚(𝐹 ) имеет вид �⃗�𝑚,1 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), �⃗�𝑚,2 = (𝑄𝑚
√
𝑝,−𝑄𝑚

√
𝑝), а детерми-

нант решётки det Λ𝑚(𝐹 ) = 2𝑄2
𝑚
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*

𝑚(𝐹 ) имеет вид:

�⃗�*𝑚,1 =

(︂
1

2𝑄𝑚
,

1

2𝑄𝑚

)︂
, �⃗�*𝑚,2 =

(︂ √
𝑝

2𝑝𝑄𝑚
,−

√
𝑝

2𝑝𝑄𝑚

)︂
и детерминант взаимной решётки det Λ*

𝑚(𝐹 ) =
√
𝑝

2𝑝𝑄2
𝑚
.

Для целочисленной решётки Λ𝑚(𝑝) базис имеет вид �⃗�𝑚,1,𝑍 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), �⃗�𝑚,2,𝑍 = (𝑃𝑚,
−𝑃𝑚), а детерминант решётки det Λ𝑚(𝑝) = 2𝑄𝑚𝑃𝑚. Базис взаимной решётки Λ*

𝑚(𝑝) имеет
вид:

�⃗�*𝑚,1,𝑍 =

(︂
1

2𝑄𝑚
,

1

2𝑄𝑚

)︂
, �⃗�*𝑚,2,𝑍 =

(︂
1

2𝑃𝑚
,− 1

2𝑃𝑚

)︂
и детерминант взаимной решётки det Λ*

𝑚(𝑝) = 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚

.

Лемма 1. Для 𝑚 > 0 справедливы соотношения

det Λ𝑚(𝐹 ) = det Λ𝑚(𝑝) + (−1)𝑚2𝜃𝑚,

�⃗�𝑚,1 = �⃗�𝑚,1,𝑍 , �⃗�𝑚,2 = �⃗�𝑚,2,𝑍 +

(︂
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚

,
(−1)𝑚+1𝜃𝑚

𝑄𝑚

)︂
.

Доказательство. Доказательство получается прямыми вычислениями. 2

Лемма 2. Для 𝑚 > 0 справедливы соотношения

det Λ*
𝑚(𝐹 ) = det Λ*

𝑚(𝑝) + 2 (det Λ*
𝑚(𝑝))2

(−1)𝑚+1𝜃𝑚

1 + (−1)𝑚𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚

,

�⃗�*𝑚,1 = �⃗�*𝑚,1,𝑍 ,
⃦⃦⃦
�⃗�*𝑚,2 − �⃗�*𝑚,2,𝑍

⃦⃦⃦
1

=
𝜃𝑚

det Λ𝑚(𝑝)
(︁
𝑃𝑚 + (−1)𝑚𝜃𝑚

𝑄𝑚

)︁ .
Доказательство. Доказательство получается прямыми вычислениями. 2

Рассмотрим следующие две сетки:

𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) = Λ*
𝑚(𝐹 ) ∩ [−1; 1)𝑠, 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) = Λ*

𝑚(𝑝) ∩ [0; 1)𝑠.

Нетрудно видеть, что

𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) =

{︂(︂
𝑛

2𝑄𝑚
+

√
𝑝𝑘

2𝑝𝑄𝑚
,
𝑛

2𝑄𝑚
−

√
𝑝𝑘

2𝑝𝑄𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐴(𝑛), |𝑛| 6 2𝑄𝑚 − 1

}︂
,

𝐴(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ −2𝑃𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚, при 𝑛 = 0,

−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

< 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

, при 𝑛 = 1, . . . 2𝑄𝑚 − 1,

−2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

< 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

, при 𝑛 = −1, . . .− 2𝑄𝑚 + 1;

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

𝑀(Λ𝑚(𝑝)) =

{︂(︂
𝑛

2𝑄𝑚
+

𝑘

2𝑃𝑚
,
𝑛

2𝑄𝑚
− 𝑘

2𝑃𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐵(𝑛), 0 6 𝑛 6 2𝑄𝑚 − 1

}︂
,

𝐵(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑘 = 0, при 𝑛 = 0,

−𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚
6 𝑘 6 𝑃𝑚𝑛

𝑄𝑚
, при 𝑛 = 1, . . . 𝑄𝑚 − 1,

−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

< 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛
𝑄𝑚

, при 𝑛 = 𝑄𝑚, . . . 2𝑄𝑚 − 1;

⎫⎪⎬⎪⎭ .
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Определение 2. Квадратурной формулой с обобщённой параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�) называется формула вида

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� = (det Λ)−1
∑︁

�⃗�∈𝑀 ′(Λ)

𝜌�⃗�𝑓(�⃗�) −𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],

где 𝜌�⃗� =
∑︁

�⃗�∈𝑀1(Λ),{�⃗�}=�⃗�

𝜌(�⃗�), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.

Для погрешности квадратурной формулы с обобщённой параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼

𝑠 справедлива оценка1

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
𝑠 (𝐶)

|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где

𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

�⃗�∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼.

Для гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼 произвольной решётки Λ справедлива обобщён-
ная теорема Бахвалова [14]

𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶3(𝛼, 𝑠)𝐶1(Λ)𝑠 при 𝑞(Λ) = 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶4(𝛼, 𝑠)𝑞

−𝛼(Λ)(ln 𝑞(Λ) + 1)𝑠−1 при 𝑞(Λ) > 1, (4)

где гиперболический параметр решётки

𝑞(Λ) = min
�⃗�∈Λ∖{0⃗}

𝑞(�⃗�)

имеет простой геометрический смысл: гиперболический крест 𝐾𝑠(𝑇 ) не содержит ненулевых
точек решётки Λ при 𝑇 < 𝑞(Λ).

Гиперболическим крестом называется область

𝐾𝑠(𝑇 ) = {�⃗� | 𝑞(�⃗�) 6 𝑇},

где 𝑞(�⃗�) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠 — усечённая норма �⃗�, и для вещественного 𝑥 обозначаем 𝑥 = max(1, |𝑥|)
([19], 1963).

В работе [15] доказана следующая асимптотическая формула.
Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов квадратичного по-

ля 𝐹 : 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) =
∑︀

(𝜔) |𝑁(𝜔)|−𝛼, тогда 𝜁 ′𝐷0
(𝛼|𝐹 ) = −

∑︀
(𝜔) ln(𝑁(𝜔))|𝑁(𝜔)|−𝛼.

Теорема 1. Справедливо асимптотическое равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2(det Λ)𝛼𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 )

𝑅
· ln det Λ(𝑡)

(det Λ(𝑡))𝛼
−

−
2(det Λ)𝛼

(︀
ln (det Λ) 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) + 𝜁 ′𝐷0

(𝛼|𝐹 )
)︀

𝑅(det Λ(𝑡))𝛼
+

2(det Λ)𝛼𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼

(︃
𝜃1(𝛼) +

𝜃2(𝛼)

sh
(︀
𝛼𝑅
2

)︀)︃ ,
где |𝜃1(𝛼)| 6 1 и 1

𝜀
(1)𝛼2
0

6 𝜃2(𝛼) 6 𝜀
(1)𝛼

2
0 , 𝜀0 — фундаментальная единица квадратичного поля

𝐹 и 𝑅 — регулятор этого поля.

1Здесь и далее символ
∑︀′ обозначает, что из области суммирования исключён нулевой набор.
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Доказательство. Доказательство см. [15]. 2

Хорошо известно, что граничной функцией класса 𝐸2
𝑠

(︁
·, 𝜋2

6

)︁
для параллелепипедальных

сеток является функция ℎ(𝑥, 𝑦) = 9(1− 2{𝑥})2(1− 2{𝑦})2, поэтому для оценки качества сетки
𝑀(Λ𝑚(𝑝)) можно использовать функцию

𝐻(𝑀(Λ𝑚(𝑝))) =
9

2𝑃𝑚𝑄𝑚

2𝑄𝑚−1∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
1 − 2

(︂
𝑛

2𝑄𝑚
+

𝑘

2𝑃𝑚

)︂)︂2(︂
1 − 2

(︂
𝑛

2𝑄𝑚
− 𝑘

2𝑃𝑚

)︂)︂2

.

Будем для краткости называть это выражение функцией качества. Для вычисления функ-
ции качества обобщённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) требуется 𝑂(𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚))
арифметических операций, где 𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) — количество точек сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)).

Цель данной работы — найти алгоритм вычисления функции качества за 𝑂(
√︀
𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚))

арифметических операций.

3. Преобразование функции качества

Прежде всего, подсчитаем количество слагаемых в выражении для функции качества,
которое обозначим через 𝑁 = 𝑁(𝑃,𝑄), где 𝑃 = 𝑃𝑚, 𝑄 = 𝑄𝑚.

Лемма 3. Для функции качества справедливо равенство 𝑁 = 𝑁(𝑃,𝑄) = 2𝑃𝑄.

Доказательство. Действительно,

𝑁 =

2𝑄−1∑︁
𝑛=0

|𝐵(𝑛)|, |𝐵(𝑛)| =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, при 𝑛 = 0,

1 + 2
[︁
𝑃 ·𝑛
𝑄

]︁
, при 𝑛 = 1, . . . 𝑄− 1,

2𝑃 − 1, при 𝑛 = 𝑄,

1 + 2
[︁
2𝑃 − 𝑃 ·𝑛

𝑄

]︁
, при 𝑛 = 𝑄+ 1, . . . 2𝑄− 1.

Отсюда следует, что

𝑁 = 2𝑄+ 2(𝑃 − 1) + 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

(︂[︂
𝑃 · 𝑛
𝑄

]︂
+

[︂
𝑃 − 𝑃 · 𝑛

𝑄

]︂)︂
= 2𝑄+ 2(𝑃 − 1) + 2(𝑄− 1)(𝑃 − 1) = 2𝑃𝑄,

так как[︂
𝑃 · 𝑛
𝑄

]︂
+

[︂
𝑃 − 𝑃 · 𝑛

𝑄

]︂
= 𝑃 −

{︂
𝑃 · 𝑛
𝑄

}︂
−
{︂
−𝑃 · 𝑛

𝑄

}︂
= 𝑃 − 1 при 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑄− 1.

2

Далее нам потребуются полные суммы дробных долей 𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄), которые задаются равен-
ствами:

𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄) =
1

𝑄

𝑄−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑄

)︂𝜈 {︂𝑃 · 𝑛
𝑄

}︂𝜇

, 𝜈, 𝜇 > 0.

Мы будем рассматривать только случай (𝑃,𝑄) = 1. Такие суммы рассматривались в работах
[1]–[7], [16], [23]–[24]. Аналогичные неполные суммы дробных долей были детально изучены в
работах [8]–[11].

Наряду с обозначением 𝐻(𝑀(Λ𝑚(𝑝))) будем использовать 𝐻(𝑃,𝑄):

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

2𝑄−1∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
1 − 2

(︂
𝑛

2𝑄
+

𝑘

2𝑃

)︂)︂2(︂
1 − 2

(︂
𝑛

2𝑄
− 𝑘

2𝑃

)︂)︂2

.
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Нетрудно видеть, что

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

2𝑄−1∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︃(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2

−
(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

.

Обозначим через 𝑆(𝑛) внутреннюю сумму:

𝑆(𝑛) =
∑︁

𝑘∈𝐵(𝑛)

(︃(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2

−
(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

,

тогда

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

2𝑄−1∑︁
𝑛=0

𝑆(𝑛).

Обозначим через 𝑇 (𝑛) величину 𝑇 (𝑛) =
[︁
𝑃 ·𝑛
𝑄

]︁
. Ясно, что 𝑇 (𝑛+𝑄) = 𝑃 + 𝑇 (𝑛).

Лемма 4. При 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1 справедливо равенство

𝐵(𝑄− 𝑛) = 𝐵(𝑄+ 𝑛) =

{︂
𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛

𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛

𝑄

}︂
.

Доказательство. Действительно, при 𝑛 = 1, . . . , 𝑄 − 1 из определения множества 𝐵(𝑛)
имеем

𝐵(𝑄− 𝑛) =

{︂
𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛

𝑄
− 𝑃 6 𝑘 6 𝑃 − 𝑃𝑛

𝑄

}︂
=

{︂
𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛

𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛

𝑄

}︂
,

так как 𝑃𝑛
𝑄 — нецелое число в силу (𝑃,𝑄) = 1.

Аналогично, имеем

𝐵(𝑄+ 𝑛) =

{︂
𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛

𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛

𝑄

}︂
,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 5. Справедливо равенство

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

(︃
𝑆(0) + 𝑆(𝑄) + 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

𝑆(𝑛)

)︃
.

Доказательство. Действительно, из определения величины 𝑆(𝑛) и леммы (4) имеем

𝑆(𝑄− 𝑛) =
∑︁

𝑘∈𝐵(𝑄−𝑛)

(︃(︂
𝑛

𝑄

)︂2

−
(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

=
∑︁

𝑘∈𝐵(𝑄+𝑛)

(︃(︂
− 𝑛

𝑄

)︂2

−
(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

= 𝑆(𝑄+ 𝑛).

Отсюда следует утверждение леммы. 2

Лемма 6. Справедливы равенства:
при 𝑛 = 0 𝑆(0) = 1;
при 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1

𝑆(𝑛) =

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂4

(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
;

при 𝑛 = 𝑄

𝑆(𝑄) =
(𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)

15𝑃 3
.
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Доказательство. Действительно, при 𝑛 = 0 имеем:

𝑆(0) =
∑︁

𝑘∈𝐵(0)

(︃
1 −

(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

=
∑︁
𝑘=0

(︃
1 −

(︂
𝑘

𝑃

)︂2
)︃2

= 1.

При 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1 получим:

𝑆(𝑛) =

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂4

|𝐵(𝑛)| − 2

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2 ∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
𝑘

𝑃

)︂2

+
∑︁

𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
𝑘

𝑃

)︂4

.

Имеем |𝐵(𝑛)| = 1 + 2𝑇 (𝑛) и

∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
𝑘

𝑃

)︂2

=
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
,

∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)

(︂
𝑘

𝑃

)︂4

=
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
.

Отсюда следует, что

𝑆(𝑛) =

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂4

(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
.

При 𝑛 = 𝑄 получим:

𝑆(𝑄) =
∑︁

𝑘∈𝐵(𝑄)

(︂
𝑘

𝑃

)︂4

= 2

𝑃−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑃

)︂4

=
𝑃 (𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)

15𝑃 4
.

2

Для краткости положим 𝑡(𝑛) =
{︁

𝑃 ·𝑛
𝑄

}︁
, тогда 𝑇 (𝑛) = 𝑃 ·𝑛

𝑄 − 𝑡(𝑛) и

𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄) =
1

𝑄

𝑄−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑄

)︂𝜈

𝑡𝜇(𝑛), 𝜈, 𝜇 > 0.

Теорема 2. Справедливо равенство

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

(︃
2

5
𝑃 +

2

3𝑃
− 1

15𝑃 3
+ 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

(︂
1 + 2𝑇 (𝑛) − 2

𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
−

−4
𝑛

𝑄

(︂
1 + 2𝑇 (𝑛) − 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2

)︂
+

+

(︂
𝑛

𝑄

)︂2(︂
6(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2

𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2

)︂
−

−
(︂
𝑛

𝑄

)︂3

4(1 + 2𝑇 (𝑛)) +

(︂
𝑛

𝑄

)︂4

(1 + 2𝑇 (𝑛))

)︃)︃
.
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Доказательство. Действительно, из лемм 5 и 6 следует, что

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

(︃
1 + 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

𝑆(𝑛) +
(𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)

15𝑃 3

)︃
=

=
9

𝑁

(︃
2

5
𝑃 +

2

3𝑃
− 1

15𝑃 3
+ 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

𝑆(𝑛)

)︃
.

Далее имеем:

𝑆(𝑛) =

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂4

(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2

(︂
1 − 𝑛

𝑄

)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
=

= 𝑆0(𝑛) +
𝑛

𝑄
𝑆1(𝑛) +

(︂
𝑛

𝑄

)︂2

𝑆2(𝑛) +

(︂
𝑛

𝑄

)︂3

𝑆3(𝑛) +

(︂
𝑛

𝑄

)︂4

𝑆4(𝑛),

где

𝑆0(𝑛) = 1 + 2𝑇 (𝑛) − 2
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
;

𝑆1(𝑛) = −4

(︂
1 + 2𝑇 (𝑛) − 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2

)︂
;

𝑆2(𝑛) = 6(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
;

𝑆3(𝑛) = −4(1 + 2𝑇 (𝑛)); 𝑆4(𝑛) = 1 + 2𝑇 (𝑛).

Отсюда следует, что

𝐻(𝑃,𝑄) =
9

𝑁

(︃
2

5
𝑃 +

2

3𝑃
− 1

15𝑃 3
+ 2

𝑄−1∑︁
𝑛=1

(︂
1 + 2𝑇 (𝑛) − 2

𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2
+

+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛) − 1)

15𝑃 4
−

−4
𝑛

𝑄

(︂
1 + 2𝑇 (𝑛) − 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2

)︂
+

+

(︂
𝑛

𝑄

)︂2(︂
6(1 + 2𝑇 (𝑛)) − 2

𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)

3𝑃 2

)︂
−

−
(︂
𝑛

𝑄

)︂3

4(1 + 2𝑇 (𝑛)) +

(︂
𝑛

𝑄

)︂4

(1 + 2𝑇 (𝑛))

)︃
.

2

4. Об одном подходе для вычисления сумм с целыми частями

Пусть (𝑃,𝑄) = 1 и рассмотрим простейшую сумму целых частей

𝑆(𝑃,𝑄) =

𝑄−1∑︁
𝑛=0

[︂
𝑃𝑛

𝑄

]︂
,
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которую можно легко вычислить

𝑆(𝑃,𝑄) =

𝑄−1∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛

𝑄
−

𝑄−1∑︁
𝑛=0

{︂
𝑃𝑛

𝑄

}︂
=
𝑃 (𝑄− 1)

2
−

𝑄−1∑︁
𝑛=0

{︂
𝑛

𝑄

}︂
=
𝑃 (𝑄− 1)

2
− (𝑄− 1)

2
=

(𝑃 − 1)(𝑄− 1)

2
.

Этот метод при переходе к более сложным суммам вызывает при реализации существенные
трудности.

Рассмотрим другой метод, который, на наш взгляд, имеет перспективы для обобщения.
Мы будем считать, что 𝑃 = 𝑃𝑚, 𝑄 = 𝑄𝑚, где 𝑃𝑚 и 𝑄𝑚 — числители и знаменатели 𝑚-ой
подходящей дроби, а 𝑞0,. . . ,𝑞𝑚 — неполные частные. Воспользуемся представлением

𝑛 = 𝑦𝑄𝑚−1 + 𝑥,

{︂
0 6 𝑦 6 𝑞𝑚 − 1, 0 6 𝑥 6 𝑄𝑚−1 − 1, при 0 6 𝑛 < 𝑞𝑚𝑄𝑚−1,
𝑦 = 𝑞𝑚, 0 6 𝑥 6 𝑄𝑚−2 − 1 при 𝑞𝑚𝑄𝑚−1 6 𝑛 6 𝑄𝑚 − 1.

Заметим, что[︂
𝑃𝑛

𝑄

]︂
=

[︂
𝑃𝑚−1𝑛

𝑄𝑚−1
+

(−1)𝑚−1𝑛

𝑄𝑚𝑄𝑚−1

]︂
=

[︂
𝑃𝑚−1𝑛

𝑄𝑚−1

]︂
= 𝑃𝑚−1𝑦 +

[︂
𝑃𝑚−1𝑥

𝑄𝑚−1

]︂
.

Отсюда следует рекуррентное соотношение при 𝑚 > 2

𝑆(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) =

𝑞𝑚−1∑︁
𝑦=0

𝑄𝑚−1−1∑︁
𝑥=0

(︂
𝑃𝑚−1𝑦 +

[︂
𝑃𝑚−1𝑥

𝑄𝑚−1

]︂)︂
+

𝑄𝑚−2−1∑︁
𝑥=0

(︂
𝑃𝑚−1𝑞𝑚 +

[︂
𝑃𝑚−1𝑥

𝑄𝑚−1

]︂)︂
=

=
𝑞𝑚(𝑞𝑚 − 1)

2
𝑃𝑚−1𝑄𝑚−1 + 𝑞𝑚𝑆(𝑃𝑚−1, 𝑄𝑚−1) + 𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 + 𝑆(𝑃𝑚−2, 𝑄𝑚−2).

При 𝑚 = 0 имеем 𝑄0 = 1 и

𝑆(𝑃0, 𝑄0) =

𝑄0−1∑︁
𝑛=0

[︂
𝑃0𝑛

𝑄0

]︂
= 0.

Если 𝑄1 = 1, то 𝑆(𝑃1, 𝑄1) = 0. Пусть 𝑄1 = 𝑞1 > 1, тогда

𝑆(𝑃1, 𝑄1) =

𝑞1−1∑︁
𝑛=0

[︂
(𝑞0𝑞1 + 1)𝑛

𝑞1

]︂
= 𝑞0

(𝑞1(𝑞1 − 1)

2
=

(𝑃1 − 1)(𝑄1 − 1)

2

и утверждение леммы верно при 𝑚 6 1. Далее по индукции имеем:

𝑆(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) =
𝑞𝑚(𝑞𝑚 − 1)

2
𝑃𝑚−1𝑄𝑚−1 + 𝑞𝑚

(𝑃𝑚−1 − 1)(𝑄𝑚−1 − 1)

2
+

+𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 +
(𝑃𝑚−2 − 1)(𝑄𝑚−2 − 1)

2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑞𝑚𝑄𝑚−1

2
− 𝑞𝑚𝑃𝑚−1

2
− 𝑞𝑚𝑄𝑚−1

2
+
𝑞𝑚
2

+

+𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 +
𝑃𝑚−2𝑄𝑚−2

2
− 𝑃𝑚−2

2
− 𝑄𝑚−2

2
+

1

2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑞𝑚𝑄𝑚−1

2
− 𝑃𝑚

2
− 𝑄𝑚

2
+

+
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2

2
+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2

2
+
𝑞𝑚
2

+
1

2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚

2
− 𝑃𝑚

2
− 𝑄𝑚

2
+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2

2
+
𝑞𝑚
2

+
1

2
=

=
𝑃𝑚𝑄𝑚

2
− 𝑃𝑚

2
− 𝑄𝑚

2
+

1

2
+𝑅𝑚,

где

𝑅𝑚 =
𝑞𝑚
2

+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2

2
− 𝑃𝑚−2𝑄𝑚

2
= 0,

так как по известному тождеству для подходящих дробей имеем

𝑃𝑚−2𝑄𝑚 − 𝑃𝑚𝑄𝑚−2 = 𝑞𝑚.
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5. Заключение

Теорема 2 позволяет вычислять значение функции качества за 𝑂
(︁√︀

𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)
)︁
ариф-

метических операций. Мы предполагаем, что найденное выражение для функции качества
можно просуммировать по 𝑛. В результате должно получиться выражение через числители
и знаменатели подходящих дробей к

√
𝑝 и неполные частные. Искомое выражение должно

будет позволить вычислять значение функции качества за 𝑂(ln𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметических
операций.

По-видимому, осуществление этой программы может потребовать значительных ресурсов,
так как вычисление в конечном виде более простого выражения

𝐻𝑝(𝑎) =
9

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑛=0

(︂
1 − 2

𝑛

𝑝

)︂2(︂
1 − 2

{︂
𝑎𝑛

𝑝

}︂)︂2

потребовало 50 страниц подробного математического текста (см. [6]).
На возможное использование симметрии в лемме 4 обратил внимание А. В. Родионов, за

что выражаю ему свою благодарность.
Также выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добро-

вольскому за постановку задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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Аннотация

В работе рассматриваются вопросы, касающиеся алгебраических и арифметических
свойств таких комбинаторных чисел как биномиальные, полиномиальные и гауссовы ко-
эффициенты.

Для центральных биномиальных коэффициентов
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
и
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
установлено новое свой-

ство сравнимости по модулю 𝑝3 ·(2𝑝− 1), не равному степени простого числа, где 𝑝 и (2𝑝−1)
— простые числа, при этом используется теорема Волстенхолма о том, что при 𝑝 > 5 эти
коэффициенты соответственно сравнимы с числами 2 и 1 по модулю 𝑝3.

В части, относящейся к гауссовым коэффициентам
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
исследованы алгебраические и

арифметические свойства этих чисел. Пользуясь алгебраической интерпретацией гауссо-
вых коэффициентов, установлено, что число 𝑘-мерных подпространств 𝑛-мерного вектор-
ного пространства над конечным полем из q элементов равно числу (𝑛 − 𝑘)-мерных его
подпространств, при этом число 𝑞 от которого зависит гауссовый коэффициент должно
быть степенью простого числа, являющегося характеристикой этого конечного поля.

Получены оценки снизу и сверху для суммы
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
всех гауссовых коэффициен-

тов, достаточно близкие к ее точному значению (формула для точного значения такой
суммы пока ещё не установлена), а также асимптотическая формула при 𝑞 → ∞. В виду
отсутствия удобной производящей функции для гауссовых коэффициентов мы пользуемся
исходным определением гауссового коэффициента

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
, при этом считаем, что 𝑞 > 1.

При исследовании арифметических свойств делимости и сравнимости гауссовых ко-
эффициентов используется понятие первообразного корня по данному модулю. Получены
условия делимости гауссовых коэффициентов

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
и
(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
на простое число 𝑝, а также

вычислена сумма всех этих коэффициентов по модулю простого числа 𝑝.
В заключительной части приводятся некоторые нерешенные задачи теории чисел, свя-

занные с биномиальными и гауссовыми коэффициентами, которые могут представлять
интерес для дальнейших исследований.

Ключевые слова: центральные биномиальные коэффициенты, теорема Волстенхолма,
гауссовый коэффициент, сумма гауссовых коэффициентов, делимость на простое число,
сравнение по данному модулю, первообразный корень по данному модулю.
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Abstract

In this paper we consider questions relating to algebraic and arithmetic properties of such
binomial, polynomial and Gaussian coefficients.

For the central binomial coefficients
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
and

(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
, a new comparability property modulo

𝑝3 · (2𝑝− 1), which is not equal to the degree of a prime number, where 𝑝 and (2𝑝−1) are prime
numbers, Wolstenholm’s theorem is used, that for 𝑝 > 5 these coefficients are respectively
comparable with the numbers 2 and 1 modulo 𝑝3.

In the part relating to the Gaussian coefficients
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
, the algebraic and arithmetic properties

of these numbers are investigated. Using the algebraic interpretation of the Gaussian coefficients,
it is established that the number of 𝑘-dimensional subspaces of an 𝑛-dimensional vector space
over a finite field of q elements is equal to the number of (𝑛− 𝑘) -dimensional subspaces of it,
and the number 𝑞 on which The Gaussian coefficient must be the power of a prime number that
is a characteristic of this finite field.

Lower and upper bounds are obtained for the sum
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
of all Gaussian coefficients

sufficiently close to its exact value (a formula for the exact value of such a sum has not yet
been established), and also the asymptotic formula for 𝑞 → ∞. In view of the absence of a
convenient generating function for Gaussian coefficients, we use the original definition of the
Gaussian coefficient

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
, and assume that 𝑞 > 1.

In the study of the arithmetic properties of divisibility and the comparability of Gaussian
coefficients, the notion of an antiderivative root with respect to a given module is used. The
conditions for the divisibility of the Gaussian coefficients

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
and

(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
by a prime number 𝑝

are obtained, and the sum of all these coefficients modulo a prime number 𝑝.
In the final part, some unsolved problems in number theory are presented, connected with

binomial and Gaussian coefficients, which may be of interest for further research.

Keywords: central binomial coefficients, Wolstenholme’s theorem, Gaussian coefficient, the
sum of Gaussian coefficients, divisibility by prime number, congruences modulo, primitive roots
for this module.
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1. Введение

В работе рассматриваются некоторые вопросы, относящиеся к таким смежным областям
математики как комбинаторика, алгебра и теория чисел. Многие комбинаторные числа пред-
ставляют собой алгебраические выражения в общем случае дробного вида и нужно устано-
вить их целостность, а также делимость на степени простых чисел. Например, для некоторых
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вопросов нужно знать наивысший показатель с которым входит данное простое число 𝑝 в раз-
ложение 𝑛! на простые множители. Этот показатель, как известно, оказывается равным сумме[︁
𝑛
𝑝

]︁
+
[︁

𝑛
𝑝2

]︁
+. . ., где [ ]—целая часть числа. Отсюда получается независимое от комбинаторики

доказательство целости полиномиального коэффициента 𝑛!
𝑛1!·𝑛2!·...·𝑛𝑘!

, где 𝑛1+𝑛2+. . .+𝑛𝑘 = 𝑛 и
𝑛𝑖 > 0. При этом конечно нужно подсчитать сколько раз входит простое число 𝑝 в числитель и
знаменатель этого выражения и ещё воспользоваться очевидным свойством: [𝛼+ 𝛽] > [𝛼]+[𝛽].

Многочисленные подобные утверждения о целости различных выражений составленных
из факториалов можно найти в книге P.Bachmann [1].

В теории чисел большое внимание уделяется вопросу делимости и сравнимости централь-
ных биномиальных коэффициентов

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
и
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
, для простого числа 𝑝. Первый результат в

этом вопросе был получен Волстенхолмом [2] в 1862 г., установившим, что выполняются срав-
нения

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2 (mod 𝑝3) или что то же самое

(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
≡ 1 (mod 𝑝3). С помощью этого результата

мы в теореме 1 устанавливаем ещё одно свойство сравнимости центральных биномиальных ко-
эффициентов по модулю не равному степени простого числа.

Ближайшим обобщением биномиальных коэффициентов являются полиномиальные коэф-
фициенты, которые появляются в полиномиальной формуле

(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑘)𝑛 =
∑︁

𝑥1+...+𝑥𝑘=𝑛

(︂
𝑛

𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘

)︂
𝑥𝑛1
1 𝑥

𝑛2
2 · · ·𝑥𝑛𝑘

𝑘 ,

где (︂
𝑛

𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘

)︂
=

𝑛!

𝑛1! · 𝑛2! · . . . · 𝑛𝑘!

есть полиномиальный коэффициент.
Для них по сравнению с биномиальными коэффициентами мало известных результатов,

имеющих приложения особенно в теории чисел. В связи с этим мы в теореме 2 переносим
результат предложения 1 о делимости биномиальных коэффициентов на простое число на
полиномиальные коэффициенты и как следствие получаем ещё одно доказательство малой
теоремы Ферма (относительно трёх имеющихся доказательств этой теоремы см. [3]).

Ещё одним из обобщений биномиальных коэффициентов являются гауссовы коэффициен-
ты, называемые ещё 𝑞-биномиальными коэффициентами. Они были введены Гауссом в [4] для
решения некоторых важных вопросов теории чисел, в частности для определения знака так
называемой гауссовой суммы. Мы будем пользоваться современным обозначением гауссовых
коэффициентов, а именно гауссовый коэффициент

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
определяется равенством(︂

𝑛

𝑘

)︂
𝑞

=
(𝑞𝑛 − 1)

(︀
𝑞𝑛−1 − 1

)︀
· . . . ·

(︀
𝑞𝑛−𝑘+1 − 1

)︀
(𝑞𝑘 − 1) (𝑞𝑘−1 − 1) · . . . · (𝑞 − 1)

При 𝑞 = 1 получаем неопределённость вида 0
0 , но если перейти к пределу то

lim
𝑞→1

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

=

(︂
𝑛

𝑘

)︂
=

𝑛!

𝑘! (𝑛− 𝑘)!

и значит,
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
есть обобщение биномиального коэффициента.

Несмотря на то, что гауссовый коэффициент задаётся дробью, тем не менее при каждом
значении 𝑞, 𝑛 и 𝑘 этот коэффициент получается целым числом, иначе говоря,

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
есть цело-

численный многочлен от 𝑞 см. [5]. Относительно гауссовых коэффициентов и их применении
в алгебре, точнее в теории 𝑝-групп, см. [6, 7].

С помощью гауссовых коэффициентов удаётся решить один вопрос о числе 𝑘-мерных и
(𝑛−𝑘)-мерных подпространств 𝑛-мерного векторного пространства над конечным полем 𝐹𝑞 из
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𝑞 элементов. Особый интерес представляет вопрос о сумме
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
гауссовых коэффициен-

тов. Для неё не удаётся получить точное значение как в случае биномиальных коэффициентов,
ввиду чего мы даём только оценки сверху и снизу и её асимптотику при 𝑞 → ∞.

Пользуясь понятием первообразного корня по данному модулю 𝑝 мы доказываем свойство
делимости гауссовых коэффициентов

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
на простое число 𝑝, а также вычисляем сумму всех

гауссовых коэффициентов по модулю простого числа 𝑝.

2. Арифметические свойства биномиальных и полиномиальных
коэффициентов

Биномиальные коэффициенты являются самыми известными среди всех комбинаторных
чисел. Сначала они определяются как число 𝑘-элементных подмножеств 𝑛-элементного мно-
жества, называемое числом сочетаний без повторений из 𝑛 элементов по 𝑘 элементов. Оно
обозначается через 𝐶𝑘

𝑛 и равно 𝑛!
𝑘!(𝑛−𝑘)! , где 0 6 𝑘 6 𝑛.

Эти же числа появляются в биномиальной формуле для (𝑎 + 𝑏)𝑛 =
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘, где(︀

𝑛
𝑘

)︀
= 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! есть биномиальный коэффициент из 𝑛 по 𝑘.
Биномиальные коэффициенты могут быть изучены с различных точек зрения, например,

с выявлением интересных алгебраических и арифметических свойства этих чисел.
Мы не будем рассматривать широко известные алгебраические тождества с биномиальны-

ми коэффициентами. Гораздо больший интерес представляют исследования арифметических
свойств делимости биномиальных коэффициентов.

Самый простейший факт, связанный с делимостью биномиальных коэффициентов на про-
стое число, содержится в следующем утверждении.

Предложение 1. Если 𝑝—простое число и 1 6 𝑘 6 𝑝−1, то биномиальный коэффициент(︀
𝑝
𝑘

)︀
делится на 𝑝.
Доказательство см. [8], где даются два доказательства.
Особый интерес представляют свойства сравнимости для центральных биномиальных ко-

эффициентов вида
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
и
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
по модулю степеней числа 𝑝. Относительно них известен

следующий результат.
Теорема (Волстенхолм). Пусть простое число 𝑝 > 5. Тогда

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2 (mod 𝑝3) или, что

то же самое,
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
≡ 1 (mod 𝑝3).

Доказательство было дано Волстенхолмом [2] в 1862 г.
Доказательство также приводится в [3], опираясь на понятие сравнения по любому модулю

степеней простого числа 𝑝 для рациональных чисел, при этом используются также свойства
поля классов вычетов Z𝑝.

Заметим, что без указанных этих дополнительных средств легко доказывается более сла-
бый результат о том, что

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2 (mod 𝑝2).

Действительно, воспользуемся известным соотношением для биномиальных коэффициен-
тов

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
=
(︀
𝑝
0

)︀2
+
(︀
𝑝
1

)︀2
+ . . .+

(︀
𝑝
𝑝

)︀2
.

Учитывая, что
(︀
𝑝
0

)︀
=
(︀
𝑝
𝑝

)︀
= 1 в силу предложения 1 получим

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
= 2 + 𝑝2𝑘 при некотором

целом 𝑘, оттуда
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2 (mod 𝑝2).

Согласно теореме Волстенхолма центральные биномиальные коэффициенты
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
и
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
при простом 𝑝 содержатся в классах вычетов 2 (mod 𝑝3) и 1 (mod 𝑝3) соответственно, а в силу
предложения 1

(︀
𝑝
𝑘

)︀
при 1 6 𝑘 6 𝑝 − 1 лежит в классе 0 (mod 𝑝). Возникает вопрос в каких

классах вычетов будут содержатся
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
и
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
по модулю 𝑝3 (2𝑝− 1), если 2𝑝− 1 также есть

простое число. Ответ даёт следующая
Теорема 1. Если 𝑝 и 2𝑝− 1 являются простыми числами, то для центральных биноми-

альных коэффициентов выполняются следующие условия сравнения
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1)
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2

(︀
1 − 8𝑝3

)︀
(mod 𝑝3 · (2𝑝− 1));

2)
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
≡ 1 − 8𝑝3 (mod 𝑝3 · (2𝑝− 1)).

Доказательство.

1) Пусть 𝑝 и 2𝑝−1 простые числа. В силу теоремы Волстенхолма имеем сравнение
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2

(mod 𝑝3) и ещё выполняется сравнение
(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 0 (mod 2𝑝 − 1). Поэтому рассматриваем

систему сравнений {︃
𝑥 ≡ 2 (mod 𝑝3),

𝑥 ≡ 0 (mod 2𝑝− 1),

единственным решением которой по модулю 𝑝3 · (2𝑝− 1) в силу китайской теоремы об
остатках является класс вычетов, содержащий число

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
. Следуя доказательству китай-

ской теоремы об остатках в случае двух сравнений по модулям 𝑚1 = 𝑝3 и 𝑚2 = 2𝑝 − 1
имеем 𝑥 ≡ 𝑐1𝑀1𝑀

′
1 + 𝑐2𝑀2𝑀

′
2 (mod 𝑝3 · (2𝑝− 1)), где в нашем случае 𝑐1 = 2, 𝑐2 = 0—

правые части этой системы, при этом 𝑀1 = 𝑚2 = 2𝑝− 1, 𝑀2 = 𝑚1 = 𝑝3. Находим обрат-
ные для 𝑀1 и 𝑀2 соответственно по модулям 𝑝3 и 2𝑝 − 1. Имеем 𝑀1𝑀

′
1 ≡ 1 (mod 𝑚1),

т. е. (2𝑝− 1)𝑀 ′
1 ≡ 1 (mod 𝑝3). Решая это сравнение по способу Эйлера получаем

𝑀 ′
1 ≡ (2𝑝− 1)𝜙(𝑝3)−1 (mod 𝑝3), т. е. 𝑀 ′

1 ≡ (2𝑝− 1)𝑝
3−𝑝2−1 (mod 𝑝3). Применяя биноми-

альную формулу имеем𝑀 ′
1 ≡

𝑝3−𝑝2−1∑︀
𝑘=0

(︀
𝑝3−𝑝2−1

𝑘

)︀
(2𝑝)𝑘(−1)𝑝

3−𝑝2−1−𝑘 (mod 𝑝3) и, оставляя в

правой части слагаемые при 0 6 𝑘 6 2, получаем𝑀 ′
1 ≡ −1+

(︀
𝑝3 − 𝑝2 − 1

)︀
2𝑝−

(︀
𝑝3−𝑝2−1

2

)︀
4𝑝2

(mod 𝑝3), откуда 𝑀 ′
1 ≡ −1 − 2𝑝− 4𝑝2 (mod 𝑝3), т. е. можем взять 𝑀 ′

1 = −4𝑝2 − 2𝑝− 1.

Аналогично устанавливается, что 𝑀 ′
2 ≡ 8 (mod 2𝑝− 1), т. е. 𝑀 ′

2 = 8.

Тогда по формуле 𝑥 ≡ 𝑐1𝑀1𝑀
′
1+𝑐2𝑀2𝑀

′
2 (mod 𝑝3·(2𝑝− 1)), получаем, что 𝑥 ≡ 2

(︀
1 − 8𝑝3

)︀
(mod 𝑝3 · (2𝑝− 1)), и значит,

(︀
2𝑝
𝑝

)︀
≡ 2

(︀
1 − 8𝑝3

)︀
(mod 𝑝3 · (2𝑝− 1)).

2) Так как
(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
= (𝑝+1)·(𝑝+2)·...·(2𝑝−1)

(𝑝−1)! и при этом по условию 2𝑝 − 1—простое число, то(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
≡ 0 (mod 2𝑝− 1). Тогда как и в предыдущем случае рассматриваем систему срав-

нений {︃
𝑥 ≡ 1 (mod 𝑝3),

𝑥 ≡ 0 (mod 2𝑝− 1),

единственным решением которой по модулю 𝑝3 (2𝑝− 1) является класс вычетов, содер-
жащий число

(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
. Следуя предыдущим рассуждениям, получаем, что

(︀
2𝑝−1
𝑝−1

)︀
≡ 1−8𝑝2

(mod 𝑝3 · (2𝑝− 1)).

Теорема 1 доказана. 2

Относительно других результатов, связанных с теоремой Волстенхолма, см. [9], а что ка-
сается вопросов разложимости центральных биномиальных коэффициентов в произведение
таких же коэффициентов см. [10, 11].

Перейдём теперь к рассмотрению полиномиальных (мультиномиальных) коэффициентов,
при этом мы не будем затрагивать их комбинаторные интерпретации.

Полиномиальные коэффициенты появляются в полиномиальной формуле

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑘)𝑛 =
∑︁

𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑘=𝑛
𝑛1>0, 𝑛2>0, ..., 𝑛𝑘>0

(︂
𝑛

𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘

)︂
𝑥𝑛1
1 𝑥

𝑛2
2 · · ·𝑥𝑛𝑘

𝑘 ,
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где (︂
𝑛

𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘

)︂
=

𝑛!

𝑛1! · 𝑛2! · . . . · 𝑛𝑘!

— есть полиномиальный коэффициент из 𝑛 по 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘. В частном случае 𝑘 = 2 получаем
биномиальные коэффициенты

(︀
𝑛

𝑛1,𝑛2

)︀
=
(︀
𝑛
𝑛1

)︀
=
(︀
𝑛
𝑛2

)︀
.

На полиномиальные коэффициенты мы переносим результат предложения 1 о делимости
на простое число 𝑝.

Теорема 2. Если 𝑝—простое число и 𝑛𝑖 ̸= 𝑝 при всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, то справедлива
делимость 𝑝 |

(︀
𝑛

𝑛1,𝑛2,...,𝑛𝑘

)︀
.

Доказательство. По определению полиномиального коэффициента имеем

𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑝, 𝑛1 > 0, 𝑛2 > 0, . . . , 𝑛𝑘 > 0,

и значит, в силу условия 𝑛𝑖 ̸= 0 получаем, что 0 6 𝑛𝑖 < 𝑝. Тогда 𝑝 - 𝑛𝑖! и значит,
𝑝 - 𝑛1! · 𝑛2! · . . . · 𝑛𝑘!.

Но так как 𝑝!
𝑝-𝑛1!·𝑛2!·...·𝑛𝑘!

= 𝑝 (𝑝−1)!
𝑝-𝑛1!·𝑛2!·...·𝑛𝑘!

и учитывая, что
(︀

𝑛
𝑛1,𝑛2,...,𝑛𝑘

)︀
есть целое число по-

лучаем (𝑝−1)!
𝑝-𝑛1!·𝑛2!·...·𝑛𝑘!

также есть целое число и, при этом, 𝑝 не сокращается с 𝑛1! · 𝑛2! · . . . · 𝑛𝑘!.

Следовательно, 𝑝 |
(︀

𝑛
𝑛1,𝑛2,...,𝑛𝑘

)︀
, ч. т. д. 2

Опираясь на теорему 2 в сочетании с тождеством∑︁
𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑘=𝑛

𝑛1>0, 𝑛2>0, ..., 𝑛𝑘>0

(︂
𝑛

𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘

)︂
= 𝑘𝑛

получаем малую теорему Ферма о том, что 𝑝 | 𝑘𝑝 − 𝑘 (относительно трёх других её доказа-
тельств см. [3]).

3. Алгебраические свойства гауссовых коэффициентов

Гауссовы коэффициенты впервые появились в работе Гаусса [4] по теории деления круга
при вычислении значений периодов длины 𝑛−1

2 , где 𝑛—простое число, т. е. когда совокуп-
ность корней уравнения деления круга 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 + . . .+ 1 = 0 распадается на два периода,
являющиеся корнями некоторого квадратного уравнения с некоторыми коэффициентами из
кругового поля корней 𝑛-ой степени из 1.

Рассматриваемый вопрос был применён Гауссом к определению знака так называемой гаус-
совой квадратичной суммы

𝐺 =
∑︁
𝑟

𝑒
2𝜋𝑖
𝑛

𝑟,

где суммирование проводится по всем квадратичным вычетам 𝑟 по простому модулю 𝑛, лежа-
щим в границах от 1 до 𝑛−1

2 .
Установление знака гауссовой суммы𝐺 проводится Гауссом при помощи исследования двух

особых рядов:

𝑓(𝑥,𝑚) =

∞∑︁
𝜇=1

(−1)𝜇(𝑚,𝜇) и 𝐹 (𝑥,𝑚) =

∞∑︁
𝜇=1

𝑥
𝜇
2 (𝑚,𝜇),

где

(𝑚,𝜇) =
(1 − 𝑥𝑚)

(︀
1 − 𝑥𝑚−1

)︀
· . . . ·

(︀
1 − 𝑥𝑚−𝜇+1

)︀
(1 − 𝑥) (1 − 𝑥2) · . . . · (1 − 𝑥𝜇)

, (1)

при этом (𝑚,𝜇) в дальнейших исследованиях был назван гауссовым коэффициентом.
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Правая часть (1) несмотря на её дробное выражение является многочленом от 𝑥 с целыми
коэффициентами (см. [5]).

Соотношение (1) можно преобразовать следующим образом

(𝑚,𝜇) =
(𝑥𝑚 − 1)

(︀
𝑥𝑚−1 − 1

)︀
· . . . ·

(︀
𝑥𝑚−𝜇+1 − 1

)︀
(𝑥𝜇 − 1) (𝑥𝜇−1 − 1) · . . . · (𝑥− 1)

.

По аналогии с биномиальными коэффициентами мы будем пользоваться современным обо-
значением гауссовых коэффициентов(︂

𝑛

𝑘

)︂
𝑞

=
(𝑞𝑛 − 1)

(︀
𝑞𝑛−1 − 1

)︀
· . . . ·

(︀
𝑞𝑛−𝑘+1 − 1

)︀
(𝑞𝑘 − 1) (𝑞𝑘−1 − 1) · . . . · (𝑞 − 1)

. (2)

Для гауссового коэффициента (2) при 𝑞 = 1 получается неопределённость вида 0
0 и имен-

но в этом неопределённом случае гауссовый коэффициент будет совпадать с биномиальным
коэффициентом, т. е.

(︀
𝑛
𝑘

)︀
1

=
(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! .
Действительно, разделив каждый сомножитель числителя и знаменателя левой части (2)

на 𝑞 − 1, получаем следующее представление гауссового коэффициента(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

=
1 + 𝑞 + 𝑞2 + . . .+ 𝑞𝑛−1

1
· 1 + 𝑞 + 𝑞2 + . . .+ 𝑞𝑛−2

1 + 𝑞
· . . . · 1 + 𝑞 + 𝑞2 + . . .+ 𝑞𝑛−𝑘

1 + 𝑞 + 𝑞2 + . . .+ 𝑞𝑘−1
, (3)

откуда при 𝑞 = 1 имеем(︂
𝑛

𝑘

)︂
1

=
𝑛(𝑛− 1) · . . . · (𝑛− (𝑘 − 1))

1 · 2 · . . . · 𝑘
=

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=

(︂
𝑛

𝑘

)︂
,

т. е. получился биномиальный коэффициент
(︀
𝑛
𝑘

)︀
. Из (2) и (3) получаем

(︀
𝑛
0

)︀
𝑞

= 1 и
(︀
𝑛
𝑛

)︀
= 1.

Рассмотрим смысл гауссовых коэффициентов в теории векторных пространств над конеч-
ным полем 𝐹𝑞 из 𝑞 элементов.

Пусть 𝑞 есть степень простого числа. Через 𝑉𝑛(𝑞) обозначим 𝑛-мерное векторное простран-
ство над полем 𝐹𝑞, при этом 𝑉𝑛(𝑞) = {(𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐹𝑛

𝑞 | 𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑞}.
Предложение 2. Число 𝑘-мерных подпространств 𝑛-мерного пространства 𝑉𝑛(𝑞) равно

гауссовому коэффициенту
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
.

Доказательство см. [12].
Гауссовы коэффициенты

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
мы будем рассматривать как 𝑞-аналоги биномиальных коэф-

фициентов и в отношении их свойств.
Предложение 3. Гауссовы коэффициенты обладают свойством симметрии, т. е.(︀

𝑛
𝑘

)︀
𝑞

=
(︀

𝑛
𝑛−𝑘

)︀
𝑞
.

Доказательство непосредственно следует из определения.
Из предложений 2 и 3 выводится свойство подпространств конечномерного векторного

пространства над конечным полем.
Теорема 3. Число 𝑘-мерных подпространств 𝑛-мерного векторного пространства над

конечным полем из 𝑞 элементов рано числу (𝑛− 𝑘)-мерных его подпространств.
Доказательство. В силу предложения 2 имеем, что число 𝐺𝑞(𝑛, 𝑘) 𝑘-мерных подпро-
странств 𝑛-мерного векторного пространства 𝑉𝑛(𝑞) над полем 𝐹𝑞 из 𝑞 элементов равно гаус-
совому коэффициенту

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
, т. е. 𝐺𝑞(𝑛, 𝑘) =

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
. Но так как по предложению 3 справедливо

равенство
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

=
(︀

𝑛
𝑛−𝑘

)︀
𝑞
, то 𝐺𝑞(𝑛, 𝑘) = 𝐺𝑞(𝑛, 𝑛− 𝑘), ч. т. д. 2

Как и биномиальные коэффициенты гауссовы коэффициенты обладают свойством унимо-
дальности, т. е. имеет место следующее.

Предложение 4. Пусть 𝑛 ∈ N. Последовательность {
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
| 𝑘 = 0, . . . , 𝑛} гауссовых

коэффициентов удовлетворяет свойствам:
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а)
(︀
𝑛
0

)︀
𝑞
<
(︀
𝑛
1

)︀
𝑞
< . . . <

(︀
𝑛
𝑛
2

)︀
𝑞
>
(︀

𝑛
𝑛
2
+1

)︀
𝑞
> . . . >

(︀
𝑛
𝑛

)︀
𝑞
при чётном 𝑛;

б)
(︀
𝑛
0

)︀
𝑞
<
(︀
𝑛
1

)︀
𝑞
< . . . <

(︀
𝑛

𝑛−1
2

)︀
𝑞

=
(︀

𝑛
𝑛−1
2

)︀
𝑞
> . . . >

(︀
𝑛
𝑛

)︀
𝑞
при нечётном 𝑛.

Доказательство проводится аналогично случаю биномиальных коэффициентов изложен-
ному в [14].

Рассмотрим ещё вопрос о сумме
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
всех гауссовых коэффициентов. Для суммы всех

биномиальных, так и полиномиальных коэффициентов имеются точные значения.
Насколько нам известно, в математической литературе нигде не встречается решение этого

вопроса в случае гауссовых коэффициентов.
Для биномиальных коэффициентов имеется производящая функция равная (1 + 𝑥)𝑛, т. е.

(1 + 𝑥)𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑥𝑘. Приведём имеющийся 𝑞-аналог для этого равенства.

Предложение 5. (𝑞-бином Ньютона). При любом натуральном 𝑞 справедливо равен-

ство
𝑛∏︀

𝑘=1

(︀
1 + 𝑥𝑞𝑘

)︀
=

𝑛∑︀
𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
𝑞

𝑘(𝑘+1)
2 𝑥𝑘, где

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
— гауссовый коэффициент.

Доказательство см. [13]. Довольно простой вывод этого равенства имеется в [6].
Приведённое равенство представляет собой обобщение биномиальной формулы так как

при подстановке 𝑞 = 1 оно переходит в обычный бином Ньютона вида (1 + 𝑥)𝑛.
Из предложения 5 следует, что произведение (1 + 𝑥𝑞)

(︀
1 + 𝑥𝑞2

)︀
· . . . · (1 + 𝑥𝑞𝑛) является

производящей функцией для
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
𝑞

𝑘(𝑘+1)
2 .

Пользуясь предложением 5 можно получить следующее неравенство
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
6 2𝑛𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 .

Для получения более точной оценки сверху мы воспользуемся исходным определением
гауссового коэффициента.

Теорема 4.Для суммы всех гауссовых коэффициентов при 𝑞 > 1 справедливы неравенства

1

2
𝑛
2

𝑞
𝑛2

4
− 1

4 <

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

6 2𝑛𝑞
𝑛2

4 .

Доказательство. Сначала доказываем верхнюю оценку. Имеем
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

= 2 +
∑︀𝑛−1

𝑘=1

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
.

Получим оценку сверху для каждого гауссового коэффициента.

Из
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

=
(𝑞𝑛−1)(𝑞𝑛−1−1)·...·(𝑞𝑛−𝑘+1−1)

(𝑞𝑘−1)(𝑞𝑘−1−1)·...·(𝑞−1)
получаем

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
< 𝑞𝑛·𝑞𝑛−1·...·𝑞𝑛−𝑘+1

1
2
𝑞𝑘· 1

2
𝑞𝑘−1·...· 1

2
𝑞

= 2𝑘 ·𝑞𝑛𝑘−𝑘2 < 2𝑘 ·𝑞
𝑛2

4 ,

при этом учитывается, что 𝑛𝑘 − 𝑘2 6 𝑛2

4 при 0 6 𝑘 6 𝑛.

Тогда, включая и случай 𝑞 = 1, будем иметь
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
6 (2𝑛 − 2) 𝑞

𝑛2

4 6 2𝑛𝑞
𝑛2

4 , тем самым
верхняя оценка доказана.

Теперь перейдём к нижней оценке. Имеем
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
> max

06𝑘6𝑛

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
.

В силу предложения 4 имеем

max
06𝑘6𝑛

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

=

⎧⎨⎩
(︀
𝑛
𝑛
2

)︀
𝑞

если 𝑛—чётно,(︀
𝑛

𝑛−1
2

)︀
𝑞

если 𝑛—нечётно,

Соответственно этому рассмотрим два случая:

а)
(︀
𝑎
𝑛
2

)︀
𝑞
>

1
2
𝑞𝑛· 1

2
𝑞𝑛−1·...· 1

2
𝑞𝑛−𝑛

2 +1

𝑞
𝑛
2 ·𝑞

𝑛
2 −1·...·𝑞

= 1

2
𝑛
2
𝑞

𝑛
2
·𝑛
2 = 1

2
𝑛
2
𝑞

𝑛2

4
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б)
(︀

𝑎
𝑛−1
2

)︀
𝑞
>

1
2
𝑞𝑛· 1

2
𝑞𝑛−1·...· 1

2
𝑞
𝑛−(𝑛−1

2 −1)

𝑞
𝑛−1
2 ·𝑞

𝑛−1
2 −1·...·𝑞

= 1

2
𝑛−1
2
𝑞𝑛−

𝑛−1
2

·𝑛−1
2 = 1

2
𝑛−1
2
𝑞

𝑛2

4
− 1

4

Объединяя теперь случаи а) и б), получаем
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
> 1

2
𝑛−1
2
𝑞

𝑛2

4
− 1

4 . Теорема 4 доказана.
2

Несмотря на то, что гауссовы коэффициенты не обладают производящей функцией с удоб-
ным алгебраическим описанием, тем не менее, для суммы всех гауссовых коэффициентов
удаётся получить асимптотическую формулу при 𝑞 → ∞ (комбинаторное описание коэффи-
циентов производящей функции для

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
даётся в [13]).

Теорема 5. Для суммы всех гауссовых коэффициентов справедлива асимптотическая
формула

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

∼

⎧⎨⎩𝑞
𝑛2

4 при чётных 𝑛,

2𝑞
𝑛2

4
− 1

4 при нечётных 𝑛 > 1,

где ∼— знак асимптотической эквивалентности.

Доказательство.

1) Сначала рассматриваем случай чётного 𝑛. Так как
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
есть многочлен относительно 𝑞,

то для степени такого многочлена имеем deg
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

= 𝑛𝑘 − 𝑘2. Но учитывая, что
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

также есть многочлен от 𝑞, будем иметь

deg
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

= max
06𝑘6𝑛

{︃
deg

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

}︃
= max

06𝑘6𝑛

{︀
𝑛𝑘 − 𝑘2

}︀
=
𝑛2

4
.

Тогда многочлен
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
можно представить в следующем виде

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑞

= 𝑞
𝑛2

4 + 𝑎1𝑞
𝑛2

4
−1 + . . .+ 𝑎𝑠,

где 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 —целые числа зависящие только от 𝑛; 𝑠 = 𝑛2

4 . Запишем эту сумму ещё

в следующем виде
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

= 𝑞
𝑛2

4

(︂
1 + 𝑎1

𝑞 + . . .+ 𝑎𝑠

𝑞
𝑛2
4

)︂
, откуда при 𝑞 → ∞ получаем, что

𝑛∑︀
𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
∼ 𝑞

𝑛2

4 .

2) Пусть теперь 𝑛—нечётное число. В этом случае deg
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

= 𝑛2

4 − 1
4 . Учитывая, что

в случае нечётного 𝑛 имеются два равных центральных гауссовых коэффициентов, яв-
ляющихся наибольшими из всех этих коэффициентов (это следует из предложения 4),

получаем deg
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞

= 𝑛2

4 − 1
4 и используя теперь предыдущие рассуждения из первого

случая, получаем
𝑛∑︀

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
∼ 2𝑞

𝑛2

4
− 1

4 .

Теорема 5 доказана. 2

Относительно оценок и асимптотик для разных видов сумм, содержащих биномиальные
коэффициенты см. [15].
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4. Арифметические свойства гауссовых коэффициентов

Распространим на гауссовы коэффициенты арифметические свойства делимости и срав-
нимости. Рассмотрение таких свойств для гауссовых коэффициентов опирается на понятие
первообразного корня по простому модулю 𝑝, при этом целое число 𝑔 называется первообраз-
ным корнем по простому модулю 𝑝, если 𝑔𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝), но 𝑔𝑘 ̸≡ 1 (mod 𝑝) при 1 6 𝑘 < 𝑝−1.
В теории чисел доказывается, что первообразные корни существуют только по модулю𝑚 вида
𝑚 = 2; 4; 𝑝𝛼; 2𝑝𝛼, где 𝑝—простое число, 𝛼—натуральное число.

Следующий результат о делимости гауссовых коэффициентов даёт 𝑞-аналог предложения
1, относящиеся к биномиальным коэффициентам.

Теорема 6. Если 𝑝—простое число и 𝑞—первообразный корень по модулю 𝑝, то для
гауссового коэффициента

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
при 2 6 𝑘 6 𝑝− 2 справедлива делимость 𝑝 |

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑞
.

Доказательство. Пусть 𝑞—первообразный корень по простому модулю 𝑝, т. е. 𝑔𝑝−1 ≡ 1
(mod 𝑝), но 𝑔𝑚 ̸≡ 1 (mod 𝑝) при 𝑚 6 𝑝 − 2. Значит,

(︀
𝑞𝑘 − 1

)︀
· . . . · (𝑞 − 1) ̸≡ 0 (mod 𝑝) при

2 6 𝑘 6 𝑝 − 2. При этом в числителе гауссового коэффициента
(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
все сомножители за

исключением второго сомножителя не делятся 𝑝, а второй сомножитель в силу малой теоремы
Ферма делится на 𝑝. Значит, учитывая при этом

(︀
𝑝
1

)︀
𝑞
и
(︀

𝑝
𝑝−1

)︀
𝑞
не делятся на 𝑝, получаем, что

𝑝 |
(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
при 2 6 𝑘 6 𝑝− 2, ч. т. д. 2

Представляют интерес вопросы, связанные с делимостью гауссовых коэффициентов вида(︀
𝑝𝛼

𝑘

)︀
𝑞
и
(︀
2𝑝𝛼

𝑘

)︀
𝑞
на возможные степени простого числа 𝑝 при условии, что 𝑞 есть первообразный

корень по модулю 𝑝𝛼 или 2𝑝𝛼. Мы рассматриваем этот вопрос в следующем частном случае.
Теорема 7. Если 𝑝—простое число и 𝑞—первообразный корень по модулю 𝑝2, то для

гауссового коэффициента
(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
справедлива делимость 𝑝 |

(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
при 𝑝+ 1 6 𝑘 6 𝑝2 − 𝑝− 1.

Доказательство. Так как по условию 𝑝 + 1 6 𝑘 6 𝑝2 − 𝑝 − 1 и 𝑞—первообразный корень
по модулю 𝑞2, то 𝑝2 | 𝑞𝑝2−𝑝 − 1, но 𝑞𝑘 ̸≡ 1 (mod 𝑝2). Тогда число сомножителей знаменателя(︀
𝑞𝑘 − 1

)︀
·
(︀
𝑞𝑘−1 − 1

)︀
· . . . · (𝑞 − 1) коэффициента

(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
, делящихся точно на 𝑝, будет равно целой

части
[︁

𝑘
𝑝−1

]︁
(это следует из того, что 𝑝2 - 𝑞𝑘−𝑙 − 1 при всех 0 6 𝑙 < 𝑘). Поэтому получаем

следующую точную делимость 𝑝

[︁
𝑘

𝑝−1

]︁
‖
(︀
𝑞𝑘 − 1

)︀
·
(︀
𝑞𝑘−1 − 1

)︀
· . . . · (𝑞 − 1) на степень простого

числа 𝑝.

Аналогично, числитель
(︁
𝑞𝑝

2 − 1
)︁
·
(︁
𝑞𝑝

2−1 − 1
)︁
· . . . ·

(︁
𝑞𝑝

2−𝑘+1 − 1
)︁
гауссового коэффициента(︀

𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
также имеет

[︁
𝑘

𝑝−1

]︁
сомножителей, делящихся на 𝑝. Но так как среди этих сомножителей

есть 𝑞𝑝
2−𝑝 − 1, который делится на 𝑝2, то имеем делимость

𝑝

[︁
𝑘

𝑝−1

]︁
+1 |

(︁
𝑞𝑝

2 − 1
)︁
·
(︁
𝑞𝑝

2−1 − 1
)︁
· . . . ·

(︁
𝑞𝑝

2−𝑘+1 − 1
)︁
.

Следовательно, 𝑝 |
(︀
𝑝2

𝑘

)︀
𝑞
, ч. т. д. 2

Следующий результат даёт значение суммы всех гауссовых коэффициентов
(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
по про-

стому модулю 𝑝.
Теорема 8. Если 𝑞—первообразный корень по нечётному простому модулю 𝑝, то спра-

ведливо сравнение
𝑝∑︀

𝑘=0

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
≡ 4 (mod 𝑝).

Доказательство. По свойствам гауссовых коэффициентов имеем

𝑝∑︁
𝑘=0

(︂
𝑝

𝑘

)︂
𝑞

=

(︂
𝑝

0

)︂
𝑞

+

(︂
𝑝

𝑝

)︂
𝑞

+

(︂
𝑝

1

)︂
𝑞

+

(︂
𝑝

𝑝− 1

)︂
𝑞

+

𝑝−2∑︁
𝑘=2

(︂
𝑝

𝑘

)︂
𝑞

= 2 + 2
𝑞𝑝 − 1

𝑞 − 1
+

𝑝−2∑︁
𝑘=2

(︂
𝑝

𝑘

)︂
𝑞

.
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Отсюда, переходя к сравнению по модулю 𝑝, в силу теоремы 5, будем иметь
𝑝∑︀

𝑘=0

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
≡ 2+2 𝑞𝑝−1

𝑞−1

(mod 𝑝) или, что то же самое,
𝑝∑︀

𝑘=0

≡ 4 + 𝑞𝑝−𝑞
𝑞−1 (mod 𝑝). Так как по условию 𝑞—первообразный

корень по модулю 𝑝, то 𝑝 - 𝑞 − 1. Но по малой теореме Ферма 𝑝 - 𝑞𝑝 − 𝑞. Следовательно,
𝑝∑︀

𝑘=0

(︀
𝑝
𝑘

)︀
𝑞
≡ 4 (mod 𝑝), ч. т. д. 2

Замечание. Результаты теорем 7 и 8 не являются 𝑞-аналогами биномиальных коэф-
фициентов в виду того, что в них 𝑞 выбиралось первообразным корнем по модулям 𝑝 и 𝑝2

соответственно.

5. Заключение

В этой части мы приводим некоторые нерешенные задачи теории чисел, связанные с би-
номиальными гауссовыми коэффициентами, которые могут представлять интерес для даль-
нейших исследований.

1. Следующая гипотеза о простых делителях биномиальных коэффициентов, представлена
Малышевым А.В. в [16].

Гипотеза. Пусть 𝑛, 𝑘—целые числа, 0 6 2𝑘 6 𝑛. Пусть биномиальный коэффициент(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 𝑢 · 𝑣, где каждый простой множитель числа 𝑢 меньше чем 𝑘, а каждый простой

множитель числа 𝑣 не меньше, чем 𝑘.

Доказаны [17], что 𝑢 < 𝑣 за исключением 12 случаев:(︂
8

3

)︂
,

(︂
9

4

)︂
,

(︂
10

5

)︂
,

(︂
12

5

)︂
,

(︂
21

7

)︂
,

(︂
21

8

)︂
,(︂

30

7

)︂
,

(︂
33

13

)︂
,

(︂
33

14

)︂
,

(︂
36

13

)︂
,

(︂
36

17

)︂
,

(︂
56

13

)︂
.

(*)

Немного изменим постановку задачи. Пусть
(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 𝑈 · 𝑉 , где каждый постой множитель

числа 𝑈 не больше чем 𝑘. Доказано, что и здесь 𝑈 < 𝑉 за исключением конечного числа пар
𝑛 и 𝑘. Помимо (*) найдено ещё 7 исключений:(︂

9

3

)︂
,

(︂
10

3

)︂
,

(︂
18

3

)︂
,

(︂
28

5

)︂
,

(︂
54

7

)︂
,

(︂
82

3

)︂
,

(︂
162

3

)︂
.

Предположено [17], что других исключений нет. Доказать или опровергнуть эту гипотезу.
2. Представляет интерес исследовать сравнение для центральных биномиальных коэффи-

циентов по модулям, содержащим два и более простых делителей.
3. Перенести изложенные результаты на 𝑞-мультиномиальные коэффициенты являющиеся

𝑞-аналогом полиномиальных коэффициентов (по поводу этого понятия см. [5]).
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1. Введение

В 1950 году Э.Нелсон и Г.Хадвигер рассмотрели задачу о нахождении хроматического
числа пространства R𝑛 – минимального количества 𝜒(R𝑛) цветов, необходимого для такой
покраски всех точек R𝑛, чтобы никакие две точки одного цвета не находились на расстоянии
1. Точное значение 𝜒(R𝑛) найдено только при 𝑛 = 1: 𝜒(R) = 2. В остальных размерностях
точных значений не известно, но известны различные оценки (см. [1]–[21]).

В 1976 году М.Бенда и М.Перлес определили аналогичным образом величину 𝜒(Q𝑛) и
нашли её в размерностях 2, 3 и 4 (см. [22]). Различные оценки величины 𝜒(Q𝑛) можно найти
в статьях [1], [20], [23]–[27].

Для удобства дальнейших рассуждений рассмотрим величину 𝜒(𝐴) – минимальное количе-
ство цветов, необходимое для покраски всех точек множества 𝐴, чтобы никакие точки одного
цвета не находились на расстоянии 1.

В работе [28] было введено в некотором смысле промежуточное по отношению к 𝜒(Q𝑛)
и 𝜒(R𝑛) аффинное хроматическое число рационального пространства 𝜒aff(Q𝑛), определяемое
следующим образом:

𝜒aff(Q𝑛) = max
𝑚

max
𝐴⊂Q𝑚,affdim𝐴≤𝑛

𝜒(𝐴),

где affdim𝐴 – размерность минимального аффинного пространства, содержащего 𝐴. Разни-
ца заключается в том, что рассматриваемые множества 𝐴 лежат в некотором рациональном
пространстве большей размерности, но “настоящая” размерность подпространства не превос-
ходит 𝑛. Однако “внутренние” координаты в этом подпространстве уже не будут рациональ-
ными.

В работе [29] было введено следующее определение

Определение 8. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 ⊆ R𝑛, называется
√
𝑄-графом единичных рассто-

яний, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 имеет место |𝑥 − 𝑦|2 ∈ Q и для любого ребра (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸
выполняется |𝑥− 𝑦| = 1.

В статье [29] была доказана важная теорема, гласящая, что 𝜒aff(Q𝑛) = 𝜒√
𝑄(R𝑛), где

𝜒√
𝑄(R𝑛) = max

{︁
𝜒(𝐺) : 𝐺−

√︀
𝑄-граф единичных расстояний в R𝑛

}︁
.
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Также работа [29] мотивирует введение величины 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛), равной

max
{︁
𝜒(𝐺) : 𝐺−

√︀
𝑄-граф единичных расстояний в R𝑛 и 𝐾𝑛+1 ⊆ 𝐺

}︁
,

где 𝐾𝑛+1 – полный граф на 𝑛+ 1 вершинах, т.е. полноразмерный правильный симплекс в R𝑛.
В статье [29] было доказано, что 𝜒√

𝑄,Δ(R2) = 3, 𝜒√
𝑄,Δ(R3) = 4, и выдвинута гипотеза, что

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) = 𝑛 + 1. Но, как и следовало ожидать в подобной ситуации, гипотеза не подтвер-

дилась.
Более того, имеет место серия результатов, которые мы сформулируем и докажем в разделе

2.
Еще одна классическая проблема комбинаторной геометрии, тесно связанная с задачами о

хроматических числах пространств, – это проблема Борсука о разделении множеств на части
меньшего диаметра.

Обозначим 𝑏(𝑛) минимальное число частей меньшего диаметра, на которые разбивается
любое ограниченное множество в R𝑛. Классическая гипотеза Борсука заключается в том, что
𝑏(𝑛) = 𝑛+ 1. На данный момент известно, что гипотеза верна при 𝑛 ≤ 3 и неверна при 𝑛 ≥ 64
(см. [1], [4], [8], [10], [11], [30]–[33]).

В настоящей работе мы рассмотрим следующий аналог числа Борсука:

𝑓(𝑛) = max
𝐴⊂R𝑛,diam𝐴=1

𝜒(𝐴).

Отметим, что величина 𝑓(𝑛) может не равняться 𝑏(𝑛), т.к. разбить множество на части
меньшего диаметра – это, вообще говоря, не то же самое, что раскрасить его точки без нахож-
дения точек одного цвета на расстоянии 1: для конечных множеств 𝐴 это верно, но, например,
даже для сферы 𝑆𝑛 ⊂ R𝑛+1 величина 𝜒(𝑆𝑛) равна 2, тогда как частей меньшего диаметра
нужно 𝑛+ 2.

Правильным аналогом величины 𝑓(𝑛) в рациональном случае послужит величина

𝑔(𝑛) = max
𝐴⊂Q𝑛,diam𝐴=1

𝜒(𝐴).

Наконец, по аналогии с хроматическим числом, введем аффинно-рациональное число Бор-
сука, которое равно

ℎ(𝑛) = max
𝑚

max
𝐴⊂Q𝑚,diam𝐴=1,affdim𝐴≤𝑛

𝜒(𝐴).

Аффинно-рациональный аналог гипотезы Борсука заключается в том, что ℎ(𝑛) = 𝑛 + 1.
Но, как и следовало ожидать по аналогии с вещественным случаем, гипотеза неверна. В статье
[34] доказано, что она неверна при 𝑛 ∈ [561, 757] ∪ [903,∞).

В разделе 3 мы сначала объясним, как убрать “зазор” между 757 и 903, а потом докажем,
что эта гипотеза неверна во всех размерностях, начиная с 65.

2. Аффинное хроматическое число Q𝑛

В этом разделе мы опровергнем гипотезу, что 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) = 𝑛+ 1.

На самом деле, верна следующая теорема

Теорема 1. 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1), где 𝜔(𝑛) – наибольшее количество точек в

Q𝑛, образующих симплекс со стороной 1. Если выполнено условие, что 𝜔(𝑛) = 𝑛 + 1, то
𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛) = 𝜒(Q𝑛).

Выпишем для небольших 𝑛 значения 𝜔(𝑛) и 𝜒(Q𝑛) (см. [35], [36]).
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𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8
𝜔(𝑛) 2 2 2 4 4 6 8 9
𝜒(Q𝑛) 2 2 2 4 ≥ 8 ≥ 8 ≥ 9 ≥ 10

Из этого выводим, что
𝜒√

𝑄,Δ(R6) ≥ 𝜒(Q6−1) ≥ 8,

в связи с чем получаем противоречие с гипотезой. Как мы упоминали ранее, в статье [29]
доказано, что 𝜒√

𝑄,Δ(R2) = 3 и 𝜒√
𝑄,Δ(R3) = 4. Вопрос, верна ли гипотеза в размерностях 4 и

5, все еще остается открытым.
Поскольку 𝜔(𝑛) ≥ 𝑛−2, то при устремлении 𝑛 к бесконечности получим, что (см. [25], [26])

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(Q𝑛−3) ≥ (1.199 + 𝑜(1))𝑛 .

Но поскольку существует бесконечно большая последовательность {𝑛𝑘} такая, что
𝜔(𝑛𝑘) = 𝑛𝑘 + 1, то при бесконечном количестве 𝑛 верно, что 𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛) = 𝜒(Q𝑛).
Для доказательства теоремы 1 нам понадобится следующая лемма

Лемма 1 (Соколов, [29]). Пусть 𝐺 —
√
𝑄-граф в R𝑛 такой, что affdim𝐺 = 𝑛. Выберем

в нем множество вершин 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝐺 общего положения. Тогда для любой вершины
𝑥 ∈ 𝐺 верно, что −→𝑣0𝑥 = 𝜆1

−−→𝑣0𝑣1 + . . .+ 𝜆𝑛
−−→𝑣0𝑣𝑛, где 𝜆𝑖 ∈ Q.

Также нам понадобится “обратная” лемма.

Лемма 2. Пусть 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 – точки общего положения в R𝑛, образующие
√
𝑄-граф.

Пусть для каждой вершины 𝑥 графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 ⊂ R𝑛 верно, что −→𝑣0𝑥 = 𝜆1
−−→𝑣0𝑣1+. . .+𝜆𝑛

−−→𝑣0𝑣𝑛,
где 𝜆𝑖 ∈ Q. Тогда 𝐺 является

√
𝑄-графом.

Доказательство. Для начала заметим, что для любых 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 выполнено

(−−→𝑣0𝑣𝑖,−−→𝑣0𝑣𝑗) =
|𝑣0 − 𝑣𝑖|2 + |𝑣0 − 𝑣𝑗 |2 − |𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 |2

2
∈ Q.

Также для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 выполнено

(−→𝑣0𝑥,−→𝑣0𝑦) =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
−−→𝑣0𝑣𝑖,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗
−−→𝑣0𝑣𝑗

⎞⎠ =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝜇𝑗 (−−→𝑣0𝑣𝑖,−−→𝑣0𝑣𝑗) ∈ Q.

Наконец, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 верно |𝑥− 𝑦|2 = |𝑣0 − 𝑥|2 + |𝑣0 − 𝑦|2 − 2 (−→𝑣0𝑥,−→𝑣0𝑦) ∈ Q, что и
означает, что 𝐺 является

√
𝑄-графом. 2

Теперь докажем теорему.
Доказательство. [Доказательство теоремы 1]

Рассмотрим полноразмерный симплекс 𝑆 со стороной 1 в R𝑛 такой, что 𝜔(𝑛) его вершин
рациональны. Обозначим через 𝑇 симплекс, образованный этими рациональными вершина-
ми. Пусть 𝑉 – рациональное подпространство размерности 𝜔(𝑛)− 1, содержащее 𝑇 . Несложно
видеть, что 𝑉 изоморфно Q𝜔(𝑛)−1. Рассмотрим рациональный дистанционный граф 𝐺 ⊂ 𝑉 та-
кой, что 𝜒(𝐺) = 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1), его существование нам гарантирует теорема Эрдеша – Де Брёйна
(см. [38]). Рассмотрим граф 𝐻 = 𝐺 ∪ 𝑆. Каждая его вершина рационально выражается через
вершины симплекса 𝑆, а значит, по лемме 2, он является

√
𝑄-графом. Тогда

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(𝐻) ≥ 𝜒(𝐺) = 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1).

Докажем теперь вторую часть утверждения теоремы. Пусть натуральное число 𝑛 таково,
что 𝜔(𝑛) = 𝑛+1. Рассмотрим граф 𝐺 такой, что 𝜒(𝐺) = 𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛), пусть также 𝑆 – полнораз-
мерный симплекс, содержащийся в 𝐺. Расположим граф 𝐺 таким образом, чтобы вершины
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симплекса 𝑆 стали рациональными. Заметим, что по лемме 1 все вершины графа 𝐺 также
будут рациональными. Таким образом, 𝐺 – дистанционный граф в Q𝑛. Тогда

𝜒(Q𝑛) ≥ 𝜒(𝐺) = 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛).

Обратное неравенство следует из первой части теоремы. 2

3. Аффинно-рациональная проблема Борсука

3.1. Формулировки результатов

В этом разделе мы будем строить контрпримеры к аффинно-рациональной гипотезе Бор-
сука.

В параграфе 3.2 мы рассмотрим конструкцию из статьи [34], дающую контрпримеры к
гипотезе в размерностях 𝑛 ∈ [561, 757]. Далее мы научимся “поднимать” контрпримеры в
бо́льшую размерность, что позволит опровергнуть аффинно-рациональную гипотезу Борсука
для всех 𝑛 ≥ 561.

В параграфе 3.3 мы рассмотрим конструкцию из статьи [37] и адаптируем ее для аффинно-
рационального случая, что в свою очередь позволит доказать следующую теорему.

Теорема 2. Аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна во всех размерностях,
начиная с 65.

Предварительно введем следующие обозначения: 𝑋𝑚,𝑟 = Q𝑚 ∩ 𝑆𝑚−1
𝑟 , 𝑋𝑚 = 𝑋𝑚,1, где

𝑆𝑚
𝑟 ⊂ R𝑚+1 — сфера радиуса 𝑟 с центром в нуле.

3.2. Контрпримеры при 𝑛 ≥ 561

В статье [34] было доказано, что аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна в раз-
мерностях 𝑛 ∈ [561, 757] ∪ [903,∞). В данном параграфе мы научимся в некоторых случаях
“поднимать” контрпримеры к гипотезе Борсука в большую размерность, что позволит убрать
“зазор” и опровергнуть гипотезу во всех размерностях, начиная с 561.

Для удобства введем следующее определение.

Определение 9. Пусть 𝐴 – некоторое множество точек евклидова пространства. Бу-
дем говорить, что множество 𝐴 aффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟 при неко-
тором 𝑟 ∈

√
Q, если существует такое 𝑛 ≥ 1, что в множестве 𝑋𝑛,𝑟 найдется подмноже-

ство, конгруэнтное 𝐴.

Справедлива следующая теорема

Теорема 3. Пусть множество 𝐴 дает контрпример к аффинно-рациональной гипо-
тезе Борсука в размерности 𝑛, причем 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟
при 𝑟 ≤ 1√

2
. Тогда можно построить множество, дающее контрпример в любой бо́льшей

размерности.

Докажем сперва следующую лемму.

Lemma 1. Пусть множество 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟0. Тогда
для любого 𝑟 ∈

√
Q, 𝑟 > 𝑟0 верно, что 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟.



О рациональных аналогах . . . 275

Доказательство. Поскольку число 𝑟2 − 𝑟20 положительно и рационально, то по теореме
Лагранжа его можно представить в виде 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24, где 𝑎𝑖 ∈ Q. Без ограничения
общности можно считать, что 𝐴 ⊂ 𝑋𝑛,𝑟0 при некотором 𝑛 ≥ 1. Рассмотрим множество

𝐴′ = 𝐴× {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎3)} ⊂ Q𝑛+4.

Заметим, что множества 𝐴 и 𝐴′ конгруэнтны, однако множество 𝐴′ лежит на сфере радиуса√︁
𝑟20 + 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 =

√
𝑟2 = 𝑟.

2

Теперь научимся “поднимать” контрпримеры к гипотезе Борсука в аффинно-рациональном
случае, для этого докажем теорему 3.
Доказательство. [Доказательство теоремы 3] Поскольку 𝐴 аффинно-рационально лежит
на сфере радиуса не больше 1√

2
, то по лемме 3 оно аффинно-рационально лежит и на сфе-

ре радиуса ровно 1√
2
. Итак, без ограничения общности можно считать, что 𝐴 ⊂ 𝑋𝑁, 1√

2
при

некотором 𝑁 ≥ 1. Пусть мы хотим построить контрпример в аффинной размерности 𝑛 + 𝑘.
Рассмотрим Q𝑁+2𝑘, и, используя только первые 𝑁 координат, поместим туда множество 𝐴.
Далее, используя только последние 2𝑘 координат рассмотрим точки вида

𝑦𝑖 =

(︂
0 . . . 0, . . . ,

1

2
,

1

2
, 0, . . . , 0

)︂
,

где ненулевые координаты стоят на местах 𝑁 + 2𝑖− 1 и 𝑁 + 2𝑖 соответственно. Заметим, что
множество 𝐴∪{𝑦𝑖}𝑘𝑖=1 также лежит на сфере радиуса

1√
2
, и его нельзя разбить на 𝑛+𝑘 частей

меньшего диаметра, таким образом, оно дает контрпример к аффинно-рациональной гипотезе
Борсука в размерности 𝑛+ 𝑘.

2

Замечание 1. На самом деле, если мы хотим поднять контрпример в размерность
именно 𝑛+𝑘, то достаточно, чтобы радиус изначального контрпримера был не больше, чем⎯⎸⎸⎷1 −

(︃√︂
𝑘 − 1

2𝑘

)︃2

=

√︂
𝑘 + 1

2𝑘
,

что немного больше, чем 1√
2
.

Заметим, что множество, полученное в статье [34], подходит под условие теоремы, откуда
следует, что аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна для всех размерностей, боль-
ших 560.

3.3. Контрпримеры при 𝑛 ∈ [65, 560]

Теперь построим контрпримеры в размерностях от 65 до 560. Для этого воспользуемся
конструкцией из статьи [37], которая тесно связана с понятием сильно регулярного графа.
Далее мы покажем, как именно эта конструкция применима к нашей задаче.

3.3.1. Описание конструкции

Определение 10. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется сильно регулярным с параметрами
(𝑛, 𝑑, 𝜆, 𝜇), если
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(i). |𝑉 | = 𝑛

(ii). для любого 𝑣 ∈ 𝑉 : deg 𝑣 = 𝑑

(iii). если (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 : |{𝑤 ∈ 𝑉 : (𝑢,𝑤) ∈ 𝐸 и (𝑤, 𝑣) ∈ 𝐸}| = 𝜆

(iv). если (𝑢, 𝑣) ̸∈ 𝐸 : |{𝑤 ∈ 𝑉 : (𝑢,𝑤) ∈ 𝐸 и (𝑤, 𝑣) ∈ 𝐸}| = 𝜇

Как известно, собственные числа матрицы смежности 𝐴 графа 𝐺 выглядят следующим
образом:

� 𝑑 с кратностью 1

� 𝑟 = 1
2

(︁
𝜆− 𝜇+

√︀
(𝜆− 𝜇)2 + 4(𝑑− 𝜇)

)︁
с кратностью 𝑓 = 1

2

(︂
𝑛− 1 − 2𝑑+(𝑛−1)(𝜆−𝜇)√

(𝜆−𝜇)2+4(𝑑−𝜇)

)︂

� 𝑠 = 1
2

(︁
𝜆− 𝜇−

√︀
(𝜆− 𝜇)2 + 4(𝑑− 𝜇)

)︁
с кратностью 𝑔 = 1

2

(︂
𝑛− 1 + 2𝑑+(𝑛−1)(𝜆−𝜇)√

(𝜆−𝜇)2+4(𝑑−𝜇)

)︂
Обозначим через 𝑦𝑖 векторы-столбцы матрицы 𝐴−𝑠𝐸. Через 𝑥𝑖, в свою очередь, обозначим

отнормированные и центрированные векторы 𝑦𝑖, т.е. 𝑥𝑖 коллинеарен 𝑦𝑖, ||𝑥𝑖|| = 1 и
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 0.

Заметим, что все векторы 𝑥𝑖 лежат на единичной сфере в подпространстве размерности
не более 𝑓 .

Также можно заметить, что

(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑖 = 𝑗

𝑝, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸

𝑞, (𝑖, 𝑗) ̸∈ 𝐸

где

𝑝 =
𝜆− 2𝑠− 𝛽

𝑠2 + 𝑑− 𝛽
; 𝑞 =

𝜇− 𝛽

𝑠2 + 𝑑− 𝛽
; 𝛽 =

1

𝑛
(𝑠2 + 𝑑+ 𝑑(𝜆− 2𝑠) + (𝑛− 𝑑− 1)𝜇)

Таким образом, полученные векторы образуют на сфере множество с двумя расстояниями.

3.3.2. Применение конструкции.

Рассмотрим сильно регулярный граф 𝐺 = 𝐺2(4) с параметрами (𝑛 = 416, 𝑑 = 100, 𝜆 = 36,
𝜇 = 20).

Для этого графа описанные величины равны

𝑟 = 20; 𝑠 = −4

𝑓 = 65; 𝑔 = 350

𝑝 =
1

5
; 𝑞 = − 1

15

Таким образом, векторы 𝑦𝑖 имеют рациональные координаты, а значит квадраты коорди-
нат векторов 𝑥𝑖 тоже рациональны. Используя рассуждения с теоремой Лагранжа из преды-
дущего раздела заметим, что полученное множество аффинно-рационально лежит на сфере
радиуса 1. При этом оно все так же лежит в подпространстве размерности не более 𝑓 .

Наконец, докажем теорему 2.



О рациональных аналогах . . . 277

Доказательство. [Доказательство теоремы 2] Построенное множество образует граф с дву-

мя расстояниями, причем наибольшее из них равно
√︀

2 − 2𝑞 =

√︂
32

15
, и оно достигается, когда

соответствующие вершины не связаны ребром. Снова отнормируем векторы так, чтобы диа-

метр стал равным 1. Тогда радиус сферы станет равным
√︁

15
32 <

√︁
1
2 . Заметим, что данное

множество нельзя разбить менее, чем на 𝑛
𝜔(𝐺) , где 𝜔(𝐺) – кликовое число графа 𝐺. Известно,

что 𝜔(𝐺2(4)) ≤ 5, поэтому ℎ(65) = ℎ(𝑓) ≥ 𝑛
𝜔(𝐺2(4))

≥ 416
5 > 83 > 66.

Затем, поднимая контрпримеры так же, как и в лемме 3, получим, что аффинно-
рациональный аналог гипотезы Борсука не верен при 𝑛 ≥ 65. 2
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Аннотация

К настоящему времени метод непрерывных дробей позволил глубоко изучить пробле-
му существования и построения нетривиальных 𝑆-единиц в гиперэллиптических полях
в случае, когда множество 𝑆 состоит из двух линейных нормирований. Данная статья
посвящена более общей проблеме, а именно проблеме существования и построения фун-
даментальных 𝑆-единиц в гиперэллиптических полях для множеств 𝑆, содержащих нор-
мирования второй степени. Ключевым является случай, когда множество 𝑆 = 𝑆ℎ состоит
из двух сопряжённых нормирований, связанных с неприводимым многочленом ℎ второй
степени. Основные результаты получены с помощью теории обобщенных функциональных
непрерывных дробей в совокупности с геометрическим подходом к проблеме кручения в
якобиевых многообразиях гиперэллиптических кривых.

Нами разработана теория обобщенных функциональных непрерывных дробей и связан-
ных с ними дивизоров гиперэллиптического поля, построенных с помощью нормирований
второй степени. Эта теория позволила нам найти новые эффективные методы для поиска
и построения фундаментальных 𝑆ℎ-единиц в гиперэллиптических полях.

В качетсве демонстрации полученных результатов, мы подробно разбираем алгоритм
поиска фундаментальных 𝑆ℎ-единиц для гиперэллиптических полей рода 3 над полем ра-
циональных чисел и приводим явные вычислительные примеры гиперэллиптических по-
лей 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓) для многочленов 𝑓 степени 7, обладающих фундаментальными 𝑆ℎ-

единицами больших степеней.

Ключевые слова: непрерывные дроби, фундаментальные единицы, 𝑆-единицы, круче-
ние в якобианах, гиперэллиптические кривые, дивизоры, группа классов дивизоров.
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Abstract

Based on the method of continued fractions by now the problem of the existence and
construction of nontrivial 𝑆-units is deeply studied in hyperelliptic fields in the case when
the set 𝑆 consists of two linear valuations. This article is devoted to a more general problem,
namely the problem of the existence and construction of fundamental 𝑆-units in hyperelliptic
fields for sets 𝑆 containing valuations of the degree 2. The key case when the set 𝑆 = 𝑆ℎ

consists two conjugate valuations, connected with an irreducible polynomial ℎ of the degree 2.
The main results were obtained using the theory of generalized functional continued fractions
in conjunction with the geometric approach to the problem of torsion in Jacobian varieties of
hyperelliptic curves.

We have developed a theory of generalized functional continued fractions and the divisors
of the hyperelliptic field associated with them, constructed with the help of valuations of the
degree 2. This theory allowed us to find new effective methods for searching and constructing
fundamental 𝑆ℎ-units in hyperelliptic fields.

As a demonstration of the results, we consider in detail algorithm to search for fundamental
𝑆ℎ-units for hyperelliptic fields of genus 3 over the field of rational numbers and give explicit
computational examples of hyperelliptic fields 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓) for polynomials 𝑓 of degree 7,

possessing fundamental 𝑆ℎ-units of large powers.
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1. Введение

Одной из актуальных современных проблем алгебры и теории чисел является проблема
существования и построения фундаментальных 𝑆-единиц в гиперэллиптических полях. Эта
проблема имеет большую историю, восходящую к Абелю [1] и Чебышеву [2]. Важность этой
проблемы подчеркивается глубокой связью с проблемой кручения в якобиевых многообразиях
гиперэллиптических кривых и свойствами функциональных непрерывных дробей, в которые
могут разлагаться элементы гиперэллиптических полей. В статье [8] предложены два метода
для поиска 𝑆-единиц в гиперэллиптических полях: метод матричной линеаризации и метод
функциональных непрерывных дробей. Метод матричной линеаризации имеет общую природу

2The study was carried out at the expense of a grant from the Russian science Foundation (project 16–11–10111).



284 Г. В. Федоров

и применим к произвольному набору нормирований 𝑆. В [8] показано, что метод непрерывных
дробей имеет более эффективное применение для множеств 𝑆, состоящих из бесконечного нор-
мирования и нормирования степени один. Опираясь на метод непрерывных дробей в статьях
[3]-[15] была глубоко изучена проблема существования и построения нетривиальных 𝑆-единиц
в гиперэллиптических полях в случае, когда множество 𝑆 состоит из двух линейных нормиро-
ваний. Однако, в статье [8] для 𝑆, состоящего из бесконечного нормирования и нормирования
степени два, был построен контрпример для которого метод непрерывных дробей в текущем
виде теряет свою эффективность.

Данная статья посвящена проблеме существования и построения фундаментальных 𝑆-
единиц в гиперэллиптических полях для множеств 𝑆 более общего вида. Отдельно мы выде-
ляем важный случай, когда множество 𝑆 = 𝑆ℎ состоит из двух сопряжённых нормирований,
связанных с неприводимым многочленом ℎ второй степени. Нами впервые найдены методы
поиска и построения фундаментальных 𝑆ℎ-единиц в гиперэллиптических полях сравнимые
по эффективности c методами для двух линейных нормирований. Получить существенные
продвижения удалось благодаря тому, что в проблеме существования и построения фунда-
ментальных 𝑆-единиц впервые была применена теория обобщенных функциональных непре-
рывных дробей в совокупности с геометрическим подходом к проблеме кручения в якобиевых
многообразиях гиперэллиптических кривых.

Для случая двух линейных нормирований в статьях [7] и [13] был представлен новый
геометрический метод, основанный на последовательном построении специальных дивизоров
для заданного элемента гиперэллиптического поля. Многочлены Мамфорда этой последова-
тельности дивизоров оказываются тесно связанными с непрерывной дробью рассматриваемо-
го элемента. Основные результаты данной статьи были получены путем обобщения методов
статей [7] и [13] для дивизоров, обобщенных непрерывных дробей и 𝑆ℎ-единиц, связанных с
нормированиями второй степени.

2. Обозначения и вспомогательные утверждения

Пусть 𝐾 — поле характеристики отличной от 2, и 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] — свободный от квадратов
многочлен, deg 𝑓 = 2𝑔+ 1, 𝑔 > 1, 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓). Пусть 𝒱 — множество нормирований поля 𝐿,

определенных над полем 𝐾. Обозначим Div(𝐿) — группу 𝐾-дивизоров поля 𝐿,

Div(𝐿) =

{︃
𝐷 =

∑︁
𝑣∈𝒱

𝑛𝑣𝑣, 𝑛𝑣 ∈ Z

}︃
,

где для каждого дивизора 𝐷 в наборе чисел {𝑛𝑣}𝑣∈𝒱 только конечное количество отлично от
нуля. Там, где ясно, что суммирование берется по 𝑣 ∈ 𝒱, будем его опускать. Все дивизоры, о
которых далее пойдет речь, лежат в Div(𝐿).

Для дивизора 𝐷 ∈ Div(𝐿), 𝐷 =
∑︀
𝑛𝑣𝑣, определим степень дивизора

deg𝐷 =
∑︁

𝑛𝑣 deg 𝑣.

Для фиксированного нормирования 𝑣 ∈ 𝒱 определим число 𝑣(𝐷) = 𝑛𝑣 = 𝑛𝑣(𝐷). Дивизор
𝐷 ∈ Div(𝐿) называется эффективным, если 𝑣(𝐷) > 0 для всех 𝑣 ∈ 𝒱. Скажем, что для
дивизоров 𝐷,𝐸 ∈ Div(𝐿) выполнено сравнение 𝐷 6 𝐸, если 𝐸 −𝐷 эффективный дивизор.

Для главного дивизора (𝛼) функции 𝛼 ∈ 𝐿, 𝛼 ̸= 0, обозначим (𝛼)𝑧 и (𝛼)𝑝 соответ-
ственно эффективный дивизор нулей и эффективный дивизор полюсов функции 𝛼 так, что
(𝛼) = (𝛼)𝑧 − (𝛼)𝑝, причем 𝑣

(︀
(𝛼)𝑧

)︀
· 𝑣
(︀
(𝛼)𝑝

)︀
= 0 для всех 𝑣 ∈ 𝒱.

Группу дивизоров степени ноль поля 𝐿 обозначим Div∘(𝐿), группу главных дивизо-
ров поля 𝐿 обозначим Princ(𝐿), группу классов дивизоров степени ноль поля 𝐿 обозначим
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Δ∘(𝐿) = Div∘(𝐿)/Princ(𝐿). Скажем, что дивизоры 𝐷,𝐸 ∈ Div∘(𝐿) эквивалентны 𝐷 ∼ 𝐸, если
они принадлежат одному классу в группе классов дивизоров Δ∘(𝐿).

Инволюция 𝜄 поля 𝐿, действуйющая 𝜄 :
√
𝑓 → −

√
𝑓 , 𝜄2 = id, может быть естественным

образом определена на группе дивизоров Div(𝐿) поля 𝐿.
Обозначим множество целых неотрицательных чисел N0.
Пусть ℎ ∈ 𝐾[𝑥] — неприводимый многочлен, deg ℎ > 1, ℎ - 𝑓 . Рассмотрим обобщенную

непрерывныю дробь вида

𝑎0 +
ℎ

𝑎1 +
ℎ

𝑎2 + · · ·

, (1)

где элементы 𝑎𝑗 для всех 𝑗 ∈ N0 имеют вид 𝑎𝑗 = �̃�𝑗 · ℎ−𝑠𝑗 , 𝑠𝑗 ∈ N0, �̃�𝑗 ∈ 𝐾[𝑥], ℎ - �̃�𝑗 ,
deg �̃�𝑗 < (𝑠𝑗 + 1) deg ℎ, и �̃�𝑗 ̸= 0 при 𝑗 > 1. Мы далее будем рассматривать только такие
обобщенные непрерывные дроби, поэтому будем называть выражение (1) непрерывной дробью
и сохраним для нее традиционное обозначение [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]. Элементы 𝑎0, 𝑎1, . . . называются
неполными частными непрерывной дроби (1). Для 𝑛 ∈ N0 выражения 𝛼𝑛 = [𝑎𝑛; 𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛+2, . . .]
называются полными частными непрерывной дроби (1). Для 𝑗 ∈ N0 справедливы равенства

𝛼𝑗+1(𝛼𝑗 − 𝑎𝑗) = ℎ. (2)

Обозначим Σ = {𝑏 ∈ 𝐾[𝑥], deg 𝑏 < deg ℎ}, и Σ((ℎ)) — множество формальных степенных
рядов вида

∞∑︁
𝑗=𝑠

𝑏𝑗ℎ
𝑗 , (3)

где 𝑠 ∈ Z, и при 𝑗 > 𝑠 имеем 𝑏𝑗 ∈ Σ, 𝑏𝑠 ̸= 0. Для степенного ряда 𝛼 вида (3) обозначим
𝑣ℎ (𝛼) = 𝑠. Множество формальных степенных рядов Σ((ℎ)) является полем. Для непрерывной
дроби (1) неполные частные 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ N0, принадлежат полю формальных степенных рядов
Σ((ℎ)). Если непрерывная дробь 𝛼0 конечная, то 𝛼0 ∈ 𝐾(𝑥) ⊂ Σ((ℎ)).

Подходящей дробью к непрерывной дроби (1) называется

𝑝𝑗/𝑞𝑗 = [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑗 ] ∈ 𝐾(𝑥), 𝑗 ∈ N0.

Положим 𝑝−1 = 1, 𝑝0 = 𝑎0, 𝑞−1 = 0, 𝑞0 = 1. Тогда аналогично числовому случаю справедливы
рекуррентные формулы для построения подходящих дробей

𝑝𝑗+1 = 𝑎𝑗+1𝑝𝑗 + ℎ𝑝𝑗−1, 𝑞𝑗+1 = 𝑎𝑗+1𝑞𝑗 + ℎ𝑞𝑗−1, 𝑗 ∈ N. (4)

Кроме того, аналогично числовому случаю при 𝑗 ∈ N справедливы тождества

𝑝𝑗−1𝑞𝑗 − 𝑝𝑗𝑞𝑗−1 = (−1)𝑗ℎ𝑗 , (5)

𝛼0 =
𝛼𝑗+1𝑝𝑗 + ℎ𝑝𝑗−1

𝛼𝑗+1𝑞𝑗 + ℎ𝑞𝑗−1
,

𝛼0 −
𝑝𝑗
𝑞𝑗

=
(−1)𝑗ℎ𝑗+1

𝑞𝑗(𝛼𝑗+1𝑞𝑗 + ℎ𝑞𝑗−1)
.

Если 𝑎0 ̸= 0 в непрерывной дроби (1), то из (5) имеем

𝑣ℎ (𝑝𝑗+1) = −𝑠𝑗+1 + 𝑣ℎ (𝑝𝑗) =

𝑗+1∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘, 𝑣ℎ (𝑞𝑗+1) = −𝑠𝑗+1 + 𝑣ℎ (𝑞𝑗) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝑠𝑘.

Элемент 𝛼 ∈ Σ((ℎ)), заданный рядом (3), можно представить в виде непрерывной дроби
следующим образом. Определим 𝑎0 =

∑︀0
𝑗=𝑠 𝑏𝑗ℎ

𝑗 = [𝛼0]ℎ, если 𝑠 < 0, а иначе 𝑎0 = 0. Далее
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положим 𝛼0 = 𝛼, и, если 𝛼0 − 𝑎0 ̸= 0, то определим 𝛼1 = ℎ/(𝛼0 − 𝑎0). Если же 𝛼0 − 𝑎0 = 0,
то непрерывная дробь 𝛼 имеет вид [𝑎0]. Так как 𝑣ℎ (𝛼0 − 𝑎0) > 0, то 𝑣ℎ (𝛼1) 6 0. Аналогич-
но, определим 𝑎1 = [𝛼1]ℎ, причем в силу 𝑣ℎ (𝛼1) 6 0 имеем 𝑎1 ̸= 0. В случае 𝛼1 − 𝑎1 ̸= 0
положим 𝛼2 = ℎ/(𝛼1 − 𝑎1). Продолжая так и далее, мы получим конечную или бесконеч-
ную непрерывныю дробь типа (1) для элемента 𝛼. Далее мы будем рассматривать именно
такие непрерывные дроби, то есть непрерывные дроби вида (2) и удовлетворяющие свойству
𝑣ℎ (𝛼𝑛) 6 0 при 𝑛 ∈ N. С этим соглашением любой элемент поля Σ((ℎ)) имеет единственное
разложение в непрерывную дробь типа (1).

3. Основные результаты

Рассмотрим неприводимый многочлен ℎ ∈ 𝐾[𝑥], deg ℎ = 2, и свободный от квадратов мно-
гочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥], deg 𝑓 = 2𝑔 + 1, 𝑔 > 2, такой, что нормирование 𝑣ℎ поля 𝐾(𝑥) имеет два
неэквивалентных продолжения 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ на гиперэллиптическое поле 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓). Беско-

нечное нормирование 𝑣∞ имеет единственное продолжение на поле 𝐿, эффективный дивизор,
соответствующий бесконечному нормированию поля 𝐿, обозначим ∞ ∈ Div(𝐿). Обозначим
𝐷ℎ ∈ Div(𝐿) — эффективный дивизор, соответствующий нормированию 𝑣−ℎ . Тогда главный
дивизор многочлена ℎ можно записать в виде (ℎ) = 𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ − 4∞.

Пусть элемент 𝛼 ∈ 𝐿 имеет вид

𝛼 =

√
𝑓 + 𝑉

𝑈
, (6)

где
𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑥], 𝑈 · ℎ | 𝑓 − 𝑉 2, 𝑔 − 1 6 deg𝑈 6 𝑔, deg 𝑉 6 deg𝑈 + 1. (7)

Определим

𝑅 =
𝑓 − 𝑉 2

𝑈 · ℎ
, 𝑎 = [𝛼]−ℎ , 𝑊 = 𝑎𝑈 − 𝑉, 𝑇 =

𝑓 −𝑊 2

𝑈 · ℎ
, 𝛽 =

√
𝑓 +𝑊

𝑇
. (8)

Предложение 1. Справедливы следующие утверждения

� 𝑅,𝑊, 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥] — многочлены, причем 𝑔 − 1 6 deg𝑅,deg 𝑇 6 𝑔, deg𝑊 6 deg 𝑇 + 1;

� существуют и однозначно определены эффективные дивизоры 𝐷𝑅, 𝐷𝑈 , 𝐷𝑇 ∈ ∈ Div(𝐿)
такие, что главные дивизоры многочленов 𝑅,𝑈, 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥] и функций

√
𝑓−𝑉 ,

√
𝑓−𝑊 ∈ 𝐿

имеют вид

(𝑅) = 𝐷𝑅 + 𝜄𝐷𝑅 + 𝑟
(︀
𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ

)︀
− deg𝑅 · 2∞, 𝑣ℎ (𝑅) = 𝑟, (9)

(𝑈) = 𝐷𝑈 + 𝜄𝐷𝑈 + 𝑠
(︀
𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ

)︀
− deg𝑈 · 2∞, 𝑣ℎ (𝑈) = 𝑠, (10)

(𝑇 ) = 𝐷𝑇 + 𝜄𝐷𝑇 + 𝑡
(︀
𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ

)︀
− deg 𝑇 · 2∞, 𝑣ℎ (𝑇 ) = 𝑡, (11)(︁√︀

𝑓 − 𝑉
)︁

= 𝐷𝑅 + (𝑟 + 𝑠+ 1)𝐷ℎ + 𝜄𝐷𝑈 − max(2𝑔 + 1, 2 deg 𝑉 ) · ∞, (12)(︁√︀
𝑓 −𝑊

)︁
= 𝐷𝑈 + (𝑠+ 𝑡+ 1)𝐷ℎ + 𝜄𝐷𝑇 − max(2𝑔 + 1, 2 deg𝑊 ) · ∞; (13)

� справедливо тождество 𝛽(𝛼− 𝑎) = ℎ.

Доказательство. По построению (6) имеем 𝑈 ·ℎ | 𝑓−𝑉 2 и 2𝑔+1 6 deg(𝑓−𝑉 2) 6 2𝑔+2, сле-
довательно, 𝑅 — многочлен, 𝑔−1 6 deg𝑅 6 𝑔. Так как элемент 𝑎 = [𝛼]−ℎ имеет вид 𝑎 = �̃� ·ℎ−𝑠,
где �̃� ∈ 𝐾[𝑥], 𝑣ℎ (𝑈) = 𝑠, deg �̃� 6 2𝑠 + 1, то 𝑊 — многочлен степени не превосходящей 𝑔 + 1.
Положим 𝑣ℎ (𝑅) = 𝑟. Определим в качетсве 𝐷𝑅 и 𝐷𝑈 такие максимальные эффективные ди-
визоры из Div(𝐿), что 𝐷𝑅 6 (𝑅 · ℎ−𝑟)𝑧, 𝐷𝑅 6

(︀√
𝑓 − 𝑉

)︀
𝑧
, и 𝐷𝑈 6 (𝑈 · ℎ−𝑠)𝑧, 𝜄𝐷𝑈 6

(︀√
𝑓 − 𝑉

)︀
𝑧
.
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В силу того, что по построению (6) справедливо равенство 𝑓 − 𝑉 2 = 𝑅 · ℎ · 𝑈 , то выполнены
соотношения (9), (10), (12).

Далее покажем, что 𝐷𝑈 + (𝑠+ 1)𝐷ℎ 6
(︀√
𝑓 −𝑊

)︀
𝑧
. Рассмотрим тождество

√
𝑓 −𝑊

𝑈
=

√
𝑓 + 𝑉

𝑈
− 𝑎. (14)

Поскольку дивизор полюсов главного дивизора функции 𝑎 имеет вид 𝑠(𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ) и
𝐷𝑈 6

(︀√
𝑓 + 𝑉

)︀
𝑧
, то

𝜄𝐷𝑈 6

(︂√
𝑓 + 𝑉

𝑈
− 𝑎

)︂
𝑝

,

следовательно, 𝐷𝑈 6
(︀√
𝑓 −𝑊

)︀
𝑧
. С другой стороны, по построению 𝑣ℎ (𝑎) = −𝑠 и

𝑣−ℎ

(︂√
𝑓 + 𝑉

𝑈
− 𝑎

)︂
= 𝑣−ℎ (𝛼− 𝑎) > 0,

следовательно, (𝑠+1)𝐷ℎ 6
(︀√
𝑓 −𝑊

)︀
𝑧
. Таким образом, 𝐷𝑈 +(𝑠+1)𝐷ℎ 6

(︀√
𝑓 −𝑊

)︀
𝑧
, следова-

тельно, 𝑈 ·ℎ | 𝑓−𝑊 2, откуда получаем, что 𝑇 — многочлен, причем справедливы соотношения

max(2𝑔 + 1, 2 deg 𝑉 ) = deg𝑅+ 2 + deg𝑈,

max(2𝑔 + 1, 2 deg𝑊 ) = deg𝑈 + 2 + deg 𝑇.

Определим 𝑡 = 𝑣ℎ (𝑇 ) и 𝐷𝑇 — такой максимальный эффективный дивизор из Div(𝐿), что
𝐷𝑇 6

(︀
𝑇 · ℎ−𝑡

)︀
𝑧
, 𝜄𝐷𝑇 6

(︀√
𝑓 −𝑊

)︀
𝑧
. Так как 𝑓 −𝑊 2 = 𝑈 · ℎ · 𝑇 , то справедливы соотношения

(11) и (13).
Единственность главных дивизоров 𝐷𝑅, 𝐷𝑈 , 𝐷𝑇 ∈ Div(𝐿) следует из соотношений (8) и

(9)-(13).
Соотношение 𝛽(𝛼− 𝑎) = ℎ следует из (14) и равенства 𝑓 −𝑊 2 = 𝑈 · ℎ · 𝑇 . 2

Предложение 1 позволяет с помощью формул (8) для элемента 𝛼, определенного в (6),
эффективно строить нерерывную дробь вида (2) и ее полные частные 𝛼𝑛.

Предложение 2. Пусть дан элемент 𝛼0 = 𝛼 ∈ 𝐿 вида (6)-(7). Тогда для 𝑗 ∈ Z,
𝑗 > −1, существуют и однозначно определены многочлены 𝑈𝑗 , 𝑉𝑗 ∈ 𝐾[𝑥], 𝑔 − 1 6 deg𝑈𝑗 6 𝑔,
deg 𝑉𝑗 6 𝑔 + 1, max(2𝑔 + 1, 2 deg 𝑉𝑗) = deg𝑈𝑗 + 2 + deg𝑈𝑗+1, и эффективные дивизоры
𝐷𝑗 ∈ Div(𝐿), для которых при 𝑗 > −1 справедливы следующие формулы:

𝛼𝑗+1 =
𝑉𝑗 +

√
𝑓

𝑈𝑗+1
, 𝑓 − 𝑉 2

𝑗 = 𝑈𝑗 · ℎ · 𝑈𝑗+1, (15)

𝑎𝑗+1 = [𝛼𝑗+1]
−
ℎ , 𝑉𝑗+1 = 𝑎𝑗+1𝑈𝑗+1 − 𝑉𝑗 , (16)

𝑠𝑗+1 = 𝑣ℎ (𝑈𝑗+1) = −𝑣ℎ (𝑎𝑗+1) = −𝑣−ℎ (𝛼𝑗+1) , (17)

(𝑈𝑗) = 𝐷𝑗 + 𝜄𝐷𝑗 + 𝑠𝑗
(︀
𝐷ℎ + 𝜄𝐷ℎ

)︀
− 2 deg𝑈𝑗 · ∞, (18)(︁

𝑉𝑗 −
√︀
𝑓
)︁

= 𝐷𝑗 + (𝑠𝑗 + 𝑠𝑗+1 + 1)𝐷ℎ + 𝜄𝐷𝑗+1 − max(2𝑔 + 1, 2 deg 𝑉𝑗) · ∞. (19)

Доказательство. По элементу 𝛼 с помощью формул (8) построим элемент 𝛽. По построению
непрерывной дроби имеем 𝛼1(𝛼0 − 𝑎0) = ℎ, а с другой стороны по предложению 1 имеем
𝛽(𝛼 − 𝑎) = ℎ. Из того, что 𝑎 = 𝑎0 следует, что 𝛼1 = 𝛽, то есть элементы 𝛼0 и 𝛼1 имеют
одинаковый вид:

𝛼𝑗 =

√
𝑓 + 𝑉𝑗−1

𝑈𝑗
, 𝑗 = 0, 1, (20)
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где
𝑉−1 = 𝑉, 𝑈−1 = 𝑅, 𝑈0 = 𝑈, 𝑉0 = 𝑊, 𝑈1 = 𝑇. (21)

Положим
𝐷−1 = 𝐷𝑅, 𝐷0 = 𝐷𝑈 , 𝐷1 = 𝐷𝑇 , 𝑠−1 = 𝑟, 𝑠0 = 𝑠, 𝑠1 = 𝑡. (22)

Продолжая рассуждать аналогично и далее, с помощью предложения 1 получаем (15)-(19)
для всех 𝑗 > −1. 2

Из предложения (2) следует, что данному элементу 𝛼 ∈ 𝐿 вида (6)-(7) соответствует кор-
ректно определенная последовательность эффективных дивизоров 𝐷𝑗 , 𝑗 ∈ N0. Следующее
важное предложение играет кючевую роль в доказательстве теоремы 1.

Предложение 3. Для 𝑛 ∈ N справедливы соотношения

𝐷𝑛 + 𝑠𝑛 · 𝜄𝐷ℎ −𝐷0 − 𝑠0 · 𝜄𝐷ℎ + (deg𝑈𝑛 − deg𝑈0) · ∞ ∼
𝑛−1∑︁
𝑗=0

(2𝑠𝑗 + 1)
(︀
𝐷ℎ − 2∞

)︀
. (23)

Доказательство. Просуммируем (19) по 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1, получим

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(2𝑠𝑗 + 1)𝐷ℎ +

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝐷𝑗 + 𝜄𝐷𝑗)− 𝜄𝐷0 + 𝜄𝐷𝑛 + (𝑠𝑛− 𝑠0) ·𝐷ℎ ∼
𝑛−1∑︁
𝑗=0

max(2𝑔+ 1, 2 deg 𝑉𝑗) ·∞. (24)

Так как справедливо соотношение (18), то из (24) следует (23). 2

Теорема 1. Пусть 𝑠0 = [𝑔/2], 𝑈 = ℎ𝑠0, 𝑉 = ℎ𝑠0 ·
[︀√
𝑓ℎ−𝑠0

]︀−
ℎ
и элемент 𝛼 ∈ 𝐿 имеет вид

(6). Пусть справедливы построения (8), (20)-(22) и (15)-(19) для 𝑗 ∈ N0. Тогда следующие
условия эквивалентны

1. найдется минимальный номер 𝑛 ∈ N такой, что 𝐷𝑛 = 𝐷0;

2. найдется минимальный номер 𝑛 ∈ N такой, что 𝑉𝑛 = 𝑉0 и 𝑈𝑛 = 𝑐𝑈0 для некоторой
постоянной 𝑐 ∈ 𝐾*;

3. класс дивизора
(︀
𝐷ℎ−2∞

)︀
имеет конечный порядок 𝑚 в группе классов дивизоров Δ∘(𝐿);

4. класс дивизора
(︀
𝐷ℎ − 𝜄𝐷ℎ

)︀
имеет конечный порядок 𝑚ℎ в группе классов дивизоров

Δ∘(𝐿);

5. непрерывная дробь элемента 𝛼 типа (1), определенная соотношениями (2), периодиче-
ская с длиной периода 𝑛 или 2𝑛.

Доказательство. Эквивалентность условий 1. и 2. следует из предложения 2.
Докажем, что из условия 3. следует условие 1.
Предположим, что дивизор

(︀
𝐷ℎ − 2∞

)︀
имеет порядок 𝑚 ∈ N. Тогда найдется такой номер

𝑛 ∈ N, что
𝑛−2∑︁
𝑗=0

(2𝑠𝑗 + 1) < 𝑚 6
𝑛−1∑︁
𝑗=0

(2𝑠𝑗 + 1).

Обозначим 𝛿 =
∑︀𝑛−1

𝑗=0 (2𝑠𝑗 + 1) −𝑚, тогда 0 6 𝛿 6 2𝑠𝑛−1. Из предложения 3 следует, что

𝐷𝑛 + 𝑠𝑛 · 𝜄𝐷ℎ −𝐷0 − 𝑠0 · 𝜄𝐷ℎ + (deg𝑈𝑛 − deg𝑈0) · ∞ ∼ 𝛿
(︀
𝐷ℎ − 2∞

)︀
. (25)

Пусть 𝛿 = 2𝛿0 − 𝛿1, где 𝛿1 ∈ {0, 1}, 0 6 𝛿0 6 𝑠𝑛−1, 𝛿1 6 𝛿0. Так как

2
(︀
𝐷ℎ − 2∞

)︀
∼
(︀
𝐷ℎ − 𝜄𝐷ℎ

)︀
, (26)
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то из (25) получаем

𝐷𝑛 + 𝑠𝑛 · 𝜄𝐷ℎ ∼ 𝐷0 + 𝑠0 · 𝜄𝐷ℎ − 𝛿0 · 𝜄𝐷ℎ + (𝛿0 − 𝛿1)𝐷ℎ + (deg𝑈0 − deg𝑈𝑛 + 2𝛿1) · ∞. (27)

Так как по условию теоремы 𝑠𝑛−1 6 𝑠0, то в левой и правой частях (27) стоят эффективные
дивизоры степени 𝑔. Обозначим

𝐸 = 𝐷𝑛 + 𝑠𝑛 · 𝜄𝐷ℎ −
(︁
𝐷0 + 𝑠0 · 𝜄𝐷ℎ − 𝛿0 · 𝜄𝐷ℎ + (𝛿0 − 𝛿1)𝐷ℎ + (deg𝑈0 − deg𝑈𝑛 + 2𝛿1) · ∞

)︁
. (28)

Поскольку 𝐸 ∼ 0 и степень эффективного дивизора полюсов 𝐸 не превосходит 𝑔, то 𝐸 —
главный дивизор некоторой рациональной функции 𝛽 ∈ 𝐾(𝑥) (см. [16]). Для любого конечного
нормирования 𝑣 ∈ 𝒱 такого, что 𝑣 ̸= 𝑣±ℎ и 𝑣 ̸= 𝜄𝑣, имеем 𝑣(𝐸) · 𝜄𝑣(𝐸) 6 0, а так, как 𝐸
— главный дивизор рациональной функции, то получаем 𝑣(𝐸) = 𝜄𝑣(𝐸) = 0. Для любого
конечного нормирования 𝑣 ∈ 𝒱 такого, что 𝑣 = 𝜄𝑣, имеем |𝑣(𝐸)| 6 1, а для главного дивизора
рациональной функции 𝐸 это возможно только, если 𝑣(𝐸) = 0. Получается, что 𝛽 = 𝑏ℎ𝑞 для
некоторых 𝑞 ∈ Z и 𝑏 ∈ 𝐾*. Из (28) имеем −1 6 𝑣−∞ (𝐸) + 𝑣+∞ (𝐸) 6 3, следовательно, 𝑞 = 0. Так
как по построению 𝑣+ℎ (𝐷𝑛) = 𝑣−ℎ (𝐷𝑛) = 0, то 𝛿 = 0 и 𝐷𝑛 = 0. Отсюда следует условие 1.

Докажем, что из условия 1. следует условие 3.
Предположим, что 𝑛 — минимальное число такое, что 𝐷𝑛 = 0, тогда по предложению 3

сразу следует, что класс дивизора
(︀
𝐷ℎ − 2∞

)︀
имеет конечный порядок 𝑚 в Δ∘(𝐿).

В силу (26) из условия 3. следует конечность порядка класса дивизора
(︀
𝐷ℎ− 𝜄𝐷ℎ

)︀
в Δ∘(𝐿),

то есть следует условие 4.
Если справедливо условие 4, то снова из (26) имеем условие 3.
Докажем, что условие 2. эквивалентно условию 5.
При заданном нормировании 𝑣−ℎ второй степени непрерывная дробь полного частного

𝛼𝑗 ∈ 𝐿, построенная с помощью соотношений (2), зависит только от значения 𝛼𝑗 , поэтому ква-
зипериодичность 𝛼0 эквивалентна условиям 𝑉𝑛 = 𝑉0 и 𝑈𝑛 = 𝑐𝑈0 для некоторого минимального
𝑛 ∈ N, то есть квазипериодичность 𝛼0 эквивалентна условию 2. Далее, в силу симметрии ква-
зипериода непрерывной дроби (1) имеем 𝑐 = 1, если 𝑛 четно; для нечетного 𝑛 длина периода
совпадает с длиной квазипериода или в два раза больше длины квазипериода. 2

Теорема 1 позволяют для неприводимого многочлена ℎ второй степени сформулировать
эффективный алгоритм поиска 𝑆ℎ-единиц и классов дивизоров конечного порядка в Δ∘(𝐿).

Алгоритм 1. Пусть дан многочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥], deg 𝑓 = 2𝑔 + 1, 𝑔 > 2. Положим 𝑠0 = [𝑔/2].

(i). Вычисляем

𝜉 =

𝑠0∑︁
𝑗=0

𝑓𝑗ℎ
𝑗 ∈ 𝐾[𝑥], где

√︀
𝑓 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑓𝑗ℎ
𝑗 ∈ Σ((ℎ));

(ii). положим 𝑈0 = ℎ𝑠0 и 𝑉0 = 𝜉;

(iii). цикл: для 𝑗 ∈ N0 вычисляем

(a) 𝑈𝑗+1 =
𝑓−𝑉 2

𝑗

𝑈𝑗 ·ℎ ;

(b) 𝑎𝑗+1 =
[︁
𝑉𝑗+𝜉
𝑈𝑗+1

]︁−
ℎ
;

(c) 𝑉𝑗+1 = 𝑎𝑗+1 · 𝑈𝑗+1 − 𝑉𝑗;

(d) проверяем, если 𝑈𝑗+1 = 𝑈0 и 𝑉𝑗+1 = 𝑉0, то успешно завершаем цикл.
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Если алгоритм 1 завершился успешно, то есть был найден номер 𝑛 ∈ N такой, что 𝑈𝑛 = 𝑈0

и 𝑉𝑛 = 𝑉0, то в поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆ℎ-единица.
Разберем, как вычислить 𝑎 =

[︀
𝑇

𝑈 ·ℎ𝑠

]︀−
ℎ
для заданных многочленов 𝑇,𝑈 ∈ 𝐾[𝑥], 𝑣ℎ (𝑇 ) =

= 𝑣ℎ (𝑈) = 0.
Нам необходимо найти многочлен 𝐴 ∈ 𝐾[𝑥] такой, что

𝐴𝑈 ≡ 𝑇 (mod ℎ𝑠+1), deg𝐴 < deg ℎ𝑠+1 = 2(𝑠+ 1).

Пусть ℎ = ℎ2𝑥
2 + ℎ1𝑥+ ℎ0 и

𝑈 = (𝜏𝑠𝑥+ 𝜅𝑠)ℎ
𝑠 + . . .+ (𝜏0𝑥+ 𝜅0), 𝑇 = (𝜁𝑠𝑥+ 𝜒𝑠)ℎ

𝑠 + . . .+ (𝜁0𝑥+ 𝜒0).

Будем искать многочлен 𝐴 в следующем виде

𝐴 = (𝜌𝑠𝑥+ 𝜎𝑠)ℎ
𝑠 + . . .+ (𝜌0𝑥+ 𝜎0).

Так как
(𝜌0𝑥+ 𝜎0)(𝜏0𝑥+ 𝜅0) ≡ (𝜁0𝑥+ 𝜒0) (mod ℎ),

то в случае 𝜅0 ̸= 0 имеем

𝜌0 =
ℎ2(𝜁0𝜅0 − 𝜏0𝜒0)

ℎ0𝜏20 − ℎ1𝜏0𝜅0 + ℎ2𝜅20
, 𝜎0 =

ℎ2𝜒0 + ℎ0𝜌0𝜏0
ℎ2𝜅0

,

а в случае 𝜅0 ̸= 0 имеем

𝜌0 = −ℎ2𝜒0

ℎ0𝜏0
, 𝜎0 =

ℎ2𝜁0 + ℎ1𝜌0𝜏0
ℎ2𝜏0

,

причем знаменатели не обращаются в ноль в силу неприводимости многочлена ℎ. Рассматри-
вая сравнение 𝐴𝑈 ≡ 𝑇 (mod ℎ2), находим 𝜌1 и 𝜎1 из линейного соотношения

(𝜌1𝑥+ 𝜎1)(𝜏0𝑥+ 𝜅0) ≡ (𝜁1𝑥+ 𝜒1) − (𝜌0𝑥+ 𝜎0)(𝜏1𝑥+ 𝜅1) −
𝜌0𝜏0
ℎ2

(mod ℎ).

Далее, шаг за шагом находим все коэффициенты многочлена 𝐴.
Далее подробно разберем работу алгоритма 1 для случая 𝑔 = 3 и 𝐾 = Q.
Зададимся целью найти бирационально неэквивалентных гиперэллиптические кривые ро-

да три над полем рациональных чисел Q, якобиан которых имеет нетривиальную подгруппу
кручения. Для этого нам достаточно рассматривать пары многочленов 𝑓, ℎ следующего вида:

𝑓 = 𝑐7𝑥
7 . . .+ 𝑐0, ℎ = 𝑥2 + ℎ0,

где ℎ0, 𝑐0, . . . , 𝑐7 ∈ Z, многочлен ℎ неприводим, число ℎ0 свободно от квадратов, 𝑐7 > 0 и 𝑐5 > 0,
либо 𝑐7 > 0, 𝑐5 = 0 и 𝑐3 > 0, либо 𝑐7 > 0, 𝑐5 = 𝑐3 = 0 и 𝑐1 > 0. Также требуем, чтобы многочлен
𝑓 был свободен от квадратов и (𝑓, ℎ) ∈ Q*.

Чтобы нормирование 𝑣ℎ автоматически имело два продолжения на поле

𝐿 = Q(𝑥)(
√︀
𝑓),

мы будем рассматривать многочлен 𝑓 в следующем виде:

𝑓 = (𝑓00 + 𝑓01𝑥)2 + 2(𝑓00 + 𝑓01𝑥)(𝑓10 + 𝑓11𝑥)ℎ+ (𝑓20 + 𝑓21𝑥)ℎ2 + (𝑓30 + 𝑓31𝑥)ℎ3,

где 𝑓00, 𝑓01, 𝑓10, 𝑓11, 𝑓20, 𝑓21, 𝑓30 ∈ Z, 𝑓31 ∈ N0, причем либо 𝑓00 > 0, либо 𝑓00 = 0 и 𝑓01 > 0, а
также либо 𝑓31 > 0 и 𝑓21 > 0, либо 𝑓31 > 0, 𝑓21 = 0 и 𝑓11 > 0. Заметим, что при этих условиях[︂√

𝑓

ℎ2

]︂−
ℎ

= (𝑓00 + 𝑓01𝑥) + (𝑓10 + 𝑓11𝑥)ℎ,
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и в силу (15) для всех 𝑗 = 0, 1 . . . справедливы соотношения

𝑉 2
𝑗 ≡ 𝑓 (mod ℎ), 𝑉𝑗 ≡ 𝑓00 + 𝑓01𝑥 (mod ℎ).

Положим
𝑈0 = ℎ, 𝑉0 = (𝑓00 + 𝑓01𝑥) + (𝑓10 + 𝑓11𝑥)ℎ.

Будем последовательно по 𝑗 = 1, 2 . . . искать многочлены 𝑈𝑗 , ℎ · 𝑎𝑗 , 𝑉𝑗 ∈ Q[𝑥] такие, что
deg𝑈𝑗 6 3, deg 𝑉𝑗 6 4, deg(ℎ · 𝑎𝑗) 6 3 в следующем виде

𝑈𝑗 = (𝑢
(𝑗)
00 + 𝑢

(𝑗)
11 𝑥) +

(︀
𝑢
(𝑗)
10 + 𝑢

(𝑗)
11 𝑥
)︀
ℎ, 𝑢

(𝑗)
00 , 𝑢

(𝑗)
11 , 𝑢

(𝑗)
10 , 𝑢

(𝑗)
11 ∈ Q,

𝑎𝑗 = (𝑎
(𝑗)
00 + 𝑎

(𝑗)
01 𝑥) +

𝑎
(𝑗)
10 + 𝑎

(𝑗)
11 𝑥

ℎ
, 𝑎

(𝑗)
00 , 𝑎

(𝑗)
01 , 𝑎

(𝑗)
10 , 𝑎

(𝑗)
11 ∈ Q,

𝑉𝑗 = (𝑣
(𝑗)
00 + 𝑣

(𝑗)
11 𝑥) +

(︀
𝑣
(𝑗)
10 + 𝑣

(𝑗)
11 𝑥

)︀
ℎ+ 𝑣

(𝑗)
20 ℎ

2, 𝑣
(𝑗)
00 , 𝑣

(𝑗)
11 , 𝑣

(𝑗)
10 , 𝑣

(𝑗)
11 , 𝑣

(𝑗)
20 ∈ Q,

до тех пор, пока не встретится номер 𝑗, для которого 𝑢(𝑗)00 = 𝑢
(𝑗)
11 = 𝑢

(𝑗)
21 = 0. Отметим, что

𝑎
(𝑗)
10 + 𝑎

(𝑗)
11 𝑥 = 0 до тех пор, пока ℎ - 𝑈𝑗 .

Предположим, что мы уже знаем многочлены

𝑈𝑗−1 = 𝑢
(𝑗−1)
00 + 𝑢

(𝑗−1)
11 𝑥+

(︀
𝑢
(𝑗)
10 + 𝑢

(𝑗)
11 𝑥
)︀
ℎ = 𝑤

(𝑗−1)
3 𝑥3 + 𝑤

(𝑗−1)
2 𝑥2 + 𝑤

(𝑗−1)
1 𝑥+ 𝑤

(𝑗−1)
0 ,

𝑉𝑗−1 = 𝑓00 + 𝑓01𝑥+ (𝑣
(𝑗−1)
10 + 𝑣

(𝑗−1)
11 𝑥)ℎ+ 𝑣

(𝑗−1)
20 ℎ2.

На шаге с номером 𝑗 вычислим коэффициенты 𝑏
(𝑗)
0 , . . . , 𝑏

(𝑗)
6 ∈ Q многочлена

𝑓 − 𝑉 2
𝑗−1

ℎ
= 𝑏

(𝑗)
6 𝑥6 + . . .+ 𝑏

(𝑗)
0 ,

следующим образом:

𝑏
(𝑗)
6 = 𝑓40 − (𝑣

(𝑗−1)
4 )2,

𝑏
(𝑗)
5 = 𝑓31 − 2𝑣

(𝑗−1)
3 𝑣

(𝑗−1)
4 ,

𝑏
(𝑗)
4 = 𝑓30 + 3𝑓40ℎ0 − 3ℎ0(𝑣

(𝑗−1)
4 )2 − 2𝑣

(𝑗−1)
2 𝑣

(𝑗−1)
4 − (𝑣

(𝑗−1)
3 )2,

𝑏
(𝑗)
3 = −2𝑓01𝑣

(𝑗−1)
4 + 𝑓21 + 2𝑓31ℎ0 − 4ℎ0𝑣

(𝑗−1)
3 𝑣

(𝑗−1)
4 − 2𝑣

(𝑗−1)
2 𝑣

(𝑗−1)
3 ,

𝑏
(𝑗)
2 = −2𝑓00𝑣

(𝑗−1)
4 + 2𝑓01𝑓11 − 2𝑓01𝑣

(𝑗−1)
3 + 𝑓20 + 2𝑓30ℎ0 + 3𝑓40ℎ

2
0−

−3ℎ20(𝑣
(𝑗−1)
4 )2 − 4ℎ0𝑣

(𝑗−1)
2 𝑣

(𝑗−1)
4 − ℎ0(𝑣

(𝑗−1)
3 )2 − (𝑣

(𝑗−1)
2 )2,

𝑏
(𝑗)
1 = 2𝑓00𝑓11 − 2𝑓00𝑣

(𝑗−1)
3 + 2𝑓01𝑓10 − 2𝑓01ℎ0𝑣

(𝑗−1)
4 − 2𝑓01𝑣

(𝑗−1)
2 +

+𝑓21ℎ0 + 𝑓31ℎ
2
0 − 2ℎ20𝑣

(𝑗−1)
3 𝑣

(𝑗−1)
4 − 2ℎ0𝑣

(𝑗−1)
2 𝑣

(𝑗−1)
3 ,

𝑏
(𝑗)
0 = 2𝑓00𝑓10 − 2𝑓00ℎ0𝑣

(𝑗−1)
4 − 2𝑓00𝑣

(𝑗−1)
2 + 𝑓20ℎ0 + 𝑓30ℎ

2
0+

+𝑓40ℎ
3
0 − ℎ30(𝑣

(𝑗−1)
4 )2 − 2ℎ20𝑣

(𝑗−1)
2 𝑣

(𝑗−1)
4 − ℎ0(𝑣

(𝑗−1)
2 )2.

Если 𝑤(𝑗−1)
3 ̸= 0, то вычислим

𝑤
(𝑗)
3 = 𝑏

(𝑗−1)
6 /𝑤

(𝑗−1)
3 ,

𝑤
(𝑗)
2 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
5 𝑤

(𝑗−1)
3 − 𝑏

(𝑗−1)
6 𝑤

(𝑗−1)
2

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
3 )2,

𝑤
(𝑗)
1 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
4 (𝑤

(𝑗−1)
3 )2−𝑏(𝑗−1)

5 𝑤
(𝑗−1)
2 𝑤

(𝑗−1)
3 −𝑏(𝑗−1)

6 𝑤
(𝑗−1)
1 𝑤

(𝑗−1)
3 +𝑏

(𝑗−1)
6 (𝑤

(𝑗−1)
2 )2

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
3 )3,

𝑤
(𝑗)
0 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
3 (𝑤

(𝑗−1)
3 )3−𝑏(𝑗−1)

4 𝑤
(𝑗−1)
2 (𝑤

(𝑗−1)
3 )2−𝑏(𝑗−1)

5 𝑤
(𝑗−1)
1 (𝑤

(𝑗−1)
3 )2+𝑏

(𝑗−1)
5 (𝑤

(𝑗−1)
2 )2𝑤

(𝑗−1)
3 −

−𝑏(𝑗−1)
6 𝑤

(𝑗−1)
0 (𝑤

(𝑗−1)
3 )2 + 2𝑏

(𝑗−1)
6 𝑤

(𝑗−1)
1 𝑤

(𝑗−1)
2 𝑤

(𝑗−1)
3 − 𝑏

(𝑗−1)
6 (𝑤

(𝑗−1)
2 )3

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
3 )4.
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Если 𝑤(𝑗−1)
3 = 0, 𝑤(𝑗−1)

2 ̸= 0, то 𝑏(𝑗)6 = 0 и

𝑤
(𝑗)
3 = 𝑏

(𝑗−1)
5 /𝑤

(𝑗−1)
2 ,

𝑤
(𝑗)
2 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
4 𝑤

(𝑗−1)
2 − 𝑏

(𝑗−1)
5 𝑤

(𝑗−1)
1

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
2 )2,

𝑤
(𝑗)
1 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
3 (𝑤

(𝑗−1)
2 )2−𝑏(𝑗−1)

4 𝑤
(𝑗−1)
1 𝑤

(𝑗−1)
2 −𝑏(𝑗−1)

5 𝑤
(𝑗−1)
0 𝑤

(𝑗−1)
2 +𝑏

(𝑗−1)
5 (𝑤

(𝑗−1)
1 )2

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
2 )3,

𝑤
(𝑗)
0 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
2 (𝑤

(𝑗−1)
2 )3 − 𝑏

(𝑗−1)
3 𝑤

(𝑗−1)
1 (𝑤

(𝑗−1)
2 )2 − 𝑏

(𝑗−1)
4 𝑤

(𝑗−1)
0 (𝑤

(𝑗−1)
2 )2+

+𝑏
(𝑗−1)
4 (𝑤

(𝑗−1)
1 )2𝑤

(𝑗−1)
2 + 2𝑏

(𝑗−1)
5 𝑤

(𝑗−1)
0 𝑤

(𝑗−1)
1 𝑤

(𝑗−1)
2 − 𝑏

(𝑗−1)
5 (𝑤

(𝑗−1)
1 )3

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
2 )4.

Если 𝑤(𝑗−1)
3 = 𝑤

(𝑗−1)
2 = 0, то 𝑏(𝑗)6 = 𝑏

(𝑗)
5 = 0 и

𝑤
(𝑗)
3 = 𝑏

(𝑗−1)
4 /𝑤

(𝑗−1)
1 ,

𝑤
(𝑗)
2 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
3 𝑤

(𝑗−1)
1 − 𝑏

(𝑗−1)
4 𝑤

(𝑗−1)
0

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
1 )2,

𝑤
(𝑗)
1 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
2 (𝑤

(𝑗−1)
1 )2 − 𝑏

(𝑗−1)
3 𝑤

(𝑗−1)
0 𝑤

(𝑗−1)
1 + 𝑏

(𝑗−1)
4 (𝑤

(𝑗−1)
0 )2

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
1 )3,

𝑤
(𝑗)
0 =

(︁
𝑏
(𝑗−1)
1 (𝑤

(𝑗−1)
1 )3 − 𝑏

(𝑗−1)
2 𝑤

(𝑗−1)
0 (𝑤

(𝑗−1)
1 )2+

+𝑏
(𝑗−1)
3 (𝑤

(𝑗−1)
0 )2𝑤

(𝑗−1)
1 − 𝑏

(𝑗−1)
4 (𝑤

(𝑗−1)
0 )3

)︁
/(𝑤

(𝑗−1)
1 )4.

Если 𝑤(𝑗−1)
3 = 𝑤

(𝑗−1)
2 = 𝑤

(𝑗−1)
1 = 0, то 𝑏(𝑗)6 = 𝑏

(𝑗)
5 = 𝑏

(𝑗)
4 = 0 и

𝑤
(𝑗)
3 = 𝑏

(𝑗−1)
3 /𝑤

(𝑗−1)
0 , 𝑤

(𝑗)
2 = 𝑏

(𝑗−1)
2 /𝑤

(𝑗−1)
0 ,

𝑤
(𝑗)
1 = 𝑏

(𝑗−1)
1 /𝑤

(𝑗−1)
0 , 𝑤

(𝑗)
0 = 𝑏

(𝑗−1)
0 /𝑤

(𝑗−1)
0 .

Далее вычисляем

𝑢
(𝑗)
00 = −ℎ0𝑤(𝑗)

2 + 𝑤
(𝑗)
0 , 𝑢

(𝑗)
01 = −ℎ0𝑤(𝑗)

3 + 𝑤
(𝑗)
1 ,

𝑢
(𝑗)
10 = 𝑤

(𝑗)
2 , 𝑢

(𝑗)
11 = 𝑤

(𝑗)
3 .

Рассмотрим два случая: 𝑢(𝑗)00 = 𝑢
(𝑗)
01 = 0 и 𝑢(𝑗)00 · 𝑢(𝑗)01 ̸= 0.

Если 𝑢(𝑗)00 = 𝑢
(𝑗)
01 = 0, то при 𝑢(𝑗)00 ̸= 0 вычислим

𝑎
(𝑗)
01 =

𝑓01𝑢
(𝑗)
00 − 𝑓00𝑢

(𝑗)
01

ℎ0(𝑢
(𝑗)
01 )2 + (𝑢

(𝑗)
00 )2

, 𝑎
(𝑗)
00 =

𝑓00 + 𝑎
(𝑗)
1 𝑢

(𝑗)
01 ℎ0

𝑢
(𝑗)
00

,

а при 𝑢(𝑗)00 = 0 вычислим

𝑎
(𝑗)
01 = − 𝑓00

ℎ0𝑢
(𝑗)
01

, 𝑎
(𝑗)
00 =

𝑓01

𝑢
(𝑗)
01

.

Наконец вычисляем коэффициенты многочлена 𝑉𝑗 :

𝑣
(𝑗)
10 = 𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
01 + 𝑎

(𝑗)
00 𝑢

(𝑗)
10 − ℎ0𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
01 − 𝑣

(𝑗−1)
10 ,

𝑣
(𝑗)
11 = 𝑎

(𝑗)
00 𝑢

(𝑗)
11 + 𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
10 − 𝑣

(𝑗−1)
11 ,

𝑣
(𝑗)
20 = 𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
11 − 𝑣

(𝑗−1)
20 .
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Если 𝑢(𝑗)00 · 𝑢(𝑗)01 ̸= 0, то при 𝑢(𝑗)00 ̸= 0 вычислим

𝑎
(𝑗)
11 =

𝑓01𝑢
(𝑗)
00 − 𝑓00𝑢

(𝑗)
01

ℎ0(𝑢
(𝑗)
01 )2 + (𝑢

(𝑗)
00 )2

, 𝑎
(𝑗)
10 =

𝑓00 + 𝑎
(𝑗)
1 𝑢

(𝑗)
01 ℎ0

𝑢
(𝑗)
00

,

а при 𝑢(𝑗)00 = 0 вычислим

𝑎
(𝑗)
11 = − 𝑓00

ℎ0𝑢
(𝑗)
01

, 𝑎
(𝑗)
10 =

𝑓01

𝑢
(𝑗)
01

.

Далее положим

𝑟
(𝑗)
0 = 𝑓10 + 𝑣

(𝑗)
10 − 𝑎

(𝑗)
10 𝑢

(𝑗)
10 − 𝑎

(𝑗)
11 𝑢

(𝑗)
01 + 𝑎

(𝑗)
11 𝑢

(𝑗)
11 ℎ0,

𝑟
(𝑗)
1 = 𝑓11 + 𝑣

(𝑗)
11 − 𝑎

(𝑗)
11 𝑢

(𝑗)
10 − 𝑎

(𝑗)
10 𝑢

(𝑗)
11 ,

тогда

𝑎
(𝑗)
00 =

𝑟
(𝑗)
0 𝑢

(𝑗)
00 − 𝑟

(𝑗)
1 𝑢

(𝑗)
01 ℎ0

ℎ0(𝑢
(𝑗)
01 )2 + (𝑢

(𝑗)
00 )2

, 𝑎
(𝑗)
01 =

𝑟
(𝑗)
1 𝑢

(𝑗)
00 − 𝑟

(𝑗)
0 𝑢

(𝑗)
01

ℎ0(𝑢
(𝑗)
01 )2 + (𝑢

(𝑗)
00 )2

.

Наконец вычисляем коэффициенты многочлена 𝑉𝑗 :

𝑣
(𝑗)
10 = 𝑎

(𝑗)
11 𝑢

(𝑗)
11 + 𝑎

(𝑗)
00 𝑢

(𝑗)
10 − ℎ0𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
11 − 𝑣

(𝑗−1)
10 ,

𝑣
(𝑗)
11 = 𝑎

(𝑗)
00 𝑢

(𝑗)
11 + 𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
10 − 𝑣

(𝑗−1)
11 ,

𝑣
(𝑗)
20 = 𝑎

(𝑗)
01 𝑢

(𝑗)
11 − 𝑣

(𝑗−1)
20 .

Далее, согласно алгоритму 1 повторяем вышеописанные операции до тех пор, пока на
некотором шаге 𝑛 не будет выполнено 𝑈𝑛 = 𝑈0 и 𝑉𝑛 = 𝑉0.

4. Заключение

В качестве заключения продемонстрируем полученные результаты на примерах, найден-
ных с помощью алгоритма 1 для 𝑔 = 3.

Пример 1. Рассмотрим поле 𝐾 = Q, многочлены ℎ = 𝑥2 + 2 и

𝑓 = 𝑥7 + 𝑥6 + 4𝑥5 + 3𝑥4 + 6𝑥3 + 5𝑥2 + 4𝑥+ 4 =

=
(︀
𝑥2 + 𝑥+ 2

)︀ (︀
𝑥5 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥+ 2

)︀
.

Нормирование 𝑣ℎ поля Q(𝑥) имеет два неэквивалентных продолжения 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ на поле
𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓). Элемент

√
𝑓 имеет следующее разложение в Σ((ℎ))√︀

𝑓 = 𝑥+ (1 − 𝑥) · ℎ+ . . .

Бесконечное нормирование поля Q(𝑥) имеет единственное продолжение на поле 𝐿. Рассмот-
рим 𝐷0 = 𝐷ℎ + ∞. Находим

𝑈0 = ℎ, 𝑉0 = 𝑥+ (1 − 𝑥) · ℎ+ 0 · ℎ2 = −𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥+ 2.
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Далее строим непрерывную дробь для элемента
√
𝑓/ℎ по нормированию 𝑣−ℎ :

√
𝑓

ℎ
=

[︂
− 1

𝑥2 + 2

(︀
𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥− 2

)︀
;− 1

𝑥2 + 2
(𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥+ 2) , 𝑥, 𝑥, 1,

−2, 1, 𝑥, 𝑥,− 1

𝑥2 + 2
(𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥+ 2) ,− 2

𝑥2 + 2
(𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥− 2)

]︂
.

Непрерывная дробь элемента
√
𝑓/ℎ периодическая, причем период симметричен, длина пе-

риода равна длине квазипериода и равна 10. Замечаем, что 𝑈10 = 𝑈0 и 𝑉10 = 𝑉0, поэтому
справедливы условия теоремы 1 и, следовательно, в якобиане гиперэллиптического поля 𝐿
класс дивизора

(︀
𝐷ℎ−2∞

)︀
имеет порядок 𝑚 = 16, а класс дивизора

(︀
𝐷ℎ− 𝜄𝐷ℎ) имеет порядок

𝑚/2 = 8. В поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆-единица 𝑢 степени 16, которую можно
найти с помощью (4):

𝑢 = 𝜇1 − 𝜇2
√︀
𝑓, 𝑢 · 𝑢 = ℎ16

𝜇1 = 𝑥16 + 18𝑥15 + 40𝑥14 + 140𝑥13 + 242𝑥12 + 426𝑥11 + 724𝑥10 + 664𝑥9+

+1408𝑥8 + 512𝑥7 + 1904𝑥6 + 32𝑥5 + 1760𝑥4 − 224𝑥3 + 1056𝑥2 − 96𝑥+ 320,

𝜇2 = 6𝑥12 + 28𝑥11 + 38𝑥10 + 152𝑥9 + 56𝑥8+

+352𝑥7 − 32𝑥6 + 480𝑥5 − 160𝑥4 + 384𝑥3 − 192𝑥2 + 128𝑥− 96.

Также в поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆ℎ-единица 𝑢ℎ степени 8, 𝑢ℎ = 𝑢 · ℎ−8.

Пример 2. Рассмотрим поле 𝐾 = Q, многочлены ℎ = 𝑥2 + 1 и

𝑓 = 𝑥7 + 3𝑥5 − 3𝑥4 + 5𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 =

= 𝑥
(︀
𝑥6 + 3𝑥4 − 3𝑥3 + 5𝑥2 − 3𝑥+ 1

)︀
.

Нормирование 𝑣ℎ поля Q(𝑥) имеет два неэквивалентных продолжения 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ на поле
𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓). Элемент

√
𝑓 имеет следующее разложение в Σ((ℎ))√︀

𝑓 = (1 − 𝑥) + 𝑥 · ℎ+ . . .

Бесконечное нормирование поля Q(𝑥) имеет единственное продолжение на поле 𝐿. Рассмот-
рим 𝐷0 = 𝐷ℎ + ∞. Находим

𝑈0 = ℎ, 𝑉0 = (1 − 𝑥) + 𝑥 · ℎ+ 0 · ℎ2 = 𝑥3 + 1.

Далее строим непрерывную дробь для элемента
√
𝑓/ℎ по нормированию 𝑣−ℎ :

√
𝑓

ℎ
=

[︃
(𝑥+ 1)

(︀
𝑥2 − 𝑥+ 1

)︀
𝑥2 + 1

;−𝑥
3 − 𝑥2 + 𝑥+ 1

𝑥2 + 1
, 𝑥− 1,−𝑥− 1, 1,−2𝑥, 𝑥,

−2𝑥 (𝑥2 − 𝑥+ 2)

𝑥2 + 1
, 𝑥,−2𝑥, 1,−𝑥− 1, 𝑥− 1,

−𝑥
3 − 𝑥2 + 𝑥+ 1

𝑥2 + 1
,

2 (𝑥+ 1) (𝑥2 − 𝑥+ 1)

𝑥2 + 1

]︃
.

Непрерывная дробь элемента
√
𝑓/ℎ периодическая, причем период симметричен, длина пе-

риода равна длине квазипериода и равна 14. Замечаем, что 𝑈14 = 𝑈0 и 𝑉14 = 𝑉0, поэтому
справедливы условия теоремы 1 и, следовательно, в якобиане гиперэллиптического поля 𝐿
класс дивизора

(︀
𝐷ℎ−2∞

)︀
имеет порядок 𝑚 = 22, а класс дивизора

(︀
𝐷ℎ− 𝜄𝐷ℎ) имеет порядок
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𝑚/2 = 11. В поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆-единица 𝑢 степени 22, которую можно
найти с помощью (4):

𝑢 = 𝜇1 − 𝜇2
√︀
𝑓, 𝑢 · 𝑢 = ℎ22

𝜇1 = (𝑥+ 1)
(︀
𝑥21 + 7𝑥20 + 12𝑥19 + 30𝑥18 + 29𝑥17 + 61𝑥16+

+152𝑥15 − 120𝑥14 + 642𝑥13 − 946𝑥12 + 2048𝑥11 − 2588𝑥10 + 3026𝑥9 − 2062𝑥8+

+936𝑥7 + 264𝑥6 − 515𝑥5 + 379𝑥4 − 76𝑥3 − 18𝑥2 + 17𝑥+ 1
)︀
,

𝜇2 =
(︀
2𝑥8 + 4𝑥7 + 8𝑥6 − 4𝑥5 + 20𝑥4 + 4𝑥3 + 12𝑥+ 2

)︀
×

×
(︀
2𝑥10 + 𝑥9 + 5𝑥8 − 2𝑥7 + 6𝑥6 + 8𝑥5 − 16𝑥4 + 18𝑥3 − 8𝑥2 − 𝑥+ 3

)︀
.

Также в поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆ℎ-единица 𝑢ℎ степени 11, 𝑢ℎ = 𝑢 · ℎ−11.

Пример 3. Рассмотрим поле 𝐾 = Q, многочлены ℎ = 𝑥2 + 2 и

𝑓 = 2𝑥7 + 𝑥6 + 6𝑥5 + 𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 + 4 =

=
(︀
𝑥2 + 1

)︀ (︀
2𝑥5 + 𝑥4 + 4𝑥3 + 4

)︀
.

Нормирование 𝑣ℎ поля Q(𝑥) имеет два неэквивалентных продолжения 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ на поле
𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓). Элемент

√
𝑓 имеет следующее разложение в Σ((ℎ))√︀

𝑓 = 2𝑥+ (1 − 𝑥) · ℎ+ . . .

Бесконечное нормирование поля Q(𝑥) имеет единственное продолжение на поле 𝐿. Рассмот-
рим 𝐷0 = 𝐷ℎ + ∞. Находим

𝑈0 = ℎ, 𝑉0 = 2𝑥+ (1 − 𝑥) · ℎ+ 0 · ℎ2 = −𝑥3 + 𝑥2 + 2.

Далее строим непрерывную дробь для элемента
√
𝑓/ℎ по нормированию 𝑣−ℎ :

√
𝑓

ℎ
=

[︃
−𝑥

3 − 𝑥2 − 2

𝑥2 + 2
;−1,−2𝑥,−𝑥 (𝑥2 + 2𝑥+ 2)

2 (𝑥2 + 2)
,

2𝑥 (𝑥2 + 2𝑥+ 2)

𝑥2 + 2
,
𝑥

2
, 4,

𝑥3 − 𝑥2 − 2

2 (𝑥2 + 2)
, 4,

𝑥

2
,

2𝑥 (𝑥2 + 2𝑥+ 2)

𝑥2 + 2
,−𝑥 (𝑥2 + 2𝑥+ 2)

2 (𝑥2 + 2)
,−2𝑥,−1,−2 (𝑥3 − 𝑥2 − 2)

𝑥2 + 2

]︃
.

Непрерывная дробь элемента
√
𝑓/ℎ периодическая, причем период симметричен, длина ква-

зипериода равна 7, длина периода равна 14, коэффициент квазипериода 𝑐 = −1/4 Замечаем,
что 𝑈7 = 𝑈0 и 𝑉7 = 𝑉0, поэтому справедливы условия теоремы 1 и, следовательно, в якобиане
гиперэллиптического поля 𝐿 класс дивизора

(︀
𝐷ℎ−2∞

)︀
имеет порядок 𝑚 = 13, класс дивизора(︀

𝐷ℎ − 𝜄𝐷ℎ) также имеет порядок 13. В поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆-единица 𝑢
степени 13, которую можно найти с помощью (4):

𝑢 = 𝜇1 − 𝜇2
√︀
𝑓, 𝑢 · 𝑢 = ℎ13

𝜇1 = 𝑥13 + 16𝑥12 + 45𝑥11 + 149𝑥10 + 220𝑥9 + 430𝑥8+

+352𝑥7 + 584𝑥6 + 224𝑥5 + 528𝑥4 + 48𝑥3 + 336𝑥2 + 96,

𝜇2 = 4𝑥9 + 19𝑥8 + 48𝑥7 + 100𝑥6 + 112𝑥5 + 144𝑥4 + 64𝑥3 + 80𝑥2 + 16.

Также в поле 𝐿 существует фундаментальная 𝑆ℎ-единица 𝑢ℎ степени 13.
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Аннотация

Найдены асимптотические формулы при 𝑚 → ∞ для числа решений системы сравне-
ний вида

𝑔𝑠(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑠(𝑥𝑘) ≡ 𝑔𝑠(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑠(𝑥𝑘) (mod 𝑝𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,

где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 могут принимать значения из полной системы вы-
четов по модулю 𝑝𝑚, а степени многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) не превосходят 𝑛. Указа-
ны такие многочлены 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥), для которых эти асимптотики справедливы при
2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1, а при 2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 данные асимптотики не имеют место.

Кроме того, для многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) с вещественными коэффициентами, при-
чем степени многочленов не превосходят 𝑛, найдена асимптотика среднего значения три-
гонометрических интегралов вида

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑔1(𝑥) + · · · + 𝛼𝑛𝑔𝑛(𝑥),

где осреднение ведётся по всем вещественным параметрам 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛. Эта асимптотика
справедлива при степени осреднения 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1, а при 2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 она
не имеет места.

Ключевые слова: полные рациональные тригонометрические суммы, тригонометриче-
ские интегралы.
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Abstract

Asymptotical formulae as 𝑚 → ∞ for the number of solutions of the congruence system of
a form

𝑔𝑠(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑠(𝑥𝑘) ≡ 𝑔𝑠(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑠(𝑥𝑘) (mod 𝑝𝑚), 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,

are found, where unknowns 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 can take on values from the complete system
of residues modulo 𝑝𝑚, but degrees of polynomials 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) do not exceed 𝑛. Such
polynomials 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥), for which these asymptotics hold as 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1, but as
2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 the given asymptotics have no place, were shew.

Besides, for polynomials 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) with real coefficients, moreover degrees of poly-
nomials do not exceed 𝑛, the asymptotic of a mean value of trigonometrical integrals of the
form

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑔1(𝑥) + · · · + 𝛼𝑛𝑔𝑛(𝑥),

where the averaging is lead on all real parameters 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, is found. This asymptotic holds
for the power of the averaging 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+1)+1, but as 2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+1)+1 it has no place.

Keywords: complete rational trigonometric sums, trigonometric integrals.
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Введение

Настоящая работа находится в русле исследований по круговому методу Харди — Литт-
лвуда — Рамануджана ([1], [2]) в форме тригонометрических сумм И. М. Виноградова ([3],
[4]). К этому кругу вопросов относится 𝑝-адический метод доказательства теоремы И. М. Ви-
ноградова о среднем, открытый в 1942 г. Ю. В. Линником [6], [7]. В 1963 г. А. А. Карацуба
и Н. М. Коробов [9], [10] нашли другой 𝑝-адический метод и получили новое доказательство
теоремы И. М. Виноградова.

Под 𝑝-адическим методом в задачах теории чисел понимают использование сравнений по
модулю и арифметических функций с периодом, равными степеням простого числа 𝑝.

В 1971 г. Г. И. Архипов [11] доказал 𝑝-адическим методом первую теорему о среднем для
кратных тригонометрических сумм.

Развивая метод И. М. Виноградова, Хуа Ло-кен ([8], стр. 201–276) при 𝑘 ≥ 𝑘0, 𝑘0 ≍ 3𝑘2 log 𝑘,
𝑛 ≥ 11, вывел асимптотическую формулу вида

lim
𝑃→∞

𝑃 0,5𝑛(𝑛+1)−2𝑘𝐽𝑘(𝑃 ) = 𝛾𝜃,

где 𝐽𝑘(𝑃 ) — число решений в целых числах 1 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 ≤ 𝑃 системы уравнений
вида

𝑥𝑠1 + · · · + 𝑥𝑠𝑘 = 𝑦𝑠1 + · · · + 𝑦𝑠𝑘(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛),
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причём 𝛾, 𝜎 — соответственно особый интеграл и особый ряд рассматриваемой асимптотики

𝛾 =

+∞∫︁
−∞

· · ·
+∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖(𝛼1𝑥+···+𝛼𝑛𝑥𝑛) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

𝜎 =
∞∑︁
𝑞1

· · ·
∞∑︁
𝑞𝑛

𝑞1∑︁
𝑎1=1

(𝑎1,𝑞1)=1

. . .

𝑞𝑛∑︁
𝑎𝑛=1

(𝑎𝑛,𝑞𝑛)=1

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑞1 . . . 𝑞𝑛)−1

𝑞1...𝑞𝑛∑︁
𝑥=1

exp (2𝜋𝑖

(︂
𝑎1
𝑞1
𝑥+ · · · +

𝑎𝑛
𝑞𝑛
𝑥𝑛
)︂

)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑘

.

Хуа Ло-кен там же нашёл показатель сходимости 2𝑘1 = 0, 5𝑛(𝑛 + 1) + 2 особого ряда 𝜎, т.е.
для среднего значения полных рациональных тригонометрических сумм.

Для особого интеграла 𝛾 показатель сходимости 2𝑘2 = 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 был найден в 1978 г.
Г. И. Архиповым, А. А. Карацубой и автором [12].

В настоящей работе продолжены исследования полных рациональных тригонометрических
сумм и тригонометрических интегралов с многочленом общего вида в экспоненте (см. [1]–[15]).

Отметим, что в ряде этапов исследования мы существенно пользуемся результатами из
нашей книги [12] и работ Г. И. Архипова [11].

§1. О среднем значении полных рациональных сумм общего вида

Пусть 𝑛 ≥ 2, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 — натуральные числа,

𝑔𝑠(𝑥) = 𝑥𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑡=1

𝛼(𝑠, 𝑡)𝑥𝑡, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (1)

— многочлены с целыми коэффициентами.
Пусть, далее, 𝑆(𝑝𝑚; 𝑓) обозначает полную рациональную тригонометрическую сумму вида

𝑆(𝑝𝑚; 𝑓) =

𝑝𝑚∑︁
𝑥=1

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑎𝑠𝑔𝑠(𝑥)

𝑝𝑚𝑠
, (𝑎𝑠, 𝑝) = 1, 𝑚𝑠 ≤ 𝑚.

Тогда среднее значение 𝑁(𝑝𝑚; 𝑔) этих сумм имеет вид

𝑁(𝑝𝑚; 𝑔) = 𝑝−𝑚𝑛
∑︁

max{𝑚𝑛,...,𝑚1}≤𝑚

𝑝𝑚𝑛−1∑︁
𝑎𝑛=0

(𝑎𝑛,𝑝)=1

. . .

𝑝𝑚1−1∑︁
𝑎1=0

(𝑎1,𝑝)=1

|𝑆(𝑝𝑚; 𝑓(𝑥))|2𝑘.

Положим 𝑡 = max{𝑚1, . . . ,𝑚𝑛}. Находим

𝑁(𝑝𝑚; 𝑔) = 𝑝−𝑚𝑛
𝑚∑︁
𝑡=0

𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0

· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0

(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(︂
𝑝𝑚;

𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥) + · · · + 𝑎1𝑔1(𝑥)

𝑝𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
=

= 𝑝2𝑘𝑚−𝑚𝑛
𝑚∑︁
𝑡=0

𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0

· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0

(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1

⃒⃒⃒⃒
𝑝−𝑡𝑆

(︂
𝑝𝑡;

𝑎𝑛𝑔𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑎1𝑔1(𝑥)

𝑝𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
=

= 𝑝𝑚(2𝑘−𝑛)𝜎(𝑝𝑚; 𝑔). (2)
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Запишем все рациональные коэффициенты многочлена в экспоненте суммы как дроби со
знаменателем 𝑝𝑚. Получим

𝑁(𝑝𝑚; 𝑔) = 𝑝−𝑚𝑛
𝑝𝑚−1∑︁
𝑎𝑛=0

· · ·
𝑝𝑚−1∑︁
𝑎1=0

⃒⃒⃒⃒
𝑆

(︂
𝑝𝑚;

ℎ(𝑥)

𝑝𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
, ℎ(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑎𝑠𝑔𝑠(𝑥),

что равно числу решений следующей системы сравнений⎧⎨⎩
𝑔1(𝑥1) + · · · + 𝑔1(𝑥𝑘) ≡ 𝑔1(𝑦1) + · · · + 𝑔1(𝑦𝑘) (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑔𝑛(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑛(𝑥𝑘) ≡ 𝑔𝑛(𝑦1) + · · · + 𝑔𝑛(𝑦𝑘) (mod 𝑝𝑚),

(3)

где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 принимают значения из полной системы вычетов по мо-
дулю 𝑝𝑚.

Если существует lim
𝑚→∞

𝜎(𝑝𝑚; 𝑔) = 𝜎𝑝(𝑔), где

𝜎𝑝(𝑔) = 1 +

+∞∑︁
𝑡=1

𝐴(𝑝𝑡), (4)

𝐴(𝑝𝑡) =

𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0

· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0

(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1

|𝑝−𝑡𝑆(𝑝𝑡; (𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥) + · · · + 𝑎1𝑔1(𝑥))/𝑝𝑡)|2𝑘, (5)

𝑆(𝑝𝑡; (𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥) + · · · + 𝑎1𝑔1(𝑥))/𝑝𝑡) =

𝑝𝑡∑︁
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖

𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥)+···+𝑎1𝑔1(𝑥)

𝑝𝑡 , (6)

то этот предел 𝜎𝑝(𝑔) называется особым рядом системы сравнений (3).
Заметим, что каждое решение системы (3) является решением следующей системы срав-

нений ⎧⎨⎩
𝑥1 + · · · + 𝑥𝑘 ≡ 𝑦1 + · · · + 𝑦𝑘 (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · · + 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · · + 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),

(3′)

где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 принимают значения из полной системы вычетов по моду-
лю 𝑝𝑚, и наоборот. Действительно, первые сравнения этих систем совпадают. Второе сравнение
системы (3’) является линейной комбинацией первого и второго сравнений из (3) и т.д.

Число решений 𝑁(𝑝𝑚) системы (3’) равно 𝑝𝑚(2𝑘−𝑛)𝜎(𝑝𝑚). Пусть 𝜎𝑝 = lim
𝑚→∞

𝜎(𝑝𝑚)

Теорема 1. Особый ряд 𝜎𝑝(𝑔) = 𝜎𝑝 сходится при 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 и расходится при
2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1.

§2. Оценка полной суммы

Положим

𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑎𝑠𝑔𝑠(𝑥), 𝑔𝑠(𝑥) = 𝑥𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑡=1

𝛼(𝑠, 𝑡)𝑥𝑡, ℎ(𝑦) = 𝑓(𝑦 + 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑢=0

𝑏𝑢𝑦
𝑢. (7)

Имеем

ℎ(𝑦) =
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑎𝑠

(︃
𝑠∑︁

𝑣=0

(︁𝑠
𝑣

)︁
𝑦𝑣𝜉𝑠−𝑣 +

𝑠−1∑︁
𝑡=1

𝛼(𝑠, 𝑡)
𝑡∑︁

𝑤=0

(︂
𝑡

𝑤

)︂
𝑦𝑤𝜉𝑡−𝑤

)︃
=
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=
𝑛∑︁

𝑣=1

𝑦𝑣
𝑛∑︁

𝑠=𝑣

𝑎𝑠

(︁𝑠
𝑣

)︁
𝜉𝑠−𝑣 +

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑎𝑠

𝑠−1∑︁
𝑤=1

𝑦𝑤
𝑠−1∑︁
𝑡=𝑤

𝛼(𝑠, 𝑡)

(︂
𝑡

𝑤

)︂
𝜉𝑡−𝑤 + 𝑓(𝜉) =

=
𝑛∑︁

𝑣=1

𝑦𝑣
𝑛∑︁

𝑠=𝑣

𝑎𝑠

(︁𝑠
𝑣

)︁
𝜉𝑠−𝑣 +

𝑛−1∑︁
𝑣=1

𝑦𝑣
𝑛∑︁

𝑠=𝑣+1

𝑎𝑠

𝑠−1∑︁
𝑡=𝑣

𝛼(𝑠, 𝑡)

(︂
𝑡

𝑣

)︂
𝜉𝑡−𝑣 + 𝑓(𝜉).

Отсюда находим ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑏𝑛 = 𝑎𝑛,

𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛

(︁
𝑛

𝑛−1

)︁
𝜉 + 𝑎𝑛𝛼(𝑛− 1, 𝑛− 1),

. . . . . . . . .

𝑏𝑣 = 𝑎𝑣 +
𝑛∑︀

𝑠=𝑣+1
𝑎𝑠

(︂(︀
𝑠
𝑣

)︀
𝜉𝑠−𝑣 +

𝑠−1∑︀
𝑡=𝑣

𝛼(𝑠, 𝑡)
(︀
𝑡
𝑣

)︀
𝜉𝑡−𝑣

)︂
,

. . . . . . . . .

𝑏1 = 𝑎1 +
𝑛∑︀

𝑠=2
𝑎𝑠

(︂(︀
𝑠
1

)︀
𝜉𝑠−1 +

𝑠−1∑︀
𝑡=1

𝛼(𝑠, 𝑡)
(︀
𝑡
1

)︀
𝜉𝑡−1

)︂
.

(8)

Пусть (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑝) = 1, 𝑤 = [log 𝑛/ log 𝑝], 𝑝𝜏‖(𝑎1, 2𝑎2, . . . , 𝑛𝑎𝑛).
Тогда 𝜏 ≤ 𝑤, 𝑝𝜏‖(𝑏1, 2𝑏2, . . . , 𝑛𝑏𝑛).

Лемма 1. Пусть 𝑙 ≥ 2(𝜏 + 1),

𝑆(𝑝𝑙; 𝑓) =

𝑝∑︁
𝜈=1

𝑆𝜈 , 𝑆𝜈 =

𝑝𝑙∑︁
𝑥=1

𝑥≡𝜈 (mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑥)

𝑝𝑙 .

Тогда, если 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod 𝑝), то

𝑆𝜈 = 𝑝𝜏+1
𝑝𝑙−𝜏−1∑︁
𝑦=1

𝑦≡𝜈 (mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑦)

𝑝𝑙 ,

в противном случае 𝑆𝜈 = 0.

Доказательство. Произведем замену переменной суммирования. Имеем

𝑥 = 𝑦 + 𝑝𝑙−𝜏−1𝑧, 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑝𝑙−𝜏−1, 0 ≤ 𝑧 < 𝑝𝜏+1.

Отсюда находим

𝑆𝜈 =

𝑝𝑙−𝜏−1∑︁
𝑦=1

𝑦≡𝜈 (mod 𝑝)

𝑝𝜏+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑦+𝑝𝑙−𝜏−1𝑧)

𝑝𝑙 =

=

𝑝𝑙−𝜏−1∑︁
𝑦=1

𝑦≡𝜈 (mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑦)

𝑝𝑙

𝑝𝜏+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝑝−𝜏 𝑓 ′(𝑦)𝑧
𝑝 .

Так как
𝑝𝜏+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝑝−𝜏 𝑓 ′(𝑦)𝑧
𝑝 =

{︂
𝑝𝜏+1, если 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝑦) ≡ 0 (mod 𝑝),

0, если 𝑝−𝜏𝑓 ′(𝑦) ̸≡ 0 (mod 𝑝),

то из этого равенства следует утверждение леммы. 2
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Заметим, что сравнение

𝑝−𝜏𝑓 ′(𝜈) ≡ 0 (mod 𝑝), 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑝, (8)

имеет не более 𝑛− 1 решений.

Лемма 2. Пусть 𝑎 — корень кратности 𝑚 многочлена 𝐹 (𝑥) по простому моду-
лю 𝑝, и пусть 𝑢 — наибольшая степень числа 𝑝, делящая все коэффициенты многочлена
𝐻(𝑥) = 𝐹 (𝑎 + 𝑝𝑥). Тогда число корней сравнения 𝑝−𝑢𝐻(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝) с учётом их кратно-
сти, не превосходит 𝑚.

Доказательство. см., например, [12], с. 55, лемма 2. 2

Рассмотрим далее любое решение 𝜈0 сравнения (8). Положим в равенстве (7) 𝜉 = 𝜈0 и
определим показатель 2 ≤ 𝑢1 ≤ 𝑛 и многочлен 𝑓1(𝑦) из соотношений

𝑝𝑢1‖(𝑝𝑏1, 𝑝
2𝑏2, . . . , 𝑝

𝑛𝑏𝑛), 𝑓(𝜈0 + 𝑝𝑦) − 𝑓(𝜈0) = 𝑝𝑢1𝑓1(𝑦) = 𝑝𝑢1

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑐𝑠𝑦
𝑠,

(𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛, 𝑝) = 1, 𝑝𝑢1𝑐𝑠 = 𝑝𝑠𝑏𝑠(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛).

Таким образом, при 𝑙 − 𝑢1 > 2𝑤 + 1 получим

𝑆𝜈0 = 𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝜈0)

𝑝𝑙

𝑝𝑙−1∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓1(𝑦)

𝑝𝑙−𝑢1 = 𝑝𝑢1−1𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝜈0)

𝑝𝑙 𝑆(𝑝𝑙−𝑢1 ; 𝑓1).

Пусть 𝑠 — наибольший номер такой, что (𝑏𝑠, 𝑝) = 1. Тогда из равенства 𝑝𝑠𝑏𝑠 = 𝑝𝑢1𝑐𝑠 находим,
что 𝑛 ≥ 𝑠 ≥ 𝑢1. Следовательно, по модулю 𝑝 степень многочлена 𝑓1(𝑥) не превосходит 𝑢1.

В предыдущем рассуждении многочлен 𝑓(𝑥) заменим на 𝑓1(𝑥), а многочлен ℎ(𝑦) на мно-

гочлен ℎ1(𝑦) = 𝑓1(𝑦 + 𝜂) =
𝑛∑︀

𝑠=0
𝑑𝑠𝑦

𝑠. Определим 𝜏1 из условия 𝑝𝜏1‖(𝑐1, 2𝑐2, . . . , 𝑛𝑐𝑛). Тогда для

любого 𝜂 имеем 𝑝𝜏1‖(𝑑1, 2𝑑2, . . . , 𝑛𝑑𝑛) по тем же соображениям, что и для набора коэффици-
ентов 𝑎𝑠 и 𝑏𝑠(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛). Таким образом, получим

𝑆(𝑝𝑙−𝑢1 ; 𝑓1) =

𝑝∑︁
𝜂=1

𝑆𝜈0,𝜂, 𝑆𝜈0,𝜂 =

𝑝𝑙−𝑢1−𝜏1−1∑︁
𝑦=1

𝑦≡𝜂 (mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝑦)

𝑝𝑙−𝑢1

𝑝𝜏1+1−1∑︁
𝑧=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝑝−𝜏1𝑓 ′1(𝑦)𝑧
𝑝

По лемме 1 для любого 𝜂 с условием 𝑝−𝜏1𝑓 ′1(𝜂) ̸≡ 0 (mod 𝑝) имеем 𝑆𝜈0,𝜂 = 0.
Число решений сравнения 𝑝−𝜏1𝑓 ′1(𝜂) ≡ 0 (mod 𝑝) не превосходит 𝑢1 − 1. Возьмём любое

решение 𝜂 = 𝜈1 этого сравнения. Определим показатель 𝑢2 = 𝑢2(𝜈0, 𝜈1) и многочлен 𝑓2(𝑦)
условиями

𝑝𝑢2‖(𝑝𝑑1, 𝑝
2𝑑2, . . . , 𝑝

𝑛𝑑𝑛), 𝑝𝑢2𝑓2(𝑦) = 𝑓1(𝜈1 + 𝑝𝑦) − 𝑓(𝜈1).

при 𝑙 − 𝑢1 − 𝑢2 > 2𝑤 + 1 получим

𝑆𝜈0,𝜈1 = 𝑒
2𝜋𝑖

𝑓1(𝜈1)

𝑝𝑙−𝑢1

𝑝𝑙−𝑢1−1∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖

𝑓2(𝑦)

𝑝𝑙−𝑢1−𝑢2 = 𝑝𝑢2−1𝑒
2𝜋𝑖

𝑓(𝜈1)

𝑝𝑙−𝑢1 𝑆(𝑝𝑙−𝑢1−𝑢2 ; 𝑓2).

Аналогично определяются показатели 𝑢3, . . . , 𝑢𝑡, причём число 𝑡 = 𝑡(𝜈0, 𝜈1, . . . ) находится из
условий

𝑙 − 𝑢1 − · · · − 𝑢𝑡−1 > 2𝑤 + 1, 𝑙 − 𝑢1 − · · · − 𝑢𝑡−1 − 𝑢𝑡 ≤ 2𝑤 + 1.

Собирая вместе полученные выше результаты, имеем следующее утверждение.
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Теорема 2. Справедлива формула

𝑆(𝑝𝑙; 𝑓) =
∑︁

(𝜈0,𝜈1,...,𝜈𝑡)

𝑝𝑢1+𝑢2+···+𝑢𝑡−𝑡𝑒
2𝜋𝑖(

𝑓(𝜈0)

𝑝𝑙
+

𝑓1(𝜈1)

𝑝𝑙−𝑢1
+···+ 𝑓𝑡−1(𝜈𝑡−1)

𝑝
𝑙−𝑢1−···−𝑢𝑡−1

)
×

×𝑆(𝑝𝑙−𝑢1−𝑢2−···−𝑢𝑡 ; 𝑓𝑡), (9)

где наборы (𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑡) пробегает решения системы сравнений 𝑝−𝜏𝑠𝑓𝑠(𝜈𝑠) ≡ 0 (mod 𝑝)
(0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡).

§3. Показатель сходимости особого ряда

Нам понадобятся два утверждения, которые являются следствиями леммы 2.

Лемма 3. Пусть 𝑓(𝑥) — многочлен степени 𝑛 с целыми коэффициентами, взаим-
но простыми в совокупности с простым числом 𝑝. Тогда количество наборов показателей
(𝑢1, 𝑢2, . . . ) многочлена 𝑓(𝑥) не превосходит 𝑛.

Лемма 4. Справедливы неравенства

𝑛 ≥ 𝑢1 ≥ 𝑢2 ≥ · · · ≥ 2.

Доказательство. см.[12], с. 63, леммы 5 и 6. 2

Из леммы 3 следует, что количество решений (𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑡) системы сравнений

𝑝−𝜏𝑠𝑓𝑠(𝜈𝑠) ≡ 0 (mod 𝑝)(0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡),

не превосходит 𝑛.

Приведем только схему доказательства теоремы 1.

10. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑎1𝑔1(𝑥)+ · · ·+𝑎𝑛𝑔𝑛(𝑥), (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑝) = 1 — любой многочлен с целыми ко-
эффициентами, причём многочлены 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) заданы соотношениями (1), (𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) —
набор наименьшей длины для многочлена 𝑓(𝑥), определённый в теореме 2. Тогда по теореме
2 имеем

𝑝−𝑙|𝑆(𝑝𝑙; 𝑓)| ≤ 𝑛𝑝−𝑡.

20. Оценим количество 𝐾(𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) многочленов 𝑓(𝑥) с заданной в п.10 цепочкой показа-
телей (𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) наименьшей длины 𝑡. Из формул (7), (8), подставляя 𝜉 = 𝑝𝑦, находим

𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥− 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑡=0

𝑏𝑡𝑔𝑡(𝑥− 𝜉),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛,

𝑎𝑛−1 = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛

(︁
𝑛

𝑛−1

)︁
(−𝑝𝑦) + 𝑏𝑛𝛼(𝑛− 1, 𝑛− 1),

. . . . . . . . .

𝑎𝑣 = 𝑏𝑣 +
𝑛∑︀

𝑠=𝑣+1
𝑏𝑠

(︂(︀
𝑠
𝑣

)︀
(−𝑝𝑦)𝑠−𝑣 +

𝑠−1∑︀
𝑡=𝑣

𝛼(𝑠, 𝑡)
(︀
𝑡
𝑣

)︀
(−𝑝𝑦)𝑡−𝑣

)︂
,

. . . . . . . . .

𝑎1 = 𝑏1 +
𝑛∑︀

𝑠=2
𝑏𝑠

(︂(︀
𝑠
1

)︀
(−𝑝𝑦)𝑠−1 +

𝑠−1∑︀
𝑡=1

𝛼(𝑠, 𝑡)
(︀
𝑡
1

)︀
(−𝑝𝑦)𝑡−1

)︂
.
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Поскольку 𝑝𝑢1‖(𝑝𝑏1, 𝑝
2𝑏2, . . . , 𝑝

𝑛𝑏𝑛), получим 𝑝𝑏1 = 𝑝𝑢1𝑐1, 𝑝2𝑏2 = 𝑝𝑢1𝑐2,. . . ,𝑝𝑛𝑏𝑛 = 𝑝𝑢1𝑐𝑛,
(𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛, 𝑝) = 1.

Следовательно, ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎𝑢1−1 = 𝑝𝑢1−(𝑢1−1)𝑐𝑢1−1 +𝐴𝑢1−1,
. . . . . . . . .
𝑎𝑣 = 𝑝𝑢1−𝑣𝑐𝑣 +𝐴𝑣,
. . . . . . . . .
𝑎1 = 𝑝𝑢1−1𝑐1 +𝐴1.

Повторяя это рассуждение для показателей 𝑢2, . . . , 𝑢𝑡, приходим к системе равенств⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑢1−1 = 𝑝𝑢1−(𝑢1−1)𝐵𝑢1−1 +𝐴
(𝑡)
𝑢1−1,

. . . . . . . . .

𝑎𝑢2−1 = 𝑝𝑢1−(𝑢2−1)+𝑢2−(𝑢2−1)𝐵𝑢2−1 +𝐴
(𝑡)
𝑢2−1,

. . . . . . . . .

𝑎1 = 𝑝(𝑢1−1)+(𝑢2−1)+···+(𝑢𝑡−1)𝐵1 +𝐴
(𝑡)
1 .

Отсюда находим 𝐾(𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) ≤ 𝑝𝐴, где

𝐴 = 𝑛𝑙 − 0, 5𝑢1(𝑢1 − 1) − 0, 5𝑢2(𝑢2 − 1) − · · · − 0, 5𝑢𝑡(𝑢𝑡 − 1).

Положим 𝑈 = 𝑢1 + · · · + 𝑢𝑡, 𝐵 = 𝐴− 𝑛(𝑙 − 𝑈).

Имеем 𝑙 − 2𝑤 − 1 ≤ 𝑈 ≤ 𝑙, 2 ≤ 𝑢𝑡 ≤ · · · ≤ 𝑢1 ≤ 𝑛. Преобразуем

𝐵 = 𝑛𝑈 −
𝑡∑︁

𝑠=1

0, 5𝑢𝑠(𝑢𝑠 − 1) =
𝑡∑︁

𝑠=1

(𝑛𝑢𝑠 − 0, 5𝑢𝑠(𝑢𝑠 − 1)) =
𝑡∑︁

𝑠=1

𝐻𝑠(𝑥),

где 𝐻(𝑥) = 𝑛𝑥− 0, 5𝑥(𝑥− 1).
Найдем максимум 𝐻(𝑥) на отрезке [2, 𝑛]. Находим 𝐻 ′(𝑥) = 𝑛−𝑥+0, 5. Следовательно, мак-

симум 𝐻(𝑥) на отрезке [2, 𝑛] достигается в точке 𝑥 = 𝑛. Отсюда получим, что 𝐵 ≤ 0, 5𝑡𝑛(𝑛+1).

Таким образом

𝐾(𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) ≤ 𝑝𝐵−𝑛(𝑙−𝑈) ≤ 𝑝𝑛(2𝑤+1)𝑝0,5𝑡𝑛(𝑛+1).

30. Оценим количество 𝑈𝑡 наборов (𝑢1, . . . , 𝑢𝑡), отвечающих условиям лемм 3 и 4. Имеем

𝑛 ≥ 𝑢1 ≥ 𝑢2 ≥ · · · ≥ 𝑢𝑡 ≥ 2, 𝑙 ≥ 𝑢1 + 𝑢2 + · · · + 𝑢𝑡 > 𝑙 − 2𝑤 − 1.

Отсюда находим 𝑈𝑡 ≤ 𝑙𝑛.

40. Число 𝑁𝑡 многочленов с заданным (𝑢1, . . . , 𝑢𝑡) не превосходит числа корней (𝜈0, . . . , 𝜈𝑡)
сравнений (8) с условием 0 ≤ 𝑢1, . . . ,≤ 𝑢𝑡 < 𝑝. Следовательно, 𝑁𝑡 ≤ 𝑝𝑡.

50. Таким образом, количество многочленов с цепочкой показателей минимальной длины
𝑡 не превосходит

𝑙𝑛𝑝𝑡𝑝0,5𝑡𝑛(𝑛+1)+𝑛(2𝑤+1)

60. Далее из пп.10, 40 и 50 при 𝑡0 = max {1, (𝑙 − 2𝑤 − 1)/𝑛} имеем

𝐴(𝑝𝑙) ≤
∑︁
𝑡≥𝑡0

𝑛2𝑘𝑙𝑛𝑝𝑛(2𝑤+1)𝑝−𝑡(2𝑘−0,5𝑛(𝑛+1)+1).

Отсюда следует искомое утверждение. 2
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§4. Теорема о среднем для числа решений системы сравнений по
модулю, равному степени простого

Теорема 3. Пусть 𝑛 ≥ 2,𝑚 — натуральные числа, 𝑝 > 𝑛 — простое число. Тогда при
2𝑘 > 𝑛(𝑛+1)

2 + 1 и 𝑚→ ∞ имеем

𝑁(𝑝𝑚; 𝑘; g) = 𝑝𝑚(2𝑘−𝑛)(𝜎𝑝(𝑔) +𝑂(𝑚𝑛𝑝((𝑚−1)/𝑛))(0,5𝑛(𝑛+1)+1−2𝑘)),

где g = (𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥)).

Доказательство. Так как ряд 𝜎𝑝 сходится при 2𝑘 > 𝑛(𝑛+1)
2 + 1 и

𝐴(𝑝𝑡) ≤ 𝑛2𝑘(𝑡𝑝)𝑛𝑝((𝑡−1)/𝑛)(0,5𝑛(𝑛+1+1−2𝑘))

(см.[13], с.69), то из формулы (2) имеем

𝑁(𝑝𝑚; 𝑘; g) = 𝑝𝑚(2𝑘−𝑛)𝜎(𝑝𝑚) = 𝑝𝑚(2𝑘−𝑛)(𝜎𝑝 +𝑂(𝑚𝑛𝑝((𝑚−1)/𝑛)(0,5𝑛(𝑛+1+1−2𝑘)))).

Теорема 3 доказана. 2

§5. Теорема о среднем для числа решений системы сравнений по
модулю, равному факториалу натурального числа

Теорема 4. Пусть 𝑛 ≥ 2,𝑚 — натуральные числа, 𝑀 = 𝑚!. Тогда при 2𝑘 > 𝑛(𝑛+1)
2 + 2

и 𝑚→ ∞ имеем

𝑁(𝑀) = 𝑁(𝑀 ; 𝑘; g) = 𝑀2𝑘−𝑛𝜎(1 + 𝑜(1)).

Доказательство. Пусть 𝑀 = 𝑚! =
∏︀

𝑝≤𝑚
𝑝𝛼𝑝 — каноническое разложение числа 𝑀 на

простые сомножители. Тогда из мультипликативности функции 𝑁(𝑀), сходимости особого
ряда и из теоремы 3 имеем

𝑁(𝑀) =
∏︁
𝑝≤𝑚

𝑁(𝑝𝛼𝑝) =
∏︁
𝑝≤𝑚

𝑝𝛼𝑝(2𝑘−𝑛)(𝜎𝑝 +𝑂(𝛼𝑛
𝑝𝑝

((𝛼𝑝−1)/𝑛))(0,5𝑛(𝑛+1)+1−2𝑘)) =

= 𝑀2𝑘−𝑛
∏︁
𝑝≤𝑚

𝜎𝑝(1 +𝑂(𝛼𝑛
𝑝𝑝

((𝛼𝑝−1)/𝑛))(0,5𝑛(𝑛+1)+1−2𝑘))) = 𝑀2𝑘−𝑛𝜎(1 + 𝑜(1)).

Теорема доказана. 2

§6. Показатель сходимости особого интеграла

Особый интеграл имеет вид

𝛾 =

+∞∫︁
−∞

· · ·
+∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

где 𝑓(𝑥) = 𝛼1𝑔(𝑥) + · · · + 𝛼𝑛𝑔𝑛(𝑥), 𝑔𝑠(𝑥) = 𝑥𝑠 +
𝑠−1∑︀
𝑡=1

𝛽𝑠,𝑡𝑥
𝑡, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 и коэффициенты 𝛼𝑠, 𝛽𝑠,𝑡 —

вещественные числа.
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Пусть Ω — область точек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) в вещественном пространстве размерности
2𝑘, для которых выполнены условия⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑘∑︁

𝑡=1

(𝑥𝑠𝑡 − 𝑦𝑠𝑡 )

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ ℎ, 0 ≤ 𝑥𝑡, 𝑦𝑡 ≤ 1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Объём области Ω обозначим символом 𝜇(ℎ).
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. При 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 1 справедливо предельное равенство

𝛾 = lim
ℎ→0

(2ℎ)−𝑛𝜇(ℎ).

Доказательство. При −1 < 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 < 1 функция

𝐹 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) =

𝑐1∫︁
−𝑐1

· · ·
𝑐𝑛∫︁

−𝑐𝑛

𝛾(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) 𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧𝑛,

где

𝛾(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) =

+∞∫︁
−∞

· · ·
+∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

𝑒2𝜋𝑖(𝑧1𝛼1+···+𝑧𝑛𝛼𝑛) 𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛,

представляет собой непрерывную функцию ввиду абсолютной сходимости интеграла 𝛾(c) =
= 𝛾(𝑐1, . . . , 𝑐𝑛).

Таким образом

𝐹 (c) =

+∞∫︁
−∞

· · ·
+∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘(︃

𝑛∏︁
𝑠=1

sin (2𝜋𝑐𝑠𝛼𝑠)

𝜋𝛼𝑠

)︃
𝑑𝛼1 . . . 𝑑𝛼𝑛.

Для краткости записи положим 𝜆𝑠 = 𝑔𝑠(𝑥1) + · · · + 𝑔𝑠(𝑥𝑘) − 𝑔𝑠(𝑦1) − · · · − 𝑔𝑠(𝑦𝑘), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.
Тогда из предыдущего соотношения имеем

𝐹 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑠) =
1

𝜋𝑛

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑘×

×

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑠=1

+∞∫︁
−∞

(︂
sin (2𝜋𝛼𝑠(𝜆𝑠 + 𝑐𝑠))

𝛼𝑠
− sin (2𝜋𝛼𝑠(𝜆𝑠 − 𝑐𝑠))

𝛼𝑠

)︂
𝑑𝛼𝑠

⎞⎠ .

Используя значение интеграла Дирихле

+∞∫︁
0

sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
sgn 𝑎,

найдем

𝐹 (c) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

(︃
𝑛∏︁

𝑠=1

(sgn (𝜆𝑠 + 𝑐𝑠) − sgn (𝜆𝑠 − 𝑐𝑠))

)︃
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑘 =
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=

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0
−𝑐𝑠≤𝜆𝑠≤𝑐𝑠(1≤𝑠≤𝑛)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑘.

Отсюда получим

𝑔(0) =
𝜕𝑛𝐹 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛)

𝜕𝑐1 . . . 𝜕𝑐𝑛

⃒⃒⃒⃒
c=0

= lim
ℎ→0

(2ℎ)−𝑛𝜇(ℎ),

где

𝜇(ℎ)) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0
−ℎ≤𝜆𝑠≤ℎ(1≤𝑠≤𝑛)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑘

есть объём области Ω. Теорема доказана. 2

Заключение

Приведем результаты и программу дальнейших исследований.
1. Получение при 𝑃 > 1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 — вещественных числах, возможно более точных оценок

тригонометрических сумм вида

𝑆(𝑃 ) = 𝑆(𝑃 ;𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑆(𝑃 ;𝛼1, . . . , 𝛼𝑛; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) =

=
∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖(𝛼1𝑔1(𝑥)+···+𝛼𝑛𝑔𝑛(𝑥)),

где для многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) с вещественными коэффициентами матрица их коэффи-
циентов имеет максимальный ранг, равный 𝑛, причем степени многочленов не превосходят
𝑛.

2. Доказательство аналога теоремы И. М. Виноградова о среднем: при 𝑘 ≥ 𝑘0, 𝑘0 ≍ 𝑛2 ln𝑛
имеем

𝐽 = 𝐽(𝑃 ;𝑛, 𝑘) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑆(𝑃 ;𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)|2𝑘 𝑑𝛼 . . . 𝑑𝛼𝑛 ≪

≪ 𝑐(𝑛, 𝑘)𝑃 2𝑘−0,5𝑛(𝑛+1),

где 𝑐(𝑛, 𝑘) — положительная постоянная.
3. Точные оценки полных рациональных тригонометрических сумм и интегралов и нахож-

дение их показателей сходимости при условии, что количество многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥)
меньше максимальной из их степеней, например,

𝑔𝑠(𝑥) = 𝑥𝑠+𝑛 + 𝑔0,𝑠(𝑥), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛,

где степень 𝑔0,𝑠 меньше, чем 𝑠+ 𝑛.

Утверждения, подобные теоремам 1-5 для многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) общего вида, полу-
чаются аналогичными рассуждениями. Точные формулировки предполагается опубликовать
позже.
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Аннотация

В статье изучается следующая задача. Пусть 𝐸 ⊂ F𝑑
𝑞 является подмножеством 𝑑− мер-

ного векторного пространства над конечным полем из 𝑞 элементов. Мы определяем так на-
зываемый дистанционный граф на множестве 𝐸 c единичным расстоянием между верши-
нами. Расстояние между вершинами 𝑥, 𝑦 определяется так ‖𝑥−𝑦‖=(𝑥1−𝑦1)2+. . .+(𝑥𝑑−𝑦𝑑)2.
Вершины дистанционного графа это элементы множества 𝐸 и пара вершин 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 соеди-
нены ребром если расстояние между ними равно единице. В настоящей работе изучаются
длинные пути в этом графе. А именно, получена нижняя оценка на длину самого большого
непересекающегося пути в нем. При определенных условиях в работе доказано, что длина
такого пути состоит из большинства вершин из множества 𝐸. Это дополняет результат из
работы А. Иосевича и соавторов. При доказательстве мы используем некоторые комбина-
торные идеи и результаты, полученные А. Иосевичем и М. Рудневым а также совместный
результат М. Беннета, Дж. Чапмана, Д. Коверта, Д. Харта, А. Иосевича и Дж. Пакиана-
тана. Основная идея построения большого пути в таком графе заключается в следующем.
Мы строим много путей меньшей длины стандартными методами. Далее, основываясь на
совместном результате М.Руднева и А. Иосевича о распределении расстояний между эле-
ментами множества 𝐸, мы заключаем, что существуют пара вершин у двух различных
путей с расстоянием единица. Тем самым есть возможность соединить какие-то два уже
построенных пути за их вершины и получить путь большей длины. Эта процедура повто-
ряется итеративно до тех пор, пока не построится путь заданной нами длины. Отметим,
что данный метод и основной результат остается верен и для так определенных дистанци-
онных графов с любым ненулевым расстоянием.

Ключевые слова: конечные поля, расстояние, дистанционный граф, пути графа
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Abstract

We study the following task. Let 𝐸 ⊂ F𝑑
𝑞 , be the subset of the 𝑑− dimensional vector

space over the finite field with 𝑞 elements. We define so- called distance graph of the set 𝐸
with distance equal to one. The distance between the vertices 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 is defined as follows
‖ 𝑥−𝑦 ‖= (𝑥1−𝑦1)2 + . . .+(𝑥𝑑−𝑦𝑑)2. The vertices of the distance graph are the elements of 𝐸
and a pair of vertices 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 are connected by an edge if the distance between them is equal
to one. In this paper long paths in the graph are studied. Namely the lower estimate for the
length of the longest non-overlapping path in this graph is obtained. Under certain conditions,
it is proved that the length of such path consists of the most of vertices of the set 𝐸. This
complements the result from the paper of A. Iosevich and co-authors. In the proof we use some
combinatoric arguments and results obtained by M. Rudnev and A. Iosevich and also joint
result of M. Bennett, J. Chapman, D. Covert, D. Hart, A. Iosevich and J. Pakianathan. The
main idea of constructing a long path in such a graph is as follows. We construct many paths
of shorter length by standard methods. Further, based on the joint result of M.Rudnev and A.
Iosevich on the distribution of distances between elements of the set 𝐸, we conclude that there
exist a pair of vertices of two different paths with distance one. Thus, it is possible to connect
some two paths already constructed for their vertices and get a longer path. This procedure is
repeated iteratively until the path of the given length is constructed. We note that this method
and the main result remains true for such distance graphs with any non-zero distance.
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1. Введение

Напомним немного что такое классический евклидов дистанционный граф на двумерной
плоскости. Вершинами графа являются точки этой плоскости. Две вершины соединены реб-
ром, если расстояние между ними равно 1. Известная проблема Хадвигера-Нелсона заключа-
ется в поиске величины хроматического числа этого графа. Мы только знаем, что ответ либо
число 5, 6 или 7.

В этой работе мы рассматриваем дистанционный граф в F𝑑
𝑞 , где F𝑑

𝑞 обозначает векторное
пространство над конечным полем из 𝑞 элементов. Вершинами этого графа являются элемен-
ты F𝑑

𝑞 . Две вершины 𝑥, 𝑦 ∈ F𝑑
𝑞 соединены ребром, если ‖ 𝑥 − 𝑦 ‖= 1, где ‖ 𝑥 ‖= 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑑.

Основной результат этой работы будет относиться к этому случаю.
Имеются множество результатов для этого дистанционного графа в F𝑑

𝑞 , мы отсылаем чи-
тателя к статьям [2], [3], [4]. Мы берем произвольное большое подмножество 𝐸 в F𝑑

𝑞 и рассмат-
риваем дистанционный граф на множестве 𝐸.

Сначала напомним некоторые предшествующие результаты. А. Иосевич и М. Руднев до-
казали, что если 𝐸 ⊂ F𝑑

𝑞 , 𝑑 ≥ 2, 𝑡 ̸= 0, то

|{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 𝑡}| =
|𝐸|2

𝑞
+𝑅(𝑡), (1)

где
|𝑅(𝑡)| ≤ 2𝑞

𝑑−1
2 |𝐸|. (2)
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Отсюда следует, что при определенных условиях количество ребер в этом графе на мно-

жестве 𝐸 приблизительно равно |𝐸|2
2𝑞 .

С.Д. Адхикари, Анирбан Мукхопадхуай и М. Рэм Мерти [1] также изучали количество
различных расстояний определяемых множеством 𝐸. В их статье они установили, что

|{‖ 𝑥− 𝑦 ‖: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸}| = Ω(𝑞),

при некоторых естественных предположениях и без использования оценок сумм Клоостер-
мана. Этот факт также следует из соотношения (1), полученного М. Рудневым и А. Иосевичем.

Определения. Две вершины 𝑎 и 𝑏 назовем соседними если 𝑎 и 𝑏 соединены ребром. На-
бор всех соседей вершины 𝑎 будем обозначать 𝑁(𝑎). Размер множества 𝑁(𝑎) будем называть
степенью 𝑎 и обозначать как deg(𝑎).

Мы говорим, что последовательность вершин 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘+1 ∈ 𝐺 образует путь длины 𝑘 если
для всех 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 вершины 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1 соединены ребром. Длины пути 𝑠 будет обозначаться как
|𝑠|. Путь длины 𝑘 назовем несамопересекающимся если все 𝑣𝑗 в определении разные. Два пути
𝑠1, 𝑠2 назовем непересекающимися, если они не имеют общих вершин.

Имеются ряд интересных результатов в статье [2] о распределении путей фиксированной
длины 𝑘. Говоря грубо, если 𝑘 находится в определенном диапазоне, то эти пути равномер-
но распределены, - количество таких путей приблизительно равно |𝐸|𝑘+1/𝑞𝑘. Сформулируем
соответствующий результат из [2].

Теорема 1. Пусть 𝐸 ⊆ F𝑑
𝑞 где 𝑑 ≥ 2 и |𝐸| > 2𝑘

log 2𝑞
𝑑+1
2 . Предположим что 𝑡𝑖 ̸= 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,

и пусть 𝜏 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘). Определим

𝐶𝑘(𝜏) = |{(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1) ∈ 𝐸 × . . .× 𝐸 :‖ 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 ‖= 𝑡𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘}|.

Тогда

𝐶𝑘(𝜏) =
|𝐸|𝑘+1

𝑞𝑘
+𝐷𝑘(𝜏),

где

|𝐷𝑘(𝜏)| ≤ 2𝑘

log 2
𝑞

𝑑+1
2

|𝐸|𝑘

𝑞𝑘
.

Целью настоящей работы является получение нижней оценки на наибольшую длину неса-
мопересекающегося пути в дистанционном графе на 𝐸. Сформулируем основной результат.

Теорема 2. Пусть 𝐸 ⊂ F𝑑
𝑞 и величина 𝑓 определена из равенства |𝐸| = 𝑓𝑞

𝑑+1
2 log 𝑞. Тогда

имеется несамопересекающийся путь длины |𝐸|(1 −𝑂( 1
𝑓 )) в рассматриваемом дистанцион-

ном графе на множестве 𝐸.

В следующем пункте мы формулируем предварительные утверждения. В третьем пункте
мы доказываем Теорему 2.

2. Предварительные результаты

Используя результат М. Руднева и А. Иосевича - неравенство (1) – можно вывести два
следующих утверждения. Мы дадим набросок их доказательств.

Лемма 1. Пусть подмножества 𝐴,𝐵 ⊂ F𝑑
𝑞 , 𝑑 ≥ 2, 𝐴,𝐵 непересекаются и |𝐴|, |𝐵| ≥ 4𝑞

𝑑+1
2 .

Тогда существуют 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 такие что ‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1.
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Доказательство. Определим 𝐶 = 𝐴 ⊔𝐵. Также зададим множества

𝑊1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 × 𝐶 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1},

𝑊2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴×𝐴 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1},

𝑊3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 ×𝐵 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1}

Из равенства (1) и неравенства (2) мы заключаем, что

|𝑊1| =
(|𝐴| + |𝐵|)2

𝑞
+𝑅1; |𝑊2| =

|𝐴|2

𝑞
+𝑅2; |𝑊3| =

|𝐵|2

𝑞
+𝑅3,

где
|𝑅1| ≤ 2𝑞

𝑑−1
2 (|𝐴| + |𝐵|), |𝑅2| ≤ 2𝑞

𝑑−1
2 |𝐴|, |𝑅3| ≤ 2𝑞

𝑑−1
2 |𝐵|.

Можно заметить, что |𝑊1| > |𝑊2| + |𝑊3|. Это означает, что существует пара (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵
такая, что ‖ 𝑎− 𝑏 ‖= 1. Это и завершает доказательство этой леммы.

2

Далее мы представляем следующее утверждение, которое было также отмечено в [2].

Лемма 2. Существует абсолютная константа 𝑐 > 0 такая что если 𝐸 ⊂ F𝑑
𝑞 , 𝑑 ≥ 2

и |𝐸| ≥ 10𝑞
𝑑+1
2 , тогда существует несамопересекающийся путь длины не менее 𝑐|𝐸|

𝑞 в рас-
сматриваемом дистанционном графе 𝐸.

Для доказательства этой леммы достаточно доказать такое утверждение.
Предложение Пусть 𝐸 ⊂ F𝑑

𝑞 , 𝑑 ≥ 2 и |𝐸| ≥ 10𝑞
𝑑+1
2 . Существует такое множество 𝐸′ ⊂ 𝐸,

|𝐸′| = Ω(|𝐸|) со следующим свойством. Если мы рассмотрим дистанционный подграф образо-
ванный множеством 𝐸′ то для каждого 𝑥 ∈ 𝐸′ в этом подграфе будем иметь deg(𝑥) = Ω(|𝐸|/𝑞).

Доказательство. Будем использовать E для обозначения среднего для величины deg(𝑥)
по 𝑥 ∈ 𝐸. Используя неравенство (1) мы можем заключить, что E = Θ(|𝐸|/𝑞). Пусть 𝐾 есть
некоторая абсолютная константа, которая будет определена позже. Следующие рассуждения
мы оформим в виде некоторого алгоритма. Определим 𝐸0 = 𝐸. Предположим, что 𝑛 ≥ 0 и
множество 𝐸𝑛 уже определено. Если множество 𝐸𝑛 образует дистанционный граф который
содержит вершину 𝑥 с deg(𝑥) ≤ E/𝐾 мы определяем 𝐸𝑛+1 = 𝐸𝑛 ∖ {𝑥}, и продолжаем наш
алгоритм. Если нет такой вершины 𝑥, то мы завершаем наш алгоритм.

Сначала поймем, почему |𝐸𝑛| = Ω(|𝐸|) для всех 𝑛. Рассмотрим множество 𝐴𝑛 = = 𝐸 ∖𝐸𝑛.
Легко видеть, что

|{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝑛 ×𝐴𝑛 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1}| ≤ 2|𝐴𝑛||E/𝐾|.

С другой стороны, если |𝐴𝑛| > 4𝑞
𝑑+1
2 тогда по неравенству (1)

|{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝑛 ×𝐴𝑛 :‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1}| ≥ |𝐴𝑛|2

10𝑞
.

Если |𝐴𝑛| > 0.9|𝐸| и для подходящей большой константы 𝐾 два последних неравенства про-
тиворечивы.

Когда наш алгоритм завершится мы имеем множество 𝐸𝑛 с |𝐸𝑛| = Ω(|𝐸|). Для любого
𝑥 ∈ 𝐸𝑛 в подграфе образованном множеством 𝐸𝑛 мы имеем deg(𝑥) = Ω(|𝐸|/𝑞). С этим мы
завершаем доказательство этого предложения. 2

Теперь мы готовы доказать Теорему 2. Говоря грубо, мы будем пытаться соединять пути
с помощью Леммы 1. Это будет позволять конструировать большие пути из маленьких. Это
один из основных аргументов при доказательстве Теоремы 2.
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3. Доказательство основного результата

Сначала мы собираемся доказать следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть 𝐸 ⊂ F𝑑
𝑞 и |𝐸| ≥ 𝐶𝑞

𝑑+1
2 log 𝑞, где 𝐶 какая-то большая абсолютная

константа. Тогда существует несамопересекающийся путь длины Ω( |𝐸|
log 𝑞 ) в этом дистан-

ционном графе на множестве 𝐸.

Доказательство.

С помощью Леммы 2 мы находим несамопересекающийся путь длины Ω( |𝐸|
𝑞 ). Рассмотрим

множество 𝐸 без вершин этого пути и снова используем Лемму 2, и так далее. Действуя таким
образом мы можем образовать некоторое число несамопересекающихся путей и не имеющих
между собой общих вершин которые вместе содержат не менее |𝐸|/2 вершин из множества
𝐸. Мы можем считать, что длина каждого такого пути не меньше чем 𝑙 = 𝑐|𝐸|/𝑞, где 𝑐 > 0
какая-то абсолютная константа. Обозначим через 𝑆 множество этих путей. Далее мы будем
делать некоторые транформации с этими путями, однако для краткости будем обозначать
замещающие множества путей той же буквой 𝑆. Следующие рассуждения представляют из
себя некоторый алгоритм. Будем выполнять следующие шаги.

Шаг 1.

Если все пути из 𝑆 вместе содержат не менее |𝐸|/2 вершин из 𝐸, мы переходим к следу-
ющему шагу.

Если же все пути из 𝑆 содержат менее |𝐸|/2 вершин из 𝐸, мы используем Лемму 2 и
образуем новые пути, которые не имеют общих вершин с путями из 𝑆 для которых выполнены
следующие свойства:

1)все такие пути имеют длину не меньше 𝑙,
2)все эти пути вмсете с путями из 𝑆 содержат не менее |𝐸|/2 элементов из 𝐸.
Мы добавляем эти новые пути ко множеству 𝑆 и получаем новое множество 𝑆 и переходим

к следующему шагу.
Шаг 2.

Предположим имеем множество 𝑆. Определим множества путей 𝑆𝑖, 𝑆𝑖,1, 𝑆𝑖,2; 1 ≤ 𝑖 ≤
≤ 𝐼 ≪ log 𝑞.

𝑆𝑖 = {𝑠 ∈ 𝑆 : |𝑠| ∈ [2𝑖−1𝑙, 2𝑖𝑙)}

Множества 𝑆𝑖,1, 𝑆𝑖,2 могут быть определены любым образом с выполнением следующих
свойств

1) 𝑆𝑖 = 𝑆𝑖,1 ⊔ 𝑆𝑖,2;
2)разница количества путей в 𝑆𝑖,1 и в 𝑆𝑖,2 не отличается больше чем на единицу.

Когда множества 𝑆𝑖, 𝑆𝑖,1, 𝑆𝑖,2; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼 =
log

|𝐸|
𝑙

log 2 ≪ log 𝑞 определены мы переходим к
следующему шагу.

Шаг 3.

Мы определяем множества 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 (множество вершин) для каждого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼. Предполо-
жим имеем набор 𝑆𝑖,1, 𝑆𝑖,2.

Рассмотрим 𝑆𝑖,1. Для каждого пути 𝑠 ∈ 𝑆𝑖,1 мы берем первые 𝑡 вершин этого пути 𝑠, где 𝑡
произвольно с условием 𝑡 ∈ (0.09|𝑠|, 0.1|𝑠|). Мы включаем эти вершины ко множеству 𝐴𝑖.

Множество 𝐵𝑖 определяется аналогично 𝐴𝑖, с заменой 𝑆𝑖,1 на множество 𝑆𝑖,2.
Когда множества 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼 ≪ log 𝑞 определены, мы переходим к следующему шагу.
Шаг 4.

Если существует такое 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼 что |𝐴𝑖|, |𝐵𝑖| ≥ 4𝑞
𝑑+1
2 , тогда по Лемме 1 существует

𝑥 ∈ 𝐴𝑖, 𝑦 ∈ 𝐵𝑖 и ‖ 𝑥− 𝑦 ‖= 1. По определению 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 существуют два пути 𝑠1 ∈ 𝑆𝑖,1, 𝑠2 ∈ 𝑆𝑖,2 и
мы можем соединить большие части этих путей 𝑠1, 𝑠2 и образовать новый путь. Мы убираем
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пути 𝑠1, 𝑠2 из 𝑆 и образуем новый путь 𝑠 из больших частей путей 𝑠1 и 𝑠2. Мы добавляем путь
𝑠 во множество 𝑆 и далее переходим к Шагу 1.

Если такое 𝑖 не существует мы завершаем наш алгоритм.
Сначала убедимся, что наш алгоритм завершит свою работу. Для этого введем понятие

лексикографического порядка на множестве путей из 𝑆: мы располагаем пути из 𝑆 в поряд-
ке невозрастания. Соответственно напишем последовательность этих чисел. Лексикографиче-
ский порядок определяется по этой последовательности чисел. Каждый раз, когда переходим
к Шагу 4 и если для некоторого 𝑖 мы имеем |𝐴𝑖|, |𝐵𝑖| ≥ 4𝑞

𝑑+1
2 , то лексикографический поря-

док на множестве 𝑆 увеличивается. Так как множество 𝐸 конечно, алгоритм завершит свою
работу.

Для некоторого 1 ≤ 𝑖0 ≤ 𝐼 количество вершин во множестве 𝑆𝑖0 есть Ω(|𝐸|/ log 𝑞). Если 𝐶
является большой константой, тогда легко видеть, что множество 𝑆𝑖0 содержит только один
путь 𝑠. Действительно, иначе мы можем образовать более длинный путь из двух различных
путей. Этот путь 𝑠 удовлетворяет условиям исходной леммы и мы завершаем доказательство.

2

3.1. Доказательство Теоремы 2

Доказательство.

Сначала, мы можем считать, что 𝑓 > 𝐶, где 𝐶 - есть некоторая абсолютная константа из
Леммы 3. Используя опять же предыдущую лемму мы заключаем, что существует путь 𝑠1
длины Ω( |𝐸|

log 𝑞 ). Далее, определяем 𝑆1 = 𝑠1. Предположим, что 𝑛 ≥ 1 и путь 𝑆𝑛 уже построен.
Если

|𝐸| − |𝑆𝑛| ≤ 𝐶𝑞
𝑑+1
2 log 𝑞

мы полагаем 𝑆 = 𝑆𝑛 и завершаем наш алгоритм.
Если

|𝐸| − |𝑆𝑛| > 𝐶𝑞
𝑑+1
2 log 𝑞

мы определяем множество 𝐸𝑛 как множество всех вершин 𝐸, не принадлежащих пути 𝑆𝑛.
Далее, мы используем Лемму 3 для множества 𝐸𝑛, и заключаем, что имеется путь 𝑠𝑛+1 длины
Ω( |𝐸𝑛|

log 𝑞 ).

Мы определяем 𝐴 как первые [4𝑞
𝑑+1
2 +1] вершин пути 𝑆𝑛 и множество 𝐵 как набор первых

[4𝑞
𝑑+1
2 +1] вершин пути 𝑠𝑛+1. Используя Лемму 1 мы можем образовать новый путь из больших

частей путей 𝑆𝑛 и 𝑠𝑛+1. Определим этот новый путь как 𝑆𝑛+1 и продолжим алгоритм.
Несложные вычисления показывают, что |𝑆𝑙+1| > |𝑆𝑙|. Путь 𝑆 удовлетворяет условиям

Теоремы 2 и мы завершаем доказательство.
2

4. Заключение

Данная работа посвящается светлой памяти замечательного ученого и академика Юрия
Владимировича Линника. Автор хотел бы поблагодарить С. В. Конягина и И. Д. Шкредова
за ценные комментарии, советы и внимание к этой работе.
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Рис. 1: Г. Ф. Вороной (28.04.1868–20.11.1908)

Введение

За свою короткую жизнь (1868–1908) Вороной опубликовал не так много, всего 12 работ:
6 больших мемуаров и 6 относительно небольших заметок. Но благодаря им, имя Георгия
Феодосьевича Вороного навсегда вписано золотыми буквами в историю науки, как одного из
крупнейших математиков в теории чисел, как создателя целого математического направления
– геометрии чисел.

Его исследования являются на протяжении целого века определяющими для нескольких
поколений математиков, а знаменитые "диаграммы Вороного" стали инструментом исследо-
ваний не только в математике и вычислительной геометрии, но и в физике, в геологии и
кристаллографии, в биологии и компьютерной графике, повсюду, даже в кинематографе.

Имя Вороного входит в названия тысяч и тысяч опубликованных научных работ.

1. Детство

Георгий Феодосьевич Вороной родился 16(28) апреля 1868 г. в украинской семье в име-
нии своего отца — в селе Журавка, расположенном в очень живописном уголке Полтавской
губернии Российской империи, теперь Черниговской области Украины. Отец — Феодосий Во-
роной получил филологическое образование в Киевском университете, преподавал русскую
литературу в Нежинском лицее, затем работал директором гимназий в Кишиневе, Бердян-
ске, Прилуках. Он был активным деятелем народного просвещения, инициатором открытия
воскресных школ.

Георгий Вороной начал учиться в Бердянской гимназии, а закончил Прилукскую в 1885 г.
Благодаря дневнику, который Вороной вел на русском языке, мы знаем, что детство протекало
в очень теплой семейной атмосфере. У мальчика было несколько увлечений: музыка (мальчик
играл на двух инструментах: фортепьяно и флейте), шахматы, самодеятельный театр (участие
в спектаклях) и даже охота.

В гимназии Георгий Вороной выделялся среди сверстников глубоким интересом к наукам
и незаурядными способностями к математике. Огромное влияние на общее развитие Вороно-
го, в том числе и на развитие его математического дарования, оказал учитель математики
Иван Владимирович Богословский. Влияние этого замечательного педагога на литературные
пристрастия Георгия сказывались даже в университете.

Вороной как и все студенты того времени был увлечен Л. Н. Толстым, интересовался описа-
ниями русской жизни в произведениях "В лесах" и "На горах" П. И. Мельникова-Печерского,
но поначалу был несколько равнодушен к творчеству Салтыкова-Щедрина. И только впо-
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следствии, под влиянием своего любимого учителя математики, который сам любил сатиру
Щедрина, Вороной стал почитателем выдающегося сатирика.

В 1884 г. профессор Киевского университета В. П. Ермаков начал издавать "Журнал
элементарной математики" , в котором были предложены темы для ученических работ по
математике. На одну из тем, именно "Разложение многочленов на множители, основанное на
свойствах корней квадратных уравнений" , единственная работа была представлена Вороным.
Работа понравилась Ермакову и он опубликовал ее в своем журнале в 1885 г.. В этом же году
Вороной закончил гимназию и поступил в Петербургский университет.

2. Петербургский университет

В университете Георгий приступил к изучению математических курсов, усердно посещал
курсы лекций "по чистой математике, которые все более увлекали" его. В его дневнике мы чи-
таем: "Лекции профессора Сохоцкого по специальному курсу высшей алгебры я предпочитаю
всем остальным". Наряду с этим Вороной изучает курс алгебры Серре, теорию двойничных
форм по книге Фаа-ди-Бруно, работы Чебышева по теории чисел.

В бытовом отношении жизнь студента Вороного складывалась достаточно трудно. Той
помощи, которую мог оказывать ему отец, явно не хватало. После выхода отца в отставку
в 1887 году и эта помощь сократилась. Георгий вынужден был давать за небольшие деньги
уроки, которые его выматывали, а тяжелые условия в общежитии дополнительно осложняли
и отдых и занятия математикой. В дневнике Вороной описывает тяжелую атмосферу недо-
верия и подозрительности, которая воцариласьв стенах университета в связи с "уваровским
указом" от 1884 г., подчинившим университетскую жизнь полицейскому надзору. Эта атмо-
сфера стала еще тяжелей в связи с участием нескольких студентов университета в покушении
на Александра III в марте 1887 г..

Условия жизни не только мало способствовали занятиям наукой, но, к сожалению, и нега-
тивно сказались на здоровье Вороного. Тем не менее, несмотря на это, а в некоторой степе-
ни, вследствие этих тяжелых условий, Вороной предельно сконцентрировался на математике.
"Главное, что меня занимает, есть ли у меня достаточно способностей" , — читаем в его днев-
нике. К счастью, математических способностей у Вороного было в избытке, а "постоянно уси-
ливающася страсть к математике" охватывает его всецело. В "моменты, когда ум охватывает
идею, которая раньше как мячик ускользала, я забываю, что я существую" , — записывает
в дневнике Вороной в 1887 г. Там же он продолжает: "моими последними успехами я обязан
привычке мыслить без пера и бумаги. Все предложения, доказанные мною, возникали совер-
шенно независимо. . . . Я надеюсь, что эта привычка мыслить таким образом сослужит мне
службу."

Чтобы развивать способности, Вороной устраивал себе математический, как говорят сей-
час, тренинг: последовательно решал трудные учебные задачи на взятие определенных инте-
гралов, на вычисление сложных симметрических функций, на интегрирование дифференци-
альных уравнений.

Серьезное научное исследование проведено в его кандидатской диссертации (аналог ди-
пломной работы), над которой Вороной работал на старших курсах под руководством акаде-
мика Андрея Андреевича Маркова (старшего). В ней Вороной, в частности, доказал теорему,
обобщаюшую известную теорему Адамса о бернуллиевых числах. Эта весьма остроумная ра-
бота очень понравилась Маркову и он горячо рекомендовал работу к опубликованию. Однако
чрезвычайно требовательный к себе и к своей работе Вороной продолжал некоторое время
улучшать рукопись. Первая статья Вороного "О числах Бернулли" появилась на свет в 1890 г.
в "Сообщениях Харьковского математического общества".
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К окончанию в 1889 г. университета Вороной стал профессиональным математиком, со-
средоточившим свое внимание на теории чисел. Он был оставлен при университете "для под-
готовки к профессорскому званию" (что в некоторой степени соответствует нынешней аспи-
рантуре). Тема магистерской диссертации (в дореволюционной России — это аналог нашей
кандидатской диссертации), выполненной под руководством А. А. Маркова, "О целых алгеб-
раических числах, зависящих от корня неприводимого уравнения 3-й степени". Диссертация
содержала подробное исследование основных алгоритмических вопросов в теории кубических
полей. Диссертация была успешно защищена в Петербургском университете в 1894 году.

3. Варшавский университет

После успешной защиты диссертации Вороной был назначен профессором математики Им-
ператорского Варшавского университета (Царство Польское после Венского конгресса 1815 г.
до 1915 г. входило в состав Российской империи) по кафедре чистой математики. В Вар-
шавском университете Вороной работал с небольшим перерывом до конца жизни. Здесь он
познакомился и подружился с профессором математики и механики Николаем Борисовичем
Делоне и его семьей, который в то время работал в Варшавском политехническом институте.
Таким образом, сын Н. Б. Делоне, Борис Делоне познакомился с Георгием Феодосьевичем
будучи подростком. Борис Николаевич любил рассказывать, как Вороной приходил к ним в
гости и допоздна засиживался за беседой с его отцом. Хотя Вороной не был и не мог быть
научным руководителем Б. Н. Делоне, поскольку Вороной умер в 1908 г., когда Борис Де-
лоне поступил в Киевский университет), его влияние на творчество Делоне оказалось очень
значительным.

Исследования по теории алгебраических чисел 3-й степени, начатые в магистерской дис-
сертации, были продолжены Вороным. И это вполне объяснимо, так как интерес к теории
алгебраических чисел был в центре внимания чебышевской школы начиная с 1860 гг.. Теории
алгебраических чисел был посвящен ряд работ Е. И. Золотарева, А. А. Маркова, Ю. В. Со-
хоцкого. Вороной заинтересовался вопросом вычисления основных единиц общего кубического
поля как случая отрицательного, так и положительного дискриминанта. Полученные Воро-
ным результаты составили содержание его докторской диссертациии „Об одном обобщении
алгорифма непрерывных дробей". В этой очень важной работе Вороной предложил метод,
решающий для кубических полей вопросы, аналогичные тем, что в свое время были решены
для квадратичных полей при помощи непрерывных дробей Эйлером, Лагранжем и другими.

В принципе, не только вопрос существования основных единиц алгебраического поля, но
и проблема их вычисления решаются знаменитой теоремой Дирихле. Однако конечный пере-
бор всевозможных вариантов на том пути, который вытекает из теоремы Дирихле, настолько
колоссален, что не оставлял никакой надежды на то, чтобы им можно было воспользоваться
на практике. В докторской диссертации Вороной предложил эффективный метод для вы-
числения основных единиц кубического поля, который можно было реализовать в каждом
конкретном случае.

Как вспоминал Д. Граве со слов А. А. Маркова, этот результат настолько поразил Маркова,
что тот послал Вороному телеграмму в Варшаву с просьбой срочно приехать в Петербург. Как
только Вороной появился в кабинете своего научного руководителя, Марков предложил ему
найти основную единицу для кубического уравнения 𝑡3 = 1, которая была найдена Марковым
самим при помощи сложных, весьма искуственных вычислений. Насколько же был удивлен
Марков, когда Вороному понадобилось всего три часа, чтобы посредством своего алгоритма
найти искомую единицу.
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В этой диссертации, по мнению Делоне, Вороной "мыслил геометрически". Но рассуждая
геометрически, Вороной вынужден был переводить ход своих рассуждений на арифметиче-
ский язык, так как руководители Петербургской школы и особенно Марков, основной оппо-
нент по диссертации, не приветствовали геометрический характер изложения, и диссертацию,
написанную на геометрическом языке, могли бы не пропустить. Докторская диссертация бы-
ла блестяще защищена Вороным в 1897 году в Петербургском университете. Петербургская
Академия наук за цикл работ по алгебраической теории чисел, вошедших в магистерскую и
докторскую диссертации, отметила Вороного престижной премией имени Буняковского.

Впоследствии эта работа оказала большое влияние на исследования Б. Н. Делоне по дио-
фантовым уравнениям третьей степени. Геометризации алгоритма Вороного были посвящены
работы Б. Н. Делоне, а также часть известной монографии Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддеева
"Теория иррациональностей третьей степени". Диссертация Вороного была напечатана толь-
ко по-русски, отчасти поэтому ее результаты долго оставались мало известными заграницей
и некоторые из них переоткрывались на протяжении десятилетий.

Помимо глубоких исследований по алгебраической теории чисел и геометрии квадратич-
ных форм, Вороной в стенах Варшавского университета выполнил принципиальную работу
по аналитической теории чисел. В 1903 г. он опубликовал большую работу „Sur un problème du
calcul des fonctions asymptotiques" , посвященную исследованию задачи о делителях, постав-
ленной Дирихле. Задача о делителях состоит в оценивании для больших 𝑛 суммы

𝑆𝑛 = 𝜏(1) + 𝜏(2) + · · · + 𝜏(𝑛),

где 𝜏(𝑘) — число делителей числа 𝑘. Так как 𝑆(𝑛), очевидно, равно количеству точек (𝑥, 𝑦) с
целыми положительными координатами, для которых 𝑥𝑦 ≤ 𝑛, эту работу Вороного упомина-
ют, как работу о числе целых точек под гиперболой.

В своей работе 1849 г. Дирихле получил для 𝑆(𝑛) следующую формулу:

𝑆(𝑛) = 𝑛(log 𝑛+ 2𝐶 − 1) +𝐾𝑛

√
𝑛, (1)

где 𝐶 = 0, 57721... — эйлерова константа и значение |𝐾𝑛| при 𝑛→ ∞ ограниченно при 𝑛→ ∞.

В дальнейшем на протяжении полувека многочисленные усилия известных математиков,
направленные на уточнение порядка остаточного члена, оставались безуспешными. И только в
1903 г. Г. Ф. Вороной, основательно развив метод Дирихле, в результате сложных вычислений
улучшил порядок остаточного члена в формуле (1) для 𝑆(𝑛):

𝑆(𝑛) = 𝑛(log 𝑛+ 2𝐶 − 1) + 𝜃𝑛
3
√
𝑛 log 𝑛, (2)

где 𝜃𝑛 ограниченно при 𝑛→ ∞.

Работа Вороного оказала влияние на работы других замечательных математиков в теории
чисел. В. Серпинский, будучи студентом Вороного, применил метод Вороного к задаче о числе
𝐴(𝑛) целых точек (𝑥, 𝑦) в круге 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑛 и получил следующую формулу:

𝐴(𝑛) = 𝜋 · 𝑛+ 𝜃′(𝑛) · 3
√
𝑛.

Эта работа Г. Ф. Вороного по аналитической теории чисел также, как отмечает Б. Н. Делоне,
послужила одним из отправных пунктов для творчества Ивана Матвеевича Виноградова и
ряда других выдающихся математиков.
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4. Геометрия квадратичных форм: последние мемуары Вороного

В 1904 г. Г. Ф. Вороной участвовал в работе Международного конгресса математиков в
Гейдельберге, где встречался с Г. Минковским. Б. Н. Делоне, которому в том году шел 15-й
год, тоже был вместе с отцом на Конгрессе. Б. Н. Делоне рассказывал, что, по словам отца,
Минковский отнесся к Вороному с огромным интересом и величайшим уважением.

Вопросы геометрии чисел интересовали Вороного к тому времени уже на протяжении по-
чти десятка лет. Но в 1904 г. Вороной вплотную приступает к циклу исследований по геомет-
рии чисел под общим названием "Nouvelles applications des paramèters continus à la thèorie des
formes quadratiques" ("Новые приложения непрерывных параметров к теории квадратичных
форм"), посвященный крупным проблемам в теории квадратичных форм, как положительных
так и неопределенных. В действительности, как писал в 1908 году Вороной редактору жур-
нала Crelle, последний мемуар — работа о параллелоэдрах —, была результатом 12-летних
исследований.

В рамках этого проекта Вороной проводит исследования по геометрии положительных
квадратичных форм, в том числе и по теории параллелоэдров. Результаты этих основопо-
лагающих в геометрии чисел исследований были опубликованы в двух больших мемуарах:
„Sur quelques propriétés des formes quadratiques positives parfaites" ("О некоторых свойствах
квадратичных положительных совершенных форм" , Crelle, Bd. 133, (1907)) и „Recherches sur
les paralleloedres primitifs" ("Исследования о примитивных параллелоэдрах" , Crelle, Bd 134
(1908), 136(1909)). Публикация второй части последнего мемуара завершилась посмертно.

Благодаря этим фундаментальным исследованиям по геометрии квадратичных форм
Г. Ф. Вороной признан наряду с Минковским основоположником геометрии чисел.

Метод непрерывных параметров к исследованию положительных квадратичных форм пер-
вым ввел в рассмотрение Ш. Эрмит для нахождения формы от 𝑛 переменных с наибольшим
арифметическим минимумом 𝜇(𝑛). Эта задача эквивалентна геометрической задаче о нахож-
дении плотнейшей решетчатой упаковки 𝑛-мерного евклидова пространства равными шара-
ми, другими словами, задачи о плотнейшем расположении равных шаров, при условии, что
их центры образуют целочисленную решетку.

А. Н. Коркин и Е. И. Золотарев (также выдающиеся представители Петербургской школы
Чебышева) нашли значения 𝜇(𝑛) для 𝑛 ≤ 5. Более того, рассматривая конус положитель-
ных квадратичных форм, они ввели понятие предельной формы, то есть формы, на которой
арифметический минимум достигает локального максимума. Они показали, что для предель-
ной формы полная таблица арифметических представлений ее минимума состоит из не менее
чем (𝑛+1)𝑛

2 элементов, причем эта таблица полностью определяет саму форму. Так как форма
с наибольшим арифметическим минимумом 𝜇(𝑛) – одна из предельных форм, а предельных
форм для каждого 𝑛, как установили Коркин и Золотарев, конечное число (с точностью до це-
лочисленной эквивалентности), то задача нахождения абсолютного ьаксимума 𝜇(𝑛) сводится
к перечислению всех предельных форм.

Вороной развил эту теорию до алгоритмического уровня. Он ввел понятие совершенной
формы, как положительной формы, которая однозначно определяется таблицей представле-
ний своих арифметических минимумов. Так как это условие является необходимым для любой
предельной формы, но не достаточным, то совершенная форма является более общей формой,
нежели предельная. Если перевести идеи Вороного на язык геометрических образов, на ко-
тором он проводил свои рассуждения, затем их "переодевая в аналитические одежды" , то в
основе описания совершенных форм лежит некомпактный выпуклый полиэдр Π в конусе 𝐾
положительных квадратичных форм с вершинами на его границе.
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Пусть 𝐾 – конус положительных квадратичных форм 𝑓 = Σ𝑛
𝑖,𝑗=1𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 от 𝑛. Гео размер-

ность равна 𝑁 = 𝑛(𝑛+1)
2 . Граница 𝜕𝐾 конуса 𝐾 состоит из тех квадратичных форм, соответ-

ствующих симметричным матрицам (𝑎𝑖𝑗), у которых все главные миноры неотрицательны и
хотя бы один из них равен 0. Пусть (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) – ненулевой набор целых чисел, не имеющих
общего делителя, и пусть 𝑞(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = (𝑞1𝑥1 + · · ·+ 𝑞𝑛𝑥𝑛)2) -вырожденная неотрицательная
квадратичная форма ранга 1. Форма 𝑞(𝑥) лежит на границе 𝜕𝐾. Пусть 𝑄 – множество таких
форм, построенных для всевозможных ненулевых наборов (𝑞1 . . . , 𝑞𝑛) ∈ Z𝑛 без общих мно-
жителей. Выпуклая оболочка conv(𝑄) есть полиэдр Π, введенный в рассмотрение Вороным.
Основное содержание мемуара Вороного состоит в изучении свойств полиэдра Π. Исходная
идея Вороного заключалась в том, что каждой гиперграни полиэдра Π соответствует неко-
торая совершенная форма 𝑓 и, обратно, всякой совершенной форме соответствует некоторая
гипергрань полиэдра Π. При этом коэффициенты уравнения гиперплоскости данной грани
суть коэффициенты совершенной формы. Так как размерность гиперграни равна 𝑛(𝑛+1)

2 − 1,
то количество вершин у гиперграни

(𝑞21𝑠, 𝑞
2
2𝑠, . . . , 𝑞

2
𝑛𝑠, 𝑞1𝑠 · 𝑞2𝑠, . . . , 𝑞𝑛−1𝑛)

не меньше 𝑛(𝑛+1)
2 , а соответствующие целочисленные наборы

(𝑞1𝑠, 𝑞2𝑠, · · · , 𝑞𝑛𝑠)

составляют таблицу арифметических представлений минимума формы 𝑓 .
Для каждого 𝑛 среди совершенных форм от 𝑛 переменных имеется т.н. главная совершен-

ная форма
𝑥21 + 𝑥+2 · · · + 𝑥2𝑛 + 𝑥1𝑥2 + · · ·𝑥𝑛−1𝑥𝑛.

Далее Вороной описал как, исходя из соответствующей главной гиперграни полиэдра Π и по-
следовательно переходя из одной гиперграни через грани коразмерности 2 в соседние, можно
обойти за конечное число шагов все (с точностью до целочисленной эквивалентности) ги-
перграни полиэдра. Возможность таких переходов в соседние гиперграни Вороной аккуратно
обосновал посредством метода непрерывных параметров. Среди конечного числа найденных
попарно неэквивалентных совершенных форм содержатся все предельные формы для дан-
ного 𝑛, из которых можно выделить квадратичную форму с максимальным значением 𝜇(𝑛)
(вообще говоря, таких форм может быть несколько).

Последний мемуар, посвященный теории параллелоэдров, состоит из двух частей. Вторая
часть мемуара вышла в свет после смерти Вороного. Стоит отметить, что над теорией парал-
лелоэдров Вороной начал работать задолго до упомянутой встречи с Минковским. По мнению
и самого Вороного и других специалистов, в частности, по мнению Делоне, мемуар по теории
параллелоэдров является наиболее глубоким из всех исследований, что были проведены Воро-
ным. Так как в мемуаре изучается особый класс многогранников, то, несмотря на аналитиче-
ский характер изложения, в этой работе мы встречаем геометрические термины: симплексы,
грани, разбиения пространства на многогранники и т.д. Параллелоэдр размерности 𝑛 – это
выпуклый евклидов многогранник, параллельными копиями которого, приложенными друг
к другу по целым общим граням, можно разбить 𝑛-мерное евклидово пространство, то есть
заполнить пространство без пропусков и попарных перекрытий.

Понятие 3-мерного параллелоэдра было введено Е. С. Федоровым в связи с потребностями
кристаллографии. Он нашел все пять комбинаторных типов трехмерных параллелоэдров.

Для произвольного 𝑛Минковский доказал, что 𝑛–мерный параллелоэдр – центрально сим-
метричный многогранник с центрально симметричными гранями. Нетрудно также показать,
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что любое нормальное, то есть грань-в-грань, разбиение пространства на параллелоэдры тран-
зитивно относительно группы трансляций. Отсюда следует, что центры параллелоэдров об-
разуют целочисленную решетку. Из этого факта Минковский вывел, что число гиперграней
в параллелоэдре не превышает 2(2𝑛 − 1), откуда следует конечность числа комбинаторных
параллелоэдров для каждой размерности.

В мемуаре исследуется проблема перечисления комбинаторных типов параллелоэдров дан-
ной размерности. Вороной рассматривает область Дирихле относительно точек решетки, дру-
гими словами то, что теперь называют областью Вороного. Области Дирихле-Вороного для
решеток являются параллелоэдрами, но параллелоэдрами особого вида, носящими теперь имя
Вороного.

В первой части мемуара проблема перечисления произвольных параллелоэдров отчасти
сводится к проблеме перечисления параллелоэдров Вороного. Вороной вводит понятие при-
митивного параллелоэдра, как такого параллелоэдра, что в каждой вершине разбиения 𝑛-
мерного пространства сходится минимально возможное число (то есть 𝑛+ 1) параллелоэдров.
Центральный результат первой части – доказательство теоремы о том, что всякий примитив-
ный параллелоэдр аффинно эквивалентен некоторому параллелоэдру Вороного. Тем самым
нахождение типов примитивных параллелоэдров Вороной свел к нахождению типов прими-
тивных параллелоэдров Вороного. Эта часть мемуара – очень глубокое исследование, в ко-
тором некоторые геометрические идеи (например, принцип Ампера), примененные до него в
двумерном случае, Вороной развил для случая многих измерений.

Вороному принадлежит также плодотворная идея подъема разбиения Дирихле-Вороного
𝑛-мерного пространства на параболоид вращения в (𝑛+ 1)-мерном пространстве. В 1980-е гг.
эта идея была переоткрыта и использована в вычислительной геометрии как инструмент све-
дения задачи вычисления диаграмм Вороного и триангуляций Делоне для дискретных точеч-
ных множеств к задаче вычисления выпуклой оболочки поднятого на параболоид множества
точек.

Вороной показал, что всякому разбиению 𝑛-мерного пространства на примитивные па-
раллелоэдры соответствует (𝑛 + 1)-мерный полиэдр, описанный около эллиптического пара-
болоида. Аффинное преобразование, переводящее эллиптический параболоид в параболоид
вращения, переводит примитивный параллелоэдр разбиения в параллелоэдр Вороного. Воро-
ной выдвинул следующую гипотезу: всякий параллелоэдр аффинно эквивалентен некоторому
параллелоэдру Вороного.

Во второй части мемуара Вороной исследует вопрос о нахождении комбинаторных типов
параллелоэдров Вороного, то есть, повторяем, областей Дирихле-Вороного для целочисленных
решеток. Целочисленные решетки "живут" в конусе 𝐾 положительных квадратичных форм.
Вороной устанавливает, что примитивным параллелоэдрам того или иного комбинаторного
типа соответствуют формы, составляющие так называемую область данного типа – 𝑛(𝑛+1)

2 -
мерный конус с вершиной в вершине в конусе𝐾. Вороной показывает, что каждая область типа
представляет собой многогранный угла с конечным числом гиперграней. Эти многогранные
области типа, прилегая друг к другу по целым гиперграням, разбивают весь конус 𝐾.

Для нахождения всех примитивных типов Вороной предлагает процедуру, которая исхо-
дит от особого примитивного параллелоэдра, соответствующего так называемой области I
типа. Кстати этот особый параллелоэдр является многогранником, хорошо известным в наше
время под названием перестановочный многогранник или пермутоэдр. Переходя из области
I типа через гипергрань в смежную область типа, мы получаем, вообще говоря, другой тип
параллелоэдра. Вороной описывает характер перестройки комбинаторного типа параллелоэд-
ра, происходящей при переходе через ту или иную гипергрань. Переходя из одной области
типа в соседнюю, получаем, вообще говоря, новые типы параллелоэдров. Вороной указывает
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условия, при которых можно утверждать, что на каком-то этапе список полученных типов
исчерпывает все типы примитивных параллелоэдров Вороного, то есть задача нахождения
всех примитивных параллелоэдров для данной размерности решена.

В этом же мемуаре Вороной опробовал свой метод для нахождения примитивных паралле-
лоэдров для размерностей 2, 3 (ранее установленных Е. С. Федоровым), а также 4. Оказалось,
что для размерности 4 помимо 4-пермутоэдра имеется еще два примитивных параллелоэдра.
В 1929 г. Б. Н. Делоне нашел все 49 непримитивных параллелоэдров (на самом деле Делоне
нашел 48 непримитивных и 1 пропущенный был найден М. И. Штогриным полвека спустя). В
1972 г., опираясь на метод Вороного, С. С. Рышков и Е. П. Барановский, а несколько позднее,
другим методом, П. Энгел и В. П. Гришухин нашли полный список из 222 примитивных 5-
мерных параллелоэдров. Недавно с помощью компьютера М. Дютур Сикирич и др. нашли все
110 244 комбинаторных типа 5-мерных параллелоэдров Вороного (против 52 типов 4-мерных
параллелоэдров).

Делоне в книге "Петербургская школа теории чисел" высоко оценил этот мемуар: "Мемуар
Вороного о параллелоэдрах — одно из самых глубоких исследований в области геометрии
чисел во всей мировой литературе, а своеобразие методов чисто геометрической первой части
накладывает на этот мемуар печать гениальности."

Подчеркнем, что несмотря на поразительную глубину метода, Вороной смог реализовать
свою программу лишь для примитивных параллелоэдров. Более того, несмотря на серьезные
усилия многих математиков и прогресс, достигнутый в работах Делоне, О. К. Житомирского,
А. Д. Александрова, Б. А. Венкова, С. С. Рышкова и др., гипотеза Вороного об аффинной
эквивалентности 𝑛-мерного параллелоэдра некоторому параллелоэдру Вороного остается от-
крытой для 𝑛 ≥ 5 на протяжении века.

После завершения работы над вторым мемуаром о положительных квадратичных формах
Вороной приступил к исследованиям по теории неопределнных квадратичных форм. Об усло-
виях, в которых протекала эта работа, рассказывает следующая запись в дневнике: "Я делаю
большие успехи в разбираемом вопросе; но в то же время здоровье мое все ухудшается и
ухудшается. Вчера я первый раз получил отчетливую идею об алгорифме, который должен
разрешить все вопросы рассматриваемой теории форм, и вчера же я имел сильный припадок
желчной колики, который мне помешал заниматься вечером и не дал возможности заснуть
всю ночь. Я так боюсь, чтобы результаты моих долгих усилий, с таким трудом добываемые,
не погибли вместе со мной".

Увы, большая рукопись о неопределенных формах, которую видели друзья, посещавшие
Вороного в 1908 г., не была найдена. В 1952 г. в полном трехтомном собрании трудов Вороного
были опубликованы записи об исследованиях по неопределенных формах, взятые из научного
дневника Георгия Феодосьевича.

5. О жизни

В Варшавском университете Вороной проработал с 1894 г. с небольшим перерывом в самом
конце жизни. В связи с революционными событиями 1905-07 гг. Варшавский университет был
закрыт и Вороной был направлен на работу в Новочеркасск, в только что организованный
там Донской политехнический институт, где проработал в течение года в качестве декана
факультета механики. За выдающиеся научные достижения Вороной был избран в 1907 г. в
возрасте 39 лет членом-корреспондентом Петербургской академии наук.

Г. Ф. Вороной был женат на Ольге Митрофановне Крицкой, девушке из дворянской семьи,
чье имение Богданы находилось поблизости от его Журавки. Ольга Крицкая была его боль-
шая любовь еще с юности. У них было шестеро детей. Кроме своей многочисленной семьи,
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Вороной заботился также о семье его рано овдовевшей сестры с семью детьми. Все дети Геор-
гия Феодосьевича, кроме умершей в детстве одной из дочерей, получили хорошее образование
и стали специалистами: врачами, учителями, хирургами. К сожалению, две старшие дочери
Александра и Мария и старший сын Александр и их семьи пострадали во время сталинских
репрессий. Младший сын Юрий Георгиевич Вороной (1896–1961) стал известным хирургом,
доктором медицинских наук, прославился тем, что в 1933 г. сделал первую в мире пересадку
почки человеку.

Г. Ф. Вороной не отличался крепким здоровьем, в последние годы страдал от прогрессиру-
ющей болезни желчного пузыря. Интенсивная научная и преподавательская работа отягощала
его состояние. В последний год жизни врачи строго рекомендовали Георгию Феодосьевичу пре-
кратить работу. Вороной и сам замечал, что напряженная работа отрицательно сказывается
на здоровье, но оставить исследования он был не в состоянии. "Только моя жена знает, что
математика является для меня главной целью жизни, она (математика) для меня – все".

Лето 1908 г. после года, проведенного в Новочеркасске, Георгий Феодосьевич отдыхал в
милой Журавке, несмотря на рекомендации врачей поехать на лечение в Карлсбад. К концу
лета ему стало легче, и к началу 1908/09 учебного года Вороной прибыл в Варшавский уни-
верситет. В начале сентября пишет свое последнее письмо В. А. Стеклову, в котором кратко
сообщает о своих исследованиях о параллелоэдрам, а также выражает желание перейти на
должность "ординарного профессора" в Петербургском университете, где в это время обра-
зовалась вакансия в связи с только что скончавшимся профессором А. Н. Коркиным.

Однако в октябре наступило резкое обострение болезни. В оставшийся ему месяц, страдая
от болей, прикованный к постели, Вороной сумел записать "Заметки по поводу последней
теоремы Ферма". Через две недели, 7(20) ноября 1908 г., в возрасте сорока лет, Георгий Фео-
досьевич Вороной скончался. Похоронен по завещанию в его любимой Журавке.

Заключение

Глубокие фундаментальные исследования Георгия Феодосьевича Вороного, одного из са-
мых выдающихся математиков, когда-либо работавших в теории чисел, на протяжении уже
более века оказывают огромное влияние на современную теорию чисел, а поставленная им
задача об аффинной эквивалентности произвольного параллелоэдра параллелоэдру Вороного
является одной из центральных нерешенных проблем геометрии чисел.
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