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От редакции

Данный выпуск Чебышевского сборника посвящен столетию со дня рождения
выдающегося советского и российского математика, доктора

физико-математических наук, профессора
Николая Михайловича Коробова (23.11.1917 — 25.10.2004).

Сборник открывается статьёй о теоретико-числовом методе в приближенном
анализе, в которой приводятся сведения о жизни и научной деятельности

Николая Михайловича Коробова.
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УДК 511.3+511.9.+51(091) DOI 10.22405/2226-8383-2017-18-4-6-85

ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВОЙ МЕТОД В ПРИБЛИЖЕННОМ
АНАЛИЗЕ1

С. С. Демидов, Е. А. Морозова, В. Н. Чубариков (г. Москва), И. Ю. Реброва,
И. Н. Балаба, Н. Н. Добровольский, Н. М. Добровольский, Л. П. Добровольская,

А. В. Родионов (г. Тула), О. А. Пихтилькова (г. Оренбург)

Аннотация

В обзоре рассматриваются вопросы истории и современного развития теоретико-
числового метода в приближенном анализе, основанного в работах Н. М. Коробова и
его учеников. Рассмотрена связь теории равномерного распределения и теоретико-число-
вого метода в приближенном анализе. Показано, что предпосылкой возникновения тео-
ретико-числового метода был интегральный критерий Г. Вейля. Разобраны основные
типы теоретико-числовых сеток: неравномерные, параллелепипедальные и алгебраиче-
ские. Освящена деятельность семинара трёх К, приводятся биографические сведения о
Н. М. Коробове и краткие сведения о руководителях семинара и его участниках.

Описаны основные направления исследований по теоретико-числовому методу в при-
ближенном анализе. Рассмотрены вопросы информационного обеспечения теоретико-чис-
лового метода в приближенном анализе с помощью ПОИВС ТМК.

Более подробно в обзоре излагаются вопросы поиска оптимальных коэффициентов для
параллелепипедальных сеток, теории гиперболической дзета-функции решёток, теории ал-
гебраических сеток и её связь с теорией диофантовых приближений.

В частности, обсуждается алгебраическая теория полиномов Туэ. Построение теории
опирается на изучение подмодулей Z[𝑡]-модуля Z[𝑡]2. Рассматриваются подмодули, задан-
ные одним определяющим соотношением и одним определяющим соотношением 𝑘-ого по-
рядка. Более сложным подмодулем является подмодуль заданный одним полиномиальным
соотношением. Подмодули пар Туэ 𝑗-ого порядка напрямую связаны с полиномами Туэ
𝑗-ого порядка. С помощью алгебраической теории подмодулей пар Туэ 𝑗-ого порядка уда-
лось получить новое доказательство теоремы М. Н. Добровольского (старшего) о том,
что для каждого порядка 𝑗 существуют два основных полинома Туэ 𝑗-ого порядка, через
которые выражаются все остальные. Основные полиномы определяются с точностью до
унимодулярной многочленной матрицы над кольцом целочисленных многочленов.

Рассматриваются дробно-линейные преобразования ТДП-форм. Показано, что при пе-
реходе от ТДП-формы, связанной с алгебраическим числом 𝛼 к ТДП-форме, связанной
с остаточной дробью к алгебраическому числу 𝛼, ТДП-форма преобразуется по закону,
аналогичному преобразованию минимальных многочленов, а числители и знаменатели
соответствующих пар Туэ преобразуются с помощью дробно-линейного преобразования
второго рода.

Кроме этого, обсуждается новая классификация чисто-вещественных алгебраических
иррациональностей на основе их разложения в цепные дроби.

Показано, что для чисто-вещественных алгебраических иррациональностей 𝛼 степени
𝑛 > 2, начиная с некоторого номера 𝑚0 = 𝑚0(𝛼), последовательность остаточных дробей
𝛼𝑚 является последовательностью приведённых алгебраических иррациональностей.

Найдены рекуррентные формулы для нахождения минимальных многочленов оста-
точных дробей с помощью дробно-линейных преобразований. Композиция этих дробно-
линейных преобразований является дробно-линейным преобразование, переводящем систе-

1Работа выполнена по грантам РФФИ № 15-01-01540a, №16-41-710194р_центр_а
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му сопряжённых к алгебраической иррациональности 𝛼 в систему сопряжённых к остаточ-
ной дроби, обладающую ярко выраженным эффектом концентрации около рациональной
дроби −𝑄𝑚−2

𝑄𝑚−1
.

Установлено, что последовательность минимальных многочленов для остаточных дро-
бей образует последовательность многочленов с равными дискриминантами.

Перечислены некоторые наиболее актуальные нерешенные проблемы.

Ключевые слова: теоретико-числовой метод, равномерное распределение, неравномер-
ные сетки, параллелепипедальные сетки, алгебраические сетки, гиперболическая дзета-
функция решётки, алгебраическая теория полиномов Туэ, приведённые алгебраические
иррациональности, классификация чисто-вещественных алгебраических иррационально-
стей.

Библиография: 238 названий.

NUMBER-THEORETIC METHOD IN APPROXIMATE
ANALYSIS

S. S. Demidov, E. A. Morozova, V. N. Chubarikov (Moscow), I. Yu. Rebrov, I. N. Balaba,
N. N. Dobrovol’skii, N. M. Dobrovol’skii, L. P. Dobrovol’skaya, A. V. Rodionov ( Tula),

O. A. Pikhtil’kova (Orenburg)

Abstract

Into the image it is considered issues of history and the modern development of number-
theoretic method in the approximate analysis which based in the work of N. M. Korobov and
his disciples. It is reviewed the connection of the theory of uniform distribution and theoretical-
numeric method in approximate analysis. It is shown that the condition for the theoretical-
numeric method was the integral criterion G. Weyl. It is disassembled main types of number-
theoretic nets: uneven, parallelepipedal and algebraic. It is consecrated the activities of the
workshop three K, it is explored the biographical information about N. M. Korobov and brief
information about the leaders of the seminar and its participants.

It is described the main directions of research in theoretical-numeric method in approximate
analysis. It is examined the issues of information security theoretic-numeric method in
approximate analysis using POIS TMK.

More detailed it is outlined the issues of finding the optimal coefficients for parallelepipedal
nets, the theory of the hyperbolic Zeta function of lattices, the theory of algebraic nets and its
relationship with the theory of Diophantine approximations.

In particular, we discuss the algebraic theory of polynomials Tue. The theory is based on
the study of submodules of Z[𝑡]-module Z[𝑡]2. It is considered of submodules that are defined
by one defining relation and one defining relation 𝑘-th order. More complex submodule is the
submodule given by one polynomial relation. Sub par Tue 𝑗-the order are directly connected
with polynomials Tue 𝑗-th order. Using the algebraic theory of pairs of submodules of Tue 𝑗-th
order is managed to obtain a new proof of the theorem of M. N. Dobrowolski (senior) that
for each 𝑗 there are two fundamental polynomial Tue 𝑗-th order, which are expressed through
others. Basic polynomials are determined with an accuracy of unimodular polynomial matrices
over the ring of integer polynomials.

It is discussed the fractional-linear transformation of TDP-forms. It is shown that the
transition from TDP-forms associated with an algebraic number 𝛼 to TDP-the form associated
with the residual fraction to algebraic number 𝛼, TDP-form is converted under the law, similar
to the transformation of minimal polynomials and the numerators and denominators of the
respective pairs of Tue is converted using the linear-fractional transformations of the second
kind. Besides, we discuss the new classification of purely real algebraic irrationalities which
based on their expansion in continued fractions. It is shown that for purely real algebraic
irrationalities 𝛼 of degree 𝑛 > 2, starting from some numbers 𝑚0 = 𝑚0(𝛼), the sequence of
residual fractions 𝛼𝑚 is a sequence given the algebraic irrationalities.
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It is found recurrence the formula for finding the minimal polynomials of the residual
fractions using the linear-fractional transformations. The compositions of these linear-fractional
transformations is a linear-fractional transformation that maps the system conjugate to
algebraic irrationascenic spots 𝛼 in the system of associated to the residual fraction, with a
pronounced effect of concentration nearly rational fraction −𝑄𝑚−2

𝑄𝑚−1
.

It is established that the sequence of minimal polynomials for residual fractions forms a
sequence of polynomials with equal discriminants.

Lists some of the most pressing unsolved problems.

Keywords: number-theoretic method, uniform distribution,nonuniform grid, parallelepipedal
nets, algebraic nets, hyperbolic dzeta-function of lattices, algebraic theory of polynomials Tue,
given an algebraic irrationality, the classification of purely real algebraic irrationalities.
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1. Введение

Эта обзорная работа посвящёна столетию со дня рождения Н. М. Коробова и 25-летию
памяти Н. Н. Ченцова, которые вместе с Н. С. Бахваловым были основателями теоретико-
числового метода в приближенном анализе.
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Теоретико-числовой метод приближенного анализа был создан в конце 50-ых — начале
60-ых годов в рамках работы семинара под руководством Н. С. Бахвалова, Н. М. Коробова и
Н. Н. Ченцова (семинар трёх К). Этот семинар был организован по предложению Н. Н. Чен-
цова, который работал в группе И. М. Гельфанда по математическому обеспечению отече-
ственного атомного проекта.

Выделение класса 𝐸𝛼
𝑠 периодических функций с быстро сходящимися рядами Фурье поз-

волило, используя средства гармонического анализа и аналитической теории чисел, получить
оптимальные результаты в теории многомерных квадратурных формул. В этой области рабо-
тали многие известные математики в нашей стране и за рубежом: Н. М. Коробов [117]–[140],
Н. С. Бахвалов [4]–[7], Н. Н. Ченцов [193], Хуа Ло Кен [223], Э. Главка [221]–[222], К. К. Фролов
[189]–[192], В. А. Быковский [15]–[20] и многие другие.

Вопросы построения многомерных квадратурных формул тесно связаны с теорией равно-
мерного распределения, основанной Г. Вейлем [237]. В этой области хорошо известны фунда-
ментальные работы К. Рота по оценке квадратичного отклонения [229]–[230] и В. Шмидта по
оценке 𝑞-ого отклонения [231]–[232].

Теоретико-числовые алгоритмы численного интегрирования имеют существенное значение
при расчете интегралов взаимодействия в квантовой химии [141] и при расчете наноразмер-
ных ферромагнитных гетеросистем. Другой класс интегралов, где применимы эти методы,
возникает в физике высоких энергий.

За рубежом аналог метода оптимальных коэффициентов Н. М. Коробова был предложен
на три года позже (1962 г.) Е. Главкой [221]. Он назвал параллелепипедальные сетки с оп-
тимальными коэффициентами сетками с "хорошими точками". В результате, один и тот же
объект вошел в позднейшие публикации и вычислительную практику с различными названи-
ями и ссылками на разных авторов, хотя в последнее время даже австрийские математики
ссылаются на работы Н. М. Коробова, восстанавливая историческую справедливость.

Результаты работы семинара трех К за первые шесть лет работы были отражены в мо-
нографии Н. М. Коробова в 1963 г. [127] (второе издание вышло в 2004 г. [140]). За рубежом
этой проблеме были посвящены различные монографии [222], [223], [234].

Таким образом, мы видим, что мотивом организации научной деятельности по разработке
новых многомерных квадратурных формул было решение жизненно важных проблем вычис-
лительной практики, возникших в ходе выполнения отечественного атомного проекта. Поэто-
му история развития теоретико-числового метода в приближенном анализе делится на две
части.

Первая часть — это открытая теоретическая часть, в которой и были получены первые
результаты, и которая продолжала успешно развиваться все прошедшие 60 лет.

И вторая часть — это прикладная, закрытая часть, о которой можно только догадываться.
На первый взгляд, мы сталкиваемся с парадоксальной ситуацией разрыва связи между

мотивирующей причиной исследований и самими исследованиями. Но здесь вступает в си-
лу общий методологический закон научных исследований — внутренняя логика предметной
области является движущей силой дальнейшего развития.

Дело всё в том, что были достаточно быстро выделены фундаментальные проблемы, с
которыми связано решение основных задач, стоящих перед теоретико-числовым методом в
приближенном анализе, многие из которых остаются открытыми и по настоящее время.

Отметим ещё один важный методологический момент истории становления теоретико-
числового метода в приближенном анализе. Семинар трех К был эффективной формой орга-
низации исследований. Сейчас трудно судить об административно-организационных аспектах
функционирования данного семинара. Вопрос о существовании или отсутствии в архивах Ма-
тематического института соответствующих документов остается открытым, а участников тех
событий практически не осталось, но можно и по тем крохам доступной информации делать
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вывод, что по современным понятиям семинар был успешной формой организации иннова-
ционной деятельности. Надо отметить, что такая организация исследований была и остается
типичной формой организации научных исследований как на мехмате МГУ, так и в Матема-
тическом институте им. В. А. Стеклова.

В настоящее время у некоторых исследователей возникает иллюзия, что если не хватает
точности вычислений для расчета многомерных задач, то надо перейти к использованию более
производительной техники и проблема будет решена, но это глубокое заблуждение. Теорети-
ческий анализ вычислительных проблем показывает, что «проклятие размерности» реально
существующий феномен, связанный с экспоненциальным ростом трудоемкости вычисления
многомерных интегралов. Как показано в работах И. М. Гельфанда и Н. Н. Ченцова при вы-
числениях континуальных интегралов возникает необходимость численного вычисления 100 и
400-кратных интегралов [39]–[40], [193]. Правильно построенные вычислительные схемы поз-
воляли решать такие задачи на вычислительной технике 60-ых годов, а лобовое решение этих
задач невозможно даже на современных суперкомпьютерах.

Цель данного обзора — рассмотреть основные этапы становления метода оптималь-
ных коэффициентов в работах отечественных математиков, представителей научной школы
профессора Н. М. Коробова. При этом мы будем делать и некоторые методологические ком-
ментарии.

Уже из краткого перечисления основных направлений исследований по теоретико-число-
вому методу в приближенном анализе видно, что исследования в этой области носили ин-
тегративный характер, требующий привлечения методов различных математических теорий.
Уже в следующем разделе мы покажем как потребности практики, продиктованные решени-
ем жизненно важных проблем, привели к возникновению нового направления исследований в
математике.

2. Теория равномерного распределения и теоретико-числовой ме-
тод в приближенном анализе

За шестьдесят лет развития теоретико-числового метода с 1957 года, когда вышла первая
работа [117] Н. М. Коробова по этому направлению исследований, с которой и начинается
отсчёт в становлении теоретико-числового метода в приближенном анализе, было сделано
значительное количество работ десятков авторов и в нашей стране и зарубежом. Краткая
история возникновения этого метода описана её основателем в статье [134].

2.1. Теоретические предпосылки

Теоретические предпосылки теоретико-числового метода восходят ещё к работе [237]
Г. Вейля, вышедшей в 1916 году, в которой, с одной стороны, содержался интегральный кри-
терий равномерного распределения последовательности по модулю 1, с другой стороны, в этой
работе были получены первые нетривиальные оценки тригонометрических сумм.

Именно применение оценок А. Вейля [235] рациональных тригонометрических сумм было
основополагающим при исследование первого класса теоретико-числовых сеток — неравно-
мерных сеток.

Существенное изменение теории и практики вычисления кратных интегралов связано с
появлением метода оптимальных коэффициентов Н. М. Коробова. Центральной проблемой в
этом направлении исследований остается вопрос о построении экономных алгоритмов вычис-
ления оптимальных коэффициентов и оценка их качества.

В 1916 году в работе [237], с которой обычно ведется отсчет теории равномерного распреде-
ления, Г. Вейль установил интегральный критерий равномерного распределения бесконечной
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последовательности точек в многомерном единичном кубе, который устанавливает принципи-
альную связь между понятием равномерного распределения и вопросами численного вычисле-
ния определенных интегралов по многомерному кубу. Он даже не формулирует этот критерий
в виде теоремы.

"Для получения критерия равномерного распределения предположим, что числа 𝛼𝑛

mod 1 этому закону удовлетворяют. Я утверждаю тогда, что для любой ограниченной,
интегрируемой в смысле Римана периодической с периодом 1 функции 𝑓(𝑥) можно сделать
вывод о существовании предельного равенства

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
ℎ=1

𝑓(𝛼ℎ) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥; (1)

т. е. образованное при помощи дискретной совокупности чисел 𝛼𝑛 среднее значение функции

совпадает с непрерывным средним значением
1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. " 2

Многомерный случай данного интегрального критерия вообще не упоминается в этой ра-
боте ни в каком виде, хотя подразумевается, что он справедлив.

Необходимо отметить, что вопросы численного интегрирования не были предметом этой
работы Г. Вейля, а появление интегрального критерия являлось важной ступенькой в доказа-
тельстве критерия равномерного распределения последовательности, выраженного в терминах
тригонометрических сумм.

Теорема 1. 3(Критерий Г. Вейля) Если для каждого целого числа 𝑚 ̸= 0 выполняется
предельное соотношение 4

𝑛∑︁
ℎ=1

𝑒(𝑚𝛼ℎ) = 𝑜(𝑛), (2)

то числа 𝛼𝑛 mod 1 удовлетворяют закону всюду равномерного плотного распределения.

А также многомерного критерия Г. Вейля.

Теорема 2. 5 (Многомерный критерий Г. Вейля) Последовательность точек 𝛼(𝑛)
заполняет ℜ𝑝 всюду равномерно плотно, если для любой системы целых, не обращающихся
одновременно в нуль чисел 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑝 выполняется предельное соотношение

𝑛∑︁
ℎ=1

𝑒(𝑚1𝛼1(ℎ) +𝑚2𝛼2(ℎ) +𝑚𝑝𝛼𝑝(ℎ)) = 𝑜(𝑛). (3)

Таким образом, вопрос о равномерном распределении последовательностей свелся к вопро-
су об оценке модуля соответствующих тригонометрических сумм. И в этой работе Г. Вейль
предложил новый метод получения нетривиальных оценок тригонометрических сумм с по-
линомами. Эти суммы стали называться суммами Г. Вейля, а метод их оценки — методом
Г. Вейля.

Именно оценки Г. Вейля тригонометрических сумм стали фундаментом одного из общих
и универсальных методов теории чисел — метода тригонометрических сумм.

2[237], стр. 58
3[237], стр. 59 — 60
4Здесь и далее 𝑒(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝑥.
5[237], стр. 63, через ℜ𝑝 Г. Вейль обозначает замкнутое 𝑝-мерное многообразие, получающиеся из обычного

𝑝-мерного пространства путем объединения в одну-единственную "точку" каждую систему сравнимых по
модулю 1 точек (см. стр. 62).
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Теория равномерного распределения традиционно относится к теории чисел, поэтому не
случайно, что именно Н. М. Коробову — специалисту по теории чисел и тригонометрическим
суммам принадлежит выдающийся вклад в теорию построения многомерных квадратурных
формул (говорят еще — кубатурных).

Отметим, что это произошло в период, когда вычислительная практика с помощью ЭВМ
приступила к решению сложных многомерных задач, а никаких алгоритмов, успешно справ-
ляющихся с проклятием размерности6, кроме метода Монте-Карло с вероятностной погреш-
ностью 𝑂(𝑁− 1

2 ), не было.

Прежде чем двигаться дальше в описание теоретико-числового метода в приближенном
анализе, дадим краткий обзор собственно теории равномерного распределения по модулю 1.

Теория равномерного распределения возникла в связи с поставленным Лагранжем вопро-
са о наложении колебаний, который возник в астрономии при изучении вековых изменений
величин перегелия и долготы узла (см. [237], стр. 68). В этой области работали П. Боль [210],
В. Серпинский [233], Г. Вейль [236].

Важным этапом в теории равномерного распределения стало введение ван дер Корпу-
том [214] понятия отклонения и формулировка вопроса об ограниченности отклонения. От-
рицательный ответ на этот вопрос дала Ардене-Эренфест в 1949 г. [207]. Существенно более
сильный результат получил К. Рот в 1954 г. [229] в работе, в которой он ввёл понятие квад-
ратичного отклонения сетки и доказал что для произвольной сетки из 𝑁 точек справедлива
оценка снизу 𝐷𝑠,2(𝑁) >> ln𝑠−1𝑁 , где 𝐷𝑠,2(𝑁) — квадратичное отклонение сетки из 𝑁 точек
в 𝑠-мерном кубе 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

В 1916 году в работе [237], с которой обычно ведется отсчет теории равномерного распреде-
ления, Г.Вейль установил интегральный критерий равномерного распределения бесконечной
последовательности точек в 𝑠-мерном единичном кубе 𝐺𝑠. Согласно этому критерию беско-
нечная последовательность точек 𝑋 = {𝑥⃗0, . . . , 𝑥⃗𝑁 , . . .} из 𝐺𝑠 равномерно распределена тогда
и только тогда, когда для любой интегрируемой по Риману функции 𝑓(𝑥⃗) справедливо равен-
ство

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑥𝑘) =

∫︁
𝐺𝑠

∫︁
𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗. (4)

Равенство (4) можно переписать в виде квадратурной формулы∫︁
𝐺𝑠

∫︁
𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗ =

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑥⃗𝑘)−𝑅𝑁 (𝑓), lim
𝑁→∞

𝑅𝑁 (𝑓) = 0. (5)

Если в равенстве (5) взять в качестве 𝑓(𝑥⃗) характеристическую функцию 𝜒(𝑥⃗, 𝛼⃗) пря-
моугольной области Π(𝛼⃗) = [0;𝛼1) × . . . × [0;𝛼𝑠), то получим связь между погрешностью
квадратурной формулы и локальным отклонением 𝐷(𝑋𝑁 , 𝛼⃗):

𝑅𝑁 [𝜒] =
1

𝑁
𝐷(𝑋𝑁 , 𝛼⃗),

𝐷(𝑋𝑁 , 𝛼⃗) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜒(𝑥𝑘, 𝛼⃗)−𝑁 · 𝛼1 · . . . · 𝛼𝑠,

где 𝑋𝑁 = {𝑥⃗0, . . . , 𝑥⃗𝑁−1} – сетка, образованная из первых 𝑁 членов бесконечной последова-
тельности𝑋. Здесь сразу необходимо подчеркнуть, что понятие последовательности допускает

6Под проклятием размерности специалисты подразумевают ситуацию, когда погрешность приближенного
интегрирования порядка 𝑂(𝑁−𝛼), где 𝑁 — количество узлов квадратурной формулы, а 𝛼 > 1 — параметр
гладкости интегрируемой функции, в одномерном случае заменяется на 𝑂(𝑁−𝛼

𝑠 ) в 𝑠-мерном случае.
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повторение точек, а понятие сетки, как произвольного множества точек из 𝐺𝑠, такого повто-
рения не допускает. Такое несоответствие легко преодолеть, перейдя к понятию сетки с весами
(𝑋, 𝜌⃗), где

𝑋 = {𝑥⃗0, . . . , 𝑥⃗𝑁−1} ⊂ 𝐺𝑠, 𝜌⃗ = (𝜌0, . . . , 𝜌𝑁−1, 𝜌) ∈ R𝑁+1. (6)

Рассмотрим произвольную 𝑠–мерную сетку

𝑋 = {(𝑥𝑘1, ..., 𝑥𝑘𝑠) | 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1}

из 𝑠–мерного единичного куба 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠. Для 𝑞 > 0 𝑞–отклонением сетки 𝑋 c весом 𝜌⃗
называется величина

𝐷𝑠,𝑞(𝑋, 𝜌⃗) =

1∫︁
0

...

1∫︁
0

|𝐷(𝑋, 𝛼⃗, 𝜌⃗)|𝑞𝑑𝛼⃗,

где

𝐷(𝑋, 𝛼⃗, 𝜌⃗) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑠∏︁
𝑗=1

𝜒(𝑥𝑘𝑗 , 𝛼𝑗)− 𝜌 ·𝑁 · 𝛼1 · . . . · 𝛼𝑠

— функция локального отклонения сетки 𝑋 и 𝜒(𝑥, 𝛼) — характеристическая функция проме-
жутка [0;𝛼).

Другой способ преодолеть это затруднение ("подъем размерности") впервые использовал
К. Рот в работе [229]. Суть этого приема состоит в том, что начальному отрезку из 𝑁 членов
𝑠-мерной последовательности 𝑋 ставится в соответствие 𝑠+ 1-мерная сетка

𝑌𝑁 =

{︂(︂
𝑥𝑗 1, . . . , 𝑥𝑗 𝑠,

𝑗

𝑁

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑗 = 0, . . . , 𝑁 − 1

}︂
.

Из определения сразу видно, что справедливо равенство

𝐷(𝑋𝐾 , 𝛼⃗) = 𝐷(𝑌𝑁 , 𝛽(𝛼⃗,𝐾,𝑁)), при 𝛽⃗(𝛼⃗,𝐾,𝑁) =

(︂
𝛼1, . . . , 𝛼𝑠,

𝐾

𝑁

)︂
.

При 𝜌 = 𝜌0 = · · · = 𝜌𝑁−1 = 1 будем писать просто 𝐷𝑠,𝑞(𝑋). Относительно 𝐷𝑠,𝑞(𝑋) известны
следующие результаты.

В 1954 году К. Рот [229] доказал: существует константа 𝑐(𝑠) > 0 такая, что для любой
сетки 𝑋 из 𝑁 точек справедлива оценка снизу

𝐷𝑠,2(𝑋) > 𝑐(𝑠) ln𝑠−1𝑁. (7)

В 1977 году В. Шмидт [232] установил существование 𝑐(𝑠, 𝑞) > 0 такой, что для любой
сетки X из N точек справедлива оценка снизу

𝐷𝑠,𝑞(𝑋) > 𝑐(𝑠, 𝑞) ln(𝑠−1)·𝑞/2𝑁, 𝑞 > 1. (8)

В 1980 году К. Рот [230], рассмотрев преобразования сеток Хэммерсли и усредняя по непре-
рывному параметру квадратичное отклонение преобразования сеток, доказал существование
для любого 𝑁 сетки из 𝑁 точек, для которой верхняя оценка квадратичного отклонения по
порядку совпадает с оценкой (7). Тем самым была доказана неулучшаемость нижней оценки
К. Рота.

Можно показать, что при подходящем выборе нормированного пространства функций нор-
ма линейного функционала погрешности квадратурной формулы (5) будет выражаться через
соответствующую норму локального отклонения сетки с весами, делённую на количество то-
чек сетки. При таком взгляде на различные виды отклонения оказываются сравнимы общий
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метод Колмогорова — получения оценок снизу для норм погрешностей квадратурных формул
и частный метод Рота — оценок квадратичного отклонения. Такой подход позволяет доказать
обобщение теоремы Рота об оценке квадратичного отклонения снизу на случай произвольной
сетки с весами.

В работах [212], [213] Чень обобщил результат К. Рота для произвольного 𝑞–отклонения
и, таким образом, доказал неулучшаемость нижней оценки (8). Чень использовал преобра-
зования Рота для сеток Хэммерсли и ввел новые, дискретные преобразования для множеств
Фора.

По теории равномерного распределения опубликовано много различных работ (см. [18, 21]–
[28],[32]–[38],[53, 62]–[64, 70]–[72, 83]–[85, 87, 97, 113, 142, 161]– [164, 192, 207, 211]–[215, 217]–[219,
224, 226]–[232]), имеется специализированный журнал Uniform Distribution Theory, издаваемый
в Австрии.

В работах [62], [63] Н. М. Добровольский предложил дискретные преобразования сеток
Хэммерсли, с помощью которых доказал верхние оценки Рота и Ченя с лучшими константами.
В ряде работ [63], [87], [83], [26] изучались алгоритмические вопросы поиска оптимальных
преобразований сеток Хэммерсли.

Нетрудно показать, что множество преобразований, предложенных К. Ротом, образуют
бесконечную группу преобразований сеток Хэммерсли. Аналогично, преобразования Ченя
[213] множеств Фора и преобразования из работы [62] относительно композиции являются
конечными группами.

В работе [27] В. С. Ваньковой, Н. М. Добровольского, А. Р. Есаяна был введен класс
рациональных 𝑝–ичных сеток, и для них определены две группы преобразований: группы
арифметических сдвигов и группы поразрядных сдвигов.

Группа арифметических сдвигов является обобщением конструкции из работ [62], [63] для
сеток Хэммерсли, а группа поразрядных сдвигов — обобщение конструкции Ченя из работы
[213] для множества Фора.

Метод доказательства существования сетки с правильным квадратичным отклонением или
𝑞-отклонения в работах [213], [62], [63] состоял в оценке среднего 𝑞-отклонения по орбите сетки
Хэммерсли или сетки Фора.

В работе Н. М. Добровольского [70] было установлено, что для произвольной рациональ-
ной 𝑝-ичной сетки среднее арифметическое квадратичных отклонений сеток из орбиты для
группы арифметических сдвигов совпадает со средним арифметическим квадратичных откло-
нений сеток из орбиты для группы поразрядных сдвигов. Тем самым было показано, что для
квадратичного отклонения подходы из работ [213] и [62] дают для одной и той же исходной
сетки одинаковые результаты. Кроме этого, в работе [27] были рассмотрены алгоритмические
проблемы поиска сетки из орбиты с квадратичным отклонением, не превосходящим среднего
арифметического по орбите.

В работах В. С. Ваньковой [21]–[23], [25] и ее кандидатской диссертации [24] были разра-
ботаны основные направления теории квадратичного отклонения 𝑝–ичных сеток.

В работе Н. М. Добровольского [70] был предложен способ определения двух групп пре-
образования арифметических сдвигов и поразрядных сдвигов для произвольных сеток, при
этом свойство равенства средних по орбитам квадратичных отклонений сохраняется для этих
групп.

Более подробно суть этих конструкций в следующем. Пусть 𝑝1, ..., 𝑝𝑠 — фиксированные
натуральные числа, отличные от 1, и натуральные числа ℎ1, ..., ℎ𝑠, 𝑃1, ..., 𝑃𝑠 связаны соотно-
шениями 𝑃𝑗 = 𝑝

ℎ𝑗

𝑗 (𝑗 = 1, ..., 𝑠). В работе рассматриваются две группы преобразований:

𝐺(𝑃 ) = {𝑔(⃗𝑡)|0 6 𝑡𝑗 6 𝑃𝑗−1, 𝑗 = 1, ..., 𝑠}
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и
𝐺*(𝑃 ) = {𝑔*(⃗𝑡)|0 6 𝑡𝑗 6 𝑃𝑗−1, 𝑗 = 1, ..., 𝑠}

куба 𝐺𝑠.
Группа арифметических сдвигов

𝐺(𝑃 ) ≃ (𝑍/𝑃1𝑍)× · · · × (𝑍/𝑃𝑠𝑍),

группа поразрядных сдвигов

𝐺*(𝑃 ) ≃ (𝑍/𝑝1𝑍)
ℎ1 × · · · × (𝑍/𝑝𝑠𝑍)

ℎ𝑠 .

Пусть 𝑋 (⃗𝑡) — образ сетки 𝑋 под действием преобразования 𝑔(⃗𝑡) ∈ 𝐺(𝑃 ), а 𝑋𝐶 (⃗𝑡) — пре-
образования 𝑔*(⃗𝑡) ∈ 𝐺*(𝑃 ); 𝐺(𝑃 )𝑋 и 𝐺*(𝑃 )𝑋 соответствующие орбиты;

𝜎𝑠,𝑞

(︁
𝐺(𝑃 )𝑋

)︁
=

1

𝑃1...𝑃𝑠

∑︁
𝑔(⃗𝑡)∈𝐺(𝑃 )

𝐷𝑠,𝑞

(︀
𝑋 (⃗𝑡), 𝜌⃗

)︀
,

𝜎𝑠,𝑞

(︁
𝐺*(𝑃 )𝑋

)︁
=

1

𝑃1...𝑃𝑠

∑︁
𝑔* (⃗𝑡)∈𝐺*(𝑃 )

𝐷𝑠,𝑞

(︀
𝑋𝐶 (⃗𝑡), 𝜌⃗

)︀
— средние арифметические по орбитам.

Справедлив следующий основной результат: для любой сетки 𝑋 справедливо равенство

𝜎𝑠,𝑞

(︁
𝐺(𝑃 )𝑋

)︁
= 𝜎𝑠,𝑞

(︁
𝐺*(𝑃 )𝑋

)︁
.

Таким образом с точки зрения величины среднего арифметического 𝑞—ого отклонения эти
две группы преобразований равноправны. Остается открытым вопрос о величине минималь-
ного отклонения в каждой из орбит для заданного типа сеток.

Другой сложный вопрос — это построение экономных алгоритмов поиска сеток из орбиты
с минимальным или близким к минимальному значению 𝑞—ого отклонения.

2.2. Неравномерные сетки

В 1957 — 1959 годах вышли первые работы Н. М. Коробова [117], [118], в которых были
применены методы теории чисел к вопросам численного интегрирования кратных интегралов.
Выделение класса периодических функций с быстро сходящимися рядами Фурье позволило
для оценки погрешности приближенного интегрирования использовать методы гармоническо-
го анализа и теорию тригонометрических сумм, важный раздел аналитической теории чисел
(см. монографии [132], [2]).

Первая работа Н. М. Коробова [117], с которой и ведется отсчёт становления теоретико-
числового метода в приближенном анализе, опиралась на глубокие оценки А. Вейля рацио-
нальных тригонометрических сумм для простого модуля, которые потребовались при изуче-
нии введенных в этой работе Н. М. Коробовым новых сеток, названных им неравномерными.

Неравномерные сетки 𝑀(𝑃 ; 𝑏1, . . . , 𝑏𝑠) имеют простой вид. Для любого набора целых 𝑏1,
. . . , 𝑏𝑠, взаимно простых с 𝑃 ((𝑏𝑗 , 𝑃 ) = 1 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠)) неравномерная сетка 𝑀(𝑃 ; 𝑏1, . . . , 𝑏𝑠)
состоит из точек, координаты которых выражаются через степенные функции по модулю 𝑃 :

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑏1𝑘

𝑃

}︂
,

{︂
𝑏2𝑘

2

𝑃

}︂
, . . . ,

{︂
𝑏𝑠𝑘

𝑠

𝑃

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑃 ), (9)

где 𝑃 = 𝑝 или 𝑃 = 𝑝2 и 𝑝 — нечетное простое число, 𝑝 > 𝑠.
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Характерной чертой творчества профессора Н. М. Коробова было стремление к макси-
мальной простоте изложения. В то время ещё не было известно элементарного доказательства
оценок А. Вейля рациональных тригонометрических сумм. Такие доказательства появились
только в семидесятых годах XX столетия (см. [185], [144]).

Н. М. Коробов рассматривает два варианта неравномерных сеток: по простому модулю и
по квадрату простого модуля. Второй вариант обладает сразу двумя достоинствами.

Во-первых, он опирается на аналогичную оценку рациональных тригонометрических сумм
по модулю квадрата простого, которая получается совершенно элементарно (см. [127], с. 68).

Во-вторых, он позволяет пользоваться небольшими таблицами простых чисел, например,
таблицей из учебника А. А. Бухштаба [14], в которой простые числа не превосходят 6000, что
позволяет строить сетки интегрирования с количеством точек до 36 000 000, которое является
достаточно существенным и сейчас.

2.3. Метод оптимальных коэффициентов

Наиболее плодотворным оказался метод оптимальных коэффициентов построения для
многомерного куба многомерных квадратурных формул с параллелепипедальными сетками,
фактически основанный на самых простых фактах теории сравнений. Этот метод был зало-
жен Н. М. Коробовым в работах [118], [121], [122], и его развитие продолжается и по настоящее
время.

Важной особенностью метода оптимальных коэффициентов является тот факт, что алго-
ритм численного интегрирования с помощью квадратурных формул с параллелепипедальны-
ми сетками является ненасыщаемым. Свойства алгоритма быть ненасыщаемым относится к
числу его важных качеств (более подробно см. [3] и [143]), и заключается в том, что точность
алгоритма связана с гладкостью функции и не имеет ограничений на параметр гладкости.

Параллелепипедальные сетки 𝑀 (⃗𝑎, 𝑝), состоящие из точек

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝), (10)

имеют ещё более простой вид, чем неравномерные сетки (9), но уже требуется не только усло-
вие взаимной простоты коэффициентов сетки ((𝑎𝑗 , 𝑝) = 1 (𝑗 = = 1, 2, . . . , 𝑠)), но и выполнение
принципиального условия оптимальности, которое формулируется в терминах основной ме-
ры качества 𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) набора коэффициентов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠). 𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) выражается через
сумму7

𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧1𝑚1 + . . .+ 𝑧𝑠𝑚𝑠)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
, (11)

где 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 – произвольные целые,𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного𝑚, 𝑝1 =
[︁
𝑝−1
2

]︁
,

𝑝2 =
[︀𝑝
2

]︀
и символ Коробова 𝛿𝑝(𝑏) задан равенствами

𝛿𝑝(𝑏) =

{︂
0, если 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝),
1, если 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝).

(12)

.
Согласно определению, если существуют константы 𝛽 = 𝛽(𝑠) и 𝐵 = 𝐵(𝑠) такие, что

для некоторой бесконечной последовательности значений 𝑝 выполняется неравенство

𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝐵
ln𝛽 𝑝

𝑝
, (13)

7Здесь
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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то целые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 называются оптимальными коэффициентами индекса 𝛽 по модулю 𝑝.
Известно (см.[140] стр. 81), что для любых целых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 выполняется оценка

𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) > 𝐵0
ln𝑠 𝑝

𝑝
, (14)

с некоторой константой 𝐵0.
Интересно отметить, что на совсем других теоретико-числовых соображениях основана се-

рия важных работ по применению теории дивизоров для поиска оптимальных коэффициентов
для параллелепипедальных сеток, выполненных С. М. Ворониным и Н. Т. Тимергалиевым (см.
[29], [30], [31]). Фактически в этих работах указаны алгоритмы поиска целочисленных решеток
с большим значением гиперболического параметра решетки.8

2.4. Квадратурные формулы с обобщёнными параллелепипедальными сет-
ками

В данном разделе рассматриваются вопросы приближенного интегрирования функций
многих переменных по единичному 𝑠−мерному кубу

𝐺𝑠 = {𝑥⃗ | 0 6 𝑥𝜈 6 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}, 𝐺𝑠 = {𝑥⃗ | 0 6 𝑥𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}

по методу К. К. Фролова [189], [191] в модификации Н. М. Добровольского ([65] — [69]) для
непрерывных периодических функций с периодом равным единице по каждой из перемен-
ных 𝑥𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠), принадлежащих классу 𝐸𝛼

𝑠 (𝐶), который состоит из периодических
функций

𝑓(𝑥⃗) =

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),

для которых

|𝐶(𝑚⃗)| 6 𝐶

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
, (𝛼 > 1)

и 𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного 𝑚.
Для произвольного вектора 𝑥⃗ его дробной частью называется вектор

{𝑥⃗} = ({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).

Отсюда следует, что всегда {𝑥⃗} ∈ 𝐺𝑠. Целой частью вектора называется вектор [𝑥⃗] = 𝑥⃗− {𝑥⃗}.
Через 𝑝(𝑥⃗) =

[︀
𝑥⃗+

(︀
1
2 , . . . ,

1
2

)︀]︀
обозначим ближайший целый вектор в смысле нормы ‖𝑥⃗‖1 =

= max(|𝑥1|, . . . , |𝑥𝑠|). Для нормы вектора отклонения от ближайшего целого 𝛿(𝑥⃗), заданного
равенством

𝛿(𝑥⃗) = 𝑝(𝑥⃗)− 𝑥⃗ =

(︂
1

2
, . . . ,

1

2

)︂
−
{︂
𝑥⃗+

(︂
1

2
, . . . ,

1

2

)︂}︂
,

справедливо неравенство ‖𝛿(𝑥⃗)‖1 6
1

2
.

Далее везде под произвольной решеткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решет-
ки, то есть

Λ = {𝑚1𝜆⃗1 + . . .+𝑚𝑠𝜆⃗𝑠 |𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z},
где 𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠 — система линейно-независимых векторов в R𝑠.

Напомним определения трех типов обобщенных параллелепипедальных сеток: 𝑀(Λ),
𝑀1(Λ) и 𝑀 ′(Λ) решетки Λ (см. [66], [140] стр. 204), которые определяются через взаимную
решетку Λ* = {𝑥⃗ | ∀𝑦⃗ ∈ Λ (𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ Z}.

8Определение гиперболического параметра 𝑞(Λ) решётки Λ см. далее стр. 39.
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Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.
Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {𝑥⃗ | 𝑥⃗ = {𝑦⃗}, 𝑦⃗ ∈𝑀1(Λ)}.

Модификация Н. М. Добровольского метода К. К. Фролова опирается на следующую об-
щую конструкцию (см. [66], [140] стр. 247–248).

Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(𝑥⃗), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(𝑥⃗+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при 𝑥⃗ ∈ 𝐺𝑠,

𝜌(𝑥⃗) = 0 при 𝑥⃗ /∈ (−1; 1)𝑠,⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(𝑥⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝜎⃗,𝑥⃗)𝑑𝑥⃗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого 𝜎⃗ ∈ R𝑠.

Определение 3. Квадратурной формулой с обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(𝑥⃗) называется формула вида

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗ = (detΛ)−1
∑︁

𝑥⃗∈𝑀 ′(Λ)

𝜌𝑥⃗𝑓(𝑥⃗)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ], (15)

где 𝜌𝑥⃗ =
∑︁

𝑦⃗∈𝑀1(Λ),{𝑦⃗}=𝑥⃗

𝜌(𝑦⃗), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.

Для погрешности квадратурной формулы с обобщенной параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼

𝑠 справедлива оценка

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
𝑠 (𝐶)
|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где 𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

𝑥⃗∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼.

Рассмотрим для произвольного вектора 𝑧⃗ сдвинутую решетку Λ + 𝑧⃗ и дадим следующие
определения.

Определение 4. Для произвольной решетки Λ и произвольного 𝑧⃗ модифицированной
обобщенной параллелепипедальной сеткой 𝑀(Λ, 𝑧⃗) назовем множество

𝑀(Λ, 𝑧⃗) = (Λ* + 𝑧⃗) ∩𝐺𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ, 𝑧⃗) = (Λ* + 𝑧⃗) ∩ [−1; 1)𝑠.
Модифицированной обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ, 𝑧⃗) назовем

множество 𝑀 ′(Λ, 𝑧⃗) = {𝑥⃗ | 𝑥⃗ = {𝑦⃗}, 𝑦⃗ ∈𝑀1(Λ, 𝑧⃗)}.
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Определение 5. Квадратурной формулой с модифицированной обобщенной параллеле-
пипедальной сеткой II типа и весовой функцией 𝜌(𝑥⃗) назовем формулу вида

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗ = (detΛ)−1
∑︁

𝑥⃗∈𝑀 ′(Λ,𝑧⃗)

𝜌𝑥⃗𝑓(𝑥⃗)−𝑅𝑁 ′(Λ,𝑧⃗)[𝑓 ],

где 𝜌𝑥⃗ =
∑︁

𝑦⃗∈𝑀1(Λ,𝑧⃗),{𝑦⃗}=𝑥⃗

𝜌(𝑦⃗), 𝑁 ′(Λ, 𝑧⃗) = |𝑀 ′(Λ, 𝑧⃗)|,

𝑅𝑁 ′(Λ,𝑧⃗)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.

Квадратурные формулы с модифицированной обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(𝑥⃗) естественным образом возникают в следующей ситуации.

Пусть имеется решетка Λ и её подрешетка Λ1 ⊂ Λ и 𝑡 =
detΛ1

detΛ
— индекс подрешетки Λ1

решетки Λ. Обозначим через 𝐾(Λ,Λ1) полный набор представителей по одному из каждого
класса решетки Λ по подрешетке Λ1, тогда |𝐾(Λ,Λ1)| = 𝑡 и справедливо представление

Λ =
⋃︁

𝑧⃗∈𝐾(Λ,Λ1)

(Λ1 + 𝑧⃗).

Переходя к взаимным решеткам получим: Λ* ⊂ Λ*
1,

Λ*
1 =

⋃︁
𝑧⃗∈𝐾(Λ*

1,Λ
*)

(Λ* + 𝑧⃗), 𝑀 ′(Λ1) =
⋃︁

𝑧⃗∈𝐾(Λ*
1,Λ

*)

𝑀 ′(Λ, 𝑧⃗).

Отсюда следует, что

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗ =
1

𝑡

∑︁
𝑧⃗∈𝐾(Λ*

1,Λ
*)

⎛⎝(detΛ)−1
∑︁

𝑥⃗∈𝑀 ′(Λ,𝑧⃗)

𝜌𝑥⃗𝑓(𝑥⃗)−𝑅𝑁 ′(Λ,𝑧⃗)[𝑓 ]

⎞⎠ , (16)

𝑅𝑁 ′(Λ1)[𝑓 ] =
1

𝑡

∑︁
𝑧⃗∈𝐾(Λ*

1,Λ
*)

𝑅𝑁 ′(Λ,𝑧⃗)[𝑓 ]. (17)

Формулы (16) — (17) являются основой для концентрических алгоритмов численного ин-
тегрирования с квадратурными формулами по обобщенным параллелепипедальным сеткам
(см. [49], стр. 192, 193).

Определение 6. Для концентрической пары обобщенных параллелепипедальных сеток II
типа 𝑀 ′(Λ) ⊂𝑀 ′(Λ1) и весовой функцией 𝜌(𝑥⃗) мультипликативной дискретной дисперсией
Δ = Δ(𝑀 ′(Λ),𝑀 ′(Λ1), 𝜌(𝑥⃗), 𝑓(𝑥⃗)) назовем величину

Δ =
1

𝑡

∑︁
𝑧⃗∈𝐾(Λ*

1,Λ
*)

|𝑅𝑁 ′(Λ,𝑧⃗)[𝑓 ]−𝑅𝑁 ′(Λ1)[𝑓 ]|
2. (18)

Нетрудно понять, что определение 6 согласуется с аналогичным определение из работы [49]
(см. стр. 204), так как сетка 𝑀 ′(Λ1) является произведением сетки 𝑀 ′(Λ) и сетки 𝐾(Λ*

1,Λ
*).

2.5. Алгебраические сетки

Назовём вектор 𝜆⃗ = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) целым алгебраическим, если многочлен

𝑓
𝜆⃗
(𝑥) = (𝑥− 𝜆(1)) . . . (𝑥− 𝜆(𝑠)) ∈ Z[𝑥].
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Вектор 𝜆⃗ = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) назовём алгебраическим, если найдется натуральное число 𝑛
такое, что вектор 𝜆⃗1 = 𝑛𝜆⃗ будет целым алгебраическим вектором.

Решётка Λ называется алгебраической, если любой вектор 𝜆 ∈ Λ будет алгебраическим
вектором.

В работе [172] показано, что для любого чисто-вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠

степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q множество алгебраических решёток A(𝐹𝑠) всюду
плотно в метрическом пространстве 𝑃𝑅𝑠.

Отсюда следует, что множество алгебраических сеток всюду плотно в метрическом про-
странстве обобщенных параллелепипедальных сеток. В настоящее время изучена только ги-
перболическая дзета-функция растянутой алгебраической решётки, соответствующей коль-
цу целых алгебраических чисел произвольного чисто-вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠

степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q. Вопрос об оптимальном выборе такого поля или
выборе других алгебраических решёток и сеток остается открытым.

3. Семинар трех К

Все эти события по становлению нового направления математических исследований проис-
ходили в стенах Математического института им. В. А. Стеклова АН СССР в рамках работы
семинара по теоретико-числовым методам в приближенном анализе, организованного в 1956
году. Как указывает сам Н. М. Коробов в работе [134], "Заседание семинара проводилось под
председательством одного из трех его руководителей — Н. С. Бахвалова (МГУ), Н. Н. Чен-
цова (ИПМ АН СССР) и Н. М. Коробова (МИ АН СССР)".

Интересен состав руководителей этого семинара. Н. М. Коробову шёл уже сороковой год,
и он уже 4 года как был доктором физико-математических наук, а в 1955 году ему было при-
своено звание профессора. Будущему академику Н. С. Бахвалову в то время было только 22
года, и он ещё работал над кандидатской диссертацией, которую защитил в 1958 году, а уже
в 1964 году защитил докторскую диссертацию [6]. Будущему дважды лауреату государствен-
ных премий Н. Н. Ченцову было 26 лет, и он тоже защитил свою кандидатскую диссертацию
только в 1958 году, но уже в 1956 году был награжден орденом Трудового Красного Знамени
за выполнение важных прикладных работ. Свою докторскую диссертацию на тему "Общая
теория статистического вывода" Н. Н. Ченцов защитил в 1969 г. [194].

По словам доцента Е. А. Морозовой, вдовы Н. Н. Ченцова, инициатива организации та-
кого семинара исходила от Николая Николаевича Ченцова, который в это время работал в
группе И. М. Гельфанда, занимающейся вычислительными проблемами отечественного атом-
ного проекта. За пять лет участники семинара проделали значительную работу, о которой
руководители докладывали на Четвертом Всесоюзном математическом съезде в 1961 году в
Ленинграде. От имени руководителей доклад делал Н. Н. Ченцов [7]. В докладе приводился
список публикаций из 27 наименований, из которых 12 в Докладах АН [4], [5], [13], [39], [40],
[117]–[126], [157]–[159], [174], [178]-[179], [181], [193], [196], [199]–[201].

За рубежом аналог метода оптимальных коэффициентов Н. М. Коробова был предложен
на три года позже (1962 г.) Е. Главкой [221]. Он назвал параллелепипедальные сетки с оп-
тимальными коэффициентами сетками с "хорошими точками". В результате, один и тот же
объект вошел в позднейшие публикации и вычислительную практику с различными названи-
ями и ссылками на разных авторов, хотя в последнее время даже австрийские математики
ссылаются на работы Н. М. Коробова, восстанавливая историческую справедливость.

Результаты работы семинара трех К за первые шесть лет работы были отражены в мо-
нографии Н. М. Коробова [127] в 1963 г. (второе издание вышло в 2004 г. [140]). За рубежом
этой проблеме были посвящены монографии [222], [223].
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3.1. Биографические сведения о Н. М. Коробове

Николай Михайлович Коробов родился в Москве 23 ноября 1917 года в семье служащих,
ответственных работников почтамта — Варвары Георгиевны Георгиевой и Михаила Никитича
Коробова.

Родители Н. М. Коробова
Виктор и Николай Коробовы

Рис. 1: Семья Коробовых

Старший брат Николая Михайловича Виктор родился на четыре года раньше, до Первой
мировой войны, в 1913 году.

Отец — Коробов Михаил Никитич (1882 – 1940) — работал на Московском почтамте на
Мясницкой улице одним из ведущих инженеров связи.

Михаил Никитич на почтамте

С отцом Михаилом Никитичем

Рис. 2: Отец и сын

Варвара Георгиевна Коля Коробов с мамой

Рис. 3: Мать и сын

Мать — Варвара Георгиевна Георгиева (1888 – 1962) — родилась в Москве, окончила 3
класса, после чего работала швеей. В 1904 году поступила на Пречистинские вечерние рабочие
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курсы (2 года общеобразовательные и 3 года специализированные математические курсы).
В 1908 году Варвара Георгиевна выдержала экстерном экзамены на звание учителя мате-

матики (алгебра и геометрия). Именно она сформировала интерес к математике у Николая
Коробова. В 1909 году Варвара Георгиевна поступила работать на Московский почтамт.

С 1924 по 1935 годы Николай Михайлович учился в 24-ой школе Бауманского района
города Москвы.

Школьные друзья

Решение Организационного Комитета

Рис. 4: Школьные годы

В июне 1935 года Николай Коробов принял участие в Первой Московской Математической
Олимпиаде, где был награжден первой премией.

В 1935 году Николай Михайлович Коробов поступил на механико-математический факуль-
тет Московского Государственного университета имени М. В. Ломоносова.

Здесь, будучи еще студентом, Николай Коробов начал свою педагогическую деятельность,
работая со школьниками в математическом кружке при МГУ.

Студент университета Коробов
Музыкальные успехи

Рис. 5: Студенческие годы

Музыка, розы и математика были источником духовных сил Николая Михайловича Ко-
робова на протяжении всей его жизни.

Встреча на четвертом курсе со своим будущим учителем и научным руководителем,
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членом-корреспондентом АН СССР Александром Осиповичем Гельфондом определила круг
научных интересов Н. М. Коробова.

Теория чисел стала основным полем его научной и педагогической деятельности.

Рис. 6: А. О. Гельфонд — научный руководитель Н. М. Коробова

В 1940 году Н. М. Коробов окончил с отличием университет. В апреле 1941 года у него
родилась старшая дочь Анна. После войны у него родились два сына Олег и Андрей и две
дочери Зоя и Александра.

Рис. 7: Н. М. Коробов с дочерью Аней

В годы Великой Отечественной войны Николай Михайлович Коробов служил в рядах
Красной Армии — преподавал высшую математику в Ленинградской военно-воздушной ака-
демии.

Как вспоминал Н. М. Коробов, осенью 1941 года он прибыл в Москву, ждал направле-
ние на фронт. Зашёл на родной факультет, встретил там Андрея Николаевича Колмогорова,
рассказал ему о своей жизни. И вдруг неожиданно через неделю или две его отправляют в
Елабугу преподавать в Ленинградской военно-воздушной академии, которая была туда эва-
куирована. Он так и не знал до конца своей жизни, как встреча с А. Н. Колмогоровым в МГУ
была связана с этим неожиданным изменением в его жизни.

После демобилизации в 1945 году Николай Михайлович поступил в аспирантуру МГУ к
Александру Осиповичу Гельфонду и в 1948 году защитил кандидатскую диссертацию по теме
«Некоторые вопросы равномерного распределения».

В 1953 году Н. М. Коробов получил степень доктора физико-математических наук, защи-
тив диссертацию по теме «Об арифметических свойствах показательных функций». Оппонен-
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Рис. 8: Служба в Ленинградской академии

тами по докторской диссертации были выдающиеся специалисты по теории чисел Ю. В. Лин-
ник, А. Я. Хинчин и Н. Г. Чудаков.

Ю. В. Линник А. Я. Хинчин Н. Г. Чудаков

Рис. 9: Оппоненты по докторской диссертации

Рис. 10: Подарок академика И. М. Виноградова

В 1948 году Николай Михайлович начал преподавать на кафедре теории чисел механико-
математического факультета Московского государственного университета им. М. В. Ломоно-
сова. Здесь в 1955 году ему было присвоено звание профессора.

Мастерство педагога и филигранные лекции Коробова были достоянием широкой студен-
ческой аудитории в Московском механическом институте, Московском энергетическом инсти-
туте, Московском государственном педагогическом институте им. В. И. Ленина и МВТУ им.
Н. Э. Баумана.

Однако научная деятельность Н. М. Коробова была связана не только с Московским го-
сударственным университетом. На протяжении пятидесяти семи лет он проработал в системе
Академии Наук:

� 1948–1972 — Математический институт АН СССР им. В. А. Стеклова;
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Рис. 11: Лекторское мастерство

� 1979–1988 — Вычислительный центр АН СССР;

� 1988–2004 — Институт истории естествознания и техники АН СССР — РАН им. С. И. Ва-
вилова.

Научная деятельность Николая Михайловича Коробова развивалась в трех направлениях, в
каждом из которых он добился выдающихся результатов:

1. Исследование вопросов распределения дробных долей;

2. Исследование и оценки тригонометрических сумм и применение этих оценок к различ-
ным вопросам аналитической теории чисел;

3. Исследование вопросов приближённого вычисления кратных интегралов.

В рамках исследования вопросов распределения дробных долей Н. М. Коробовым: бы-
ло введено понятие вполне равномерного распределения; были построены примеры вполне
равномерно распределенных функций; были установлены связи между вполне равномерным
распределением и свойствами чисел, нормальных по Борелю.

Николаем Михайловичем было также введено понятие совместно нормальных чисел, по-
строены примеры таких чисел и указаны связи между вполне равномерным распределением
и теорией совместно нормальных чисел.

Н. М. Коробов провел детальное изучение нормальных периодических систем и с их по-
мощью получил неулучшаемые оценки в вопросе о суммах дробных долей показательных
функций.

При исследовании тригонометрических сумм Коробовым впервые были рассмотрены три-
гонометрические суммы с так называемыми рекуррентными функциями. Для таких сумм он
получил неулучшаемые оценки и применил их к исследованию распределения невычетов и
первообразных корней в рекуррентных последовательностях.

Коробов впервые рассмотрел тригонометрические суммы с показательными функциями и
получил полное описание сумм такого вида.

Им была получена также оценка суммы характеров, расширяющая область нетривиаль-
ности оценок Хассе-Вейля. Эта оценка показывает, что имеется интерференция для нулей
локальной дзета-функции Римана кривой

𝑦2 ≡ 𝑓(𝑥) (mod 𝑝),

где 𝑝 — простое, а 𝑓(𝑥) — полином нечётной степени.

Николаем Михайловичем был предложен новый подход для усиления оценок классических
сумм Вейля.

Эти оценки позволили ему существенно уточнить границу нулей дзета-функции Римана и
усилить оценку остаточного члена в законе распределения простых чисел.
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Оценку

𝜁(1 + 𝑖𝑡) = 𝑂
(︁
ln

2
3 |𝑡|
)︁
, 𝑡→∞,

опубликованную Н. М. Коробовым в работе 1958 года, не удалось усилить до сих пор. Эта
работа оказала большое влияние на дальнейшее развитие метода тригонометрических сумм.

Одновременно с Николаем Михайловичем Коробовым подобные результаты в рамках про-
блемы оценок сумм Вейля были получены великим российским математиком Иваном Матве-
евичем Виноградовым, о чем говорится во второй главе монографии А. Вальфиша «Welsche
Exponentialsummen in der neueren Zahlentheorie», опубликованной в Берлине в 1963 году.

Рис. 12: И. М. Виноградов

Рис. 13: Монография А. Вальфиша

Третий цикл работ Николая Михайловича посвящен вопросам приближенного вычисления
кратных интегралов. Введение неравномерных сеток для построения многомерных квадратур-
ных формул позволило с помощью оценок полных рациональных тригонометрических сумм
получить гарантированную оценку погрешности приближенного интегрирования, аналогич-
ную оценке для метода Монте-Карло.

Соображения о сравнениях специального вида, не рассматривавшихся ранее, были им при-
менены к построению многомерных квадратурных формул. Эти формулы являются оптималь-
ными по порядку остаточного члена как для функций малой гладкости, так и для гладких
периодических функций.

Теоретико-числовые квадратурные формулы он применил к вопросам интерполяции функ-
ций многих переменных и к приближённому решению интегральных уравнений.
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Николай Михайлович предложил также экономные алгоритмы для получения оптималь-
ных коэффициентов теоретико-числовых сеток.

Признанием научных заслуг Н. М. Коробова являются премия им. П. Л. Чебышёва АН
СССР (1958) и исполнение им обязанностей учёного секретаря оргкомитета III Всесоюзного
математического съезда в Москве в 1956 году, на котором председателем оргкомитета был
академик И. М. Виноградов.

Рис. 14: Решение президиума АН СССР

Николай Михайлович Коробов — автор более 70 научных работ, в том числе двух моно-
графий, в которых ярко раскрывается педагогический талант крупного учёного — понятно и
просто излагать сложные и трудные вопросы теории чисел и её приложений к приближённому
анализу.

Первая монография — «Теоретико-числовые методы в приближенном анализе» — вышла
двумя изданиями: в 1963 году и переработанное в 2004 году.

Вторая монография Коробова — «Тригонометрические суммы и их приложения» — вышла
на русском языке в 1989 году, переведена на английский язык в 1992 году и на испанский язык
в 1993 году.

Рис. 15: Монографии Н. М. Коробова
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Рис. 16: Переводы монографий Н. М. Коробова

Являясь долгие годы соруководителем научно-исследовательского семинара кафедры тео-
рии чисел МГУ, он остался в памяти участников как заинтересованный, внимательный, но
строгий авторитет по оценке научной деятельности многих математиков из периферийных
вузов, выступавших на семинаре в Москве.

Создание теоретико-числового метода в приближённом анализе неразрывно связано с рабо-
той в 1957–1961 годах в Математическом институте АН СССР семинара, которым руководили
Н. М. Коробов, Н. С. Бахвалов и Н. Н. Ченцов.

Тридцать лет без перерыва в МГУ им. Ломоносова работал под руководством Николая
Михайловича Коробова семинар по тригонометрическим суммам и их приложениям для сту-
дентов, аспирантов и научных работников.

За годы педагогической деятельности Н. М. Коробов подготовил многих учеников: более
20-ти из них защитили кандидатские диссертации, а 8 – докторские. Среди них:

� доктор физ.-мат. наук, профессор, заведующий отделом теории чисел Математического
института им. В. А. Стеклова РАН А. А. Карацуба.

� доктор физ.-мат. наук, профессор, заведующий кафедрой теории чисел Московского пе-
дагогического государственного университета Д. А. Митькин.

� член-корреспондент РАН, доктор физ.-мат. наук, директор Хабаровского отделения Ин-
ститута прикладной математики Дальневосточного отделения РАН В. А. Быковский.

� иностранный ученик, профессор Питер Цинтерхоф, возглавляющий Исследовательский
институт программных технологий Зальцбургского университета в Австрии.

А. А. Карацуба Д. А. Митькин В. А. Быковский П. Цинтерхоф

Рис. 17: Ученики Н. М. Коробова
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С 1 февраля 1988 года Н. М. Коробов по приглашению Адольфа Павловича Юшкевича
начал работать в секторе истории математики Института истории естествознания и техники
РАН им. С. И. Вавилова. Сотрудничество Николая Михайловича с Институтом не только не
прекратило его теоретико-числовых исследований, но и расширило их за счёт исторических
аспектов.

Работы Николая Михайловича Коробова в области истории математики такие, как
«О теоретико-числовых методах приближенного интегрирования» (1994) и «О теоретико-
числовых интерполяционных формулах» (2001), способствовали появлению интересных ис-
следований по истории математического анализа и теории чисел.

В последние годы жизни Николай Михайлович Коробов:

� разрабатывал новые направления исследований по развитию теоретико-числового мето-
да – специальные полиномы и комбинированные сетки

� совершенствовал алгоритмы вычисления оптимальных коэффициентов

� получал новые оценки погрешности квадратурных формул с параллелепипедальными
сетками

� изучал глубокие вопросы поведения неполных частных цепных дробей.

В 1994 году Николаю Михайловичу Коробову было присвоено звание заслуженного Соро-
совского профессора.

Рис. 18: Заслуженный Соросовский профессор

Николай Михайлович Коробов прожил долгую насыщенную жизнь ученого (23.11.1917–
25.10.2004), не дожив 29 дней до своего 87-летия.

Рис. 19: Николай Михайлович Коробов дома, 2004 год
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3.2. Биографические сведения о Н. Н. Ченцове

Рис. 20: Н. Н. Ченцов (19.02.1930–5.07.1992)

Николай Николаевич Ченцов родился 19 февраля 1930 года в Москве в семье научного
сотрудника ЦАГИ. Его отец — Николай Гаврилович Ченцов (1882-1968) — окончил матема-
тическое отделение физико-математического факультета Московского университета, был уче-
ником и сотрудником Николая Егоровича Жуковского, проработал в ЦАГИ 40 лет с начала
его открытия в 1918 году до своего 76-летия в 1958 году. Профессор Высшего технического
училища, Герой социалистического труда Николай Гаврилович занимался теорией упругости,
теорией композитов и газовой динамикой. Несомненно, его труд был направлен на обеспечение
обороноспособности страны. Его сын достойно продолжил дело своего отца.

Коля Ченцов ещё в школе проявил интерес к математике, и, также как его будущий стар-
ший товарищ Н. М. Коробов, стал в 1947 году победителем X Московской математической
олимпиады по десятым классам. После этого прямая дорога была на мехмат МГУ имени
М. В. Ломоносова, который он с отличием закончил в 1952 году. По распоряжению ректора
МГУ, академика И. Г. Петровского Николай Ченцов был направлен в расчётное бюро Мате-
матического института им. В. А. Стеклова АН СССР, при этом в порядке исключения ему
было разрешено учиться в заочной аспирантуре МИАН. За плодотворную работу в группе
член-корреспондента АН СССР И. М. Гельфанда Н. Н. Ченцов в 1956 году был награждён
орденом Трудового Красного Знамени, а в последствии в составе авторского коллектива в
1972 году Государственной премией.

Н. Н. Ченцов был ведущим специалистом в стране по методу Монте-Карло, но он внёс и в
теоретико-числовой метод в приближенном анализе существенный вклад.

Во-первых, ему принадлежит очень важный результат, что если имеется бесконечная по-
следовательность точек в единичном 𝑠-мерном кубе, то погрешность многомерной квадра-
турной формулы, составленной из первых 𝑁 точек этой последовательности не может быть
порядка 𝑜(𝑁−1).

Во-вторых, он существенно расширил класс функций, к которому применим теоретико-
числовой метод в приближенном анализе. Первоначально метод Коробова был пригоден толь-
ко на классе периодических функций. Н. Н. Ченцов предложил периодизацию функций. Таким
образом, появилось понятие простейшей периодизации и полной периодизации функций для
задач численного интегрирования функций многих переменных.

В-третьих, ему принадлежит важный результат об интегрировании функций от бесконеч-
ного числа переменных. В этой проблеме наиболее трудной задачей было выделить и описать
класс функций с бесконечным числом переменных, для которых задача численного интегриро-
вания является содержательной и допускает эффективное решение. Эту проблему Н. Н. Чен-
цов успешно решил в работе [193].

Подробнее о научном творчестве Н. Н. Ченцове можно узнать на сайте института приклад-
ной математики имени М. В. Келдыша РАН http://www.keldysh.ru/memory/chentsov/bio_och.
htm. и в книге Н. Н. Ченцов "Избранные труды: Математика."[195].
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3.3. Биографические сведения о Н. С. Бахвалове

Рис. 21: Н. С. Бахвалов

Николай Сергеевич Бахвалов родился 29 мая 1934 года в Москве в семье профессора Мос-
ковского университета, доктора физ.мат. наук Сергея Владимировича Бахвалова (1898-1963).
В шестнадцать лет Николай Бахвалов закончил школу и стал студентом мех-мата МГУ, ко-
торый закончил в 1955 году. В 1957 году он закончил аспирантуру и в 1958 году защитил
кандидатскую диссертацию под руководством академика С. Л. Соболева. Интересно, что в
Новосибирске С. Л. Соболев в начале шестидесятых годов начал цикл работ по кубатурным
формулам. Результаты этих исследований С. Л. Соболева и его учеников были отражены в
фундаментальной монографии [177].

Н. С. Бахвалов также был учеником академика А. Н. Колмогорова, и при оценке погреш-
ности приближенного интегрирования на классе 𝐸𝛼

𝑠 он использовал идеи метода Колмогорова.
Надо отметить, что наилучшие неулучшаемые оценки снизу на этом классе получил другой
участник семинара трёх К — И. Ф. Шарыгин, который, дополнив метод Колмогорова и под-
ходы Бахвалова идей близкой к методу К. Рота, получил улучшение оценки Бахвалова на
множитель ln𝑠−1𝑁 (см. [197], [140]).

Н. С. Бахвалову принадлежит важный вклад в метод оптимальных коэффициентов. В
работе [4] он ввёл важную характеристику, которая позднее была названа гиперболическим
параметром решётки (см. [64, 65, 140]). Гиперболический параметр решётки позволил ему
получить оценку гиперболической дзета-функции решётки решений линейного сравнения от
многих переменных, которое соответствовало параллелепипедальной сетке. Позднее эта оцен-
ка была перенесена на случай произвольной решётки (см. [65, 140]).

Отметим, что Н. С. Бахвалов был одним из комментаторов к Избранным трудам Н. Н. Чен-
цова.

3.4. Участники семинара

Как указывает Н. М. Коробов в своей работе [134] значительный вклад в развитие
теоретико-числового метода в приближенном анализе внесли другие участники семинара:
И. И. Пятецкий-Шапиро, В. С. Рябенький, В. М. Солодов, И. Ф. Шарыгин и Ю. Н. Шахов.
Кроме того, А. И. Салтыков выполнил большой объем вычислений по составлению первых
таблиц оптимальных коэффициентов. По тем временам это была, действительно, большая
и сложная работа, требующая от исполнителей значительных творческих, организационных
и временных усилий. Остановимся кратко на характеристики некоторых работ участников
семинара.

И. И. Пятецкий-Шапиро (30.03.1929–21.02.2009) ученик А. О. Гельфонда, А. А. Бухшта-
ба и И. Р. Шафаревича доказал существование квадратурных формул с погрешностью ин-
тегрирования 𝑂

(︀
𝑁−1 ln𝑁

)︀
. Эта работа стимулировала Н. М. Коробова на создание метода

оптимальных коэффициентов (подробнее об этом в пятом разделе).
В. С. Рябенький — ученик И. Г. Петровского, родился 20 марта 1923 года, главный на-

учный сотрудник ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, был личным другом Н. М. Коробова до
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конца его дней. В теоретико-числовом методе в приближённом анализе он открыл два новых
направления исследования: интерполяция функций многих переменных с помощью теоретико-
числовых сеток [157, 159] и решение дифференциальных уравнений с частными производными
с помощью теоретико-числовых сеток [158].

В. М. Солодов — ученик Н. М. Коробова, к.ф.-м.н., д.т.н., научный руководитель К. К. Фро-
лова — занимался вопросами расширения области применения теоретико-числового метода
вычисления кратных интегралов [181, 182, 183, 184].

И. Ф. Шарыгин (13.02.1937–12.03.2004) — ученик Н. С. Бахвалова — занимался вопросами
периодизации задач интегрирования [196] и оценками снизу величины погрешности прибли-
женного интегрирования [197, 198]. Обе его оценки снизу относятся к числу неулучшаемых.

Ю. Н. Шахов — ученик Н. М. Коробова — занимался применением теоретико-числовых
сеток к интегральным уравнениям и другим вычислительным задачам [199]–[206].

4. Основные направления исследований по теоретико-числовому
методу в приближенном анализе

Первый этап истории развития теоретико-числового метода в приближенном анализе есте-
ственно отсчитывать от 1957 года, когда вышла первая работа Н. М. Коробова [117], до 1963
года, когда вышла его монография [127].

Можно констатировать, что уже на этом первом этапе определились следующие четыре
основных направления исследований:

� Построение многомерных теоретико-числовых квадратурных формул для периодиче-
ских функций и методы периодизации задач численного интегрирования (см. [4] — [13],
[15], [17], [19], [20], [35], [40], [66], [81], [100], [104], [117] — [127], [139], [181], [190], [234],
[238]).

� Построение многомерных интерполяционных формул периодических функций (см. [157],
[159], [123], [137], [127] стр. 168 — 185, [174] — [176], [223] стр. 183 — 203).

� Построение теоретико-числовых методов решения интегральных уравнений (см. [119],
[123], [199] — [202], [127] стр. 190 — 213, [223] стр. 204 — 217).

� Построение теоретико-числовых методов решения некоторых классов уравнений в част-
ных производных (см. [158], [127] стр. 185 — 190, [223] стр. 217 — 222).

Кроме этого к этим четырем направлениям следует отнести и пятое —

� Построение различных многомерных теоретико-числовых сеток и оценка их отклонения.

Как уже отмечалось выше, теория равномерного распределения по модулю 1 является
идейной основой теоретико-числового метода в приближенном анализе. В теории равномер-
ного распределения после введения ван дер Корпутом [214] понятия отклонения наряду с
качественными аспектами, когда устанавливается только факт равномерного распределения,
стали играть центральную роль количественные аспекты, когда необходимо оценить величину
отклонения равномерно распределенной последовательности. Его гипотезу о неограниченно-
сти величины отклонения первая решила Ардене-Эренфест [207].

В 1954 году вышла знаменитая работа К. Рота [229], в которой было введено понятие
квадратичного отклонения для произвольной сетки 𝑀 в 𝑠-мерном кубе. Он показал, что для
квадратичного отклонения любой сетки 𝑀 справедлива оценка снизу

𝐷2(𝑀) >> ln𝑠−1 |𝑀 |.
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Вопрос о точности этой оценки удалось решить К. Роту [230] только через 26 лет в 1980 году.
Эта тематика выросла в целое направление — теория нерегулярности распределения (см.

[18], [21] — [28], [32] — [35], [38], [52], [53], [62] — [64], [70] — [72], [83] — [85], [97], [113], [142],
[161] — [167], [192], [211] — [217], [226] — [232]).

Важность этих исследований обусловлена тем фактом, что через каждый вид отклонения
выражается норма линейного функционала погрешности приближенного интегрирования по
соответствующей квадратурной формуле на подходящем классе функций (подробнее см. [74],
[75]).

В рамках теоретико-числового метода в приближенном анализе выделились два важных
направления:

� свойства оптимальных коэффициентов и алгоритмы вычисления оптимальных коэффи-
циентов (см. [9], [11], [12], [29] — [31], [55], [94], [98], [99], [122], [129], [160], [186], [225]),

� теория гиперболической дзета-функции решёток (см. [56] — [58], [65], [82], [86], [103], [108],
[109], [148] — [150], [156], [191], [68], [73] — [75]).

К ним примыкают ещё три направления, которые пока далеки от завершения:

� алгоритмы вычисления различных характеристик параллелепипедальных сеток (см. [95],
[96]),

� определение количества точек решетки в гиперболическом кресте (см. [54], [107], [111],
[153] — [155]),

� суммы дробных долей и их приложения (см. [50] — [53], [151]).

В последние годы своей жизни Н. М. Коробов особое внимание уделял новому направлению
исследований:

� специальные полиномы и их приложения к приближенному анализу (см. [131], [135],
[138], [187], [188]).

Наконец, отметим ряд отдельных работ, которые либо тесно связаны с теоретико-числовым
методом в приближенном анализе, либо используются в этих исследованиях [16], [101], [102],
[136], [209].

5. Метод оптимальных коэффициентов

Как рассказывал в феврале 1983 года сам Н. М. Коробов одному из авторов данной рабо-
ты, метод оптимальных коэффициентов появился в результате поиска рационального вариан-
та теоремы И. И. Пятецкого-Шапиро, в которой доказывалось существование действительных
чисел 𝜃1, . . . , 𝜃𝑠, притом для каждой периодической функции и для каждого количества узлов
𝑁 квадратурной формулы, вообще говоря, своих значений 𝜃1, . . . , 𝜃𝑠 таких, что квадратурная
формула с узлами ({𝑘𝜃1} , . . . , {𝑘𝜃𝑠}) (𝑘 = 1, . . . , 𝑁) имеет порядок погрешности приближен-
ного интегрирования 𝑂

(︀
𝑁−1 ln𝑁

)︀
(см. [127], стр. 85 — 87).

Позднее этот результат И. И. Пятецкого-Шапиро был уточнен. Были указаны арифмети-
ческие свойства этих действительных чисел такие, что более точная оценка 𝑂

(︀
𝑁−1

)︀
спра-

ведлива для любой функции на классе 𝐸𝛼
𝑠 (𝛼 > 1) гладких периодических функций и для

любого количества узлов (см. [127], стр. 89 — 95). Но и этот важный теоретический результат
имел существенный недостаток для вычислительной практики, так как относился к числу тео-
рем существования, и он не давал алгоритма вычисления конкретных чисел 𝜃1, . . . , 𝜃𝑠, кроме
случая 𝑠 = 2.
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Здесь мы видим ещё один методологический пример организации математических иссле-
дований. Получен важный теоретический результат о существовании нового математического
объекта, но потребности практики требуют нахождения способов эффективого вычисления
этого объекта. Так появляются алгоритмические проблемы теоретико-числового метода при-
ближенного анализа. Надо подчеркнуть, что с самого начала проблема, стоящая перед иссле-
дователями, была алгоритмическая. Необходимо было найти эффективные методы численного
решения сложных многомерных задач, доведя их до конкретных вычислительных программ,
реализованных на компьютерах.

Первые результаты по применению теоретико-числовых сеток для вычисления интегралов
произвольной кратности были получены в работе [117] для периодических функций, разлага-
ющихся в абсолютно сходящийся ряд Фурье.

В связи с изучением погрешности приближенного интегрирования для квадратурных фор-
мул с параллелепипедальными сетками на классе периодических функций с быстро убываю-
щими коэффициентами Фурье, в работе Н. М. Коробова [118] впервые встречается частный
случай гиперболической дзета-функции решетки. Гиперболическая дзета-функция встречает-
ся в работах многих исследователей в связи с оценкой погрешности многомерных квадратур-
ных формул с параллелепипедальными сетками на классе гладких периодических функций.
В частности, Н. С. Бахвалов доказал общую оценку сверху величины гиперболической дзета-
функции через гиперболический параметр решетки, а Н. М. Коробов получил оценку снизу
через детерминант решетки. Были построены алгоритмы нахождения оптимальных коэффи-
циентов с малой величиной гиперболической дзета-функции решетки.

В общем виде гиперболическая дзета-функция решеток встречается в работах К. К. Фро-
лова [189], [191]. Рассмотрев алгебраическую решетку, образованную целыми алгебраически-
ми числами чисто вещественного алгебраического поля степени, равной размерности области
интегрирования, К. К. Фролов показал, что для таких решеток оценки сверху и снизу для
величины гиперболической дзета-функции совпадают по порядку. Отсюда и из результатов
И. Ф. Шарыгина [197] следует, что квадратурные формулы с узлами из взаимной решетки к
алгебраической решетке будут оптимальными по порядку убывания погрешности приближен-
ного интегрирования на классе гладких периодических функций.

Развитие метода К. К. Фролова содержится в работах В. А. Быковского [15], [17], [19] и ра-
ботах Н. М. Добровольского [64] — [69]. Дальнейший анализ продемонстрировал, что методы
Н. М. Коробова и К. К. Фролова являются двумя противоположными полюсами теории квад-
ратурных формул с обобщенными параллелепипедальными сетками и весовой функцией спе-
циального вида. При этом задача о вычислении погрешности приближенного интегрирования
по таким формулам один раз сводится к теоретико-числовой задаче об оценке гиперболической
дзета-функции соответствующей решетки, и не требуется каждый раз заново проводить оцен-
ку нормы линейного функционала погрешности приближенного интегрирования для каждого
нового типа обобщенной параллелепипедальной сетки.

Важной особенностью всех этих исследований является тот факт, что наряду с нахождени-
ем новых научных фактов происходил непрерывный процесс создания новых математических
объектов, которые до этого не рассматривались в других исследованиях. Формирование ново-
го языка — набора новых терминов и выделение новых направлений дальнейших исследований
— является другим метологическим примером научной действительности.

В 60-х годах XX столетия, отвечая на запросы вычислительной практики, появились и
другие подходы к построению многомерных квадратурных формул для различных классов
функций (см. [174] — [180], [218], [219]). В связи с этим приведем весьма характерное высказы-
вание академика С. Л. Соболева из [177] (с. 654): "Выбор пространства B, как это по большей
части бывает в теории вычислений, в какой-то степени произволен и зависит в практических
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случаях от интуиции и вкуса исследователя. К сожалению, этот выбор частично диктует-
ся желанием получить задачу, поддающуюся исследованию тем методом, который задуман
автором, ибо самая естественная постановка может оказаться слишком трудной".

В настоящее время мы наблюдаем интересное явление, связанное с перемещением иссле-
дований по теоретико-числовым методам в приближенном анализе из Москвы в провинцию.
Этот метод стал результатом работы семинара, организованного в МИАН им. В. А. Стеклова
в 1957 году, которым руководили Н. С. Бахвалов, Н. М. Коробов и Н. Н. Ченцов. Позднее
эти исследования сконцентрировались исключительно в МГУ в рамках семинара по триго-
нометрическим суммам и их приложениям под руководством Н. М. Коробова. В последнее
время работа этого семинара продолжается под руководством учеников Н. М. Коробова, но
его тематика сместилась в сторону тригонометрических сумм и геометрии чисел.

Непродолжительный период в стенах МИАН им. В. А. Стеклова под руководством
С. М. Воронина с конца 80-х годов до последних дней Сергея Михайловича функциониро-
вала группа, исследования которой по теоретико-числовым квадратурам были поддержаны
грантом РФФИ.

По разным оценкам сейчас в стране постоянно развитием данной теории занимается не бо-
лее пяти человек, около которых концентрируются на некоторое время аспиранты и студенты,
привлекаемые к этой тематике в той или иной мере. Хотя важность теории можно проиллю-
стрировать защитой по этой тематике за последние двадцать лет двух докторских [19], [73]
и более десяти кандидатских диссертаций [202], [191], [67], [24], [156], [116], [150], [152], [34],
[61], [42], [41], [147], [114], а также переизданием Н. М. Коробовым монографии [127], которое
поддержано грантом РФФИ.

Таким образом, можно констатировать, что теоретико-числовой метод относится к числу
актуальных направлений исследования, но в нашей стране его дальнейшая судьба неопреде-
ленная в силу малочисленности групп исследователей, занимающихся его развитием. В сле-
дующем разделе мы рассмотрим возможные пути решения этой проблемы, которыми может
воспользоваться второе поколение исследователей, принявших эстафету от основателей на-
правления.

6. ПОИВС для ТМК в приближенном анализе

В предыдущем разделе была кратко описана история возникновения и становления
теоретико-числового метода в приближенном анализе, которая насчитывает уже 60 лет. Даже
для специалиста в этой области ориентироваться во всем многообразии работ по этой теме
крайне сложно. Согласно библиографии, составленной А. В. Устиновым по просьбе Н. М. Ко-
робова для работы над вторым изданием его монографии, которая вышла в 2004 году, за
последние 10 лет XX столетия за рубежом вышло более 500 работ по вопросам численного
интегрирования.

В такой ситуации пользователю, например, специалисту по квантовой химии, в которой
необходимо рассчитывать многомерные интегралы взаимодействия (см. [141]), или физику,
занимающемуся физикой высоких энергий, для которой классы рассчитываемых интегралов
существенно другие, или геофизику, решающему задачу минимизации сложной функции ме-
тодом пвседослучайного поиска (см. [145], [146]), разобраться в этих методах практически
невозможно.

Либо он должен забросить свое основное дело и разбираться в геометрии чисел, в теории
чисто вещественных алгебраических расширений поля рациональных чисел, в распределении
дивизоров и других нетривиальных вопросах теории чисел, либо довериться представителям
чуждых для него научных направлений и принять их рецепты на веру, при условии, что они
ему встретились.
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Но и специалисту по этим методам разобраться во всех областях или в некоторых из них,
где могут найти применение результаты его работы, также очень сложно.

Отсюда напрашивается вывод, что необходимо создать проблемно- ориентированную ин-
формационную систему (ПОИС) по теоретико-числовым методам в приближенном анализе.

В приложениях теории многомерных квадратурных формул особенную роль играет вы-
числительный эксперимент. Дело в том, что результаты о величине погрешности этих формул
выражаются в терминах норм линейного функционала погрешности на некотором функцио-
нальном пространстве и нормы функции, определенной на нем. А, как правило, норма функ-
ции неизвестна и ее вычисление более сложная задача, чем вычисление интеграла. Таким
образом, мы сталкиваемся с той самой естественной постановкой задачи, о которой писал
академик С. Л. Соболев. Теория нам дает ориентиры, где надо искать удовлетворительное ре-
шение проблемы, а уже далее, на основании вычислительного эксперимента вырабатываются
рекомендации для конкретного класса задач в конкретной предметной области — какой метод
и с какими параметрами дает удовлетворительные, достоверные результаты.

Естественные науки сформулировали важнейший критерий научного метода — это воспро-
изводимость эксперимента. Любой пользователь программной реализации алгоритма должен
иметь объективные критерии проверки достоверности полученных результатов. Остановимся
на этом подробнее применительно к вопросу о вычислении многомерных интегралов.

Метод оптимальных коэффициентов Н. М. Коробова обладает очень важным свойством
ненасыщаемости алгоритма интегрирования (см. [3]), но это справедливо только для перио-
дических функций. Н. Н. Ченцов предложил делать предварительную периодизацию задачи.
Таким образом, мы получаем два параметра метода, количество точек сетки (узлов квад-
ратурной формулы) и метод периодизации, если он требуется. Можно использовать другие
методы численного интегрирования, которые приведены в библиографии. Вопрос об их объек-
тивном сравнении, насколько нам известно, комплексно не рассматривался. Вполне возможно,
что это цеховая тайна специалистов крупных академических вычислительных центров, но та-
кое положение тормозит развитие теории, хотя может быть имеет оправдание, исходящее из
каких-то высших интересов.

Есть еще одна немаловажная проблема. В работах представителей разных научных школ
используются разные обозначения и математический аппарат из далеких областей науки. По-
этому сопоставление их результатов, чем они себя, как правило, не утруждали, ложится на
плечи пользователей этих теорий. Мы сталкиваемся с проблемой омертвления научного до-
стояния. Это усугубляется тем, что телеграфный стиль научных публикаций, а, иногда, и
другие соображения, заставляли авторов пренебрегать, осознанно или неумышленно, важным
предостережением Дж. Литлвуда, что две пропущенные тривиальности могут в совокупности
образовать непреодолимое препятствие.

Информационные технологии и стремительно развивающиеся возможности памяти на ма-
шинных носителях снимают ограничения на объем излагаемого материала и дают принци-
пиальную возможность создавать полное и самодостаточное изложение любого материала.
Например, можно в полном объеме предоставлять результаты любого эксперимента, в том
числе и численного.

В последнее время идея практического создания информационных ресурсов по теории чи-
сел и теоретико-числовым методам в приближенном анализе обогатилась сотрудничеством со
студентами выпускного курса мех-мата ТулГУ, которые в рамках выполнения контрольно-
практических работ по дисциплине "История и методология прикладной математики и ин-
форматики" создали ряд сайтов о крупных отечественных ученых. В это же время в ТГ-
ПУ на кафедрах информатики и информационных технологий создается сайт по теоретико-
числовым методам в приближенном анализе, который размещен на факультетском сервере,
приобретенном для этих целей на средства гранта РФФИ по теоретико-числовым методам
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приближенного анализа.

Подводя итог обсуждения в данном разделе, мы можем констатировать ещё один важный
метологический аспект организации современных научных исследований — это необходимость
информационной поддержки, по-видимому, любого научного исследования. На первый взгляд
может показаться, что современные информационные ресурсы, широко представленные в Ин-
тернете, решают возникающие задачи, но более пристальный анализ показывает, что актуаль-
ным является создание всевозможных ПОИВС. Проблемно ориентированные информационно-
вычислительные системы могут являться эффективной современной иновационной формой
организации исследований, имеющей важные социальные аспекты.

7. Алгоритмы поиска оптимальных коэффициентов

Одной из центральных проблем метода оптимальных коэффициентов остается вопрос о по-
строении эффективных алгоритмов вычисления оптимальных коэффициентов. Все известные
алгоритмы вычисления оптимальных коэффициентов, кроме случая двумерных коэффициен-
тов, можно отнести к различным вариантам метода полного перебора дискретного аргумента
из некоторой области для поиска минимального значения специально построенной функции
или нескольких функций.

Суть одной группы этих алгоритмов состоит в следующем. Выбирается один из классов
𝐸𝛼

𝑠 и в нем граничная функция класса, то есть такая функция, для которой погрешность
приближенного интегрирования по квадратурной формуле с параллелепипедальной сеткой
максимальна, а значение интеграла известно. После этого методом перебора в некоторой об-
ласти коэффициентов находится набор, на котором эта величина минимальна. Такой набор и
берется в качестве набора оптимальных коэффициентов, если имеется соответствующая тео-
рема о существовании в заданной области оптимальных коэффициентов.

Поиск оптимальных коэффициентов существенно сокращается, если удается доказать, что
их можно вычислять последовательно. Имеется два варианта такого последовательного вы-
числения — покоординатное, когда постепенно увеличивается размерность набора, и модуль-
ное, когда поиск для составного модуля основан на результатах поиска наборов для модуля-
делителя этого составного модуля.

Суть других алгоритмов состоит в том, что на основании критериев оптимальности, напри-
мер основанных на теореме Гельфонда, строится функция, для которой минимальное значение
достигается на наборе оптимальных коэффициентов. Как показывают исследования, прово-
димые в рамках выполнения гранта РФФИ 05-01-00672, для широкого класса специальных
составных модулей удается получить алгоритмы вычисления оптимальных коэффициентов за
𝑂(𝑁) арифметических операций для произвольной размерности. Как подчеркивал Н. М. Ко-
робов в беседах на эту тему, такая трудоемкость вычисления оптимальных коэффициентов
соизмерима с трудоемкостью численного интегрирования по параллелепипедальным сеткам,
а значит, может считаться приемлемой.

8. Меры качества оптимальных коэффициентов

После достаточно длинного этапа исследований стало ясно, что необходимо рассмотрение
различных мер качества оптимальных коэффициентов и их интерпретации как нормы линей-
ного функционала погрешности приближенного интегрирования или приближенного сумми-
рования в подходящем функциональном пространстве.

В 1959 году Н.М.Коробов в работе "Вычисление кратных интегралов методом оптималь-
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ных коэффициентов" ввел сетки вида

𝑀 (⃗𝑎,𝑁) =

{︂
𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁

}︂
, (19)

где 𝑎⃗ = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 — целые числа, взаимно простые с 𝑁 . Такие сетки он назвал
параллелепипедальными. В этой работе [121] Н. М. Коробовым было введено понятие опти-
мальных коэффициентов и указано их значение для приближенного вычисления многомерных
интегралов произвольной кратности 𝑠 от периодических гладких функций.

Пусть целое 𝑁 > 1, 𝑁1 =

[︂
𝑁 − 1

2

]︂
, 𝑁2 =

[︂
𝑁

2

]︂
, 𝑎𝜈 = 𝑎𝜈(𝑁) – целые, взаимно простые с 𝑁

(𝜈 = 1, . . . , 𝑠) и символ Коробова 𝛿𝑁 (𝑏) задан равенствами

𝛿𝑁 (𝑏) =

{︂
0, если 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑁),
1, если 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑁).

(20)

Обозначим через 𝑆𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) сумму9

𝑆𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑁2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑁1

𝛿𝑁 (𝑧1𝑚1 + . . .+ 𝑧𝑠𝑚𝑠)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
, (21)

где 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 – произвольные целые, 𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного 𝑚.
Согласно определению, если существуют константы 𝛽 = 𝛽(𝑠) и 𝐵 = 𝐵(𝑠) такие, что

для некоторой бесконечной последовательности значений 𝑁 выполняется неравенство

𝑆𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝐵
ln𝛽 𝑁

𝑁
, (22)

то целые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 называются оптимальными коэффициентами индекса 𝛽 по модулю 𝑁 .
Величину 𝑆𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) называют основной мерой качества набора оптимальных коэффи-

циентов. Известно (см. [140] стр. 81), что для любых целых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 выполняется оценка

𝑆𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) > 𝐵0
ln𝑠𝑁

𝑁
, (23)

с некоторой константой 𝐵0.
Отметим, что основная мера качества является нормой линейного функционала прибли-

женного суммирования на классе 𝐸𝑠,𝑝 и, как показал И. Ф. Шарыгин [198], ни при каком
выборе сетки эту оценку улучшить нельзя.

Для 𝜎(𝑁) — среднего арифметического основной меры качества набора коэффициентов
по всем параллелепипедальным сеткам, заданного равенством

𝜎(𝑁) =
1

𝜙𝑠(𝑁)

𝑁−1∑︁
𝑎1,...,𝑎𝑠=1

(𝑎𝑣,𝑁)=1 (𝑣=1,...,𝑠)

𝑆𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), (24)

и для любого составного модуля 𝑁 справедливо асимптотическое равенство

𝜎(𝑁) =
2𝑠 ln𝑠𝑁

𝑁
+𝑂

(︂
ln𝑠−1𝑁

𝑁

)︂
. (25)

Доказательство этой асимптотической формулы достаточно сложно (см. [106], [36], [37]). Из
неё следует существование оптимальных коэффициентов для любого составного модуля 𝑁 .

9Здесь
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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Различные критерии оптимальных коэффициентов, на которых основаны алгоритмы их
вычисления, приведены в работах [122], [127] и [128]. В качестве критериев оптимальности
набора естественно рассматривать различные количественные меры качества. В качестве ме-
ры качества можно брать погрешность приближенного интегрирования или суммирования
граничной функции класса. Удается в явном виде в конечной форме найти граничные функ-
ции некоторых классов. Для этого требуется доказать ряд лемм о логарифмах произведения
синусов, которые позволяют просуммировать некоторый класс конечных сумм.

9. Теорема А. О. Гельфонда и оптимальные коэффициенты

Важную роль имеет применение теоремы А. О. Гельфонда о связи решетки Λ = Λ(𝑎1, . . . ,
. . . , 𝑎𝑠;𝑁) решений линейного сравнения и присоединенной решетки Λ(𝑝) решений системы
линейных сравнений к вопросу о построении набора оптимальных коэффициентов паралле-
лепипедальной сетки для любого составного модуля 𝑁 .

В 1982 году Н. М. Коробов в работе [129] построил наиболее быстрый из известных ал-
горитм вычисления оптимальных коэффициентов по модулю, равному степени двойки (см.
[12] с обобщением алгоритма Коробова). Этот алгоритм был основан на теореме А. О. Гель-
фонда, связывающей между собой величины гиперболического параметра 𝑞(Λ) решетки
Λ = Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠;𝑁) решений линейного сравнения

𝑚+ 𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁) (26)

и аналогичного параметра 𝑄(Λ) присоединенной решетки Λ(𝑝) решений системы линейных
сравнений ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑘1 ≡ 𝑎1𝑘
. . . . . . . . .

𝑘𝑠 ≡ 𝑎𝑠𝑘
(mod 𝑁). (27)

Согласно теореме А. О. Гельфонда (см. [128], [130], [80], [140]) для величин

𝑞(Λ) = min
𝑚⃗∈Λ∖ {0⃗}

𝑚𝑚1 . . .𝑚𝑠, 𝑄(Λ) = min
𝑘⃗∈Λ(𝑝),

𝑘 ̸≡0 (mod 𝑁)

|𝑘||𝑘1| . . . |𝑘𝑠| (28)

справедливы неравенства

𝑄(Λ) > 𝐶1(𝑠)𝑞(Λ)
𝑠, 𝑞(Λ) > 𝐶1(𝑠)

𝑄(Λ)𝑠

𝑁 𝑠2−1
,

𝐶1 = min

(︂
1

(2𝑠+ 3)𝑠+1
,
1

52𝑠

)︂
. (29)

Будем как обычно через ‖𝑥‖ = min({𝑥}, 1 − {𝑥}) обозначать расстояние до ближайщего
целого.

Обозначим через 𝑆*
𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) сумму

𝑆*
𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑁2∑︁
𝑘=1

1

𝑘
⃦⃦⃦
𝑧1𝑘
𝑁

⃦⃦⃦
. . .
⃦⃦
𝑧𝑠𝑘
𝑁

⃦⃦ , (30)

где 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 – произвольные целые. Величину функции 𝑆*
𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) будем называть при-

соединенной мерой качества.
Л. П. Бочарова доказала ряд теорем (см. [9]):



40 С. С. ДЕМИДОВ, Е. А. МОРОЗОВА, В. Н. ЧУБАРИКОВ И ДР.

Теорема 3. Целые 1, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 — оптимальные коэффициенты по модулю 𝑁 тогда, и
только тогда, когда существуют константы 𝛽2 = 𝛽2(𝑠) и 𝐵2 = 𝐵2(𝑠) такие, что для неко-
торой бесконечной последовательности значений 𝑁 выполняется неравенство

𝑆*
𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) 6 𝐵2ln

𝛽2 𝑁.

Теорема 4. Для любого натурального 𝑁 > 2 существует набор оптимальных коэффи-
циентов 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 по модулю 𝑁 с

𝑆*(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 (2 ln𝑁 + 2(𝐶 − ln 2) + 3)𝑠 (ln𝑁 + 𝐶 − ln 2).

Таким образом, последняя теорема дает новое, достаточно простое доказательство суще-
ствования оптимальных коэффициентов по любому составному модулю, а следующая теорема
дает способ их вычисления.

Теорема 5. Для любого натурального 𝑁 > 2 определим последовательно целые числа
𝑎*1, . . . , 𝑎

*
𝑠 из условий

𝑆*(𝑎*1, . . . , 𝑎
*
𝑗 ) = min

16𝑎6𝑁−1,
(𝑎,𝑁)=1

𝑆*(𝑎*1, . . . , 𝑎
*
𝑗−1, 𝑎),

1 6 𝑎𝑗 6 𝑁 − 1, (𝑎𝑗 , 𝑁) = 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠),

тогда набор 1, 𝑎*1, . . . , 𝑎
*
𝑗 является набором оптимальных коэффициентов по модулю 𝑁 с

𝑆*(𝑎*1, . . . , 𝑎
*
𝑗 ) 6 (2 ln𝑁 + 2(𝐶 − ln 2) + 3)𝑗 (ln𝑁 + 𝐶 − ln 2)

при любом 𝑗 с 1 6 𝑗 6 𝑠.

10. Алгоритмы поиска для произвольного модуля

Л. П. Бочаровой удалось построить алгоритмы вычисления оптимальных коэффициентов
параллелепипедальных сеток и комбинированных сеток для произвольного 𝑁 (см. [11]).

Множество 𝑀𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) из 𝑁 точек 𝑀𝑘 =
(︁{︁

𝑎1𝑘
𝑁

}︁
, . . . ,

{︀
𝑎𝑠𝑘
𝑁

}︀)︁
(𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1),

как уже указывалось выше, называется параллелепипедальной сеткой и используется для
построения многомерных квадратурных формул вида:

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥⃗) 𝑑𝑥⃗ =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
−𝑅𝑁 [𝑓 ],

где 𝑅𝑁 [𝑓 ] – погрешность квадратурной формулы.
Рассмотрим две функции

𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

𝑁−1∑︁
𝑡=1

𝑠∏︁
𝜈=1

(︂
1− 2 ln

(︂
2 sin

(︂
𝜋

{︂
𝑎𝜈𝑡

𝑁

}︂)︂)︂)︂
,

𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =
𝑁−1∑︁
𝑡=1

𝑠∏︁
𝜈=1

(︂
ln𝑁 − 2 ln

(︂
2 sin

(︂
𝜋

{︂
𝑎𝜈𝑡

𝑁

}︂)︂)︂)︂
,

первая из которых называется логарифмической мерой качества, а вторая — усиленной лога-
рифмической мерой качества набора коэффициентов 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 по модулю 𝑁 .
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Если рассмотреть обобщенную логарифмическую меру качества с константой 𝐴 > 1, за-
данную равенством

𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

𝑁−1∑︁
𝑡=1

𝑠∏︁
𝜈=1

(︂
𝐴− 2 ln

(︂
2 sin

(︂
𝜋

{︂
𝑎𝜈𝑡

𝑁

}︂)︂)︂)︂
, (31)

то справедливы равенства

𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) = 𝑇𝑁,1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), 𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) = 𝑇𝑁, ln𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠).

Прежде всего заметим, что логарифмическая и усиленная логарифмическая меры качества
набора коэффициентов имеют простой смысл в терминах приближенных формул суммирова-
ния. Рассмотрим среднее-арифметическое значение по узлам равномерной сетки, лежащим в
открытом единичном 𝑠-мерном кубе (0; 1)𝑠, для функций

𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) =

𝑠∏︁
𝑗=1

(1− 2 ln(2 sin(𝜋𝑥𝑗)))

и

𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) =
𝑠∏︁

𝑗=1

(ln𝑁 − 2 ln(2 sin(𝜋𝑥𝑗))),

а именно,

𝜎1 =
1

(𝑁 − 1)𝑠

𝑁−1∑︁
𝑡1,..., 𝑡𝑠=1

𝑓1

(︂
𝑡1
𝑁
, . . . ,

𝑡𝑠
𝑁

)︂

и 𝜎2 =
1

(𝑁 − 1)𝑠

𝑁−1∑︁
𝑡1,..., 𝑡𝑠=1

𝑓2

(︂
𝑡1
𝑁
, . . . ,

𝑡𝑠
𝑁

)︂
.

Согласно лемме о произведении синусов (см. [127], стр. 115)

𝑁−1∏︁
𝑘=1

2 sin

(︂
𝜋𝑘

𝑁

)︂
= 𝑁, (32)

справедливы равенства

𝜎1 =

(︂
1− 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

= 1−𝑂
(︂
ln𝑁

𝑁

)︂
и

𝜎2 =

(︂
ln𝑁 − 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

= ln𝑠𝑁 −𝑂
(︂
ln𝑠𝑁

𝑁

)︂
.

Если рассмотреть формулу приближенного суммирования с параллелепипедальной сеткой
без нулевой точки

1

(𝑁 − 1)𝑠

𝑁−1∑︁
𝑡1,..., 𝑡𝑠=1

𝑓

(︂
𝑡1
𝑁
, . . . ,

𝑡𝑠
𝑁

)︂
=

=
1

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑡=1

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑡

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑡

𝑁

}︂)︂
−𝑅[𝑓 ],
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то при 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) получим

𝑅[𝑓1] =
𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)

𝑁 − 1
−
(︂
1− 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

=

=
𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)−𝑁

𝑁 − 1
+𝑂

(︂
ln𝑁

𝑁

)︂
,

а при 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) находим

𝑅[𝑓2] =
𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)

𝑁 − 1
−
(︂
ln𝑁 − 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

=

=
𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)−𝑁 ln𝑠𝑁

𝑁 − 1
+𝑂

(︂
ln𝑠𝑁

𝑁

)︂
.

Ясно, что эти формулы являются частным случаем связи погрешности приближенного
суммирования с обобщенной логарифмической мерой качества с константой 𝐴. Если рассмот-
рим среднее-арифметическое значение по узлам равномерной сетки, лежащим в открытом
единичном 𝑠-мерном кубе (0; 1)𝑠, для функции

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠;𝐴) =

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝐴− 2 ln(2 sin(𝜋𝑥𝑗)))

а именно,

𝜎(𝐴) =
1

(𝑁 − 1)𝑠

𝑁−1∑︁
𝑡1,..., 𝑡𝑠=1

𝑓

(︂
𝑡1
𝑁
, . . . ,

𝑡𝑠
𝑁

;𝐴

)︂
,

то при 𝐴 > 1

𝜎(𝐴) =

(︂
𝐴− 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

= 𝐴𝑠 −𝑂
(︂
𝐴𝑠−1 ln𝑁

𝑁

)︂
.

Поэтому, если рассмотреть формулу приближенного суммирования с параллелепипедальной
сеткой без нулевой точки

1

(𝑁 − 1)𝑠

𝑁−1∑︁
𝑡1,..., 𝑡𝑠=1

𝑓

(︂
𝑡1
𝑁
, . . . ,

𝑡𝑠
𝑁

;𝐴

)︂
=

=
1

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑡=1

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑡

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑡

𝑁

}︂
;𝐴

)︂
−𝑅[𝑓(𝑥⃗;𝐴)],

то получим

𝑅[𝑓(𝑥⃗;𝐴)] =
𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)

𝑁 − 1
−
(︂
𝐴− 2 ln𝑁

𝑁 − 1

)︂𝑠

=

=
𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)−𝐴𝑠𝑁

𝑁 − 1
+𝑂

(︂
𝐴𝑠−1 ln𝑁 +𝐴𝑠

𝑁

)︂
.

В работе [127] (см. стр. 117) показано, что необходимым и достаточным условием того, что-
бы целые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 были оптимальными коэффициентами, является существование констант
𝛽1 = 𝛽1(𝑠) и 𝑐1 = 𝑐1(𝑠) таких, чтобы для логарифмической меры качества оценка

𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝑁 + 𝑐1 ln

𝛽1 𝑁
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выполнялась для бесконечной последовательности целых 𝑁 .
Аналогичный результат для 𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) — усиленной логарифмической меры качества

доказан в работе [99].
Критерий оптимальности. Необходимым и достаточным условием того, чтобы це-

лые 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 были оптимальными коэффициентами, является существование констант
𝛽2 = 𝛽2(𝑠) и 𝑐2 = 𝑐2(𝑠) таких, чтобы оценка

𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝑁 ln𝑠𝑁 + 𝑐2 ln
𝛽2 𝑁 (33)

выполнялась для бесконечной последовательности целых 𝑁 .
При этом, если выполнена оценка (33), то каждый набор коэффициентов 𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗𝑡

(1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑡 6 𝑠), 𝑡 > 2 будет оптимальным с индексом 𝑚𝑎𝑥(𝑡+ 𝛽2 − 𝑠, 𝑡).
Важную роль в методе оптимальных коэффициентов играют среднее арифметическое ло-

гарифмической меры качества и среднее арифметическое усиленной логарифмической меры
качества по всем параллелепипедальным сеткам:

𝑇 *
𝑁 =

1

𝜙𝑠(𝑁)

∑︁
16𝑎𝑗6𝑁−1, (𝑎𝑗,𝑁)=1

(𝑗=1,...,𝑠)

𝑇 *
𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠),

𝑇𝑁 =
1

𝜙𝑠(𝑁)

∑︁
16𝑎𝑗6𝑁−1, (𝑎𝑗,𝑁)=1

(𝑗=1,...,𝑠)

𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠). (34)

Если рассмотреть среднее арифметическое обобщенной логарифмической меры качества с
константой 𝐴 по всем параллелепипедальным сеткам

𝑇𝑁,𝐴 =
1

𝜙𝑠(𝑁)

∑︁
16𝑎𝑗6𝑁−1, (𝑎𝑗,𝑁)=1

(𝑗=1,...,𝑠)

𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), (35)

то
𝑇 *
𝑁 = 𝑇𝑁,1, 𝑇𝑁 = 𝑇𝑁, ln𝑁 .

Как показал Н. М. Коробов ([127], стр. 122), при простом 𝑁 = 𝑝 справедливо равенство

𝑇 *
𝑝 = (𝑝− 1)

(︂
1− 2 ln 𝑝

𝑝− 1

)︂𝑠

.

Аналогичное равенство справедливо для усиленной логаримической меры качества

𝑇𝑝 = (𝑝− 1)

(︂
ln 𝑝− 2 ln 𝑝

𝑝− 1

)︂𝑠

(36)

и для обобщенной логаримической меры качества с константой 𝐴

𝑇𝑝,𝐴 = (𝑝− 1)

(︂
𝐴− 2 ln 𝑝

𝑝− 1

)︂𝑠

. (37)

Каждое из этих равенств позволяет утверждать, что в основном все параллелепипедальные
сетки по простому модулю являются оптимальными.

Заметим, что в работе [99] для простого 𝑝 и 𝑁 = 𝑝ℎ доказана более общая формула

𝑇𝑝ℎ = (𝑝ℎ − 1) ln𝑠 𝑝ℎ +

ℎ∑︁
𝜆=1

𝜙
(︁
𝑝𝜆
)︁(︂(︂

ln 𝑝ℎ − 2 ln 𝑝

𝜙 (𝑝𝜆)

)︂𝑠

− ln𝑠 𝑝ℎ
)︂
. (38)
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Удается доказать обобщенный критерий оптимальности набора коэффициентов по произ-
вольному модулю 𝑁 , выраженный в терминах величины обобщенной логарифмической меры
качества 𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), и вычисляется среднее 𝑇𝑁,𝐴.

Далее, центральное место в теории занимает алгоритм поиска значений 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 из при-
веденной системы вычетов по произвольному модулю 𝑁 , таких что для обобщенной логариф-
мической меры качества 𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) выполнено неравенство

𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝑇𝑁,𝐴. (39)

В частности, при 𝐴 = ln𝑁 получаем неравенство

𝑇𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) 6 𝑁 ln𝑠𝑁. (40)

Значение именно таких наборов оптимальных коэффициентов для комбинированных сеток
(см. [133])

𝑀(𝑘, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠) =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁
+
𝑘1
𝑀

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁
+
𝑘1
𝑀

}︂)︂
(𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1; 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠 = 0, 1, . . . ,𝑀 − 1),

где 𝑀 — произвольное натуральное, взаимно простое с 𝑁 , определяется следующим резуль-
татом из работы [99].

Если оптимальные коэффициенты 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 удовлетворяют условию (40), 𝑀 << ln(𝑁)
и 𝑓 ∈ 𝐸𝛼

𝑠 (𝐶), то для погрешности 𝑅𝑁𝑀𝑠 [𝑓 ] квадратурной формулы

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥⃗) 𝑑𝑥⃗ =

=
1

𝑁𝑀 𝑠

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑀−1∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑠=0

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁
+
𝑘1
𝑀

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁
+
𝑘𝑠
𝑀

}︂)︂
−𝑅𝑁𝑀𝑠 [𝑓 ],

выполняется оценка

|𝑅𝑁𝑀𝑠 [𝑓 ]| << ln𝛼𝑠𝑁

(𝑁𝑀 𝑠)𝛼
.

Все известные алгоритмы вычисления оптимальных коэффициентов, кроме случая 𝑠 = 2,
можно отнести к различным вариантам метода полного перебора дискретного аргумента из
некоторой области для поиска минимального значения специально построенной функции или
нескольких функций. К такому же типу относится и предлагаемый ниже алгоритм. Так как
для простых модулей 𝑁 алгоритм Коробова из [127] (см. стр. 120 — 123) совпадает с нашим,
а для модуля 𝑁 , равного степени простого 𝑝, обобщение алгоритма Коробова содержится
в работе [99], то далее будет предполагаться модуль 𝑁 , имеющий хотя бы два различных
простых делителей, то есть 𝑣(𝑁) > 1. Для краткости далее везде 𝑛 = 𝑣(𝑁) > 2.

Напомним определение произведения двух сеток 𝑀1 и 𝑀2. Как известно (см. [59]),

𝑀1 ·𝑀2 = { 𝑧⃗ = {𝑥⃗+ 𝑦⃗}| 𝑥⃗ ∈𝑀1, 𝑦⃗ ∈𝑀2} ,

где для любого вектора {𝑥⃗} = ({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).
Для нахождения оптимальных значений 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 переменных 𝑋1, . . . , 𝑋𝑠, пробе-

гающих наименьшую приведенную систему вычетов по модулю 𝑁 = 𝑃1 · . . . · 𝑃𝑛, где
𝑃𝜈 = 𝑝𝛼𝜈

𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛) и 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 — различные простые в каноническом разложении числа
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𝑁 , переходим к рассмотрению параллелепипедальной сетки по модулю 𝑁 как произведения
параллелепипедальных сеток по модулям 𝑃1,. . . ,𝑃𝑛:

𝑀𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =
𝑛∏︁

𝜈=1

𝑀𝑃𝜈 (𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈),

где 𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈 из приведенной системы вычетов по модулю 𝑃𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑛). Такое представ-
ление параллелепипедальной сетки по модулю 𝑁 как произведения параллелепипедальных
сеток по модулям 𝑃1,. . . ,𝑃𝑛 приводит к поиску 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 в виде

𝑎𝑗 = 𝑁

{︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑎𝑗𝜈
𝑃𝜈

}︃
(1 6 𝑗 6 𝑠),

а сама параллелепипедальная сетка𝑀𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) допускает более удобную для дальнейшего
кратную параметризацию точек

𝑀𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

=

{︃
𝑀(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)=

(︃{︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑎1𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃
, . . . ,

{︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑎𝑠𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 0 6 𝑡𝜈 6 𝑃𝜈 − 1

𝜈 = 1, . . . , 𝑛

}︃
.

Многие дальнейшие выкладки будут иметь геометрическую интерпретацию, если рассмот-
реть следующие произведения параллелепипедальных сеток:

𝑀 (𝜆) =

𝜆∏︁
𝜈=1

𝑀𝑃𝜈 (𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈) =

=

{︃
𝑀(𝑡1, . . . , 𝑡𝜆)=

(︃{︃
𝜆∑︁

𝜈=1

𝑎1𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃
,. . .,

{︃
𝜆∑︁

𝜈=1

𝑎𝑠𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃)︃
⃒0 6 𝑡𝜈 6 𝑃𝜈 − 1

𝜈 = 1, . . . , 𝜆

}︃
,

𝑀 (𝜆)* =
𝑛∏︁

𝜈=𝜆+1

𝑀𝑃𝜈 (𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈) =

=

{︃
𝑀(𝑡𝜆+1, . . . ,𝑡𝑛)=

(︃{︃
𝑛∑︁

𝜈=𝜆+1

𝑎1𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃
,. . .,

{︃
𝑛∑︁

𝜈=𝜆+1

𝑎𝑠𝜈𝑡𝜈
𝑃𝜈

}︃)︃
⃒ 0 6 𝑡𝜈 6 𝑃𝜈−1
𝜈 = 𝜆+1, . . . , 𝑛

}︃
,

𝑀𝑁 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =𝑀 (𝜆) ·𝑀 (𝜆)* (0 6 𝜆 6 𝑛). (41)

Здесь удобно считать, что 𝑀 (0) =𝑀 (𝑛)* = {⃗0}, кроме того полагаем 𝑝0 = 1.
Такой подход приводит сначала к переходу к переменным 𝑍𝑗𝜈 , пробегающим приведенные

системы вычетов, соответственно, по модулю 𝑃𝜈 , c помощью формулы

𝑋𝑗 = 𝑁

{︂
𝑍𝑗1

𝑃1
+ . . .+

𝑍𝑗𝑛

𝑃𝑛

}︂
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠).

Затем рассмотрим каждую из параллелепипедальных сеток 𝑀𝑃𝜈 (𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈) по модулю
𝑃𝜈 как произведение неполных параллелепипедальных сеток:

𝑀𝑃𝜈 (𝑎1𝜈 , . . . , 𝑎𝑠𝜈) =

𝛼𝜈−1∏︁
𝜆=0

𝑀*
𝑝𝜆+1
𝜈

⎛⎝ 𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎1𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈 , . . . ,

𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎𝑠𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈

⎞⎠ ,
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где неполная параллелепипедальная сетка

𝑀*
𝑝𝜆+1
𝜈

⎛⎝ 𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎1𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈 , . . . ,

𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎𝑠𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈

⎞⎠
из 𝑝𝜈 точек имеет вид:

𝑀*
𝑝𝜆+1
𝜈

⎛⎝ 𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎1𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈 , . . . ,

𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎𝑠𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈

⎞⎠ =

=

⎧⎨⎩𝑀𝜆(𝑡𝜈,𝜆) =

⎛⎝⎧⎨⎩ 𝑡𝜈,𝜆

𝑝𝜆+1
𝜈

𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎1𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈

⎫⎬⎭ , . . . ,

. . . ,

⎧⎨⎩ 𝑡𝜈,𝜆

𝑝𝜆+1
𝜈

𝜆∑︁
𝜇=0

𝑎𝑠𝜈𝜇𝑝
𝜇
𝜈

⎫⎬⎭
⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 0 6 𝑡𝜈,𝜆 6 𝑝𝜈−1

⎫⎬⎭ .

Таким образом приходим к 𝑝−ичным представлениям переменных 𝑍𝑗𝜈 :

𝑍𝑗𝜈 =

𝛼𝜈−1∑︁
𝜆=0

𝑧𝑗𝜈𝜆𝑝
𝜆
𝜈 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠 𝜈 = 1, . . . , 𝑛),

при этом величины 𝑧𝑗𝜈𝜆 при 1 6 𝜆 6 𝛼𝜈 − 1 пробегают полные системы вычетов по модулю
𝑝𝜈 , а величина 𝑧𝑗𝜈0 — только приведенную систему вычетов.

Следовательно, задача о нахождении оптимальных значений 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 из достаточно сло-
жной для программирования 𝑠−мерной области

1 6 𝑎𝑗 6 𝑁 − 1 (𝑎𝑗 , 𝑁) = 1 (1 6 𝑗 6 𝑠),

содержащей 𝜙𝑠(𝑁) точек, где 𝜙(𝑁) — функция Эйлера, сводится к задаче о нахождении зна-
чений

𝑎𝑗𝜈𝜆 (1 6 𝑗 6 𝑠, 1 6 𝜈 6 𝑛, 0 6 𝜆 6 𝛼𝜈 − 1)

из более простой 𝑠(𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛)−мерной области

0 6 𝑎𝑗𝜈𝜆 6 𝑝𝜈 − 1 (1 6 𝑗 6 𝑠, 1 6 𝜈 6 𝑛, 1 6 𝜆 6 𝛼𝜈 − 1),

1 6 𝑎𝑗𝜈0 6 𝑝𝜈 − 1 (1 6 𝑗 6 𝑠, 1 6 𝜈 6 𝑛),

в которой содержится то же самое количество точек.
Упорядочим множество индексов (𝑗 𝜈 𝜆) по правилу:
(𝑗1 𝜈1 𝜆1) < (𝑗 𝜈 𝜆), если выполнено одно из трех условий:⎧⎨⎩

𝑎) 𝜈1 < 𝜈;
𝑏) 𝜈1 = 𝜈, 𝜆1 < 𝜆;
𝑐) 𝜈1 = 𝜈, 𝜆1 = 𝜆, 𝑗1 < 𝑗.

Условия 𝑎), 𝑏), 𝑐) задают на множестве индексов линейный порядок, который с точностью
до перестановки индексов является лексикографическим. Минимальным элементом является
набор (1 1 0), максимальным — (𝑠 𝑛𝛼𝑛−1).

На линейно упорядоченном множестве индексов можно ввести две функции: (𝑗 𝜈 𝜆)′ —
следующий набор, (𝑗 𝜈 𝜆)* — предыдущий набор с помощью равенств
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(𝑗 𝜈 𝜆)′ =

⎧⎨⎩
(𝑗 + 1 𝜈 𝜆), если 𝑗 < 𝑠,
(1 𝜈 𝜆+ 1), если 𝑗 = 𝑠, 𝜆 < 𝛼𝜈 − 1,
(1 𝜈 + 1 0), если 𝑗 = 𝑠, 𝜆 = 𝛼𝜈 − 1, 𝜈 < 𝑛;

(𝑗 𝜈 𝜆)* =

⎧⎨⎩
(𝑗 − 1 𝜈 𝜆), если 𝑗 > 1,
(𝑠 𝜈 𝜆− 1), если 𝑗 = 1, 𝜆 > 0,
(𝑠 𝜈 − 1 𝛼𝜈−1 − 1), если 𝑗 = 1, 𝜆 = 0, 𝜈 > 1.

Для описания алгоритма вычисления 𝑎𝑗𝜈𝜆 нам необходимо построить систему функций

𝑇
(𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧), зависящих от параметров 𝑎𝑗1𝜈1𝜆1 со всеми наборами индексов (𝑗1 𝜈1 𝜆1) < (𝑗 𝜈 𝜆).

Удобно ввести ещё вспомогательные функции 𝑇 (0𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧) = 𝑇

(1𝜈𝜆)*

𝑁,𝐴 (𝑧).
Определим величины 𝜀𝜆 и множества 𝐵𝜈𝜆 равенствами

𝜀𝜆 =

{︂
1 при 𝜆 = 0,
0 при 𝜆 > 0,

𝐵𝜈𝜆 = {𝜀𝜆, . . . , 𝑝𝜈 − 1}.

Таким образом, множество 𝐵𝜈𝜆 — полная система вычетов по модулю 𝑝𝜈 при 𝜆 > 0 и приве-
денная при 𝜆 = 0.

Определение функций 𝑇 (𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧), заданной на конечном множестве 𝐵𝜈𝜆, проведем последо-

вательно, начиная с наибольшего набора индексов, следующим образом.

𝑇
(𝑠𝑛𝛼𝑛−1)
𝑁,𝐴 (𝑧)=𝑇𝑁,𝐴

(︃
𝑁

{︃
𝑛∑︁

𝜈=0

1

𝑃𝜈

𝛼𝜈−1∑︁
𝜆=0

𝑧1𝜈𝜆𝑝
𝜆
𝜈

}︃
, . . . ,𝑁

{︃
𝑛∑︁

𝜈=0

1

𝑃𝜈

𝛼𝜈−1∑︁
𝜆=0

𝑧𝑠𝜈𝜆𝑝
𝜆
𝜈

}︃)︃
,

где 𝑧 = 𝑧𝑠𝑛𝛼𝑛−1, а все остальные 𝑧𝑗𝜈𝜆 с меньшими наборами индексов являются параметрами.

Если функция 𝑇 (𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧) уже определена, то следующая функция 𝑇 (𝑗𝜈𝜆)*

𝑁,𝐴 (𝑧) от 𝑧 = 𝑧(𝑗𝜈𝜆)*
на конечном множестве 𝐵𝜈1𝜆1 , где (𝑗1𝜈1𝜆1) = (𝑗𝜈𝜆)*, задается равенством

𝑇
(𝑗𝜈𝜆)*

𝑁,𝐴 (𝑧) =
1

𝑝𝜈 − 𝜀𝜆

𝑝𝜈−1∑︁
𝑢=𝜀𝜆

𝑇
(𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑢).

Построение набора функций 𝑇 (𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧) для (110) 6 (𝑗 𝜈 𝜆) 6 (𝑠 𝑛𝛼𝑛−1) закончено.

Алгоритм вычисления величин 𝑎110, . . . .𝑎𝑠𝑛𝛼𝑛−1 проводится последовательно, исходя из
соотношений: {︃

1 6 𝑎110 6 𝑝1 − 1,

𝑇
(110)
𝑁,𝐴 (𝑎110) = min

16𝑧6𝑝1−1
𝑇
(110)
𝑁,𝐴 (𝑧), (42)

если 𝑎110, . . . .𝑎(𝑗𝜈𝜆)* уже определены, то 𝑎𝑗𝜈𝜆 находится из условий{︃
𝜀𝜆 6 𝑎𝑗𝜈𝜆 6 𝑝𝜈 − 1,

𝑇
(𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑎𝑗𝜈𝜆) = min

𝜀𝜆6𝑧6𝑝𝜈−1
𝑇
(𝑗𝜈𝜆)
𝑁,𝐴 (𝑧). (43)

Для всех функций 𝑇 (𝑗𝜈𝜆)
𝑁 (𝑧), выполнив необходимые суммирования в конечном виде, удается

получить явные формулы.
Центральным результатом здесь является следующая теорема:
Пусть 𝑎110, . . . , 𝑎𝑠𝑛𝛼𝑛−1 найдены по алгоритму, заданному формулами (42, 43). Обозначим

через 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 величины, заданные по формулам

𝑎𝑗 = 𝑁

{︃
1

𝑃1

𝛼1−1∑︁
𝜆=0

𝑎𝑗1𝜆𝑝
𝜆
1 + . . .+

1

𝑃𝑛

𝛼𝑛−1∑︁
𝜆=0

𝑎𝑗𝑛𝜆𝑝
𝜆
𝑛

}︃
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠). (44)
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Теорема 6. Величины 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 заданные формулами (42, 43, 44) являются оптималь-
ными коэффициентами по модулю 𝑁 индекса 𝑠 и для обобщенной логарифмической меры
качества с константой 𝐴 этого набора коэффициентов по модулю 𝑁 справедливо неравен-
ство

𝑇𝑁,𝐴(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠)6𝐴
𝑠 ·(𝑁−1)+

∑︁
𝑝|𝑁

𝜈𝑝∑︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑝

)︂
𝑝𝜈
(︂(︂
𝐴− 2𝑝 ln 𝑝

(𝑝−1)𝑝𝜈

)︂𝑠

−𝐴𝑠

)︂
.

11. Алгоритмы поиска для специальных модулей

Оказалось, что постулат Бертрана, доказанный П. Л. Чебышевым, играет важную роль
для построения быстрых алгоритмов вычисления оптимальных коэффициентов. Дается опре-
деление допустимой последовательности простых и специального модуля, для которых на ос-
нове общего алгоритма для 𝑁 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘, где 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 — допустимая последовательность
простых чисел, строится алгоритм вычисления за 𝑂(𝑁) арифметических операций значений
𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 из приведенной системы вычетов по модулю 𝑁 таких, что выполнено неравенство
(39).

Пусть 𝑝 — фиксированное нечетное простое число большее 3, например, любое нечетное
простое число большее 3 и не превосходящее 100. Будем говорить, что монотонно возрастаю-
щая последовательность 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 — допустимая последовательность простых чисел длины
𝑘 для простого 𝑝, если для этой последовательности простых чисел выполнены условия

𝑝1 = 𝑝,
6𝑝1 . . . 𝑝𝑗−1

6𝑗−1
< 𝑝𝑗 <

12𝑝1 . . . 𝑝𝑗−1

6𝑗−1
(2 6 𝑗 6 𝑘). (45)

Из постулата Бертрана легко следует, что для любого простого нечетного 𝑝 > 3 существует
допустимая последовательность простых чисел произвольной длины 𝑘.

Непосредственными вычислениями, используя таблицу простых, нетрудно проверить, что
для простого 𝑝 = 5 допустимой последовательностью простых длиной 6 будет последователь-
ность 5, 7, 11, 17, 53, 307, которая определяет модуль 𝑁 = 106493695.

Для заданного фиксированного простого 𝑝, вообще говоря, существует несколько допусти-
мых последовательностей простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 первого типа длины 𝑘. Среди них можно
выделить одну минимальную допустимую последовательность 𝑝

′
1, 𝑝

′
2, . . . , 𝑝

′
𝑘 и одну максималь-

ную 𝑝
′′
1 , 𝑝

′′
2 , . . . , 𝑝

′′
𝑘 , которые обладают свойством

𝑝
′
𝑗 < 𝑝𝑗 < 𝑝

′′
𝑗 (3 6 𝑗 6 𝑘) (46)

для любой допустимой последовательности 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 с одним и тем же 𝑝. Тем самым опре-
деляется минимальный модуль 𝑁

′
𝑝,𝑘 = 𝑝

′
1 · 𝑝

′
2 · . . . · 𝑝

′
𝑘 и максимальный 𝑁

′′
𝑝,𝑘 = 𝑝

′′
1 · 𝑝

′′
2 · . . . · 𝑝

′′
𝑘 .

Например, для 𝑝 = 5 минимальной допустимой последовательностью длины 6 бу-
дет последовательность 5, 11, 43, 919, а максимальной — 5, 7, 11, 19, 67, 751. Соответственно,
𝑁

′
5,6 = 5 · 7 · 11 · 13 · 23 · 89 = 10245235 и 𝑁

′′
5,6 = 5 · 7 · 11 · 19 · 67 · 751 = 368068855.

Будем предполагать, что заранее перед выполнением алгоритма затабулирована таблица
функции ln

(︀
2 sin

(︀
𝜋
{︀

𝑘
𝑁

}︀)︀)︀
для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, что потребует разового выполнения 𝐶 ·𝑁

машинных операций. Также будем предполагать, что имеется массив всех делителей числа
𝑁 = 𝑝1·. . .·𝑝𝑘, в котором 2𝑘 различных элементов, а также массивы значений функции Мёбиуса
и функции Эйлера для каждого из этих делителей. Вычисление этих массивов потребует не
более 𝑂(

√
𝑁) элементарных арифметических операций, а для хранения — не более 𝑂(

√
𝑁)

байтов объема оперативной памяти.
Таким образом, подготовительная часть нашего алгоритма имеет трудоемкость 𝑂(𝑁) эле-

ментарных арифметических операций, а для хранения вспомогательных таблиц необходимо
𝑂(𝑁) байтов объема оперативной памяти.
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Теорема 7. Пусть 𝐾*(𝑁) — количество элементарных операций, необходимых для вы-
числения величин 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 оптимальных коэффициентов по специальному модулю 𝑁 индек-
са 𝑠, тогда справедливо неравенство

𝐾*(𝑁)6 5𝑠2𝐶𝑁

(︂
7

2
· 𝑝+ 32

2

5

)︂
= 5 · 𝐶 · 𝑠2 ·𝑁 ·

(︂
7

10
· 𝑝+ 6

12

25

)︂
, (47)

где 𝐶 — максимальное количество элементарных операций для вычисления и использования

одного множителя вида 𝐴−2 ln
(︁
2 sin

(︁
𝜋
{︁

𝑧𝑗𝜈𝑡
𝑝𝜈

}︁)︁)︁
, а специальные модули 𝑁 принадлежат

показателю 0 с константой 7
10 · 𝑝+ 612

25 .

12. Гиперболическая дзета-функция решёток

Сейчас мы остановимся на нерешенных проблемах теории гиперболической дзета-функции
решёток, которая задаётся в правой полуплоскости 𝛼 > 1 дзета рядом10

𝜁(Λ|𝛼) =
∑︁′

𝑥⃗∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼. (48)

Очевидно, что при 𝑠 = 1 гиперболическая дзета-функции решётки выражается через дзета-
функцию Римана. В многомерном случае имеются свои существенно новые задачи, не имею-
щие аналогов в одномерном случае.

Впервые гиперболическая дзета-функция решёток возникла в работах Н. М. Коробова
[118], [121] и Н. С. Бахвалова [4] в 1959 году для решёток решений линейного сравнения с
несколькими переменными. В наиболее общем виде она появилась в работах К. К. Фролова
[189], [191]. Сам термин гиперболическая дзета-функция решёток появился только в 1984 году
в работе [65], в которой начато её изучение как самостоятельного объекта исследований.

В работе [76] были выделены следующие основные направления современных исследова-
ний:

1. Проблема правильного порядка убывания гиперболической дзета-функции при 𝛼→∞;

2. Проблема существования аналитического продолжения в левую полуплоскость 𝛼 = 𝜎+𝑖𝑡
(𝜎 6 1) гиперболической дзета-функции решётки 𝜁𝐻(Λ|𝛼);

3. Аналитическое продолжение для случая решёток С. М. Воронина Λ(𝐹, 𝑞);

4. Аналитическое продолжение для случая решётки совместных приближений;

5. Аналитическое продолжение для случая алгебраической решётки

Λ(𝑡, 𝐹 ) = 𝑡Λ(𝐹 );

6. Аналитическое продолжение для случая произвольной решётки Λ.;

7. Проблема поведения гиперболической дзета-функции решётки

𝜁𝐻(Λ|𝛼) в критической полосе;

8. Проблема значений тригонометрических сумм сеток.

Более подробно с состоянием теории гиперболической дзета-функции решёток можно позна-
комиться по работам [44, 45, 46, 65, 76, 86, 91, 92, 103, 109].

10Символ
∑︀′ означает, что из области суммирования исключается 𝑥⃗ = 0⃗, и для любого вещественного 𝑥

величина 𝑥 задается равенством 𝑥 = max(1, |𝑥|).
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13. Диофантовы проблемы теории алгебраических чисел

На первый взгляд, диофантовы проблемы теории алгебраических чисел далеки от теоре-
тико-числового метода в приближенном анализе, но это не так.

Во-первых, до сих пор ничего неизвестно про вещественные числа из теоремы Пятецкого-
Шапиро. Естественно возникает вопрос, если такие числа имеют ненулевую меру Лебега, то
входят ли в это множество алгебраические числа?

Как известно (см. [127], стр. 98), теореме Пятецкого-Шапиро удовлетворяют числа
𝜃1, . . . , 𝜃𝑠 такие, что для любых 𝑚1,. . . ,𝑚𝑠, не равных одновременно нулю, выполняется нера-
венство

‖𝜃1𝑚1 + . . .+ 𝜃𝑠𝑚𝑠‖ >
𝐶0

𝑚1 . . .𝑚𝑠 (ln(𝑚1 + 1) . . . ln(𝑚𝑠 + 1))𝛾
,

где константы 𝛾 > 0 и 𝐶0 > 0 не зависят от 𝑚1,. . . ,𝑚𝑠.
Ясно, что эти вопросы связаны со свойствами решётки совместных приближений Дирихле

Λ(𝜃1, . . . , 𝜃𝑠) = {(𝑞, 𝜃1𝑞 − 𝑝1, . . . , 𝜃𝑠𝑞 − 𝑝𝑠)|𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ∈ Z}

и взаимной решёткой

Λ*(𝜃1, . . . , 𝜃𝑠) = {(𝑞 + 𝜃1𝑝1 + . . .+ 𝜃𝑠𝑝𝑠,−𝑝1, . . . ,−𝑝𝑠)|𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ∈ Z} .

Поэтому, в частности, так важно изучить вопрос об аналитическом продолжении гиперболи-
ческой дзета-функции решётки совместных приближений Дирихле, которая, вообще говоря,
не является декартовой.

Во-вторых, как уже видно из предыдущего важным вопросом является приближение ал-
гебраических решёток целочисленными решётками. Таким образом, мы получаем новую по-
становку о совместных приближениях алгебраических чисел. Поэтому неслучайным является
возрождение в тульской школе теории чисел исследований, которые в 50-х — 60-х года вели
В. Д. Подсыпанин и М. Н. Добровольский (старший).

Остановимся кратко на основных постановках и результатах, которые представлены в ра-
ботах [77, 78, 88, 89, 90, 92, 93].

Прежде всего, заметим, что так как алгебраические решётки состоят из точек, координа-
ты которых образуют полные наборы алгебраических сопряженных чисел, то все постановки
задач, рассматриваемых в выше перечисленных работах рассматривались с точки зрения со-
вокупности алгебраически сопряженных чисел. На этом пути было сформулировано как по-
нятие приведенной алгебраической иррациональности чисто-вещественного алгебраического
поля произвольной степени 𝑠, так и понятие обобщенного числа Пизо. Именно, такой под-
ход позволил обнаружить фундаментальное свойство цепных дробей алгебраических ирраци-
ональностей:

Начиная с некоторого места все остаточные дроби чисто-вещественной алгебраической
иррациональности становятся приведенными алгебраическими иррациональностями, а для
произвольной алгебраической ираациональности — обобщенным числом Пизо.

Кроме этого, все алгебраически сопряженные числа к остаточной дроби 𝛼𝑚 концентри-
руются около рациональной дроби −𝑄𝑚−2

𝑄𝑚−1
.

Продолжая эти исследования в одной из последних работ дано определение

Определение 7. Приведенная алгебраическая иррациональность 𝑛-ой степени

𝛼 = 𝛼(1) ∈ F(1)
𝑛 называется приведенной алгебраической иррациональностью порядка 𝑚, ес-

ли найдется последовательность приведенных алгебраических иррациональностей 𝛽𝑚,. . . ,𝛽1
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такая, что

𝛽𝜈 = 𝑞𝜈 +
1

𝑞𝜈−1 +
1

. . . +
1

𝑞1 +
1

𝛼

(𝜈 = 1, . . . ,𝑚) (49)

и не существует приведённой алгебраической иррациональности 𝛽𝑚+1, для которой 𝛽𝑚 —
первая остаточная дробь.

Лемма 1. Если 𝛼 — приведённая алгебраическая иррациональность, то необходимым
и достаточным условием существования приведённой алгебраической иррациональности 𝛽,
для которой 𝛼 — первая остаточная дробь, является существование натурального 𝑞, для
которого выполнены условия

−1

𝑞
< 𝛼(𝜈) < − 1

𝑞 + 1
(2 6 𝜈 6 𝑛), (50)

тогда

𝛽 = 𝑞 +
1

𝛼
. (51)

Таким образом, если для приведенной алгебраической иррациональности 𝛼 не выполнено
условие леммы 1, то 𝛼 имеет порядок 0. Все приведенные квадратические иррациональности
имеют бесконечный порядок в силу периодичности цепной дроби.

Доказана теорема.

Теорема 8. При 𝑛 > 3 всякая приведённая алгебраическая иррациональность 𝛼 степени
𝑛 имеет конечный порядок 𝑚 > 0.

Другое направление исследований было посвящено построению современной алгебраиче-
ской теории полиномов Туэ. Суть этого построения состоит в следующем.

Определение 8. Упорядоченная пара многочленов с целыми коэффициентами

𝑇 = {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)}

называется парой Туэ. Многочлен 𝑃 (𝑡) называется числителем пары Туэ. Через 𝑚(𝑇 ) обо-
значается степень числителя. Многочлен 𝑄(𝑡) называется знаменателем пары Туэ. Через
𝑙(𝑇 ) обозначается степень знаменателя. Величина 𝑘(𝑇 ) = max(𝑚(𝑇 ), 𝑙(𝑇 )) называется сте-
пенью пары Туэ.

Ясно, что множество всех пар Туэ совпадает с Z[𝑡]2 = Z[𝑡]× Z[𝑡].

Определение 9. Модулем Туэ называется множество всех пар Туэ с естественной
операцией сложения, когда числитель суммы двух пар Туэ равен сумме числителей слагае-
мых, а знаменатель суммы — сумме знаменателей. Числитель произведения пары Туэ на
многочлен из Z[𝑡] равен произведению числителя пары на этот многочлен, а знаменатель
произведения — произведению знаменателя на тот же многочлен.

Определение 10. Пусть имеется 𝑘 пар Туэ 𝑇1 = {𝑃1(𝑡), 𝑄1(𝑡)}, . . . , 𝑇𝑘 = {𝑃𝑘(𝑡), 𝑄𝑘(𝑡)}.
Говорят, что они линейно зависимые, если существуют многочлены с целыми коэффициен-
тами 𝑐1(𝑡), . . . , 𝑐𝑘(𝑡), не все равные нулю и такие, что имеет место равенство

𝑐1(𝑡)𝑇1 + . . .+ 𝑐𝑘(𝑡)𝑇𝑘 = {0, 0}. (52)
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Замечание 1. Линейная зависимость пар, вообще говоря, не позволяет выразить одну
пару через другие, не выходя за пределы Z[𝑡]-модуля Z[𝑡]2 .

Замечание 2. Если среди 𝑘 пар хотя бы одна нулевая, то, очевидно, что они линейно
зависимы.

Теорема 9. Любые три пары Туэ линейно-зависимы.

Определение 11. Пусть 𝑓(𝑡) — унитарный, неприводимый многочлен с целыми коэффи-
циентами, а (𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑡)Z[𝑡] — главный идеал в Z[𝑡], порожденный многочленом 𝑓(𝑡). Пусть
𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) — произвольные многочлены из Z[𝑡]. Будем говорить, что пара Туэ 𝑇 = {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)}
удовлетворяет линейному определяющему соотношению, если 𝑎(𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑄(𝑡) ∈ (𝑓(𝑥)).
Подмодулем с одним определяющим соотношением назовем множество

𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡)) = {{𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)} | 𝑎(𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑄(𝑡) ∈ (𝑓(𝑥))}

— всех пар Туэ, удовлетворяющих этому линейному определяющему соотношению.

Если 𝑎(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓(𝑡)) и 𝑏(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓(𝑡)), то определяющему соотношению удовле-
творяют все пары Туэ, и этот тривиальный случай исключается из дальнейших рассмотрений.

Теорема 10. Существуют две линейно-независимые, примитивные пары Туэ 𝑇 , 𝑈 сте-
пени меньше 𝑛 из 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡)) такие, что любая пара Туэ 𝑉 из 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡)) одно-
значно представима в виде

𝑉 = 𝑐1(𝑡)𝑇 + 𝑐2(𝑡)𝑈, (53)

где 𝑐1(𝑡) и 𝑐2(𝑡) — многочлены с целыми коэффициентами.

Определение 12. Пусть 𝑓(𝑡) — унитарный, неприводимый многочлен с целыми ко-
эффициентами, а (𝑓𝑘(𝑡)) = 𝑓𝑘(𝑡)Z[𝑡] — главный идеал в Z[𝑡], порожденный 𝑘-ой степенью
многочлена 𝑓(𝑡). Пусть 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) — произвольные многочлены из Z[𝑡]. Будем говорить, что
пара Туэ 𝑇 = {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)} удовлетворяет линейному определяющему соотношению 𝑘-ого по-
рядка, если 𝑎(𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑄(𝑡) ∈ (𝑓𝑘(𝑥)). Подмодулем с одним определяющим соотношением
𝑘-ого порядка назовем множество 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓𝑘(𝑡)) всех пар Туэ, удовлетворяющих этому
линейному определяющему соотношению 𝑘-ого порядка.

Если 𝑎(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)) и 𝑏(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)), то определяющему соотношению 𝑘-ого
порядка удовлетворяют все пары Туэ, и этот тривиальный случай исключается из дальнейших
рассмотрений.

Пусть 𝑎(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)) и 𝑏(𝑡) ̸≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)), тогда на числитель пары не накладыва-
ется никаких ограничений, а знаменатель будет принадлежать главному идеалу (𝑓𝑘(𝑡)). Если
𝑎(𝑡) ̸≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)) и 𝑏(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓𝑘(𝑡)), то числитель и знаменатель пары Туэ меняются
ролями.

Поэтому все перечисленные тривиальные случаи исключаются, и дальше рассматриваем
только случай 𝑎(𝑡)𝑏(𝑡) ̸≡ 0 (mod 𝑓(𝑡)).

Теорема 11. Существуют две линейно-независимые, примитивные пары Туэ 𝑇𝑘, 𝑈𝑘

степени меньше 𝑛𝑘 из подмодуля с одним определяющим соотношением 𝑘-ого порядка
𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓𝑘(𝑡)) такие, что любая пара Туэ 𝑉 из 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓𝑘(𝑡)) однозначно предста-
вима в виде

𝑉 = 𝑐1(𝑡)𝑇𝑘 + 𝑐2(𝑡)𝑈𝑘, (54)

где 𝑐1(𝑡) и 𝑐2(𝑡) — многочлены с целыми коэффициентами.
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Определение 13. Пусть 𝑓(𝑡) — унитарный, неприводимый многочлен с целыми
коэффициентами, а (𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑡)Z[𝑡] — главный идеал в Z[𝑡], порожденный многочле-
ном 𝑓(𝑡). Пусть 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) — произвольные многочлены из Z[𝑡]. Будем говорить, что па-
ра Туэ 𝑇 = {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)} удовлетворяет 𝑘 линейным определяющим соотношениям, если
𝑎(𝑡)𝑃 (𝜈)(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑄(𝜈)(𝑡) ∈ (𝑓(𝑥)) для 𝜈 = 0, . . . , 𝑘 − 1. Подмодулем с 𝑘 определяющими со-
отношениями назовем множество

𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡), 𝑘) =
{︁
{𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)} | 𝑎(𝑡)𝑃 (𝜈)(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑄(𝜈)(𝑡) ∈ (𝑓(𝑥)) (𝜈 = 0, . . . , 𝑘 − 1)

}︁
— всех пар Туэ, удовлетворяющих этим линейным определяющим соотношениям.

Если 𝑎(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓(𝑡)) и 𝑏(𝑡) ≡ 0 (mod 𝑓(𝑡)), то определяющим соотношениям удовле-
творяют все пары Туэ, и этот тривиальный случай исключается из дальнейших рассмотрений.

Теорема 12. Существуют две линейно-независимые пары Туэ 𝑇 , 𝑈 степени меньше
𝑛𝑘 из 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡), 𝑘) такие, что любая пара Туэ 𝑉 из 𝑀(𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) | 𝑓(𝑡), 𝑘) однозначно
представима в виде

𝑉 = 𝑐1(𝑡)𝑇 + 𝑐2(𝑡)𝑈, (55)

где 𝑐1(𝑡) и 𝑐2(𝑡) — многочлены с целыми коэффициентами.

Определение 14. Пусть 𝑓(𝑥) — неприводимый многочлен 𝑛-ой степени с целыми ко-
эффициентами и старшим коэффициентом равным 1, 𝛼𝜈 — корень этого многочлена, а 𝑃 (𝑡)
и 𝑄(𝑡) — многочлены с целыми коэффициентами. Тогда 𝒯 (𝑡, 𝛼𝜈) = 𝑃 (𝑡)− 𝛼𝜈𝑄(𝑡) называется
полиномом Туэ для 𝛼𝜈 .

Таким образом, многочлены 𝑃 (𝑡) и 𝑄(𝑡) из Z[𝑡] , а полином Туэ 𝒯 (𝑡, 𝛼𝜈), вообще говоря,
из его расширения Z[𝛼𝜈 ][𝑡].

Другими словами можно сказать, что неприводимый многочлен 𝑓(𝑥) ∈ Z*[𝑥] задает отоб-
ражение Туэ из декартового квадрата Z[𝑡]2 в кольцо полиномов Z[𝛼𝜈 ][𝑡] (𝜈 = 1, . . . , 𝑛). Образом
произвольной пары многочленов 𝑃 (𝑡) и 𝑄(𝑡) с целыми коэффициентами и будет полином Туэ
𝒯 (𝑡, 𝛼𝜈).

Ясно, что полиномы Туэ 𝒯 (𝑡, 𝛼1), . . . , 𝒯 (𝑡, 𝛼𝜈), . . . , 𝒯 (𝑡, 𝛼𝑛) образуют полный набор сопря-
женных полиномов.

Определение 15. Порядком полинома Туэ называется наивысшая степень (𝑡 − 𝛼𝜈),
на которую этот полином делится. Полином Туэ 𝑗-го порядка обозначается через 𝒯𝑗(𝑡, 𝛼𝜈).
Полином 𝑅𝑗(𝑡, 𝛼𝜈), удовлетворяющий равенству 𝒯𝑗(𝑡, 𝛼𝜈) = (𝑡 − 𝛼𝜈)

𝑗𝑅𝑗(𝑡, 𝛼𝜈), называется
множителем Туэ порядка 𝑗 для 𝛼𝜈 , а упорядоченная пара многочленов 𝑇𝑗 = {𝑃𝑗(𝑡), 𝑄𝑗(𝑡)} —
парой Туэ порядка 𝑗. Многочлен 𝑃𝑗(𝑡) называется числителем пары Туэ. Через 𝑚𝑗 обозна-
чается степень числителя. Многочлен 𝑄𝑗(𝑡) называется знаменателем пары Туэ. Через 𝑙𝑗
обозначается степень знаменателя. Величина 𝑘𝑗 = max(𝑚𝑗 , 𝑙𝑗) называется степенью пары
Туэ.

Таким образом, для произвольной пары Туэ 𝑇 и соответствующего полинома Туэ 𝒯 (𝑡, 𝛼𝜈)
определены четыре функции:

� 𝑗(𝑇 ) — порядок пары Туэ.

� 𝑚(𝑇 ) — степень числителя пары.

� 𝑙(𝑇 ) — степень знаменателя пары.

� 𝑘(𝑇 ) — степень пары.
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Единственным полиномом Туэ бесконечного порядка является нулевой полином:

𝒯∞(𝑡, 𝛼𝜈) = 0 = (𝑡− 𝛼𝜈)
𝑗 · 0

для любого 𝑗 > 0, соответствующая пара Туэ будет обозначаться 𝑇∞ = {0, 0}. Примем есте-
ственное соглашение, что 𝑗({0, 0}) = 𝑚({0, 0}) = 𝑙({0, 0}) = 𝑘({0, 0}) =∞.

Отметим семь простейших свойств полиномов Туэ, которые сразу вытекают из определе-
ния полинома Туэ порядка 𝑗.

1. 𝑓 𝑗(𝑡) является полиномом Туэ порядка 𝑗.

2. Существуют полиномы Туэ любого порядка.

3. Произведение полиномов Туэ 𝑗-го порядка на многочлен с целыми коэффициентами есть
также полином Туэ порядка не ниже 𝑗.

4. Сумма двух полиномов Туэ является также полиномом Туэ и его порядок не ниже наи-
меньшего из порядков слагаемых.

5. Если 𝛼 — алгебраическое число степени не ниже второй и полином Туэ 𝒯𝑗(𝑡, 𝛼) = 𝑃𝑗(𝑡)−
−𝛼𝑄𝑗(𝑡) делится на многочлен 𝜙(𝑡) с целыми коэффициентами, то 𝑃𝑗(𝑡) и 𝑄𝑗(𝑡) делятся
на 𝜙(𝑡) и частное от деления 𝒯𝑗(𝑡, 𝛼) на 𝜙(𝑡) есть многочлен Туэ порядка не выше 𝑗.

6. Степень полинома Туэ 𝑗-го порядка не меньше 𝑗.

7. Полином Туэ имеет порядок не ниже 𝑗 тогда и только тогда, когда он сам и все его
производные до порядка 𝑗−1 включительно являются полиномами Туэ порядка не ниже
1.

Определение 16. Формой А. Туэ — М. Н. Добровольского — В. Д. Подсыпанина назы-
вается бинарная полиномиальная форма ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)), задаваемая равенством

ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑃
𝜈(𝑡)𝑄𝑛−𝜈(𝑡). (56)

Из определения видно, что ТДП-форма задает отображение из декартового квадрата Z[𝑡]2 в
кольцо многочленов Z[𝑡]. Нетрудно видеть, что степень образа равна 𝑛 · 𝑘, где 𝑘 — степень
пары {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)}.

С помощью ТДП-формы дается следующее определение.

Определение 17. Пусть 𝑓(𝑡) — унитарный, неприводимый многочлен с целыми коэф-
фициентами, а (𝑓𝑘(𝑡)) = 𝑓𝑘(𝑡)Z[𝑡] — главный идеал в Z[𝑡], порожденный 𝑘-ой степенью мно-
гочлена 𝑓(𝑡). Пусть ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) — соответствующая ТДП-форма. Будем говорить, что
пара Туэ 𝑇 = {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)} удовлетворяет полиномиальному определяющему соотношению 𝑘-
ого порядка, если ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) ∈ (𝑓𝑘(𝑥)). Подмодулем с одним определяющим полиномиаль-
ным соотношением 𝑘-ого порядка назовем множество 𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘(𝑡)) всех пар Туэ,
удовлетворяющих этому полиномиальному определяющему соотношению 𝑘-ого порядка.

Из определения непосредственно следует, что свободный модуль ранга 2

𝑓𝑘(𝑡)Z[𝑡]2 ⊂𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘(𝑡)).

В частности, линейно независимые пары 𝑇0 = {𝑓𝑘(𝑡), 0} и 𝑇1 = {0, 𝑓𝑘(𝑡)} принадлежат
𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘(𝑡)).



ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВОЙ МЕТОД В ПРИБЛИЖЕННОМ АНАЛИЗЕ 55

Очевидно, что справедливо включение

𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘+1(𝑡)) ⊂𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘(𝑡)) ⊂𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓(𝑡))

для любого унитарного, неприводимого многочлена 𝑓(𝑡) с целыми коэффициентами и любого
натурального 𝑘.

Теорема 13. Для любого унитарного, неприводимого многочлена 𝑓(𝑡) с целыми коэф-
фициентами множество 𝑀(ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) | 𝑓𝑘(𝑡)) всех пар Туэ, удовлетворяющих полиноми-
альному определяющему соотношению 𝑘-ого порядка ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) ∈ (𝑓𝑘(𝑥)), является сво-
бодным Z[𝑡]-модулем ранга 2.

Определение 18. Основными парами Туэ для порядка 𝑗 назовем две пары Туэ 𝑇𝑘,1 и
𝑇𝑚,2 порядка не ниже 𝑗, для которых любая пара Туэ 𝑇𝑙,3 порядка не ниже 𝑗 представляется
по формуле

𝑇𝑙,3 = 𝑐1(𝑡)𝑇𝑘,1 + 𝑐2(𝑡)𝑇𝑚,2, (57)

где 𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡) — многочлены с целыми коэффициентами. Соответствующие полиномы Туэ
будут называться основными для порядка 𝑗.

Из теоремы 13 (стр. 55) следует, что для любого порядка 𝑗 существуют основные пары Туэ
и соответствующие основные полиномы Туэ.

Так как значением бинарной полиномиальной формы ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) является многочлен,
то к нему можно применить дробно-линейное преобразование 𝑀 многочленов с произвольной
невырожденной матрицей 𝑀 изℳ*

2 (Z):

𝑀 (ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡))) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈(𝐶𝑡+𝐷)𝑛·𝑘𝑃 𝜈

(︂
𝐴𝑡+𝐵

𝐶𝑡+𝐷

)︂
𝑄𝑛−𝜈

(︂
𝐴𝑡+𝐵

𝐶𝑡+𝐷

)︂
,

где 𝑘 — степень пары Туэ {𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)}.
Через ℱ𝑚(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)) будем обозначать ТДП-форму, соответствующую минимальному мно-

гочлену 𝑓𝑚(𝑥).

Теорема 14. Справедливо равенство

𝑀 (ℱ(𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡))) = ℱ𝑚((𝑄𝑚−2𝑀(𝑃 (𝑡))− 𝑃𝑚−2𝑀(𝑄(𝑡))), (𝑃𝑚−1𝑀(𝑄(𝑡))−𝑄𝑚−1𝑀(𝑃 (𝑡)))).

14. Актуальные нерешенные проблемы

В методе оптимальных коэффициентов Н. М. Коробова остается ещё много нерешенных
проблем. Центральной из них является проблема правильного порядка погрешности для па-
раллелепипедальных сеток. Как известно, для алгебраических сеток порядок погрешности
приближенного интегрирования для класса 𝐸𝛼

𝑠 имеет вид

𝑅𝑁 [𝑓 ] = 𝑂

(︂
‖𝑓‖𝐸𝛼

𝑠

ln𝑠−1𝑁

𝑁𝛼

)︂
,

где 𝑁 — количество точек алгебраической сетки, а ‖𝑓‖𝐸𝛼
𝑠
— норма функции 𝑓 в Банаховом

пространстве 𝐸𝛼
𝑠 . Из результатов И. Ф. Шарыгина [197] следует, что это правильный порядок

убывания погрешности на классе 𝐸𝛼
𝑠 и нижняя оценка для любых квадратурных формул имеет

тот же порядок. Так как для параллелепипедальных сеток норма линейного функционала
погрешности приближенного интегрирования на классе 𝐸𝛼

𝑠 в точности равна гиперболической
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дзета-функции целочисленной решетки Λ вида (26) (см. стр. 39), то проблему правильного
порядка погрешности для параллелепипедальных сеток можно сформулировать в терминах
гиперболической дзета-функции решеток следующим образом.

Существует ли бесконечная последовательность целочисленных решёток Λ𝑛 (𝑛 = 1, 2,
3, . . .) с

lim
𝑛→∞

detΛ𝑛 =∞

такая, что

𝜁𝐻(Λ𝑛|𝛼) = 𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ𝑛

det𝛼 Λ𝑛

)︂
?

Для алгебраических решеток эта формула справедлива в силу результатов К. К. Фролова
(см. [189], [191], [65], [140], [75]). В силу непрерывности гиперболической дзета-функции решё-
ток на метрическом пространстве решёток (см. [103], [109]) на классе рациональных решёток
правильный порядок гиперболической дзета-функции решёток достижим. Действительно, до-
статочно брать последовательность рациональных решёток хорошо приближающих алгебра-
ические решётки.

Положительное решение проблемы правильного порядка погрешности для параллелепи-
педальных сеток, по-видимому, очень сложная задача. Дело в том, что если такая последо-
вательность существует, то тогда будет неверна гипотеза Литлвуда. Если гипотеза Литлвуда
верна, то не существует указанной последовательности целочисленных решёток. В свою оче-
редь, решение гипотезы Литлвуда, как показал Б. Ф. Скубенко, тесно связана с проблемой
Опенгеймера о том, что все решётки с ненулевым норменным минимумом являются подобны-
ми алгебраическим решёткам. Подробней на эту тему смотрите [1], [168] — [171].

15. Заключение

Приведенное выше краткое описание истории и методологии теоретико-числового метода
в приближенном анализе позволяет сделать следующие выводы:

1. История теоретико-числового метода в приближенном анализе достаточно насыщенная
и требует специального исследования. Актуальность этих исследований обусловлена как
важностью проблематики данного направления исследований, так и содержательностью
самой этой истории.

2. Методологические проблемы теоретико-числового метода в приближенном анализе не
потеряли своей актуальности, так как для успешности и непрерывности исследований в
этой области математики необходимо на данном этапе для сохранения интеллектуальной
эстафеты от одного поколения исследователей к следующему предусмотреть определен-
ные меры.

3. Одним из актуальных направлений дальнейших усилий может являться разработка ПО-
ИВС ТМК, которая позволит на новом уровне организации аккумулировать накоплен-
ные знания в области теоретико-числового метода в приближенном анализе. Таким обра-
зом, ПОИВС ТМК должна стать современным аккумулятором научного знания в этой
области.

Данная работа является расширенным и переработанным вариантом работы [79].
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Аннотация

Пусть𝜒 характер Дирихле по модулю 𝑞. 𝐿- функция Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒) в полуплоскости
𝜎 > 1 определяемая рядом

𝐿(𝑠, 𝜒) =

∞∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)

𝑚𝑠

и мeроморфно продолжается на всю комплексную плоскость. Если 𝜒-неглавный характер,
то функция 𝐿(𝑠, 𝜒) является целой. В случае главного характера функция 𝐿(𝑠, 𝜒) имеет
единственный простой полюс в точке 𝑠 = 1. 𝐿- функции Дирихле играют важную роль при
исследовании распределения простых чисел в арифметических прогресcиях, поэтому их
аналитические свойства заслуживают пристального внимания. В применениях часто нуж-
ны моменты 𝐿- функций Дирихле, асимптотическое поведение которых очень сложное.
При исследовании моментов применяются различные методы, один из которых основан на
применении преобразований Меллина. В свою очередь, преобразования Меллина исполь-
зуют преобразования Лапласа. В статье получены явные формулы для преобразования
Лапласа функции |𝐿(𝑠, 𝜒)|2 в критичеслой полосе. Эти формулы расширяют формулы,
доказаные в [3] на критической прямой 𝜎 = 1

2 .

Ключевые слова: 𝐿-функция Дирихле, преобразование Лапласа, преобразование Мел-
лина, дзета-функция Римана.
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THE LAPLACE TRANSFORM OF DIRICHLET 𝐿-FUNCTIONS
A.Balčiūnas (Vilnius, Lithuania), R. Macaitienė (Šiauliai, Lithuania)

Abstract

Let 𝜒 be a Dirichlet character modulo 𝑞. The Dirichlet 𝐿-function 𝐿(𝑠, 𝜒) is defined in the
half-plane 𝜎 > 1 by the series

𝐿(𝑠, 𝜒) =

∞∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)

𝑚𝑠
,

and has a meromorphic continuation to the whole complex plane. If 𝜒 is a non-principal
character, then the function 𝐿(𝑠, 𝜒) is entire one. In the case of the principal character,
the function 𝐿(𝑠, 𝜒) has unique simple pole at the point 𝑠 = 1. Dirichlet 𝐿- functions play
an important role in the investigations of the distribution of prime numbers in arithmetical
progresions, therefore, their analytic properties deserve a constant attention. In applications,
often the moments of Dirichlet 𝐿-functions are used, whose asymptotic behaviour is very
complicated. For investigation of moments, various methods are applied, one of them is based
on the application of Mellin transforms. On the other hand, Mellin transforms use Laplace
transforms. In the paper, the formulae for the Laplace transform of the function |𝐿(𝑠, 𝜒)|2 in
the critical strip are obtained. They extend the formulae obtained in [3] on the critical line
𝜎 = 1

2 .

Keywords: Dirichlet 𝐿-function, Laplace transform, Mellin transform, Riemann zeta-
function.
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1. Introduction

Let 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 be a complex variable. The Laplace transform L(𝑠, 𝑓) of a function 𝑓 is defined
by

L(𝑠, 𝑓) =

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

provided that the integral exists for 𝜎 > 𝜎0 with some 𝜎0 ∈ R . It is well known that Laplace
transforms are very useful integral transforms having applications in various fields of mathematics
and in practice. Analytic number theory is not an exception, here Laplace transforms are applied
for the investigation of mean values (moments) of zeta and 𝐿-functions. The classical example given
in the monograph [15] says that if 𝑓(𝑥) ≥ 0 for 𝑥 ∈ (0,∞), and, for some 𝑚 ≥ 0,∫︁ ∞

0
𝑓(𝑥)𝑒−𝛿𝑥𝑑𝑥 ∼ 1

𝛿
log𝑚

1

𝛿

as 𝛿 −→ 0, then ∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∼ 𝑇 log𝑚 𝑇

as 𝑇 −→∞. This has been applied for the moments of the Riemann zeta-function 𝜁(𝑠)∫︁ 𝑇

0

⎮⎮⎮⎮𝜁 (︂1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⎮⎮⎮⎮2𝑘

𝑑𝑡 (1)

with 𝑘 = 1 and 𝑘 = 2 in [15] and [1]. We remind that the function 𝜁(𝑠) is defined, for 𝜎 > 1, by the
series

𝜁(𝑠) =
∞∑︁

𝑚=1

1

𝑚𝑠
,

and by analytic continuation elsewhere. We observe that more precise formulae for moments (1)
require those for L(𝑠, |𝜁|2𝑘). In [9], applications of Laplace transforms for mean values of more
general Dirichlet series are given. Let 𝑑(𝑚) be the number of divisors of 𝑚, 𝛾 denote the Euler
constant, and let

Δ(𝑥) =
∑︁
𝑚≤𝑥

′
𝑑(𝑚)− 𝑥(log 𝑥+ 2𝛾 − 1)− 1

4
,

where "′"means that the last term in the sum is to be halved if 𝑥 is an integer. In [6], an asymptotic
formula for the Laplace transform ∫︁ ∞

0
Δ2(𝑥)𝑒−

𝑥
𝑇 𝑑𝑥

was obtained. In [5], the Laplace transform was applied to give a simple proof for the classical
Voronoi identity

Δ(𝑥) = − 2

𝜋

∞∑︁
𝑚=1

𝑑(𝑚)
(︁ 𝑥
𝑚

)︁1/2 (︁
𝐾1

(︀
4𝜋
√
𝑥𝑚
)︀
+
𝜋

2
𝑌1
(︀
4𝜋
√
𝑥𝑚
)︀)︁
,

where 𝐾1 and 𝑌1 are the Bessel functions. A very good survey on applications of the Laplace
transforms in the theory of the Riemann zeta-function is given in [7].

We remind one more formula used in [1] and [12] for the investigation of the mean square of
𝜁(𝑠) on the critical line 𝜎 = 1

2 , namely,

L(𝑠, |𝜁|2) = 𝑖𝑒𝑖𝑠/2
(︁
𝛾 − log 2𝜋 −

(︁𝜋
2
− 𝑠
)︁
𝑖
)︁
+ 2𝜋𝑒−𝑖𝑠/2

∞∑︁
𝑚=1

𝑑(𝑚)𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑒−𝑖𝑠
+ 𝜆(𝑠),
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where the function 𝜆(𝑠) is analytic in the strip |𝜎| < 𝜋. Moreover, in any fixed strip |𝜎| 6 𝜃 with
0 < 𝜃 < 𝜋, the estimate

𝜆(𝑠) = 𝑂((1 + |𝑠|)−1)

is true. In [10], the above formula was extended to the critical strip, i.e., the formula for∫︀∞
0 |𝜁 (𝜚+ 𝑖𝑥)|2 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 with a fixed 1

2 < 𝜚 < 1 has been obtained.
Now let 𝜒 be a Dirichlet character modulo 𝑞, and let 𝐿(𝑠, 𝜒) denote the corresponding Dirichlet

𝐿-function defined, for 𝜎 > 1, by the series

𝐿(𝑠, 𝜒) =
∞∑︁

𝑚=1

𝜒(𝑚)

𝑚𝑠
.

If 𝜒 is a non-principal character, then 𝐿(𝑠, 𝜒) is analytically continuable to an entire function, while
if 𝜒0 the principal character modulo 𝑞, then

𝐿(𝑠, 𝜒0) =
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂
𝜁(𝑠),

where 𝑝 denotes a prime number, i.e. 𝐿(𝑠, 𝜒0) can be analytically continued to the whole complex
plane, except for a simple pole at the point 𝑠 = 1 with residue∏︁

𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝

)︂
.

Analytic theory of Dirichlet 𝐿-functions can be found in [4], [8] and [11]. In [3], the formulae for
the Laplace transform

L
(︀
𝑠, |𝐿(𝜒)|2

)︀
=

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒
𝐿

(︂
1

2
+ 𝑖𝑥, 𝜒

)︂ ⃒⃒⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥.

were obtained. This note is a continuation of [3], and is devoted to the Lapkace transform

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒)|2

)︀
=

∫︁ ∞

0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥,

where 𝜚, 1
2 < 𝜚 < 1, is a fixed number.

For the statement of the results, we need some notation. Denote by 𝐺(𝜒) the Gauss sum, i.e.,

𝐺(𝜒) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝜒(𝑙)𝑒2𝜋𝑖𝑙/𝑞.

Let

𝑎 =

{︃
0 if 𝜒(−1) = 1,

1 if 𝜒(−1) = −1,

𝐸(𝜒) =

{︃
𝜖(𝜒) if 𝑎 = 0,

𝜖1(𝜒) if 𝑎 = 1,

where

𝜖(𝜒) =
𝐺(𝜒)
√
𝑞
, 𝜖1(𝜒) = −

𝐺(𝜒)
√
𝑞
.
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As usual, denote by Γ(𝑠) the Euler gamma-function, and by 𝜇(𝑚) the M𝑜bius function. Moreover,

𝜎𝛼(𝑚) =
∑︁
𝑑|𝑚

𝑑𝛼, 𝛼 ∈ C,

is the generalized divisor function.

Теорема 1. Let {𝑠 ∈ C : 0 < 𝜎 < 𝜋}, 𝜚, 1
2 < 𝜚 < 1, be a fixed number, and 𝜒 be a primitive

character modulo 𝑞 > 1. Then

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒)|2

)︀
=

2𝜋𝑖𝑎𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞

∞∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎2𝜚−1(𝑚)

𝑚2𝜚−1
exp

{︂
− 2𝜋𝑖𝑚

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

}︂
+ 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒),

where the function 𝜆𝜚 is analytic in the strip {𝑠 ∈ C : |𝜎| < 𝜋}, and, for |𝜎| 6 𝜃, 0 < 𝜃 < 𝜋, the
estimate

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) = 𝑂((1 + |𝑠|)−1)

is valid.

Теорема 2. Let {𝑠 ∈ C : 0 < 𝜎 < 𝜋}, 𝜚, 1
2 < 𝜚 < 1, be a fixed number, and 𝜒0 be a principal

character modulo 𝑞 > 1. Then

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒0)|2

)︀
= (2𝜋𝑖)2𝜚−1𝑖Γ(2− 2𝜚)𝜁(2− 2𝜚)𝑒𝑖𝑠(1−𝜚)

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛𝑚2𝜚−1

+ 𝑖𝑒𝑖𝑠𝜚𝜁(2𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛2𝜚
+ 2𝜋𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑚𝑛2𝜚−1

∞∑︁
𝑘=1

𝜎2𝜚−1(𝑘)

𝑘2𝜚−1

exp{−2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠𝑛𝑘

𝑚
}+ 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0).

where the function 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0) has the same properties as 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) in Theorem 1.

Note that if 𝑞 = 1, then the formula of Theorem 2 implies that of [10].

2. Lemmas

We remind the following results on the functions 𝐿(𝑠, 𝜒) and 𝜁(𝑠).

Lemma 1. If 𝜒 is a primitive character modulo 𝑞, then

𝐿(1− 𝑠, 𝜒̄) = 𝐸−1(𝜒)21−𝑠𝜋−𝑠𝑞𝑠−
1
2Γ(𝑠) cos

(︁𝜋𝑎
2
− 𝜋𝑠

2

)︁
𝐿(𝑠, 𝜒).

For the proof, see [13].

Lemma 2. The function 𝜁(𝑠) satisfies the functional equation

𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1 sin
𝜋𝑠

2
Γ(1− 𝑠)𝜁(1− 𝑠).

Proof of lemma is given, for example, in [15].

Lemma 3. For any character 𝜒 modulo 𝑞, the estimate

𝐿(𝑠, 𝜒) = 𝑂 ((𝑞|𝑡|)𝑐) , 𝜎 > 1− 𝑐,

where 0 < 𝑐 6 1
2 , and |𝑡| > 2, is valid.
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The lemma is Theorem 5.4 from [13].

Lemma 4. If f is a multiplicative function, then∑︁
𝑑|𝑛

𝜇(𝑑)𝑓(𝑑) =
∏︁
𝑝|𝑛

(1− 𝑓(𝑝)).

The lemma is Theorem 2.18 in [2].
Now we recall the Mellin formula.

Lemma 5. Suppose that 𝑐 > 0. Then

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖∞∫︁
𝑐−𝑖∞

Γ(𝑠)𝑏−𝑠𝑑𝑠 = 𝑒−𝑏.

Proof of the formula can be found in [14].

Lemma 6. For 𝜎 > max{1,ℜ(𝛼+ 1)},

𝐿(𝑠, 𝜒)𝐿(𝑠− 𝛼, 𝜒) =
∞∑︁

𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎𝛼(𝑚)

𝑚𝑠
,

and

𝜁(𝑠)𝜁(𝑠− 𝛼) =
∞∑︁

𝑚=1

𝜎𝛼(𝑚)

𝑚𝑠
.

Proof. For 𝜎 > max{1,ℜ(𝛼+ 1)}, we have that

𝐿(𝑠, 𝜒)𝐿(𝑠− 𝛼, 𝜒) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜒(𝑘)𝑘𝛼

𝑘𝑠

∞∑︁
𝑛=1

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
=

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑠

∑︁
𝑑|𝑚

𝜒(𝑑)𝑑𝛼𝜒
(︁𝑚
𝑑

)︁

=
∞∑︁

𝑚=1

𝜒(𝑚)

𝑚𝑠

∑︁
𝑑|𝑚

𝑑𝛼 =
∞∑︁

𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎𝛼(𝑚)

𝑚𝑠
.

The case of the Riemann zeta-function can be found in [15]. �

3. Proof of Theorems

It is sufficient to prove the theorems for a slightly different integrals. Доказательство. [Proof
of Theorem 1] Consider the function

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) =

∞∫︁
0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

− 𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

2𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒̄)𝑒−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋
2
−𝑠)

cos
(︁
𝜋𝑎
2 −

𝜋(1−2𝜚+𝑧)
2

)︁ 𝑑𝑧. (2)

Suppose 𝑎 = 0, then we find that



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ДЛЯ 𝐿-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ 91

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) =

∞∫︁
0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

− 𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

∞∫︁
−∞

𝐿(𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)𝐿(𝜚− 𝑖𝑥, 𝜒̄) exp{−𝜋𝑖
2 (1− 𝜚) +

𝜋𝑥
2 + 𝑖𝑠(1− 𝜚)− 𝑠𝑥}

exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }+ exp{−𝜋𝑖

2 (1− 𝜚) +
𝜋𝑥
2 }

𝑑𝑥

=

∞∫︁
0

|𝐿(𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)|2𝑒−𝑠𝑥 exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }

exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }+ exp{−𝜋𝑖

2 (1− 𝜚) +
𝜋𝑥
2 }

𝑑𝑥

−
∞∫︁
0

|𝐿(𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒̄)|2𝑒𝑠𝑥 exp{−𝜋𝑖
2 (1− 𝜚)−

𝜋𝑥
2 }

exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚) +
𝜋𝑥
2 }+ exp{−𝜋𝑖

2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }

𝑑𝑥. (3)

If 𝑎 = 1, similarly as above, we find that

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) =

∞∫︁
0

|𝐿(𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)|2𝑒−𝑠𝑥 exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }

exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 } − exp{−𝜋𝑖

2 (1− 𝜚) +
𝜋𝑥
2 }

𝑑𝑥

+

∞∫︁
0

|𝐿(𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒̄)|2𝑒𝑠𝑥 exp{−𝜋𝑖
2 (1− 𝜚)−

𝜋𝑥
2 }

exp{𝜋𝑖2 (1− 𝜚) +
𝜋𝑥
2 } − exp{−𝜋𝑖

2 (1− 𝜚)−
𝜋𝑥
2 }

𝑑𝑥. (4)

By estimates for 𝐿 (𝑠, 𝜒) from Lemma 3, both these integrals are uniformly convergent on compact
subsets of the strip {𝑠 ∈ C : |𝜎| < 𝜋}, thus, the function 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) is analytic in this region. Suppose
that |𝜎| 6 𝜃, where 0 < 𝜃 < 𝜋 is fixed. If |𝑠| is small, then the integrals in (3) and(4) are bounded.
If |𝑠| is large, then integrating by parts and using the estimate from Lemma 3, we obtain that

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) = 𝑂(|𝑠|−1).

So we have that, for |𝜎| 6 𝜃, 0 < 𝜃 < 𝜋,

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒) = 𝑂((1 + |𝑠|)−1).

From (2), we deduce that

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒)|2

)︀
=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

2𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒̄)𝑒−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋
2
−𝑠)

cos
(︁
𝜋𝑎
2 −

𝜋(1−2𝜚+𝑧)
2

)︁ 𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒).

Therefore, using Lemma 1, we find that

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒)|2

)︀
=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

2𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒̄)𝑒−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋
2
−𝑠)

cos
(︁
𝜋𝑎
2 −

𝜋(1−2𝜚+𝑧)
2

)︁ 𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)
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=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(𝑧 − 2𝜚+ 1, 𝜒)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)

× exp
{︁
−𝑖(1− 2𝜚+ 𝑧)

(︁𝜋
2
− 𝑠
)︁}︁ 𝑞1−2𝜚+𝑧

2𝜋1−2𝜚+𝑧
𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)

=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(𝑧 − 2𝜚+ 1, 𝜒)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)

(︂
2𝜋𝑖

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

)︂−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧

+ 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒). (5)

Now we move the line of integration in (5) to the right and use Lemma 5. If 𝜒 is a non-principal
character, the integrand in (5) is a regular function. Therefore, by Lemma 6,

𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(𝑧 − 2𝜚+ 1, 𝜒)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)

(︂
2𝜋𝑖

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

)︂−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)

=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

2+𝑖∞∫︁
2−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒)𝐿(𝑧 − 2𝜚+ 1, 𝜒)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)

(︂
2𝜋𝑖

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

)︂−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)

=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

2+𝑖∞∫︁
2−𝑖∞

Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)
∞∑︁

𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎2𝜚−1(𝑚)

𝑚𝑧

(︂
2𝜋𝑖

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

)︂−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)

=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝐸(𝜒)
√
𝑞𝑖1−𝑎

∞∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎2𝜚−1(𝑚)

𝑚2𝜚−1

2+𝑖∞∫︁
2−𝑖∞

Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)

(︂
2𝜋𝑖𝑚

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

)︂−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒)

=
2𝜋𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)𝑖𝑎

𝐸(𝜒)
√
𝑞

∞∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)𝜎2𝜚−1(𝑚)

𝑚2𝜚−1
exp

{︂
−2𝜋𝑖𝑚

𝑞
𝑒−𝑖𝑠

}︂
+ 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒).

2 This and (5) prove the theorem.
The proof of Theorem 2 is more complicated. Доказательство. [Proof of Theorem 2] Define

𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0) =

∞∫︁
0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒0)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

− 𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

2𝑖

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒0)𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒0)𝑒
−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋

2
−𝑠)

cos 𝜋
2 (1− 2𝜚+ 𝑧)

𝑑𝑧.

Then

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒0)|2

)︀
=

∞∫︁
0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒0)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

2𝑖

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

𝐿(𝑧, 𝜒0)𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒0)𝑒
−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋

2
−𝑠)

cos 𝜋
2 (1− 2𝜚+ 𝑧)

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0). (6)
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Since

𝐿(𝑧, 𝜒0) = 𝜁(𝑧)
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝𝑧

)︂
,

Lemma 2 implies

𝐿(2𝜚− 𝑧, 𝜒0) = 𝐿(1− (1− 2𝜚+ 𝑧, 𝜒0))

= 22𝜚−𝑧𝜋−(1−2𝜚+𝑧) cos
𝜋

2
(1− 2𝜚+ 𝑧)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝2𝜚−𝑧

)︂
. (7)

Hence, in view of (6), we find

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒0)|2

)︀
=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝑖

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

(2𝜋)−1+2𝜚−𝑧𝜁(𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝑒−𝑖(1−2𝜚+𝑧)(𝜋
2
−𝑠)

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝𝑧

)︂∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝2𝜚−𝑧

)︂
𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0). (8)

Using Lemma 4, we write the products in (8) in the form

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝𝑧

)︂∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 1

𝑝2𝜚−𝑧

)︂
=
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)
1

𝑚2𝜚

(︁𝑚
𝑛

)︁𝑧
.

Therefore,

L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒0)|2

)︀
=
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝑖

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑚𝑛2𝜚−1

𝜚+𝑖∞∫︁
𝜚−𝑖∞

(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚

)︁−1+2𝜚−𝑧
𝜁(𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0). (9)

Now we move the line of integration in the last integral to the right. The integrand in (9) has simple
poles at the points 𝑧 = 1 and 𝑧 = 2𝜚 . Clearly,

Res
𝑧=1

Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝜁(𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)
(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚

)︁−1+2𝜚−𝑧

= Γ(2− 2𝜚)𝜁(2− 2𝜚)
(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚

)︁−2+2𝜚
(10)

and

Res
𝑧=2𝜚

Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝜁(𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)
(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚

)︁−1+2𝜚−𝑧
=
𝜁(2𝜚)𝑒𝑖𝑠𝑚

2𝜋𝑖𝑛
. (11)

Finally, having in mind formulae (10), (11) and Lemma 6, we deduce from (9) that
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L𝜚

(︀
𝑠, |𝐿(𝜒0)|2

)︀
= (2𝜋𝑖)2𝜚−1𝑖Γ(2− 2𝜚)𝜁(2− 2𝜚)𝑒𝑖𝑠(1−𝜚)

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛𝑚2𝜚−1

+ 𝑖𝑒𝑖𝑠𝜚𝜁(2𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛2𝜚
+
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝑖

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑚𝑛2𝜚−1

2+𝑖∞∫︁
2−𝑖∞

(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚

)︁−1+2𝜚−𝑧

× 𝜁(𝑧)𝜁(1− 2𝜚+ 𝑧)Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0)

= (2𝜋𝑖)2𝜚−1𝑖Γ(2− 2𝜚)𝜁(2− 2𝜚)𝑒𝑖𝑠(1−𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛𝑚2𝜚−1

+ 𝑖𝑒𝑖𝑠𝜚𝜁(2𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛2𝜚
+
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝑖

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑚𝑛2𝜚−1

∞∑︁
𝑘=1

𝜎2𝜚−1(𝑘)

𝑘2𝜚−1

×
2+𝑖∞∫︁

2−𝑖∞

Γ(1− 2𝜚+ 𝑧)
(︁
2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠 𝑛

𝑚
𝑘
)︁−1+2𝜚−𝑧

𝑑𝑧 + 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0)

= (2𝜋𝑖)2𝜚−1𝑖Γ(2− 2𝜚)𝜁(2− 2𝜚)𝑒𝑖𝑠(1−𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛𝑚2𝜚−1

+ 𝑖𝑒𝑖𝑠𝜚𝜁(2𝜚)
∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑛2𝜚
+
𝑒−𝑖𝑠(1−𝜚)

𝑖

∑︁
𝑚|𝑞

∑︁
𝑛|𝑞

𝜇(𝑚)𝜇(𝑛)

𝑚𝑛2𝜚−1

∞∑︁
𝑘=1

𝜎2𝜚−1(𝑘)

𝑘2𝜚−1

× exp{−2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝑠𝑛𝑘

𝑚
}+ 𝜆𝜚(𝑠, 𝜒0).

2 The theorem is proved.

4. Conlusions

In the paper, it is obtained that the Laplace transform∫︁ ∞

0

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)

⃒⃒2
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

with a fixed 𝜌, 1
2 < 𝜌 < 1, can be expressed by elementary functions including the generalized

divisor function ∑︁
𝑑|𝑚

𝑑2𝜌−1.

The formulae obtained have a different form for a primitive character and the principal character,
and can be applied for the investigation of Mellin transforms of

⃒⃒
𝐿 (𝜚+ 𝑖𝑥, 𝜒)

⃒⃒2
.
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5. Ivič A., The Voronoi identity via the Laplace transform // Ramanujan J. 1988 Vol.2. P.39-45.
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АКТУАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ,
СВЯЗАННЫЕ С ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМИ БИТТИ

А. В. Бегунц, Д. В. Горяшин (г. Москва)

Аннотация

Последовательностями Битти в англоязычной литературе называют последовательно-
сти вида [𝛼𝑛] и, более общо, [𝛼𝑛 + 𝛽], где 𝛼 — некоторое положительное иррациональное
число и 𝛽 — некоторое вещественное число (если 𝛽 = 0, то последовательность называется
однородной, в противном случае — неоднородной). В отечественной литературе такие по-
следовательности обычно называются антье-последовательностями специального вида или
обобщёнными арифметическими прогрессиями. Изучение свойств этих последовательно-
стей, начатое ещё в конце XIX века, активно продолжается и в наши дни. Настоящая
статья содержит обзор основных направлений исследований последовательностей Битти
с указанием ключевых результатов.

Исследование распределения простых чисел в последовательностях Битти, начатое
в 1970-х годах, было продолжено в 2000-х, когда благодаря привлечению новых методов,
удалось получить уточнения остаточных членов в асимптотических формулах. Широкий
круг задач связан с суммами значений арифметических функций на последовательностях
Битти. Рядом авторов получены асимптотические формулы для суммы значений функ-
ции делителей 𝜏(𝑛) и многомерной функции делителей 𝜏𝑘(𝑛), функции суммы делителей
𝜎(𝑛), функции Эйлера 𝜙(𝑛), характеров Дирихле, числа простых делителей 𝜔(𝑛). Помимо
того, получен ряд результатов в задачах о квадратичных вычетах и невычетах в последова-
тельностях Битти. С 1990-х годов актуальным направлением исследований стали аддитив-
ные задачи, связанные с последовательностями Битти. Изучаются аналоги классических
проблем гольдбахова типа, в которых простые числа принадлежат последовательностям
Битти, а также иные задачи о представлении натуральных чисел в виде суммы, часть
слагаемых которой является членами такой последовательности.

Ключевые слова: последовательность Битти, антье-последовательность, простые числа,
среднее значение арифметической функции, суммы.
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TOPICAL PROBLEMS
CONCERNING BEATTY SEQUENCES

A. V. Begunts, D. V. Goryashin (Moscow)

Abstract

In English-language literature, Beatty sequence means a sequence of the form [𝛼𝑛] and,
more generally, [𝛼𝑛+ 𝛽], where 𝛼 is a positive irrational number, 𝛽 is a real number (if 𝛽 = 0,
then the sequence is called homogeneous, otherwise it is called non-homogeneous). In Russian
literature, such sequences are usually referred to as greatest-integer sequences of a special form,
or as generalized arithmetic progressions. The properties of these sequences have been under
extensive study ever since late 19th century and up to nowadays. This paper contains a review
of main directions in Beatty sequences research, and points out some key results.
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The investigation of the distribution of prime numbers in Beatty sequences, once started in
1970s, was continued in 2000s, when due to application of new methods it became possible to
improve estimates of remainder terms in asymptotic formulas. A wide range of tasks deal with
sums of the values of arithmetical functions over Beatty sequences. Various authors obtained
asymptotic formulas for sums of the values of divisor function 𝜏(𝑛) and multidimensional divisor
function 𝜏𝑘(𝑛), of divisor-summing function 𝜎(𝑛), of Euler function 𝜙(𝑛), of Dirichlet characters,
of prime divisor counting function 𝜔(𝑛). Besides that, there appeared various results concerning
quadratic residues and nonresidues in Beatty sequences. Since 1990s additive tasks associated
with Beatty sequences became a topical direction of study. Some analogues of classical Goldbach-
type problems, where primes belong to Beatty sequences, are under research, along with tasks
of representation of integers as a sum, a part of summands of which are members of such a
sequence.

Keywords: Beatty sequences, integer sequence, prime numbers, mean value of a number-
theoretic function, sums.

Bibliography: 38 titles.

Введение

Наряду с обычными арифметическими прогрессиями в последнее время активно изучаются
свойства обобщённых арифметических прогрессий — антье-последовательностей вида [𝛼𝑛] и,
более общо, [𝛼𝑛+ 𝛽], где 𝛼 — некоторое иррациональное число (аналог разности прогрессии),
𝛽 — некоторое вещественное число (если 𝛽 = 0, то последовательность называется однородной,
в противном случае — неоднородной). В англоязычной литературе последовательность чисел
такого вида называют «Beatty sequence» по имени американского математика Сэмюэла Битти
(Samuel Beatty), предложившего в 1926 г. в журнале American Mathematical Monthly [1] задачу
о следующем свойстве таких последовательностей: если 𝛼, 𝛽 > 1 — иррациональные числа и
1
𝛼 + 1

𝛽 = 1, то каждое натуральное число принадлежит ровно одной из последовательностей
[𝛼𝑛] и [𝛽𝑛], т. е. N =

⋃︀
𝑛∈N

[𝛼𝑛]⊔
⋃︀
𝑛∈N

[𝛽𝑛]. За рубежом это утверждение часто называют не только

теоремой Битти, но и теоремой Рейли, так как оно сформулировано в опубликованной в 1894 г.
книге Дж.У.Стратта (барона Рейли) [2].

Для некоторых частных иррациональных значений 𝛼 последовательности Битти [𝛼𝑛] были
глубоко исследованы и оказались связанными с различными разделами математики, напри-
мер, последовательность Битти для 𝛼 = 1+

√
5

2 называется последовательностью Витхоффа и
нашла применение в теории игр [3]. Активное исследование последовательностей Битти и их
свойств продолжается и в наши дни, при этом отдельно выделяется класс медленных после-
довательностей Битти, для которых 0 < 𝛼 < 1 (см., например, [4]).

1. Простые числа в последовательности Битти

В 1975 г. Д. Лейтман и Д. Вольке [5] рассмотрели задачу о распределении простых чисел в
последовательности Битти. Они установили, что если 𝜋(𝑁) — количество всех простых чисел,
не превосходящих 𝑁 , а 𝜋(𝑁,𝛼) — количество тех из них, которые принадлежат последова-
тельности [𝛼𝑛], то для почти всех значений 𝛼 > 0 при 𝑁 →∞ справедлива асимптотическая
формула

𝜋(𝑁,𝛼) =
∑︁
𝑝6𝑁

𝑝=[𝛼𝑛],𝑛∈N

1 =
𝜋(𝑁)

𝛼
+𝑂(𝑁7/8+𝜀),

где 𝜀 > 0 произвольно. Таким образом, среди чисел вида [𝛼𝑛], 𝑛 ∈ N, содержится «правильная»
доля всех простых чисел.
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Отметим также, что для случая иррациональных алгебраических значений 𝛼 Д. Лейтман
и Д. Вольке получили асимптотическую формулу

𝜋(𝑁,𝛼) =
𝜋(𝑁)

𝛼
+𝑂(𝑁𝑒−𝑐

√
ln𝑁 ),

где 𝑐 = 𝑐(𝛼) > 0 — некоторая постоянная.
Отечественные исследования по этой тематике инициировали профессора Г. И. Архипов и

В. Н. Чубариков, поставившие своим ученикам ряд задач, связанных с изучением различных
свойств антье-последовательностей. А. В. Бегунц [6, 7] получил новые оценки остаточного
члена в асимптотических формулах для 𝜋(𝑁,𝛼). Его основной результат формулируется сле-
дующим образом. Пусть 𝛼 > 0 — иррациональное число, 𝜈 > 2, и пусть неравенство⃒⃒⃒⃒

1

𝛼
− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑞𝜈

имеет место для любых достаточно больших значений 𝑞 и всех чисел 𝑎, взаимно простых с 𝑞.
Тогда справедлива асимптотическая формула

𝜋(𝑁,𝛼) =
𝜋(𝑁)

𝛼
+𝑂(𝑁κ+𝜀),

где κ = max(1 − 1
2𝜈 ; 0,8), а 𝜀 > 0 произвольно. В частности, оценка остаточного члена в этой

формуле вида 𝑂(𝑁0,8+𝜀) верна в двух следующих случаях: а) если иррациональное число
𝛼 имеет ограниченные неполные частные или является алгебраическим; б) для почти всех
вещественных значений 𝛼 > 0.

В 2009 г. В.Д. Бэнкс и И.Е. Шпарлинский [8] рассматривали задачу о простых числах
более общего вида 𝑝 = 𝑞[𝛼𝑛+ 𝛽] + 𝑎, где 𝑞 и 𝑎 — фиксированные натуральные числа, а также
о простых числах в последовательности Битти [𝛼𝑛 + 𝛽], принадлежащих заданной арифме-
тической прогрессии. Дальнейшее обобщение этой задачи в 2016 г. предложил М. Мкауар [9],
рассмотрев задачу о простых числах вида 𝑝 = [𝛼𝑛+ 𝛽] с дополнительным ограничением вида
𝑓(𝑝) ≡ 𝑎 (mod 𝑏), где 𝑓 — сильно 𝑞-аддитивная функция (например, число цифр в 𝑞-ичной
системе счисления).

В 2016 г. Й.Стединг и М.Текнау [10] доказали аналог теоремы Линника о наименьшем
простом числе в арифметической прогрессии для последовательности Битти [𝛼𝑛 + 𝛽], где
𝛼 > 1 иррационально.

2. Суммы значений арифметических функций на последователь-
ности Битти

Распределение значений других арифметических функций на числах вида [𝛼𝑛] изучалось
многими авторами, при этом основные результаты можно условно разделить на три направ-
ления:

— результаты, связанные с показателем иррациональности числа 𝛼, в частности, справед-
ливые для алгебраических чисел или чисел с ограниченными неполными частными;

— результаты, справедливые для для почти всех вещественных значений 𝛼 > 0;
— результаты, общие для широкого класса арифметических функций на данном классе

последовательностей Битти.
Исследованы суммы значений функции делителей 𝜏(𝑛) (А. Г. Аберкромби [11], А. В. Бе-

гунц [12], Ж. С. Лю и В. Г. Жай [13]) и многомерной функции делителей 𝜏𝑘(𝑛) (В. Г. Жай
[14]), функции суммы делителей 𝜎(𝑛) и функции Эйлера 𝜙(𝑛) (А. В. Бегунц [15]), характеров
Дирихле, числа простых делителей 𝜔(𝑛) (В. Д. Бэнкс и И. Е. Шпарлинский [16, 17, 18]).
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Для всех перечисленных арифметических функций доказываются результаты вида

∑︁
𝑛6𝑁

𝑓([𝛼𝑛]) =
1

𝛼

∑︁
𝑚6𝛼𝑁

𝑓(𝑚) +𝑅(𝑁), (1)

где 𝑅(𝑁) — остаточный член. Оценка величины 𝑅(𝑁), как правило, сводится к оценке триго-
нометрических сумм вида

∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝛼𝑛,
∑︁
𝑚6𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝛼𝑚𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (2)

В 2009 г. А. Г. Аберкромби, В. Д. Бэнкс и И. Е. Шпарлинский [19], применяя несколько
другой подход, доказали асимптотическую формулу вида (1) для произвольной арифмети-
ческой функции 𝑓(𝑛) и для почти всех значений 𝛼 > 1 со следующей оценкой остаточного
члена:

𝑅(𝑁)≪ 𝑁
2
3
+𝜀𝑀(𝑓,𝑁),

где 𝑀(𝑓,𝑁) = 1 + max{|𝑓(𝑛)|, 𝑛 6 𝑁}. Отметим, что методы этой работы неприменимы для
случая каких-либо конкретных иррациональных значений 𝛼 (например, алгебраических).

В 2008 г. А. М. Гулоглу и К. В. Неванс [20], опираясь на оценку тригонометрических
сумм вида (2) с мультипликативными коэффициентами 𝑓(𝑛), полученную Х. Монтгомери и
Р. Воном [21], доказали следующую теорему: если 𝛼 > 1 — иррациональное число конечного
типа1, 𝛽 — вещественное число и 𝑓(𝑛) — такая мультипликативная функция, что |𝑓(𝑝)| 6 𝐴
для всех простых чисел 𝑝 и

∑︀
𝑛6𝑁
|𝑓(𝑛)|2 6 𝐴2𝑁 для всех натуральных 𝑁 , где 𝐴 > 1 — некоторая

постоянная, то ∑︁
[𝛼𝑛+𝛽]6𝑁

𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽]) =
1

𝛼

∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛) +𝑂

(︂
𝑁 ln ln𝑁

ln𝑁

)︂
. (3)

Условиям этой теоремы удовлетворяют, например, характеристические функции чисел,
представимых в виде суммы двух квадратов, бесквадратных чисел и чисел, свободных от 𝑘-
х степеней, а также функция 𝑟4(𝑛)

𝑛 , где 𝑟4(𝑛) — количество представлений 𝑛 в виде суммы
четырех квадратов.

В 2013 г. Д.В. Горяшин рассмотрел двойственные задачи о распределении точных квадра-
тов [22] и бесквадратных чисел [23] в последовательности Битти и получил асимптотические
формулы с оценкой остатков (в частности, для случая бесквадратных чисел в формуле (3) по-
лучена более точная оценка остатка вида 𝑂(𝑁

5
6
+𝜀), если 𝛼 — иррациональное алгебраическое

число); им также доказано, что бесквадратные числа с чётным и нечётным числом простых
делителей распределены в последовательности [𝛼𝑛] асимптотически поровну.

Ряд авторов рассматривали задачи о квадратичных вычетах и невычетах, а также перво-
образных корнях по заданному модулю в последовательности Битти (С. Н. Преображенский
[24, 25, 26], М. З. Гараев [27], В. Д. Бэнкс и И. Е. Шпарлинский [16, 17]).

В 2008 г. В. Д. Бэнкс, М. З. Гараев, Д. Р. Хис-Браун и И. Е. Шпарлинский в совместной
работе [28] доказали следующий результат: если 𝛼 иррационально, то наименьший квадратич-

ный невычет по модулю 𝑝 в последовательности Битти [𝛼𝑛+𝛽] не превосходит 𝑝
1

4
√
𝑒
+𝜀 для всех

достаточно больших простых чисел 𝑝. Эта оценка соответствует известной границе Берджесса
для наименьшего квадратичного невычета, являющейся наилучшей до сих пор.

1Числами конечного типа являются почти все вещественные числа, а также все алгебраические числа.
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3. Аддитивные задачи, связанные с последовательностями Битти

В 1997 г. Г. И. Архипов, К. Буриев и В. Н. Чубариков [29] рассмотрели особое множе-
ство в бинарной проблеме гольдбахова типа — о представлении натурального числа 𝑁 в виде
𝑝1 + [𝛼𝑝2], где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа. Для его мощности они получили следующую оценку:
если 𝛼 — алгебраическое число, то |𝐸(𝑁,𝛼)| ≪ 𝑁

7
9
+𝜀. В 2000 г. Й. Брюдерн [30] показал, что

из работы [31] вытекает оценка |𝐸(𝑁,𝛼)| ≪ 𝑁
2
3
+𝜀, и рассмотрел более общую задачу о пред-

ставлении числа 𝑁 в виде [𝜆1𝑝1] + [𝜆2𝑝2], где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа. Для особого множества

в этой задаче он получил оценку |𝐸(𝑁,𝜆1, 𝜆2)| ≪ 𝑁
5
6
+𝜀, если 𝜆1,

𝜆1
𝜆2

— алгебраические числа,

причём 1, 𝜆1,
𝜆1
𝜆2

линейно независимы над полем Q. В 2002 г. Г. И. Архипов и В. Н. Чубариков

[32] при одном лишь условии, что
𝜆1
𝜆2

— иррациональное алгебраическое число, получили более

сильную оценку: |𝐸(𝑁,𝜆1, 𝜆2)| ≪ 𝑁
2
3
+𝜀. Существенную роль в её доказательстве играет лемма

о мере множества «больших дуг» в разбиении Фарея (ее полное доказательство опубликовано
в статье Г. И. Архипова и В. Н. Чубарикова [33]; см. также [31, лемма 4]).

В 1999 г. С. Ю. Фаткина [34] рассмотрела видоизмененную тернарную проблему Гольд-
баха о числе представлений натурального числа 𝑁 в виде 𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + [

√
2𝑝3], где 𝑝1, 𝑝2,

𝑝3 — простые числа, с почти равными слагаемыми, т. е. с условиями 𝑁
3 − 𝑈 < 𝑝1 <

𝑁
3 + 𝑈 ,

𝑁
3 − 𝑈 < 𝑝2 <

𝑁
3 + 𝑈 , 𝑁

3 − 𝑈 < [
√
2𝑝3] <

𝑁
3 + 𝑈 . Пользуясь методами работ Г. И. Архипова,

К. Буриева и В. Н. Чубарикова, при 𝑈 = 𝑁
5
8 ln𝑐𝑁 (𝑐 — некоторая константа) она доказала

следующую асимптотическую формулу для количества таких представлений:

𝐼(𝑁,𝑈,
√
2) =

3
√
2

2

𝑈2

ln3𝑁
+𝑂

(︂
𝑈2

ln4𝑁

)︂
.

В. Д. Бэнкс, А. М. Гулоглу и К. В. Неванс [35] рассматривали задачу о представлении
достаточно больших натуральных чисел в виде 𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + . . . + 𝑝𝜈 , где 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝜈 —
простые числа из последовательности [𝛼𝑛+ 𝛽], 𝜈 > 3, 𝛼 — иррациональное число, 1 < 𝛼 < 𝜈.
А. Кумчев [36] обобщил их результаты на случай, когда каждое из простых чисел 𝑝𝑖 при-
надлежит своей последовательности вида [𝛼𝑖𝑛 + 𝛽𝑖], где хотя бы одно из отношений 𝛼𝑖/𝛼𝑗

иррационально, 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝜈.
В работах [37, 38] Д.В. Горяшин получил асимптотические формулы со степенным пониже-

нием для количеств разбиений натурального числа 𝑁 на одно и два бесквадратных слагаемых
и слагаемое вида [𝛼𝑞], где 𝑞 также бесквадратное, т. е. для количества представлений числа 𝑁
в виде 𝑞1+[𝛼𝑞2] = 𝑁, и в виде 𝑞1+𝑞2+[𝛼𝑞3] = 𝑁, соответственно, где 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 — бесквадратные
числа, 𝛼 > 1 — фиксированное иррациональное алгебраическое число.

Заключение

Обилие и разнообразие полученных в последнее время результатов свидетельствуют о том,
что исследования, связанные с последовательностями Битти, по-прежнему актуальны. Можно
ожидать, что применение новых методов позволить не только решить вновь поставленные
задачи, но и улучшить результаты, достигнутые ранее.

В заключение авторы приносят благодарность своему научному руководителю профессо-
ру В. Н. Чубарикову, познакомившему их с этой тематикой, за полезные обсуждения при
подготовке статьи.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НУЛЕЙ НЕВЫРОЖДЕННЫХ
ФУНКЦИЙ НА КОРОТКИХ ОТРЕЗКАХ

В.И. Берник (г. Минск), Н.В. Бударина (г. Москва), А.В. Луневич (г. Минск),
Х. О’Доннел (г. Йорк)

Аннотация

В работе получены оценки сверху и снизу количества нулей функций специально-
го вида, а также оценка меры множества точек в которых такие фукции принимают
малые значения. Пусть 𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) функции определенные на интервале 𝐼, 𝑛 + 1
раз дифференцируемы и вронскиан из производных почти везде на 𝐼 отличен от 0.
Такие функции называются невырожденными. Задача о распределении нулей функции
𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ... + 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0, 𝑎𝑗 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 имеет важное значение в метриче-
ской теории диофантовых приближений.

Пусть𝑄 > 1 достаточно большое целое число, а интервал 𝐼 имеет длину𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 < 1.
В работе получены оценки сверху и снизу для количества нулей функции 𝐹 (𝑥) на интер-
вале 𝐼, при |𝑎𝑗 | ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝛾 < 1. При 𝛾 = 0 такие оценкибыли получены А. С. Пяртли,
В. Г. Спринджуком, В. И. Берником, В. В. Бересневичем, Н. В. Будариной.

Ключевые слова: невырожденные функции, нули невырожденных функций.
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DISTRIBUTION OF ZEROS OF NONDEGENERATE
FUNCTIONS ON SHORT CUTTINGS

V. I. Bernik (Minsk), N.V. Budarina (Moscow), A.V. Lunevich (Minsk), H. O’Donnel
(York)

Abstract

The paper presents newly obtained upper and lower bounds for the number of zeros for
functions of a special type, as well as an estimate for the measure of the set where these
functions attain small values. Let 𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) be functions differentiable on the interval
𝐼, 𝑛+1 times and Wronskian from derivatives almost everywhere on 𝐼 is different from 0. Such
functions are called nondegenerate. The problem of the distribution of the zeros of the function
𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ... + 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0, 𝑎𝑗 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 is important in the metric theory of
Diophantine approximations.

Let 𝑄 > 1 be a sufficiently large integer, and the interval 𝐼 has length 𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 < 1. We
obtain upper and lower bounds for the number of zeros of the function 𝐹 (𝑥) on the interval
𝐼, with |𝑎𝑗 | ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝛾 < 1. For 𝛾 = 0 such estimates were obtained by A. S. Pyartli,
V. G. Sprindzhuk, V. I. Bernik, V. V. Beresnevitch, N. V. Budarina.

Keywords: nondegenerate functionsons, zeros of nondegenerate functionsons.
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1. Введение

К задаче о количестве и распределении действительных нулей многочленов

𝑃 = (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0

как в математическом анализе, теории чисел и теории вероятностей в последние годы прико-
вано большое внимание [1, 2, 3, 18, 19, 20, 21, 22].

Основой результатов статей [4, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] является метриче-
ская теорема о свойствах множеств разрешимости неравенств вида |𝑃𝑛 (𝑥)| < 𝑄−𝑤, 𝑤 > 0 и
распределений действительных корней 𝑃𝑛(𝑥) при достаточно большом 𝑄 и многочленах 𝑃𝑛 (𝑥)
степени deg𝑃 = 𝑛 и высоты 𝐻 = 𝐻 (𝑃 ) = max

0≤𝑗≤𝑛
|𝑎𝑗 | ≤ 𝑄.

В данной работе мы обобщаем эти результаты на класс функций

ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
= {𝐹𝑛 (𝑥) : 𝐻 (𝐹𝑛) ≤ 𝑄} , 𝑙𝑖 = max

𝑥∈𝐼
|𝑓𝑖 (𝑥)|, 𝑙 = max

0≤𝑖≤𝑛
{𝑙𝑖} (1)

где
𝐹𝑛 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ...+ 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0,

функции 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) — 𝑛+ 1-раз непрерывно-дифференцируемы и вронскиан их
производных

𝑊 (𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑓

′
1 (𝑥) ... 𝑓 ′𝑛 (𝑥)
𝑓 ′′1 (𝑥) ... 𝑓 ′′𝑛 (𝑥)
. . .

𝑓𝑛1 (𝑥) ... 𝑓𝑛𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

отличен от нуля для всех всех 𝑥 (в смысле меры Лебега) на интервале 𝐼. Такие функции
𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) будем называть невырожденными на 𝐼.

2. Основной текст статьи

Теорема 1. На любом интервале 𝐼, 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 количество нулей функций
𝐹𝑛 (𝑥) ∈ ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
не превосходит 𝑐1𝑛𝑙2

𝑛+3𝑄𝑛+1𝜇𝐼.

Теорема 2. Существует 𝑐2 > 0, что на любом интервале 𝐼, 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 , 0 < 𝛾 < 𝛾0 не
менее 𝑐2𝑄

𝑛+1𝜇𝐼 количество нулей функций 𝐹2 (𝑥) ∈ ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
.

Теорема 3. Обозначим через 𝑀2 (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которых система нера-
венств

(|𝐹2 (𝑥)) | < 𝑄−2,
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄

имеет решение хотя бы для одной функции 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄). Тогда при достаточно малом 𝛿0
справедливо неравенство

𝜇𝑀2 (𝐼, 𝑄) <
1

4
𝜇𝐼. (2)

Покажем как из теоремы 3 следует теорема 2. Введем множество 𝐵1 = 𝐼∖𝑀2 (𝐼, 𝑄). Из (2)
следует, что

𝜇𝐵1 ≥
3

4
𝜇𝐼. (3)

Пусть 𝑥 ∈ 𝐵1. С помощью принципа ящиков Дирихле нетрудно доказать, что существует
функция 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄) такая, что

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑐3𝑄
−2. (4)
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Так как 𝑥 ∈ 𝐵1, то наряду с (4) верно неравенство⃒⃒
𝐹 ′
2 (𝑥)

⃒⃒
≥ 𝛿0𝑄. (5)

Неравенство (5) определяет интервал 𝑇1 с центром в точке 𝑥1 меры

𝜇𝑇1 = 2𝑐3𝛿
−1
0 𝑄−3. (6)

Возьмем точку 𝑥2 ∈ 𝐵2 ⊂ 𝐼∖𝑀2 (𝐼, 𝑄) ∖𝑇1 и аналогичным образом найдем другую функ-
цию 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄), у которой действительный корень 𝛼2 удовлетворяет неравенству

|𝑥2 − 𝛼2| < 𝑐4𝛿
−1
0 𝑄−3.

Такую процедуру можно продолжать и строить 𝑡 нулей функции 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄) до тех пор, пока
выполняется неравенство 𝑡 · 2𝑐5𝛿−1

0 𝑄−3 < 3
4𝜇𝐼, откуда следует, что количество нулей не менее

|𝑥2 − 𝛼2| < 𝑐52
3𝛿−1

0 𝑄−3𝜇𝐼.

Прежде, чем приступить к доказательству теорем приведем несколько лемм о невырож-
денных функциях. Всюду в дальнейшем

max
𝑥∈(𝑎, 𝑏)

⃒⃒
𝑓 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝑐6 (7)

Лемма 1. Пусть 𝛼0, ..., 𝛼𝑁−1, 𝛽1, ..., 𝛽𝑛 ∈ R∪{+∞} таковы, что 𝛼0 > 0, 𝛼𝑘 > 𝛽𝑘 ≥ 0,
𝑘 = 1, ..., 𝑁 − 1 и 0 < 𝛽 < ∞. Пусть 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R есть 𝑁 -раз непрерывно дифферен-
цируемая функция, такая, что inf

𝑥∈(𝑎, 𝑏)

⃒⃒
𝑓 (𝑁) (𝑥)

⃒⃒
≥ 𝛽𝑛. Тогда множество 𝐵2 тех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),

удовлетворяющих системе неравенств{︂
|𝑓 (𝑥) ≤ 𝛼0|
𝛽𝑘 ≤

⃒⃒
𝑓 (𝑘)

⃒⃒
≤ 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, ..., 𝑁 − 1)

)︂
.

является объединением не более (𝑁 + 1) /2 интервалов длины не более

min
0≤𝑘≤𝑙≤𝑁

3𝑙−𝑘+1 (𝛼𝑘/𝛽𝑙)
1/𝑙−𝑘.

Лемма 1 следует из лемм 5 и 6 в [2].

Лемма 2 (6). Существует постоянная Δ0 = Δ0 (𝑐6, 𝑀) такая, что для любого интер-
вала 𝐾 длиной не более Δ0 для любой функции 𝐹𝑛 (𝑥) ∈ ℱ𝐼

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
, 𝐻 (𝐹 )≫ 𝑄,

inf
𝑥∈𝐼

min
1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒
𝐹 (𝑗)

⃒⃒⃒
≫ 𝑄.

Лемма 3 (6). При условии 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) мера множества решений системы неравенств

|𝐹𝑛 (𝑥)| < 𝛿,
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝐾, 𝐻 (𝐹 ) ≤ 𝑄 (8)

не превосходит 𝑐7
(︀
𝛿𝐾𝑄𝑛−1

)︀ 1
(𝑛+1)(2𝑛−1) .

При 𝑛 = 2 показатель степени в (8) равен 1/9.
Доказательство теоремы 1. Разложим функции 𝐹𝑗 (𝑥) на интервале 𝐼 в ряд Тейлора в нуле

𝛼1𝑗 функции 𝐹𝑗 (𝑥), лежащем в 𝐼.
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𝐹𝑗 (𝑥) = 𝐹𝑗 (𝛼1𝑗) + 𝐹 ′
𝑗 (𝛼1𝑗) (𝑥− 𝛼1𝑗) +

1

2
𝐹 ′′
𝑗 (𝜉) (𝑥− 𝛼1𝑗)

2 , 𝜉 ∈ (𝑥, 𝛼1𝑗) .

Так как 𝐹 (𝛼1𝑗) = 0, |𝑥− 𝛼1𝑗 | ≤ 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 ,⃒⃒
𝐹 ′′
𝑗 (𝜉𝑗)

⃒⃒
< 𝑚1𝑛𝑄,

⃒⃒
𝐹 ′
𝑗 (𝛼1𝑗) (𝑥− 𝛼1𝑗)

⃒⃒
< 𝑛𝑙𝑄1−𝛾 ,

то при достаточно большом 𝑄 имеем для всех 𝑥 ∈ 𝐼 оценку

|𝐹𝑗 (𝑥)| < 2𝑛𝑙𝑄1−𝛾 . (9)

Введем вектор 𝑏̄ = (𝑎𝑛, ..., 𝑎1), состоящий из коэффициентов функции 𝐹𝑗 (𝑥) и множество
функций 𝐹𝑗 (𝑥) с одним и тем же вектором 𝑏̄ обозначим ℱ

(︀
𝑏̄
)︀
. При достаточно большом 𝑄

верно неравенство
#ℱ

(︀
𝑏̄
)︀
= (2𝑄+ 1)𝑛 < 2𝑛+1𝑄𝑛.

Занумеруем функции 𝐹𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 0, 1, ..., 2𝑐8𝑛𝑙2
𝑛+1𝑄𝑛+1𝜇𝐼, нули которых лежат на интер-

вале 𝐼. образуем новые функции

𝑅𝑗 (𝑥) = 𝐹𝑗 (𝑥)− 𝐹0 (𝑥) = 𝑑𝑖

которые являются различными целыми числами и

max |𝑑𝑖| > 2𝑛𝑘𝑄1−𝛾

вопреки (9). Полученное противоречие доказывает теорему 1.
Доказательство теоремы 3 поделим на три этапа в зависимости от величин модуля про-

изводной |𝐹 ′
2 (𝑥)| на интервале 𝐼. Обозначим через ℒ (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которого

выполняется неравенство
|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2,

⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝑐9𝑄,

а через ℒ1 (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которого выполняется система неравенств

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2, 𝑄
5
8 <

⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄, (10)

Предложение 1. Справедливо неравенство

𝜇ℒ1 (𝐼, 𝑄) < 2−4𝜇𝐼. (11)

Доказательство. Будем считать, что система неравенств (10) рассматривается на интервале
монотонности функции 𝐹2 (𝑥). Тогда множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которых верна система неравенств
(10) содержится в интервале, который можно записать в виде

𝜎 (𝐹 ) :=
{︀
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1 (𝐹 )| < 𝑐10𝑄

−2
⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒}︀
). (12)

Наряду с интервалами 𝜎 (𝐹 ) рассмотрим интервал

𝜎1 (𝐹 ) :=
{︀
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1 (𝐹 )| < 𝑐11

⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒}︀
). (13)

Из (12) и (13) следует неравенство

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐11𝑐
−1
10 𝑄

−2𝜇𝜎1 (𝐹 ) . (14)

Зафиксируем вектор 𝑏̄ = (𝑎1, 𝑎2), координаты которого являются коэффициентами 𝐹2 (𝑥).
Интервалы 𝜎1 (𝐹 ), имеющие один и тот же вектор 𝑏̄ объединим в один класс ℱ2

(︀
𝑏̄
)︀
. Покажем,
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что при подходящем выборе 𝑐10 интервалы 𝜎1 (𝐹1) и 𝜎1 (𝐹2) не пересекаются. Предположим
противное:

𝑠1 = 𝜎1 (𝐹1) ∩ 𝜎1 (𝐹2) ̸=

и 𝑥0 ∈ 𝑠1. Разложим функцию 𝐹𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1, 2 на интервалах 𝜎1 (𝐹1) и 𝜎1 (𝐹2) в ряд Тейлора
и оценим значения |𝐹𝑗 (𝑥0)|. Имеем

|𝐹𝑗 (𝑥0)| ≤ |𝐹𝑗 (𝛼1)|+
⃒⃒⃒
𝐹 ′
𝑗 (𝛼1) (𝑥− 𝛼1) + 𝐹𝑗 (𝜉𝑗) (𝑥− 𝛼1)

2
⃒⃒⃒
, 𝜉𝑗 ∈ (𝑥0, 𝛼1) .

Нетрудно видеть, что
|𝐹𝑗 (𝑥0)| < 2𝑐10

и
𝑅 (𝑥0) = 𝑑 ∈ Z, 𝑑 ̸= 0,

|𝑅 (𝑥0)| = |𝐹2 (𝑥0)− 𝐹1 (𝑥0)| < 4𝑐10.
(15)

Неравенство (15) при 𝑐10 = 1
8 противоречиво. Из того, что интервалы 𝜎1 (𝐹 ) не пересекаются

следует, что ∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏̄)

𝜇𝜎1 (𝐹 ) ≤ 𝜇𝐼. (16)

Воспользуемся неравенством (16). тогда из (14) и (16) следует∑︁
𝑏̄

∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏̄)

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 4𝑐−1
10 𝛿0𝜇𝐼 < 2−4𝜇𝐼,

поскольку из неравенства |𝐹 ′ (𝑥)| < 𝛿0𝑄 следует, что 𝑎1 принимает не более 𝛿𝑄 значений.

Предложение 2. Обозначим через ℒ (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼 для которых система
неравенств

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2, 1 ≤
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
≤ 𝑄

5
8

имеет хотя бы одно решение в функциях 𝐹2 (𝑥) ∈ ℒ (𝐼, 𝑄). Тогда

𝜇ℒ2 (𝐼, 𝑄) < 2−4𝜇𝐼.

Доказательство. Введем при фиксированном 𝑏 = 𝑎2 класс функций с одним и тем же 𝑏,
который обозначим ℱ (𝑏). Определим интервалы

𝜎2 :=
{︁
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| (𝐹 ) < 𝑐12𝑄

−1
⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒−1
}︁

(17)

из определения 𝜎 (𝐹 ) и 𝜎2 (𝐹 ) следует

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐−1
12 𝜇𝜎2 (𝐹 ) . (18)

Интервал 𝜎2 (𝐹1) будем называть существенным, если не существует интервала 𝜎2 (𝐹2) ,
𝐹2 ∈ ℱ (𝑏), такого что

𝜇𝜎2 (𝐹1) sup𝜎2 (𝐹2) > 0.5𝜇𝜎2 (𝐹1) . (19)

Если же такой интервал найдется, т. е. при некотором 𝐹2 (𝑥) ∈ ℱ (𝑏) выполняется неравенство

𝜇𝜎2 (𝐹1) sup𝜎2 (𝐹2) > 0.5𝜇𝜎2 (𝐹1) ,

то интервал 𝜎2 (𝐹1) будем называть несущественным.
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В случае существенных интервалов воспользуемся (18). Тогда из
∑︀
𝐹∈ℱ

𝜇𝜎2 (𝐹 ) < 2𝜇𝐼 и (18)

получим ∑︁
𝑏

∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏)

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐13𝜇𝐼. (20)

В случае несущественных интервалов разложим функции 𝐹2 (𝑥) и 𝐹 ′
2 (𝑥) на интервале

𝜎2 (𝐹 ) в ряд Тейлора и оценим их модули сверху пользуяс (6). Получим систему неравенств

|𝑎1𝑥+ 𝑏| < 𝑐14𝑄
−1, |𝑎1| < 2𝑄

5
8 ,

откуда ⃒⃒⃒⃒
𝑥+

𝑏1
𝑎1

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐14𝑄

−1𝑎−1
1 . (21)

Неравенство (21) выполняется для интервала с центром в точке − 𝑏1
𝑎1

длиной 2𝑐14𝑄
−1𝑎−1

1 .
Просуммируем эту величину по 𝑏1, количество которых не превосходит 𝑎1𝜇𝐼, а затем по
𝑎1, |𝑎1| < 2𝑄

5
8 . Получим оценку 𝑐15𝑄

5
8
−1𝜇𝐼, которая вместе с (20) завершает доказательство

предложения 2.

Предложение 3. Обозначим через 𝐵3 множество решений системы неравенств

|𝑎2𝑓 (𝑥) + 𝑎1𝑥+ 𝑎0| < 𝑐16𝑄
−2,

⃒⃒
𝑎2𝑓

′ (𝑥)
⃒⃒
< 𝑐14. (22)

Тогда
𝜇𝐵3 < 2−4𝜇𝐼.

Для доказательства предложения 3 применим к системе неравенств (10), (20) лемму 3 при
𝛿 = 𝑄−3, 𝑐16 = 𝐾. Получим

𝜇𝐵3 < 2−4𝑄
1
9

что меньше 2−4𝜇𝐼 при 0 ≤ 𝛾 < 1
9 и достаточно большом 𝑄. Из предложений 1—3 следует

теорема 3.

3. Заключение

В дальнейших работах авторы предполагают привести применения результатов статьи в
метрической теории диофантовых приближений и при получении оценок сверху для размер-
ности Хаусдорфа резонансных множеств.
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ОЦЕНКИ СВЕРХУ И СНИЗУ ДЛЯ КОЛИЧЕСТВА
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ТОЧЕК В КОРОТКИХ ИНТЕРВАЛАХ

В. И. Берник (г. Минск), А. Г. Гусакова (г. Минск), А. C. Кудин (г. Минск)

Аннотация

Алгебраические числа распределены весьма причудливо. Видимо поэтому их практиче-
ски никогда не используют в качестве всюду плотных множеств. Как доказали в 1970 году
А. Бейкер и В. Шмидт, алгебраические числа все же обладают неким подобием равномер-
ного распределения последовательностей на длинных интервалах, которое они назвали
регулярностью. В последние годы появилось немало работ, в которых решались проблемы
о длине интервалов, на которых проявляется регулярность распределения действитель-
ных алгебраических чисел. Было выяснено, что для любого целого 𝑄 > 1 существуют
интервалы длины 0, 5𝑄−1, внутри которых нет алгебраических чисел 𝛼 любой степени 𝑛
и высоты 𝐻(𝛼) 6 𝑄. В то же время можно найти величину 𝑐0 = 𝑐0(𝑛), что уже при 𝑐 > 𝑐0
лежащие на любом интервале 𝐼 длины большей 𝑐𝑄−1 алгебраические числа обладают
свойством регулярности. Такими "удобными" для алгебраических чисел оказались интер-
валы, свободные от рациональных чисел с малыми знаменателями и алгебраических чисел
небольшой степени и малой высоты. Для нахождения алгебраических чисел с помощью
теоремы Минковского о линейных формах строятся целочисленные многочлены с малы-
ми значениями на интервале и с большой высотой. Оказывается, что для "большинства"
точек 𝑥 интервала эти многочлены имеют близкие и удобные характеристики (степень,
высоту, величину значения модуля многочлена в точке 𝑥). Этих характеристик достаточ-
но для построения на интервале алгебраических чисел. В данной статье мы доказываем
существование алгебраических чисел большой степени на “очень коротких“ интервалах.

Ключевые слова: алгебраическое число, диофантовы приближения, регулярные систе-
мы точек, теорема Минковского о линейных формах.

Библиография: 24 названий.

UPPER AND LOWER ESTIMATES OF THE NUMBER
OF ALGEBRAIC POINTS IN SHORT INTERVALS
V. I. Bernik (Minsk), A. G. Gusakova (Minsk), A. S. Kudin (Minsk)

Abstract

The distribution of algebraic numbers is quite complicated. Probably this is why they are
rarely used as dense sets. Nevertheless, A. Baker and W. Schmidt proved in 1970 that the
distribution of algebraic numbers still have some kind of uniformity on long intervals, which
they called regularity. Recently many works have appeared addressing the problems concerning
the lengths of the intervals on which real algebraic numbers have regularity property. It was
discovered that for any integer 𝑄 > 1 there are intervals of length 0.5𝑄−1, which don’t contain
algebraic numbers of any degree 𝑛 and of height 𝐻(𝛼) 6 𝑄. At the same time it’s possible to
find such 𝑐0 = 𝑐0(𝑛) that for any 𝑐 > 𝑐0 algebraic numbers on any interval of length exceeding
𝑐𝑄−1 have regularity property. Such "friendly" to algebraic numbers intervals are intervals free
of rational numbers with small denominators and algebraic numbers of small degree and height.
In order to find algebraic numbers we build integral polynomials with small values on an interval
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and large height using Minkowski’s linear forms theorem. It turns out that for "most" points 𝑥
of an interval these polynomials have similar and nice characteristics (degree, height, module of
polynomial value at point 𝑥). These characteristics are sufficient for building algebraic numbers
on an interval. In this paper we prove existence of algebraic numbers of high degree on “very
short“ intervals.

Keywords: algebraic number, Diophantine approximation, regular systems of points, Min-
kowski’s linears form theorem.

Bibliography: 24 titles.

1. Введение

Существуют различные количественные формы для всюду плотных последовательностей
на действительной прямой. Одна из них носит название равномерного распределения и берет
свое начало с работы Г. Вейля [1, 13], в которой он ввел понятие равномерного распределе-
ния и доказал критерий Вейля о равномерном распределении. В частности, из его критерия
легко следует, что дробные части последовательности {𝛼𝑛}, 𝑛 = 1, 2, ... равномерно распреде-
лены на отрезке [0, 1) тогда и только тогда, когда 𝛼 — иррациональное число. Вторым важным
понятием распределения последовательностей является понятие регулярности распределения,
предложенное А. Бейкером и В. Шмидтом [2]. Это понятие показывает, как много первых чле-
нов последовательности надо взять, чтобы они содержались в малых подинтервалах заданного
интервала и были не слишком близки друг к другу. Бейкер и Шмидт доказали регулярность
множества действительных алгебраических чисел и нашли точную оценки снизу размерности
Хаусдорфа множества действительных чисел, с заданным порядком приближаемых алгеб-
раическими [2, 19]. В последующих работах понятие регулярности оказалось полезным при
доказательстве аналога метрической теоремы А. Я. Хинчина [3] для многочленов [4, 5, 14],
невырожденных кривых и поверхностей [6, 7, 8], а также обобщения теоремы Хинчина в полях
комплексных и 𝑝-адических чисел [9, 10, 11, 12].

В настоящей работе мы покажем, что свойство регулярности обобщается и на интервалы
малой длины. При этом мы имеем ввиду, что рассматривается 𝐾 членов последовательности
𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝐾 , а лежат они на интервале 𝑆 длины 𝜇𝑆 = 𝐾−𝑙, 𝑙 > 0. Эта работа является
естественным продолжением работ [16, 17, 18, 20].

Для многочлена

𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛 ̸= 0,

обозначим через deg𝑃 = 𝑛 степень 𝑃 (𝑥), а через𝐻 = 𝐻(𝑃 ) = max06𝑗6𝑛 |𝑎𝑗 | высоту многочлена
𝑃 (𝑥). При достаточно большом 𝑄 введем класс многочленов

𝒫𝑛(𝑄) = {𝑃 ∈ Z[𝑥] : deg𝑃 6 𝑛,𝐻(𝑃 ) 6 𝑄} .

Обозначим 𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 корни многочлена 𝑃 (𝑥). Пусть 𝑐1, 𝑐2, ... — величины, зависящие от 𝑛 и
не зависящие от𝐻 и𝑄;#𝐴— количество элементов конечного множества𝐴; 𝜇𝐵 — мера Лебега
измеримого множества 𝐵 ⊂ R. Множество всех корней многочленов 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄) обозначим
𝑇𝑛(𝑄). Ясно, что #𝒫𝑛(𝑄) 6 (2𝑄 + 1)𝑛+1, и тогда #𝑇𝑛(𝑄) 6 𝑛(2𝑄 + 1)𝑛+1. Известно [2], а
для многочленов нечетной степени это очевидно, что #𝑇𝑛(𝑄)

⋂︀
R > 𝑐1𝑄

𝑛+1. В [17] доказано,
что действительные алгебраические числа, упорядоченные по росту высоты минимальных
многочленов, равномерно распределены только при 𝑛 = 1, т.е. когда являются рациональными
числами.

В данной работе будем изучать законы распределения множества 𝑇𝑛(𝑄)
⋂︀
[0, 1) на корот-

ких интервалах 𝐼 ⊂ [0, 1), 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 , 𝛾 > 1. Выбор интервала [0, 1) не существенен, можно
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взять любой другой конечный интервал [𝑎, 𝑏). Выбор интервала [0, 1) упрощает вычисления.
Некоторые теоремы могут быть обобщены с полиномов на невырожденные функции [5, 6, 7, 8].

В коротких интервалах алгебраические числа ведут себя по-разному. В недавней работе
[16] доказано, что

а) существуют интервалы 𝐼1 длины 𝜇𝐼1 = 0, 5𝑄−1 такие, что 𝑇𝑛(𝑄)
⋂︀
𝐼1 = ∅ при любом 𝑛;

б) при достаточно большой величине 𝑐2 для любого интервала 𝐼2, 𝜇𝐼2 > 𝑐2𝑄
−1, при подхо-

дящей величине 𝑐3 > 0 верно неравенство

#𝑇𝑛(𝑄)
⋂︁
𝐼2 > 𝑐3𝑄

𝑛+1𝜇𝐼2.

Утверждение а) может быть доказано с помощью несложных рассуждений с многочленами
и их корнями. Напротив, утверждение б) использует многие недавние теоремы метрической
теории диофантовых приближений [16, 20].

Ясно, что интервалов типа 𝐼1, не содержащих алгебраических чисел, немного, ведь извест-
но [2], что

#𝑇𝑛(𝑄)
⋂︁

[0, 1) > 𝑐5𝑄
𝑛+1.

В работе впервые дается ответ на вопрос, какие условия надо наложить на интервалы 𝐼
длины 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾1 , чтобы при 𝛾1 > 1 интервалы 𝐼 содержали алгебраические числа из 𝑇𝑛(𝑄).
В [18] такое условие приведено при 𝛾1 = 3

2 .
Из теоремы Минковского о линейных формах [23] следует, что при любом 𝑥 ∈ [0, 1) и 𝑄 > 1

найдется целочисленный многочлен 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄) такой, что

|𝑃 (𝑥)| < 2(𝑛+ 1)𝑄−𝑛.

В этом неравенстве показатель степени −𝑛 наилучший, т.к. при 𝑥1 = 2−
1

𝑛+1 верно нера-
венство |𝑃 (𝑥1)| > 𝑐5𝑄

−𝑛. Из теоремы В.Г. Спринджука [21, 22] следует, что неравенство
|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−𝑤, 𝑤 > 𝑛 может выполняться только для 𝑥 ∈ 𝐵1 ⊂ [0, 1), 𝜇𝐵1 < 𝜀1 при лю-
бом 𝜀1 > 0. Это означает, что если множество 𝐵2 состоит из точек 𝑥 ∈ [0, 1), для которых
|𝑃𝑘(𝑥)| < 𝑐5𝑄

−𝑘−1 и 𝑄 велико, то 𝜇𝐵2 < 𝜀2, 𝜀2 > 0. Более того, известна оценка 𝜇𝐵2 < 𝑐6𝑄
− 1

𝑛 .
Докажем несколько теорем об оценках сверху для #𝑇𝑛(𝑄)

⋂︀
𝐼.

Теорема 1. При 𝜇𝐼2 = 𝑄−𝛾2, 0 6 𝛾2 < 1 справедливо неравенство

#𝑇𝑛(𝑄)
⋂︁
𝐼2 > 𝑛22𝑛+5𝑄𝑛+1𝜇𝐼2.

Доказательство. Обозначим 𝑐7 = 𝑛22𝑛+5 и предположим противное. Это означает, что

#𝑇𝑛(𝑄)
⋂︁
𝐼2 > 𝑐7𝑄

𝑛+1−𝛾2 .

Возьмем вектор 𝑏̄1 = (𝑎𝑛, ..., 𝑎1), координаты которого коэффициенты 𝑃 (𝑥). Так как
#
{︀
𝑏̄1
}︀

= (2𝑄 + 1)𝑛 < 2𝑛+1𝑄𝑛 при 𝑄 > 𝑄0, то в классе полиномов 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄), которые
имеют корни 𝛼1 ∈ 𝑇𝑛(𝑄)

⋂︀
𝐼2, не менее 𝑙1 = 𝑐72

−𝑛−1𝑄1−𝛾2 полиномов имеют один и тот же
вектор 𝑏̄1 и, следовательно, их разность — целое число, не равное нулю. Если 𝛼1𝑖 — корень
𝑃𝑖(𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄), принадлежащий интервалу 𝐼2, то из разложения 𝑃𝑖(𝑥) в ряд Тейлора на 𝐼2
имеем

𝑃𝑖(𝑥) = 𝑃𝑖(𝛼1𝑖) + 𝑃
′
𝑖 (𝛼1𝑖)(𝑥− 𝛼1𝑖) +

1

2
𝑃

′′
𝑖 (𝛼1𝑖)(𝑥− 𝛼1𝑖)

2 + ..., 1 6 𝑖 6 𝑙1, (1)

𝑃𝑖(𝛼1𝑖) = 0,
⃒⃒⃒
𝑃

′
𝑖 (𝛼1𝑖)(𝑥− 𝛼1𝑖)

⃒⃒⃒
< 𝑛2𝑄1−𝛾2 ,



118 В. И. БЕРНИК, А. Г. ГУСАКОВА, А. C. КУДИН

при 𝑄 > 𝑄0. Остальные члены разложения в (1) оцениваются по модулю величиной 𝑛𝑄1−𝛾2 ,
поэтому

|𝑃𝑖(𝑥)| < 2𝑛2𝑄1−𝛾2 .

Образуем полиномы

𝑅𝑗(𝑥) = 𝑃𝑗+1(𝑥)− 𝑃1(𝑥), 1 6 𝑗 6 𝑙1 − 1.

Полиномы 𝑅𝑗(𝑥) — различные целые, отличные от нуля числа, для которых справедливо

|𝑅𝑗(𝑥)| < 2𝑛2𝑄1−𝛾2 .

При достаточно большом 𝑙1 среди них найдется число, по модулю большее 2𝑛2𝑄1−𝛾2 , что
противоречит предыдущему неравенству. 2

В работах Спринджука [21, 22] показано, что метрические теоремы о целочисленных много-
членах остаются верными при переходах от многочленов 𝑃 (𝑥) к многочленам 𝑃1(𝑥)=𝑃 (𝑥−𝑚),
𝑚 ∈ Z и к многочленам 𝑃2(𝑥) = 𝑥𝑛𝑃

(︀
1
𝑥

)︀
. Эти два преобразования позволяют перейти от про-

извольных многочленов к многочленам с условием

|𝑎𝑛| > 𝑐8𝐻(𝑃 ). (2)

При условии (2) нетрудно доказать [22, 14], что для всех корней 𝛼𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛 полинома 𝑃 (𝑥)
верно неравенство |𝛼𝑗 | < 𝑐9. Поэтому в дальнейшем считаем, что для полиномов 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄)
выполнено условие (2) и все корни полиномов ограничены величиной, зависящей от 𝑛 и не
зависящей от 𝐻 и 𝑄.

Введем понятие типа интервала. Интервал 𝐼 длины |𝐼| = 𝑄−𝛾1 называется интервалом типа
(𝑘, 𝑣), если на нем находится действительное алгебраическое число 𝛽1 степени deg 𝛽1 = 𝑘 < 𝑛
и высоты 𝐻(𝛽1) 6 𝑄𝑣, 0 6 𝑣 6 1.

Теорема 2. При 𝛾1 > 𝑘 + 𝑛𝑣 интервалы 𝐼 типа (𝑘, 𝑣) не содержат действительных
алгебраических точек 𝛼1, deg𝛼1 = 𝑛, 𝐻(𝛼1) 6 𝑄.

Доказательство. Обозначим через 𝑇1(𝑥) = 𝑏𝑘𝑥
𝑘 + ... + 𝑏1𝑥 + 𝑏0 минимальный многочлен

алгебраического числа 𝛽1, а через 𝑇2(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + ... + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 минимальный многочлен

алгебраического числа 𝛼1. Многочлены 𝑇1(𝑥) и 𝑇2(𝑥) не имеют общих корней, их старшие
коэффициенты удовлетворяют (2) и, следовательно, корни 𝛽1, ..., 𝛽𝑘 полинома 𝑇1(𝑥) и корни
𝛼1, ..., 𝛼𝑛 полинома 𝑇2(𝑥) ограничены по модулю некоторой величиной 𝑐9. Поэтому результант
𝑅(𝑇1, 𝑇2) ̸= 0. Корень 𝛽1 ∈ 𝐼 определяет тип интервала 𝐼. Предположим, что 𝛼1 ∈ 𝐼. Тогда

1 6 |𝑅(𝑇1, 𝑇2)| = 𝑎𝑘𝑛𝑏
𝑛
𝑘

∏︁
16𝑖6𝑛, 16𝑗6𝑘

(𝛼𝑖 − 𝛽𝑗)≪𝑛 𝑄
𝑘+𝑛𝑣|𝛼1 − 𝛽1| ≪𝑛 𝑄

𝑘+𝑛𝑣−𝛾1 . (3)

По условию теоремы показатель степени в (3) отрицательный, и неравенство (3) при до-
статочно большом 𝑄 противоречиво. 2

Если 𝛾1 < 𝑘 + 𝑛𝑣, то интервал 𝐼1 может содержать алгебраические числа, однако, "не
слишком много".

Теорема 3. При 𝛾3 > 1+𝑣 интервал 𝐼3 длины |𝐼3| = 𝑄−𝛾3 содержит не более 2𝑛+7𝑄𝑛+1−𝛾3

алгебраических чисел 𝛽1, deg 𝛽1 = 𝑛, 𝐻(𝛽1) 6 𝑄.

Доказательство. Предположим противное, т. е.

# {𝛽1 ∈ 𝐼3 : 𝑃 (𝛽1) = 0, 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄)} > 2𝑛+7𝑄𝑛+1−𝛾3 .
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Зафиксируем вектор 𝑏̄2 = (𝑎𝑛, ..., 𝑎2), состоящий из коэффициентов многочленов 𝑃 (𝑥)∈𝒫𝑛(𝑄).
Ясно, что

#
{︀
𝑏̄2
}︀
= (2𝑄+ 1)𝑛−1 < 2𝑛𝑄𝑛−1, 𝑄 > 𝑄0(𝑛).

Поэтому не менее 𝑙2 = 28𝑄2−𝛾3 многочленов имеют один и тот же вектор 𝑏̄2. Разложим каждый
из таких многочленов 𝑃𝑗(𝑥), 1 6 𝑗 6 𝑙2 в ряд Тейлора на отрезке 𝐼3 в окрестности корня
𝛽1 = 𝛽1𝑗 и оценим 𝑃 (𝑥) сверху.

𝑃𝑗(𝑥) = 𝑃 (𝛽1) + 𝑃
′
(𝛽1)(𝑥− 𝛽1) +

1

2
𝑃

′′
(𝛽1)(𝑥− 𝛽1)2 + ...+

1

𝑛!
𝑃 (𝑛)(𝛽1)(𝑥− 𝛽1)𝑛,

|𝑃𝑗(𝑥)| 6 𝑛2𝑄1−𝛾3 + 𝑛
1

𝑛
𝑄1−𝛾3 < 2𝑛2𝑄1−𝛾3 , 𝑄 > 𝑄0.

Образуем многочлены

𝑅𝑗(𝑥) = 𝑃𝑗+1(𝑥)− 𝑃1(𝑥), 1 6 𝑗 6 𝑙2 − 1 6
𝑙2
2

= 26𝑄1−𝛾3 . (4)

Количество различных многочленов в (4) не менее 27𝑄2−𝛾3 . При этом, deg𝑅𝑗 6 1, 𝐻(𝑅𝑗) 6 2𝑄
и

|𝑎𝑗𝑥+ 𝑏𝑗 | = |𝑅𝑗(𝑥)| < 4𝑛2𝑄1−𝛾3 , 1 6 𝑗 6 𝑙2 − 1 6
𝑙2
2

= 26𝑄1−𝛾3 . (5)

Из (5) следует ⃒⃒⃒⃒
𝑥+

𝑏𝑗
𝑎𝑗

⃒⃒⃒⃒
< 4𝑛2𝑄1−𝛾3 |𝑎𝑗 |−1 6 4𝑛2𝑄1−𝛾3 . (6)

Если среди 27 многочленов 𝑅𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑥 + 𝑏𝑗 найдется хотя бы один, корень которого, рав-
ный − 𝑏𝑖

𝑎𝑖
, не совпадает с 𝛽1 = − 𝑏0

𝑎0
, то рассмотрим результант данного многочлена 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏𝑖 и

многочлена 𝑅0 = 𝑎0𝑥+ 𝑏0, определяющего тип интервала 𝐼3.

1 6 |𝑅(𝑅0, 𝑅𝑗)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑎0𝑎𝑖

(︂
𝑏𝑖
𝑎𝑖
− 𝑏0
𝑎0

)︂⃒⃒⃒⃒
6 8𝑛2𝑄1+𝑣−𝛾3 . (7)

Неравенство (7) при 𝛾3 > 1+𝑣 и 𝑄 > 𝑄0 противоречиво. Если все линейные многочлены 𝑅𝑗(𝑥)
различны и при этом имеют один и тот же корень − 𝑏0

𝑎0
, то они имеют вид

𝑘(𝑎0𝑥+ 𝑏0), 𝑘 ∈ Z. (8)

Так как |𝑎0| > 0, 5𝑄𝑣, и 𝑘 можно взять больше 𝑘0 =
𝑙2
8 , то одновременно должны выполняться

неравенства

|𝑎0𝑘0| > 8𝑄𝑣+2−𝛾3 ,

|𝑎0𝑘0| < 4𝑄,

что невозможно при 𝛾3 > 1 + 𝑣. Теорема доказана. 2

В следующей теореме на точки интервала 𝐼 накладывается условие

max
𝑥∈𝐼
|𝑃 (𝑥)| > 𝑐10𝐻(𝑃 )− deg𝑃−1,deg𝑃 < 𝑛. (9)

Это означает, что точки 𝑥 ∈ 𝐼 не должны слишком хорошо приближаться алгебраическими
числами 𝛼 степени меньше 𝑛.
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Теорема 4. Пусть задан интервал 𝐼 длины 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾2, 𝛾2 > 1 точки которого удовле-
творяют неравенству (9). Тогда при подходящем 𝑐11 верно неравенство

#𝑇𝑛(𝑄)
⋂︁
𝐼 > 𝑐11𝑄

𝑛+1−𝛾2𝜇𝐼.

Основой доказательства теоремы является следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть интервал 𝐼 удовлетворяет условиям теоремы 4. Обозначим через
𝐵3 множество точек 𝑥 ∈ 𝐼, для которых система неравенств{︂

|𝑃 (𝑥)| < 2(𝑛+ 1)𝑄−𝑛,
|𝑃 ′(𝑥)| < 𝛿0𝑄

−𝛾2+1,
(10)

имеет хотя бы одно решение в полиномах 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄). Тогда при достаточно малом 𝛿0
верно

𝜇𝐵3 <
1

4
𝜇𝐼. (11)

Для доказательства теоремы 5 необходимы следующие леммы.

Лемма 1. Пусть 𝛼1 — ближайший к 𝑥 корень полинома 𝑃 (𝑥). Тогда при 𝑃
′
(𝑥) ̸= 0 и

𝑃
′
(𝛼1) ̸= 0 из (10) следует

|𝑥− 𝛼1| 6 𝑛|𝑃 (𝑥)||𝑃 ′(𝑥)|−1,
|𝑥− 𝛼1| 6 2𝑛−1|𝑃 (𝑥)||𝑃 ′(𝛼1)|−1.

(12)

Лемма 1 хорошо известна [14, 21, 22].

Лемма 2. Пусть 𝑃1(𝑥) и 𝑃2(𝑥) — два целочисленных полинома без общих корней с усло-
виями

deg𝑃1 6 𝑛, deg𝑃2 6 𝑛, 𝐻(𝑃1) 6 𝑄, 𝐻(𝑃2) 6 𝑄,

которые на интервале 𝐽 , 𝜇𝐽 = 𝑄−𝜂, 𝜂 > 0, удовлетворяют неравенствам

max(|𝑃1(𝑥)|, |𝑃2(𝑥)|) < 𝑄−𝜏 ,

при некотором 𝜏 > 0. Тогда для любого 𝛿 > 0 при 𝑄 > 𝑄0(𝛿) справедливо неравенство

𝜏 + 1 + 2max(𝜏 + 1− 𝜂, 0) < 2𝑛+ 𝛿.

Лемма 2 доказана в [4].

2. Доказательство теоремы 5

По лемме 1 система неравенств (10) выполняется на интервале

𝜎(𝑃 ) =
{︀
𝑥 ∈ R : |𝑥− 𝛼1| < 2𝑛−1𝑄−𝑛|𝑃 ′(𝛼1)|−1

}︀
. (13)

Наряду с интервалом 𝜎(𝑃 ) рассмотрим интервал

𝜎𝑙(𝑃 ) =
{︁
𝑥 ∈ R : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐12𝑄

−𝑙|𝑃 ′(𝛼1)|−1
}︁
, 𝑙 ∈ N. (14)
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Потребуем, чтобы интервал 𝜎𝑙(𝑃 ) содержался в 𝐼. Для этого при некотором 𝜀1 > 0 должно
выполняться неравенство

𝑙 ≥ 𝛾2 + 𝜆0 + 𝜀1, (15)

где 𝜆0 определяется из неравенства

𝑄−𝜆0−𝜀1 < |𝑃 ′(𝛼1)| < 𝑄−𝜆0 .

Зафиксируем вектор 𝑏̄𝑙 = (𝑎𝑛, ..., 𝑎𝑙), состоящий из 𝑛−𝑙+1 старших коэффициентов полиномов
𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛(𝑄). Справедлива оценка

#
{︀
𝑏̄𝑙
}︀
< 2𝑛𝑄𝑛−𝑙. (16)

Множество полиномов с одним и тем же вектором 𝑏̄𝑙 обозначим 𝑇
(︀
𝑏̄𝑙
)︀
. Для натурального

числа 𝑚 > 3 интервал 𝜎𝑙(𝑃1), содержащий точки не менее 𝑚 интервалов 𝜎𝑙(𝑃𝑗), 2 6 𝑗 6 𝑚+1,
𝑃𝑗 ∈ 𝑇

(︀
𝑏̄𝑙
)︀
будем называть 𝑚-несущественным. Если же интервал 𝜎𝑙(𝑃1) кроме себя содер-

жит точки других интервалов 𝜎𝑙(𝑃𝑗), но в количестве меньшем 𝑚, то его будем называть
𝑚-существенным.

Существенные интервалы. Множество 𝑚-существенных интервалов обозначим 𝑀𝑚(𝑏̄𝑙). Из
определения имеем ∑︁

𝜎𝑙(𝑃 )∈𝑀𝑚(𝑏̄𝑙)

𝜇𝜎𝑙(𝑃 ) 6 𝑚𝜇𝐽. (17)

Из (13) и (14) следует, что

𝜇𝜎(𝑃 ) 6 2𝑛−1𝑐−1
12 𝑄

−𝑛+𝑙𝜇𝜎𝑙(𝑃 ),

откуда с учетом (16) и (17) получаем∑︁
𝑏̄𝑙

∑︁
𝜎𝑙(𝑃 )∈𝑀𝑚(𝑏̄𝑙)

𝜇𝜎(𝑃 ) 6 𝑚22𝑛𝑐−1
12 <

1

2𝑆
𝜇𝐼,

при подходящем выборе 𝑐12.
Несущественные интервалы. Разложим многочлен 𝑃 (𝑥) при 𝑥 ∈ 𝜎𝑙(𝑃 ) в ряд Тейлора с

остаточным членом в форме Лагранжа и оценим |𝑃 (𝑥)| сверху:

𝑃 (𝑥) = 𝑃 ′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) +
1

2
𝑃

′′
(𝜉)(𝑥− 𝛼1)

2, 𝜉 ∈ (𝛼1, 𝑥).

Величина |𝑥− 𝛼1| оценена в (14), откуда⃒⃒⃒
𝑃

′
(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)

⃒⃒⃒
< 𝑐12𝑄

−𝑙,⃒⃒⃒
𝑃

′′
(𝜉)(𝑥− 𝛼1)

2
⃒⃒⃒
< 𝑐13𝑄

1−2𝑙+2𝜆0+2𝜀1 .

Если

𝑙 > 2𝑘 + 1 + 2𝜀1,

то при достаточно больших 𝑄 получаем

|𝑃 (𝑥)| < 2𝑐13𝑄
−𝑙. (18)
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На интервале 𝜎𝑙(𝑃 ) имеется не менее 𝑚 − 1 многочленов 𝑃𝑗(𝑥) ∈ 𝑀𝑛

(︀
𝑏̄𝑙
)︀
, 2 6 𝑗 6 𝑚, для

которых и многочлена 𝑃1(𝑥) справедливы неравенства (18). Первые коэффициенты многочле-
нов 𝑃𝑗(𝑥), 1 6 𝑗 6 𝑚 совпадают и поэтому для многочленов 𝑅𝑗(𝑥) = 𝑃𝑗+1(𝑥) − 𝑃1(𝑥) верны
неравенства

|𝑅𝑗(𝑥)| < 4𝑐13𝑄
−𝑙, 1 6 𝑗 6 𝑚− 1,

deg𝑅𝑗(𝑥) 6 𝑙, 1 6 𝑗 6 𝑚− 1.

Если среди многочленов 𝑅𝑗(𝑥) найдутся по крайней мере два неприводимых, то они не
имеют общих корней, и к ним можно применить лемму 2. В данном случае

𝜏 = 𝑙, 𝜂 = 𝑙 − 𝑘 − 𝜀1, 𝜏 + 1 + 2(𝜏 + 1− 𝜂) = 𝑙 + 3 + 2𝑘 + 2𝜀1, (19)

что больше, чем 2𝑙 + 𝛿 при 𝑙 < 2𝜆0 + 3 + 2𝜀1 − 𝛿. Пришли к противоречию.
Возьмем 𝑘 = 𝛾2−1. Натуральное число 𝑙 должно по (15) и (19) удовлетворять неравенству

2𝛾2 − 1 + 2𝜀1 6 𝑙 < 2𝛾2 + 1 + 2𝜀1 − 𝛿.

Получаем, что 𝑙 находится в интервалах длины 2− 𝛿 > 1.9 при 𝛿 < 0, 1. Поэтому, такое целое
𝑙 всегда найдется.

Покажем сейчас, как провести доказательство, если величины |𝑃 ′(𝛼1)| и |𝑃 ′(𝑥)| имеют
разные порядки. Это будет в случае

|𝑃 ′(𝑥)| < 2𝑛3𝑄−𝑛−1
2 . (20)

Из неравенства (20) получим неравенство

|𝑃 ′(𝛼1)| < 2𝑛+6𝑄−𝑛−1
2 . (21)

Пусть неравенство (21) неверно, т.е.

|𝑃 ′(𝛼1)| > 2𝑛+6𝑄−𝑛−1
2 .

Тогда по лемме (1) из |𝑃 (𝑥)| < 2(𝑛+ 1)𝑄−𝑛 имеем

|𝑥− 𝛼1| < (𝑛+ 1)𝑄−𝑛+1
2 .

Так как из представления

𝑃 ′(𝛼1) = 𝑃 ′(𝑥) + 𝑃 ′′(𝜉1)(𝑥− 𝛼1), 𝜉1 ∈ (𝑥, 𝛼1), |𝑥− 𝛼1| < (𝑛+ 1)𝑄−𝑛+1
2 ,

нетрудно получить ⃒⃒
𝑃 ′(𝑥)− 𝑃 ′(𝜉1)(𝑥− 𝛼1)

⃒⃒
< 2𝑛3 + 2𝑛3 = 4𝑛3,

получаем противоречие. При выполнении неравенства (21) доказательство теоремы может
быть завершено как в работах [14, 19, 22].

Если среди 𝑚− 1 многочленов 𝑅𝑗(𝑥) нельзя выбрать два неприводимых, то

𝑅𝑗(𝑥) = 𝑡1(𝑥)𝑡2(𝑥).

Полиномы 𝑡1(𝑥) и 𝑡2(𝑥) можно выбрать без общих корней. Их степени и высоты связаны
простыми известными соотношениями [14, 22]

deg 𝑡1 + deg 𝑡2 6 𝑙,
𝑐14𝐻(𝑅𝑗) < 𝐻(𝑡1)𝐻(𝑡2) < 𝑐15𝐻(𝑅𝑗).

(22)
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Обозначим deg 𝑡1 = 𝑛1,𝐻(𝑡1) = 𝑄𝜆1 . Тогда из (22) получим deg 𝑡2 6 𝑙−𝑛1,𝐻(𝑡2) < 𝑐16𝑄
1−𝜆1 .

Найдем такое рациональное число 𝑎, что неравенство

|𝑡1(𝑥)| < 𝑐17𝑄
−𝑎 = 𝑐15𝐻(𝑡1)

− 𝑎
𝜆1 , (23)

выполняется только для 𝑥 из множества 𝐵, 𝜇𝐵 > 0, 5𝜇𝜎𝑙(𝑃 ), но уже неравенство

|𝑡1(𝑥)| < 𝑐17𝑄
−𝑎−𝜀1 , (24)

выполняется только для 𝑥 из множества 𝐵, 𝜇𝐵 6 0, 5𝜇𝜎𝑙(𝑃 ). От неравенства (23) можно
перейти к неравенству

|𝑡1(𝑥)| < 𝑐18𝑄
−𝑎, (25)

для всех 𝑥 ∈ 𝜎𝑙(𝑃 ) [14, 19]. Если 𝑎
𝜆1
> 𝑛1 + 1, то это противоречит выбору интервала 𝐵. Если

же 𝑎
𝜆1
< 𝑛1 + 1, 𝑎 < 𝜆1(𝑛1 + 1), то 𝑙−𝑎

1−𝜆1
> 𝑙 > 𝑙 − 𝑛1 + 1 и уже многочлен 𝑡2(𝑥) принимает для

всех 𝑥 ∈ 𝜎𝑙(𝑃 ) значения меньше 𝑐19𝐻(𝑡2)
−(𝑙−𝑛1)−1 = 𝑐19𝐻(𝑡2)

− deg 𝑡2−1, что опять противоречит
выбору интервала 𝐵.

3. Доказательство теоремы 4

Из теоремы 5 следует, что для точек 𝑥1 ∈ 𝐵2, 𝜇𝐵2 > 3
4𝜇𝐼, выполняется система неравенств{︃

|𝑃 (𝑥)| < 2(𝑛+ 1)𝑄−𝑛,

|𝑃 ′(𝑥)| > 𝛿0𝑄
−𝛾2+1.

(26)

По лемме 1 находим корень 𝛼1 полинома 𝑃 (𝑥), удовлетворяющий неравенству

|𝑥1 − 𝛼1| < 𝑐20𝑄
−𝑛−1+𝛾2 .

Таким образом, все точки 𝑥1 ∈ 𝐵2 принадлежат подобным интервалам 𝐼1, 𝜇𝐼1 = 2𝑐20𝑄
−𝑛−1+𝛾2

с центрами в корнях полиномов 𝛼1. Покрывая множество 𝐵2 подобными интервалами 𝐼1,
получим искомую нижнюю оценку.

4. Заключение

Хотя теорема 4 гарантирует существование алгебраических чисел произвольной степени
на сколь угодно коротких интервалах, получить конструктивное описание интервалов со свой-
ством (9) в этой работе не удалось. Авторы будут признательны другим математикам, которым
удастся получить продвижение в этой задаче.
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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ПОСТРОЕНИЮ
ХАОТИЧЕСКИХ СИСТЕМ-ХАМЕЛЕОНОВ

И. М. Буркин (Тула)

Аннотация

Сегодня хорошо известно, что динамические системы можно подразделить на системы
с самовозбуждающимися и системы со скрытыми аттракторами. Cамовозбуждающийся
аттрактор имеет область притяжения, которая примыкает к неустойчивым состояниям
равновесия системы, в то время как скрытые аттракторы имеют области притяжения, не
пересекающиеся с малыми окрестностями ни одного из состояний равновесия. Скрытые
аттракторы играют важную роль в инженерных приложениях, поскольку их наличие вы-
зывает неожиданные и потенциально опасные ответы на возмущения, например, в таких
структурах как мост, или крыло самолета. Кроме того, сложное поведения хаотических си-
стем используют в различных областях, от таких, как изображения водяных знаков, аудио
схема шифрования, хаотическая маскировка коммуникаций, до генераторов случайных чи-
сел. Недавно исследователями были обнаружены так называемые "системы-хамелеоны".
Эти системы были так названы потому, что они демонстрируют самовозбуждающиеся
или скрытые колебания в зависимости от значений входящих в них параметров. В настоя-
щей работе предлагается простой алгоритм синтезирования однопараметрических систем-
хамелеонов. Отслеживается эволюция ляпуновских показателей и размерности Каплана-
Йорке таких систем при изменении параметра.

Ключевые слова: самовозбуждающийся аттрактор, скрытый аттрактор, мультистабиль-
ность, цикл, бифуркация, система-хамелеон, показатели Ляпунова, размерность Каплана-
Йорке.
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ABOUT ONE APPROACH TO CONSTRUCTION
OF CHAOTIC CHAMELEONS SYSTEMS

I. M. Burkin (Tula)

Abstract

Now it is well known that dynamical systems can be categorized into systems with self-
excited attractors and systems with hidden attractors. A self-excited attractor has a basin
of attraction that is associated with an unstable equilibrium, while a hidden attractor has
a basin of attraction that does not intersect with small neighborhoods of any equilibrium
points. Hidden attractors play the important role in engineering applications because they allow
unexpected and potentially disastrous responses to perturbations in a structure like a bridge or
an airplane wing. In addition, complex behaviors of chaotic systems have been applied in various
areas from image watermarking, audio encryption scheme, asymmetric color pathological image
encryption, chaotic masking communication to random number generator. Recently so-called
chameleons systems have been found out by researchers. These systems were so are named
for the reason, that they shows self-excited or hidden oscillations depending on the value of
parameters entering into them. In the present work the simple algorithm of synthesizing of one-
parametrical chameleons systems is offered. Evolution Lyapunov exponents and Kaplan-Yorke
dimension of such systems at change of parameter is traced.
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1. Введение

Колебания динамической системы могут быть легко локализованы численно, если все на-
чальные данные из его открытой окрестности в фазовом пространстве (за исключением, мо-
жет быть, конечного числа точек) приводят к переходному процессу, который приближается
к колебанию. Такое колебание называют аттрактором, а его притягивающее множество, то
есть множество точек, которые притягиваются к аттрактору, называют бассейном притяже-
ния. На ранних этапах исследования реальных динамических систем их структура была, как
правило, столь простой, что был очевидным факт ограниченности всех траекторий систе-
мы и возможность возбуждения колебаний только из окрестностей неустойчивых состояний
равновесия [1–3]. Таким образом, ученые того времени могли легко вычислить аттракторы
исследуемых систем, "запуская" вычислительную процедуру из малой окрестности неустой-
чивого состояния равновесия, отслеживая переходный процесс, который выводил на аттрактор
и локализовал его. Аттракторы, бассейн притяжения которых содержит сколь угодно малые
окрестности неустойчивых состояний равновесия, получили название "самовозбуждающие-
ся аттракторы". В настоящее время тысячи публикаций посвящены вычислению и анализу
самовозбуждающихся хаотических колебаний динамических систем.

Дальнейшее изучение динамических систем показало, что самовоэбуждающиеся периоди-
ческие и хаотические колебания не дают исчерпывающую информацию о возможных типах
поведения динамических систем. Были найдены колебания другого типа, которые в работе [4]
получили название "скрытые колебания" и "скрытые аттракторы". Так было предложено
назвать аттракторы, бассейн притяжения которых не пересекается с малыми окрестностями
состояний равновесия. Локализация и аналитическое изучение характеристик скрытых ат-
тракторов представляет значительно более сложную проблему, поскольку невозможно исполь-
зовать информацию о состояниях равновесия системы для организации переходных процессов
с использованием стандартных вычислительных процедур. Более того, нет никакой гарантии,
что вычислительная процедура "выйдет" на аттрактор, поскольку его область притяжения
может быть очень малой, а его размерность может быть много меньше размерности изучаемой
системы.

Системы, обладающие скрытыми аттракторами, являются мультистабильными, и потому
контроль работы таких систем является достаточно сложной задачей [5,6]. Последнее обсто-
ятельство побудило многих исследователей обратиться к поиску и исследованию особенности
динамики систем, обладающих скрытыми аттракторами. Были, например, изучены систе-
мы, не имеющие состояний равновесия [7–9], имеющие единственное состояние равновесия
[10,11], имеющие бесконечное число состояний равновесия [12,13]. Недавно в работе [14] были
обнаружена гиперхаотическая четырехмерная система, обладающая одновременно самовоз-
буждающимися и скрытыми аттракторами. Наконец, в работе [15] было введено новое по-
нятие "системы-хамелеоны". Так было предложено назвать системы, которые в зависимости
от значений входящих в них параметров, могут обладать либо самовозбуждающимися, либо
скрытыми аттракторами.

В настоящей работе предлагается использовать метод гомотопии для синтезирования одно-
параметрических систем-хамелеонов. Показано, что при изменении параметра в таких систе-
мах меняется не только тип аттрактора, но также его ляпуновские показатели и размерность
Каплана–Йорке.
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2. Основная идея

Основная идея использования метода гомотопии для построения систем-хамелеонов состо-
ит в следующем. Рассматривается однопараметрическое семейство динамических систем

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝜀), 𝜀 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 (1)

такое, что при малых 𝜀 > 0система (1) имеет легко обнаруживаемые самовозбуждающиеся ор-
битально асимптотически устойчивые циклы или самовозбуждающиеся хаотические аттрак-
торы. Численно отслеживается эволюция этих циклов или аттракторов при возрастании 𝜀
до 1. При некотором 𝜀 ∈ (0, 1) происходит бифуркация, при которой меняется тип аттракто-
ров системы. Например, некоторые состояния равновесия системы становятся устойчивыми в
малом и из их окрестностей перестают возбуждаться аттракторы, а самовозбуждающиеся ор-
битально устойчивые циклы трансформируются в скрытые циклы или скрытые хаотические
аттракторы. При 𝜀 = 1 все аттракторы системы являются скрытыми.

Ясно, что ключевым моментом в реализации описанной идеи является построение функции
𝑓(𝑥, 𝜀), для которой имеет место описанный выше сценарий. Один из методов построения
функции с нужными свойствами для класса систем вида

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴𝑋 +𝐵𝜉, 𝜉 = 𝜙(𝜀, 𝜎), 𝜎 = 𝐶*𝑋 (2)

предложен в работе [16]. В системе (2) 𝐴, 𝐵, 𝐶 — вещественные постоянные матрицы порядков,
соответственно, 𝑛 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚 и 𝑛 × 𝑚, где 𝑚 6 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,𝜉𝑗 = 𝜙𝑗(𝜀, 𝜎𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.
Функции 𝜙𝑗(𝜀, 𝜎𝑗)– непрерывные, дифференцируемые при 𝜎𝑗 = 0, 𝜀 ∈ [0, 1]. Знак (*) в записи
(2) означает транспонирование, а ниже в комплексном случае — эрмитово сопряжение. Для
упрощения дальнейшего изложения приведем здесь формулировку теоремы, доказанной в [16]
в удобной для нас форме.

Обозначим через 𝑊 (𝑝) = 𝐶*(𝐴−𝑝𝐼𝑛)−1𝐵, где 𝑝 — комплексная переменная, передаточную
𝑚×𝑚-матрицу системы (2). Относительно функций 𝜙𝑗(𝜀, 𝜎𝑗) будем предполагать выполнен-
ными условия

𝜇1𝑗 6
𝜙𝑗(𝜀, 𝜎𝑗2)− 𝜙𝑗(𝜀, 𝜎𝑗1)

𝜎𝑗2 − 𝜎𝑗1
6 𝜇2𝑗для всех𝜎𝑗 ∈ (−∞,∞), 𝜎𝑗1 ̸= 𝜎𝑗2, 𝜙𝑗(𝜀, 0) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

(3)
Предположения (3), очевидно, означают, что система (2) имеет решение (точку покоя) 𝑥 = 0.
Ниже будем считать, что это единственная точка покоя системы (2) при 𝜀 = 𝜀0 ∈ [0, 1]. Усло-
вия, гарантирующие выполнение последнего предположения, приведены в [16, Лемма 2].

Теорема. Пусть для 𝜀 = 𝜀0нелинейности 𝜙𝑗(𝜀0, 𝜎𝑗) в системе (2) удовлетворяют соотно-
шениям (3) и существует число 𝜆 > 0 такое, что выполнены следующие условия.

1) Матрица 𝐴 + 𝐵𝜙′(𝜀0, 0)𝐶
*, где 𝜙′(𝜀0, 0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜙′

1(𝜀0, 0), . . . , 𝜙
′
𝑚(𝜀0, 0)), имеет ровно два

собственных значения с положительными вещественными частями и не имеет их в полосе
−𝜆 6 𝑅𝑒𝑝 6 0.

2) Система (2) диссипативна по Левинсону. Например, матрица 𝐴+𝐵ℎ𝐶*, где
ℎ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑚) является гурвицевой и |𝜙(𝜀0, 𝜎)− ℎ𝐶*𝑋| < 𝛾 <∞.

3) При всех 𝜔 ∈ [0,∞) справедливо неравенство

det𝑅𝑒[𝐼𝑚 + 𝜇1𝑊 (𝑖𝜔 − 𝜆)]*[𝐼𝑚 + 𝜇2𝑊 (𝑖𝜔 − 𝜆)] ̸= 0, 𝜇𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇𝑘1, 𝜇
𝑘
2, . . . , 𝜇

𝑘
𝑚), 𝑘 = 1, 2. (4)

Тогда система (2) имеет по крайней мере один орбитально устойчивый цикл, области при-
тяжения которого принадлежат почти все точки окрестности состояния равновесия 𝑋 = 0.
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Рис. 22

Ниже будут продемонстрированы примеры построения систем-хамелеонов, опирающиеся
на использование сформулированной теоремы.

3. Система-хамелеон с двумя нелинейностями

Рассмотрим систему

𝑥̇1 = 1.241𝑥1 + 8.45𝑥2 − 8.45[𝜀
𝑥4
1+0.2

0.34𝑥4
1+0.2

tanh𝑥1 + (1− 𝜀)𝜓1(𝑥1)],

𝑥̇2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 0.1[𝜀𝑥32 + (1− 𝜀)𝜓2(𝑥2)],
𝑥̇3 = −12.1𝑥2 − 0.005𝑥3,

(5)

где 𝜓1(𝑥1) =

⎧⎨⎩
0.18𝑥1 − 0.11 , 𝑥 6 −0.5,
0.4𝑥1, |𝑥| 6 0.5,
0.18𝑥1 + 0.11, 𝑥 > 0.5,

, 𝜓2(𝑥2) = 0.5𝑥2.

Эта система может быть записана в виде (2) с

𝐴 =

⎛⎝ 1.241 8.45 0
1 −1 1
0 −12.1 −0.005

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ −8.45 0
0 0.1
0 0

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎝ 1 0
0 1
0 0

⎞⎠ ,

𝜙1(𝜀, 𝜎1) = 𝜀
𝑥4
1+0.2

0.34𝑥4
1+0.2

tanh𝜎1 + (1− 𝜀)𝜓1(𝜎1), 𝜙2(𝜀, 𝜎2) = 𝜀𝜎32 + (1− 𝜀)𝜓2(𝜎2).

Можно убедиться, что для рассматриваемой системы выполнено соотношение (4) для
𝜆 = 0.6, 𝜇2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0.77, 1).𝜇1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0.17, 0). Как нетрудно проверить, для системы (5) при
𝜀 = 0 выполнены все условия теоремы и, следовательно, она имеет самовозбуждающийся из ее
единственного состояния равновесия (0, 0, 0)орбитально устойчивый цикл. При 𝜀 ≈ 0.827 это
состояние равновесия становится устойчивым в малом и появляется орбитально устойчивый
скрытый цикл системы. Наконец, при𝜀 = 1система имеет хаотический аттрактор, представ-
ленный на рисунке 1.

При этом система (5) имеет 3 состояния равновесия (0, 0, 0) и (±3.3862,±1.3987 × 10−3,
∓3.3862). Нулевое состояние равновесия устойчиво в малом, а два других состояния рав-
новесия являются седло-фокусами. Отметим, что точка с координатами (3.386, 1.3987×
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×10−3,−3.386) находится в области притяжения найденного аттрактора, тогда как траек-
тория, начинающаяся в близкой точке (3.386, 1.3987× 10−2,−3.386) очень быстро "уходит на
бесконечность". То есть аттрактор является скрытым.

Вычислим ляпуновские показатели и размерность Каплана-Йорке найденного при 𝜀 = 1 ат-
трактора. Напомним, что для вычисления размерности Каплана–Йорке 𝐷𝐾𝑌 необходимо вы-

числить ляпуновские показатели 𝜆1 > 𝜆2 > 𝜆3 системы. Тогда 𝐷𝐾𝑌 = 𝑘 +
(︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖

)︁
|𝜆𝑘+1|−1,

где число 𝑘 такое, что
∑︀𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖 > 0, а
∑︀𝑘+1

𝑖=1 𝜆𝑖 < 0. Для аттрактора рассматриваемой системы
находим 𝜆1 = 0.2344862, 𝜆2 = −0.1387071,𝜆3 = −1.1398013,𝐷𝐾𝑌 = 2.0840314. Наличие поло-
жительного старшего показателя Ляпунова и дробность размерности Каплана–Йорке свиде-
тельствуют о том, что аттрактор, представленный на рис.1, является странным хаотическим
аттрактором.

4. Система "гипертолчка"

Простейшими системами, в которых были обнаружены хаотические аттракторы, являются
так называемые "системы толчка" (“Jerk Systems”) [17], которые описываются уравнениями

вида 𝑑3𝑥
𝑑𝑡3

= 𝐽
(︁
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
, 𝑑𝑥𝑑𝑡 , 𝑥

)︁
, где функцию 𝐽 называют "толчком поскольку она порождается

одной скалярной переменной 𝑥, а в системе Ньютона величины 𝑑𝑥
𝑑𝑡 ,

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

и 𝑑3𝑥
𝑑𝑡3

есть, соответ-
ственно, смещение скорости, ускорение и толчок. В работе [18] рассмотрена так называемая

"система гипертолчка" ("Hyperjerk System") 𝑑4𝑥
𝑑𝑡4

= 𝐽
(︁
𝑑3𝑥
𝑑𝑡3
, 𝑑

2𝑥
𝑑𝑡2
, 𝑑𝑥𝑑𝑡 , 𝑥

)︁
специального вида, в ко-

торой найден самовозбуждающийся из её единственного состояния равновесия хаотический
аттрактор. С использованием результатов работы [18] ниже будет построена однопараметри-
ческая система-хамелеон. Рассмотрим систему

𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
+
𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
+ 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = −𝜙

(︂
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
, 𝜀

)︂
, (6)

где функция 𝜙
(︁
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
, 𝜀
)︁
будет построена ниже. Система (6) может быть записана в виде (2) где

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥
𝑥̇
𝑥̈
...
𝑥

⎞⎟⎟⎠ , 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −3 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
−1

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
1
0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜎 = 𝐶*𝑋.(6′)

Положим

𝜙(𝜎, 𝜀) = 2𝜀 · 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(4𝜎) exp
(︁𝜎
3

)︁
+ (1− 𝜀)4(𝜎

3 + 3𝜎)

𝜎2 + 4
(7)

Для рассматриваемой системы 𝑊 (𝑝) = 𝑝2(𝑝4 + 𝑝3+ +3𝑝 + 1)−1. Для такой передаточной
функции выполнено соотношение (4) при 𝜇1 = 3, 𝜇2 = 4.5, 𝜆 = 0.3. График функции (7)
при 𝜀 = 0 имеет единственную точку пересечения 𝜎 = 0 с прямой 𝜎 +𝑊 (0)𝜙 = 0. Поэтому
при 𝜀 = 0 система (2)-(6′) имеет единственное состояние равновесия 𝑋 = 0. Как нетрудно
убедиться, при 𝜀 = 0 справедливы соотношения (3) с указанными 𝜇1и 𝜇2, а также условия
1) и 2) теоремы для ℎ = 4. Поэтому, согласно утверждению теоремы, при 𝜀 = 0 система
(2)-(6′) имеет сомовозбуждающийся аттрактор (цикл). Поскольку при всех 𝜀 ∈ [0, 1] график
функции 𝜙(𝜎, 𝜀) поочередно пребывает в секторах гурвицевости и неустойчивости степени 2
системы (2)-(6′), то из результатов работы [19] следует, что при всех 𝜀 ∈ [0, 1] система (6) с
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Рис. 23: (𝜀 = 0)

Рис. 24: (𝜀 = 0.2)

нелинейностью (7) может иметь аттрактор (самовозбуждающийся при 𝜀 ∈ [0, 1
15) и скрытый

при 𝜀 ∈ ( 1
15 , 1]).

Пользуясь приемом, предложенным в работе [16], отследим численно эволюцию существу-
ющего при 𝜀 = 0 самовозбуждающегося цикла системы при изменении 𝜀 от 0 до 1. На рисунке
2 представлена проекция на плоскость (𝑥1, 𝑥4) самовозбуждающегося при 𝜀 = 0 цикла, полу-
ченного интегрированием системы с начальными условиями (0.1,0.1,-0.2,-0.2). На рисунке 3
проекция на ту же плоскость скрытого цикла при 𝜀 = 0.2.

При 𝜀 ≈ 0.637 наблюдается удвоение периода скрытого цикла (рис.4), а при 𝜀 ≈ 0.826 —
учетверенный период (рис.5). Приведены проекции на плоскость (𝑥2, 𝑥3).

На рисунках 6 и 7 представлены проекции на плоскость (𝑥1, 𝑥4) скрытого странного ат-
трактора системы (6) при 𝜀 = 0.88 и 𝜀 = 1. Для этих аттракторов вычислены ляпуновские

Рис. 25: (𝜀 = 0.637)
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Рис. 26: (𝜀 = 0.826)

Рис. 27: (𝜀 = 0.88)

Рис. 28: (𝜀 = 1)
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показатели и размерности Каплана-Йорке, приведенные в таблице 1
Таблица 1

𝜀 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝐷𝐾𝑌

0.88 0,1045429 -0,0290923 -0,2226633 -0,8609476 2,3755037
1 0,0611581 -0,0132200 -0,1323177 -0,9156204 2,3622955

5. Системы-хамелеоны с бесконечным числом состояний равно-
весия

Рассмотрим систему вида

𝑧̇ = 𝑃𝑧 + 𝑞𝜙(𝜎, 𝜀),
𝜎̇ = 𝑟*𝑧 + 𝛽𝜙(𝜎, 𝜀),

(8)

где 𝑃– (𝑛−1)×(𝑛−1)матрица, 𝑞 и 𝑟 — (𝑛−1)-векторы, 𝛽 — скаляр, 𝜙(𝜎, 𝜀) — 2𝜋-периодическая
по 𝜎 функция. Уравнений вида (8) описывают широкий класс систем фазовой автоподстройки
частоты (ФАПЧ). В настоящее время различные модификации ФАПЧ широко используется
в системах радиосвязи, телекоммуникационных системах, системах глобального позициони-
рования (GPS), компьютерных архитектурах и другие областях. Если функция 𝜙(𝜎, 𝜀)при
некотором значении 𝜀 имеет нули на периоде [0, 2𝜋), то система (8) имеет бесконечное число
состояний равновесия.

В работе [20] найдены системы вида (8), обладающие бесконечным числом скрытых аттрак-
торов. Опираясь на результаты этой работы, ниже построена система-хамелеон, демонстри-
рующая, при различных значения параметра 𝜀, как самовозбуждающиеся мультивитковые
аттракторы, так и скрытые аттракторы-близнецы.

Положим

𝑃 =

(︂
0 1
−1 −1

)︂
, 𝑞 =

(︂
0
1

)︂
, 𝑟 =

(︂
−15.8
−0.3

)︂
, 𝛽 = −3.2,

𝜙(𝜀, 𝜎) = 𝜋
6 [1.00052411 sin𝜎 + 𝜀(0.404720835 sin 2𝜎 + 0.1798759 sin 3𝜎 + 0.062532677 sin 4𝜎)]

При 𝜀 ∈ [0, 0.78)аттракторы самовозбуждаются из любой точки окрестностей всех состо-
яний равновесия системы 𝑧1 = 𝑧2 = 0, 𝜎 = 𝜋𝑚,𝑚 ∈ 𝑍и являются мультивитковыми аттрак-
торами. Пара таких аттракторов для 𝜀 = 0.2, возбуждающихся из окрестностей точки (0,0,0)
(синий) и (0,0,𝜋) (красный), представлена на рисунке 8.

При 𝜀 ≈ 0.78 состояния равновесия (0,0, 2𝜋𝑚) становятся устойчивыми в малом, а из
окрестностей неустойчивых состояний равновесия (0, 0, (2𝑚+ 1)𝜋)возбуждаются аттракторы,
представленные на рис.9.

При 𝜀 = 1 исследуемая система имеет бесконечное число скрытых аттракторов - близнецов,
представленных на рис 10. Каждая пара этих аттракторов расположена в своей "полосе"
𝜋(2𝑘 − 1) < 𝜎 < 𝜋(2𝑘 + 1), 𝑘 = 0,±1,±2, . . . Ляпуновские показатели и размерность Каплана-
Йорке аттракторов, представленных на рисунках 8-10, приведены в таблице 2.
Таблица 2

𝜀 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝐷𝐾𝑌

0.2 0.2226039 -0.0048410 -2.70566 2.0804842
0.78 0.4235692 -0.0539937 -1.2663746 2.2918375
1 0.666114 -0.0426294 -1.0348001 2.1055671
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Рис. 29: (𝜀 = 0.2)

Рис. 30: (𝜀 = 0.78, проекция на (𝑧2, 𝜎))

Рис. 31: Семейство скрытых аттракторов (проекция на плоскость (𝑧2, 𝜎), 𝜀 = 1)
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6. Заключение

В данной работе предложен алгоритм синтезирования однопараметрических дина-
мических систем-хамелеонов вида (2). Автору известны примеры синтезирования систем-
хамелеонов иного вида. Например, в работе [21], по сути дела, была построена система-
хамелеон, которая при некоторых значениях параметра имеет самовозбуждающийся ат-
трактор, принадлежащий обобщенной системе Лоренца. При изменении параметра в неко-
тором диапазоне указанный аттрактор трансформируется в скрытый аттрактор системы
Глуховского–Должанского.

При наличии большого количества обнаруженных в настоящее время систем, обладаю-
щих как самовозбуждающимися, так и скрытыми аттракторами, остается открытым вопрос:
можно ли локализовать скрытый аттрактор любой системы, отслеживая численно эволюцию
самовозбуждающегося аттрактора некоторой вспомогательной системы при изменении ее па-
раметров в некотором диапазоне?
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Аннотация

Работа посвящена обзору основных результатов, полученных при решении экстремаль-
ных задач Турана и Дельсарта на торе; экстремальных задач Турана, Фейера, Дельсарта,
Бомана и Логана на евклидовом пространстве, полупрямой и гиперболоиде. Приводятся
также результаты, полученные при решении близкой задачи об оптимальном аргументе в
модуле непрерывности в точном неравенстве Джексона в пространстве 𝐿2 на евклидовом
пространстве и полупрямой. Большая часть результатов была получена авторами обзо-
ра. В основу обзора лег доклад, сделанный В.И. Ивановым на симпозиуме «6th Workshop
on Fourier Analysis and Related Fields, Pecs, Hungary, 24-31 August 2017». Решается также
задача об оптимальном аргументе на гиперболоиде. В качестве основного аппарата при ре-
шении экстремальных задач на полупрямой используются квадратурные формулы Гаусса
и Маркова на полупрямой по нулям собственных функций задачи Штурма–Лиувилля.
Для многомерных экстремальных задач осуществляется редукция к одномерным задачам
с помощью усреднения допустимых функций по евклидовой сфере. Во всех случаях экс-
тремальная функция единственна.
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Abstract

The paper is devoted to a survey of the main results obtained in the solution of the Turán
and Fejér extremal problems on the torus; the Turán, Delsarte, Bohmann, and Logan extremal
problems on the Euclidean space, half-line, and hyperboloid. We also give results obtained when
solving a similar problem on the optimal argument in the module of continuity in the sharp
Jackson inequality in the space 𝐿2 on the Euclidean space and half-line. Most of the results
were obtained by the authors of the review. The survey is based on a talk made by V. I. Ivanov
at the conference «6th Workshop on Fourier Analysis and Related Fields, Pecs, Hungary, 24-
31 August 2017». We solve also the problem of the optimal argument on the hyperboloid.
As the basic apparatus for solving extremal problems on the half-line, we use the Gauss and
Markov quadrature formulae on the half-line with respect to the zeros of the eigenfunctions of
the Sturm–Liouville problem. For multidimensional extremal problems we apply a reduction
to one-dimensional problems by means of averaging of admissible functions over the Euclidean
sphere. Extremal function is unique in all cases.
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1. Введение

Работа посвящена обзору основных результатов, полученных при решении экстремальных
задач Турана и Дельсарта на торе, экстремальных задач Турана, Фейера, Дельсарта, Бо-
мана и Логана на евклидовом пространстве, полупрямой и гиперболоиде. Приводятся также
результаты, полученные при решении близкой задачи об оптимальном аргументе в точном
неравенстве Джексона в пространстве 𝐿2. В основу обзора лег доклад, сделанный В.И. Ива-
новым на конференции «6th Workshop on Fourier Analysis and Related Fields, Pecs, Hungary,
24-31 August 2017».

Напомним историю этих задач для тора и евклидова пространства.
В 1970 году П. Тураном в частной беседе со С.Б. Стечкиным была поставлена экстремаль-

ная задача о наибольшем среднем значении четной непрерывной 1-периодической функции с
неотрицательными коэффициентами Фурье, фиксированным значением в нуле и носителем на
отрезке [−ℎ, ℎ], 0 6 ℎ 6 1/2. Неотрицательность коэффициентов Фурье функции эквивалентна
ее положительной определенности. Постановка этой задачи возникла в связи с приложениями
в аналитической теории чисел. Следуя Стечкину, эту задачу стали называть задачей Турана.

С.Б. Стечкин [1] решил задачу Турана для рациональных ℎ = 1
𝑞 . Д.В. Горбачев и А.С. Ма-

ношина [2] свели задачу Турана для рациональных ℎ к дискретному варианту известной за-
дачи Фейера [3] и получили решение задачи Турана для ряда рациональных последователь-
ностей ℎ. Для всех рациональных ℎ задачу Турана решили В.И. Иванов и Ю.Д. Рудомазина
[4, 5]. Полное решение задачи Турана было получено В.И. Ивановым [6, 7]. Оно позволило
решить и задачу Дельсарта, в которой условие равенства функции нулю вне отрезка [−ℎ, ℎ]
заменяется на менее ограничительное условие ее неположительности. Экстремальная функ-
ция в задаче Турана оказалась экстремальной и в задаче Дельсарта.

Н.Н. Андреев [8] рассмотрел многомерную периодическую задачу Турана для функций с
носителем в кубе и ромбе. Д.В. Горбачев [9] доказал, что периодическая задача Турана для
функций с носителем в выпуклом центрально-симметричном компактном теле асимптотиче-
ски эквивалентна аналогичной непериодической задаче Турана на евклидовом пространстве
R𝑑.

Непериодический вариант задачи Турана появился задолго до ее постановки в периодиче-
ском случае. Еще в 1935 году К.Л. Зигель [10] решил задачу о наибольшем среднем значении
непрерывной в R𝑑 функции, положительно определенной или, что тоже самое с неотрицатель-
ным преобразованием Фурье, фиксированным значением в нуле и носителем в евклидовом
шаре. С помощью решения этой задачи Зигель предполагал получить точную форму теоремы
Минковского о точке решетки. Однако решение Зигеля было не замечено. Оно было переот-
крыто Р.П. Боасом и М. Кацем [11] в одномерном случае, и Д.В. Горбачевым [9] в многомерном
случае. Другое доказательство было предложено М.Н. Колонзакисом и Сц.Д. Ревешем [12].

Задача Турана в R𝑑 исследовалась и для других выпуклых центрально-симметричных
компактных тел. В.В. Арестов и Е.Е. Бердышева [13, 14] решили задачу Турана для полито-
пов, замощающих R𝑑 с помощью решетки, а М.Н. Колонзакис и Сц.Д. Ревеш [12, 15, 16] —
для спектральных тел. Отметим, что указанные политопы являются спектральными телами,
но евклидов шар спектральным не является.

Во всех известных случаях решения задачи Турана в R𝑑 экстремальное значение равно
объему половины тела, а экстремальной функцией с точностью до постоянного положитель-
ного множителя является свертка характеристической функции половины тела с нею самой.
Тела с такими свойствами были названы телами Турана. В настоящий момент не известно
примеров тел, не являющихся телами Турана.

Если задачу Турана в R𝑑 переформулировать, переходя от функций к их преобразованиям
Фурье, то мы придем к экстремальной задаче Фейера для неотрицательных целых функций
многих переменных экспоненциального типа. Для неотрицательных тригонометрических по-
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линомов одной переменной она была поставлена и решена Л. Фейером [3]. Для неотрицатель-
ных целых функций одной переменной экспоненциального типа она была решена Р.П. Боасом
и М. Кацем [11].

Если в задаче Турана для шара условие равенства функции нулю вне шара заменить на
условие неположительности, мы получим задачу Дельсарта.

До последнего времени решение задачи Дельсарта было известно только в одномерном
случае, когда экстремальная функция в задаче Турана является экстремальной и в задаче
Дельсарта. В 2016 году M. Вязовская [17] решила задачу Дельсарта в размерности 8, а Х. Кон,
А. Кумар, С. Миллер, Д. Радченко и М. Вязовская [18] решили ее в размерности 24. Это
позволило им пполучить решение проблемы упаковки евклидова пространства в размерностях
8 и 24.

Множество целых функций экспоненциального типа плотно в пространстве 𝐿(R𝑑). Была
надежда получить решение Дельсарта для шара на пути ее решения для целых функций
произвольного экспоненциального сферического типа. Однако это удалось сделать только при
одном соотношении между радиусом шара и типом функции. Этот вариант задачи Дельсарта
решили Д.В. Горбачев [19] и независимо Х. Кон [20]. Экстремальная функция была построена
ранее В.И. Левенштейном [21] и В.А. Юдиным [22].

В задаче Бомана необходимо вычислить наименьший второй момент для интегрируемых
неотрицательных целых функций экспоненциального сферического типа с фиксированным
нулевым моментом. Эта задача имеет приложения в теории вероятностей и теории прибли-
жений. Экстремальная функция является плотностью случайной величины с наименьшим
вторым моментом. Ее преобразование Фурье является генератором хорошего линейного поло-
жительного метода приближения, известного как метод Бомана–Коровкина [23, 24].

Эта задача в одномерном случае была поставлена и решена Х. Боманом [25]. В многомер-
ном случае она решена В. Эмом, Т. Гнейтингом и Д. Ричардсом [26].

В задаче Логана необходимо вычислить радиус наименьшего шара, вне которого нетри-
виальная положительно определенная целая функция экспоненциального сферического типа
неположительна.

Эта задача в одномерном случае была поставлена и решена Б. Логаном [27, 28]. В мно-
гомерном случае она решена Д.В. Горбачевым [29]. Экстремальная функция в одномерном
случае ранее была построена Н.И. Черных [30], а в многомерном случае — В.А. Юдиным [31].
Е.Е. Бердышева [32] решила эту задачу, когда шар заменяется на куб, используя конструкцию
В.А. Юдина экстремальной функции. Она доказала, что для любого выпуклого центрально-
симметричного компактного тела задача Логана эквивалентна задаче об оптимальном аргу-
менте в модуле непрерывности, определяемом этим телом, в точном неравенстве Джексона в
пространстве 𝐿2(R𝑑).

Доказательство неравенств Джексона в пространствах 𝐿2 с точной константой и оптималь-
ным аргументом в модуле непрерывности является важным направлением исследований по
экстремальным задачам теории приближений. Первые результаты в этом направлении были
получены Н.И. Черных [30, 33] для одномерного тора T.

Точная константа в неравенстве Джексона в 𝐿2, зависящая от приближающего подпро-
странства и модуля непрерывности, имеет глобальный минимум. Если фиксировать прибли-
жающее подпространство, то минимальное значение аргумента в модуле непрерывности, при
котором константа Джексона становится наименьшей, называется оптимальным аргументом.

В многомерном случае оптимальный аргумент зависит как от геометрии спектра 𝑉 при-
ближающих целых функций, так и геометрии окрестности нуля 𝑈 ⊂ R𝑑 в определении модуля
непрерывности. Д.В. Горбачев [29] нашел оптимальный аргумент, когда оба тела являются ев-
клидовыми шарами. Е.Е. Бердышева [32] нашла оптимальный аргумент в неравенстве Джек-
сона в 𝐿2(R𝑑), когда тело 𝑉 есть 𝑙𝑑𝑝-шар, 1 6 𝑝 6 2, а 𝑈 — куб. А.В. Иванов и В.И. Иванов [34]
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перенесли ее результаты на случай параллелепипеда, который оказался сложнее и потребовал
развития конструкции В.А. Юдина экстремальной функции в задаче Логана.

Перейдем к точным постановкам экстремальных задач и формулировкам результатов, по-
лученных при их решении. Мы ограничимся экстремальными задачами на локально компакт-
ных многообразиях, имеющими общие подходы к их решению.

2. Экстремальные задачи для преобразования
Фурье на R𝑑

Пусть

ℱ𝑓(𝑦) =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖(𝑥,𝑦) 𝑑𝑥

— преобразование Фурье функции 𝑓 ,

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑥

— свертка функций 𝑓 и 𝑔, 𝑉 — выпуклое центрально-симметричное компактное тело в R𝑑, |𝑥|
— евклидова длина вектора 𝑥 ∈ R𝑑, 𝐵𝑑

2 — евклидов шар радиуса 1 с центром в нуле, 𝜒𝐸 —
характеристическая функция множества 𝐸, 𝐽𝛼(𝑡) — функция Бесселя порядка 𝛼 > −1/2, 𝑞𝛼
— ее наименьший положительный нуль, 𝑗𝛼(𝑡) = 2𝛼Γ(𝛼+1)𝐽𝛼(𝑡)/𝑡

𝛼 — нормированная функция
Бесселя.

Задача Турана. Вычислить величину

𝑇 (𝑉,R𝑑) = sup

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

если
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ 𝑉, ℱ𝑓(𝑦) > 0.

Задача Фейера. Вычислить величину

𝐹 (𝑉,R𝑑) = sup 𝑔(0),

если

𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑔(𝑦) > 0,
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
R𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 = 1, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝑉.

По теореме Пэли–Винера множество допустимых функций в задаче Фейера совпадает с
множеством неотрицательных целых функций экспоненциального типа, определяемого поля-
рой тела 𝑉 .

Допустимые функции в задаче Фейера являются преобразованиями Фурье допустимых
функций в задаче Турана и обратно, поэтому

𝑇 (𝑉,R𝑑) = 𝐹 (𝑉,R𝑑).

Напомним, что тело 𝑉 называется замощающим, если 𝑉 +𝐿 = R𝑑 для некоторой решетки
𝐿 и для любых различных 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐿 тела 𝑉 + 𝜆1, 𝑉 + 𝜆2 пересекаются по множеству меры
нуль. Тело 𝑉 называется спектральным, если для некоторого дискретного множества Λ ⊂ R𝑑

семейство экспонент {𝑒𝑖(𝜆,𝑥) : 𝜆 ∈ Λ} является ортогональным базисом в пространстве 𝐿2(𝑉 ).
Для простоты записи экстремальные функции будем указывать здесь и далее с точностью

до положительного постоянного множителя.
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Теорема 1 [10, 9, 11, 12, 14]. Если тело 𝑉 — евклидов шар или замощающее, или спек-
тральное, то в задачах Турана и Дельсарта

𝑇 (𝑉,R𝑑) = 𝐹 (𝑉,R𝑑) =
⃒⃒⃒1
2
𝑉
⃒⃒⃒
=

∫︁
1
2
𝑉
𝑑𝑥.

Единственные экстремальные функции имеют вид

𝑓𝑉 = 𝜒 1
2
𝑉 * 𝜒 1

2
𝑉 , 𝑔𝑉 = ℱ𝑓𝑉 .

Задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷(𝑠𝐵𝑑
2 ,R𝑑) = sup

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

если
𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) 6 0, |𝑥| > 𝑠, ℱ𝑓(𝑦) > 0.

Величина 𝐷(𝑠𝐵𝑑
2 ,R𝑑) дает хорошую оценку сверху плотности упаковки пространства R𝑑.

Она вычислена только при 𝑑 = 1, 8, 24, когда получаемые оценки плотности упаковки точны.

Модифицированная задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷(𝑟𝐵𝑑
2 , 𝑠𝐵

𝑑
2 ,R𝑑) = sup

∫︁
R𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦,

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝑦) 6 0, |𝑦| > 𝑠,

suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝑟𝐵𝑑
2 , ℱ−1𝑔(𝑦) > 0.

По теореме Пэли–Винера функции в модифицированной задаче Дельсарта являются це-
лыми функциями экспоненциального сферического типа не выше 𝑟, принадлежащими про-
странству 𝐿1(R𝑑).

Модифицированная задача Дельсарта решена только в единственном случае 𝑠 = 2𝑞𝑑/2/𝑟.

Теорема 2 [19, 20]. Если 𝑠 = 2𝑞𝑑/2/𝑟, то в модифицированной задаче Дельсарта

𝐷(𝑟𝐵𝑑
2 , 𝑠𝐵

𝑑
2 ,R𝑑) =

(︁∫︁
𝑟
2𝐵

𝑑
2

𝑑𝑥
)︁−1

.

Единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝑥) =
𝑗2𝑑/2(|𝑥|𝑟/2)

1−
(︁
|𝑥|𝑟/2𝑞𝑑/2

)︁2 .
Задача Бомана. Вычислить величину

𝐵(𝑟𝐵𝑑
2 ,R𝑑) = inf

∫︁
R𝑑

|𝑦|2𝑔(𝑦) 𝑑𝑦,

если

𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑔(𝑦) > 0,

∫︁
R𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 = 1, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝑟𝐵𝑑
2 .
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По теореме Пэли–Винера функции 𝑔 в задаче Бомана являются целыми функциями экс-
поненциального сферического типа не выше 𝑟, принадлежащие пространству 𝐿1(R𝑑). Можно
считать, что |𝑦|2𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑), так как значение интеграла

∫︀
R𝑑 |𝑦|2𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 = +∞ заведомо не

является наименьшим.

Теорема 3 [25, 26]. В задаче Бомана

𝐵(𝑟𝐵𝑑
2 ,R𝑑) =

(︁2𝑞𝑑/2−1

𝑟

)︁2
.

Единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝑥) =
𝑗2𝑑/2−1(|𝑥|𝑟/2)(︁

1−
(︁
|𝑥|𝑟/2𝑞𝑑/2−1

)︁2)︁2 .
Пусть 𝑈 , 𝑉 — выпуклые центрально-симметричные компактные тела в R𝑑, | · |𝑉 , | · |𝑈 —

нормы, определяемые этими телами, и

Λ(𝑔, 𝑉 ) = sup{|𝑦|𝑉 : 𝑔(𝑦) > 0}.

Задача Логана. Вычислить величину

𝐿(𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑) = inf Λ(𝑔, 𝑉 ),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑔 ̸≡ 0, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝜏𝑈, ℱ−1𝑔(𝑦) > 0.

Для величины 𝐿(𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑) справедливо равенство

𝐿(𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑) =
𝐿(𝑉,𝑈,R𝑑)

𝜏
.

Теорема 4 [27, 28, 29]. Если 𝑉 = 𝑈 = 𝐵𝑑
2 , то в задаче Логана

𝐿(𝐵𝑑
2 , 𝐵

𝑑
2 ,R𝑑) = 2𝑞𝑑/2−1.

Единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔(𝑥) =
𝑗2𝑑/2−1(|𝑥|/2)

1−
(︁
|𝑥|/2𝑞𝑑/2−1

)︁2 .
Пусть 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑), 𝑎𝑗 > 0, Π𝑎 =

∏︀𝑑
𝑗=1 — параллелепипед,

𝑏𝑎 =
(︁ 𝜋
𝑎1
, . . . ,

𝜋

𝑎𝑑

)︁
, |𝑥|𝑝 =

(︁ 𝑑∑︁
𝑗=1

|𝑥𝑗 |𝑝
)︁1/𝑝

, 1 6 𝑝 <∞, 𝐵𝑑
𝑝 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥|𝑝 6 1}.

Теорема 5[32, 34]. Если 1 6 𝑝 6 2, 𝑉 = 𝐵𝑑
𝑝 , 𝑈 = Π𝑎, то в задаче Логана

𝐿(𝐵𝑑
𝑝 ,Π𝑎,R𝑑) = |𝑏𝑎|𝑝.
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Единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔(𝑥) =
(︁
|𝑏𝑎|𝑝𝑝 −

𝑑∑︁
𝑗=1

(︁𝑎𝑗
𝜋

)︁2−𝑝
𝑥2𝑗

)︁ 𝑑∏︁
𝑗=1

cos2(𝑎𝑗𝑥𝑗/2)

(1− (𝑎𝑗𝑥𝑗/𝜋)2)2
.

Пусть для функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑)

𝐸(𝑓, 𝜎𝑉 )2 = inf
{︀
‖𝑓 − 𝑔‖2 : 𝑔 ∈ 𝐿2(R𝑑), suppℱ𝑔 ⊂ 𝜎𝑉

}︀
— величина ее наилучшего приближения частичными интегралами преобразования Фурье со
спектром в теле 𝜎𝑉 , где норма

‖𝑓‖2 =
(︁∫︁

R𝑑

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
)︁1/2

.

По теореме Пэли–Винера она совпадает с величиной наилучшего приближения классом
целых функций экспоненциального типа, определяемого полярой 𝜎𝑉 *, принадлежащих про-
странству 𝐿2(R𝑑).

Модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑) определяется равенством

𝜔(𝜏𝑈, 𝑓)2 = sup
𝑡∈𝜏𝑈

(︂∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
)︂1/2

.

Константа Джексона

𝐷(𝜎𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑)2 = sup

{︂
𝐸(𝑓, 𝜎𝑉 )2
𝜔(𝜏𝑈, 𝑓)2

: 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑)

}︂
есть наименьшая константа в неравенстве Джексона

𝐸(𝑓, 𝜎𝑉 )2 6 𝐷𝜔(𝜏𝑈, 𝑓)2.

Для константы Джексона справедливо равенство

𝐷(𝜎𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑)2 = 𝐷(𝑉, 𝜏𝜎𝑈,R
𝑑)2,

поэтому можно считать, что 𝜎 = 1.
Известно, что для всех 𝑉 и 𝑈

𝐷(𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑)2 >
1√
2
.

Величина
𝜏(𝑉,𝑈,R𝑑) = inf

{︀
𝜏 > 0: 𝐷(𝑉, 𝜏𝑈,R𝑑)2 = 2−1/2

}︀
называется оптимальным аргументом.

Теорема 6 [32]. Для всех тел 𝑉,𝑈 ,

𝜏(𝑉,𝑈,R𝑑) = 𝐿(𝑉,𝑈,R𝑑).

Из теорем 5, 6 вытекают точные значения оптимальных аргументов для пар (𝐵𝑑
2 , 𝐵

𝑑
2) и

(𝐵𝑑
𝑝 ,Π𝑎), 1 6 𝑝 6 2.
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3. Экстремальные задачи для преобразования
Ганкеля на полупрямой R+

Экстремальные функции в задачах для евклидова шара являются радиальными. Усредне-
нием функций по сфере с нормированной мерой 𝑑𝜔(𝑥′),

𝑆𝑓(𝑟) =

∫︁
S𝑑−1

𝑓(𝑟𝑥′) 𝑑𝜔(𝑥′),

многомерные экстремальные задачи сводятся к аналогичным одномерным экстремальным за-
дачам для преобразования Ганкеля на полупрямой. В случае евклидова шара к экстремальным
задачам для преобразования Ганкеля сводятся и экстремальные задачи для преобразования
Данкля (см. [35, 36, 47]).

Пусть 𝛼 > −1/2, 𝑑𝜈𝛼(𝑡) = (2𝛼Γ(𝛼+ 1))−1𝑡2𝛼+1 𝑑𝑡 — нормированная степенная мера на R+,
и

ℋ𝛼(𝑓)(𝜆) =

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑗𝛼(𝜆𝑡)𝑑𝜈𝛼(𝑡)

— преобразование Ганкеля. Отметим, что ℋ−1
𝛼 = ℋ𝛼.

Сужение преобразования Фурье на радиальные функции приводит к преобразованию Ган-
келя с 𝛼 = 𝑑/2− 1. В этом случае

𝑗𝑑/2−1(𝑡) =

∫︁
S𝑑−1

𝑒𝑖(𝑥,𝜉) 𝑑𝜔(𝜉), |𝑥| = 𝑡.

В пространстве 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼) с нормой

‖𝑓‖2,𝑑𝜈𝛼 =
(︁∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝜈𝛼(𝑡)

)︁1/2
действует положительный оператор обобщенного сдвига Гегенбауэра

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑗𝛼(𝑡𝜆)𝑗𝛼(𝑥𝜆)ℋ𝛼(𝑓)(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆), 𝑡, 𝑥 ∈ R+,

который может быть распространен на пространства 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝛼), 1 6 𝑝 6 ∞, причем для
любого 𝑡 ∈ R+ ‖𝑇 𝑡‖𝑝→𝑝 = 1. Оператор обобщенного сдвига позволяет определить свертку [38]

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡).

Пусть 𝜒𝑟(𝑡) — характеристическая функция отрезка [0, 𝑟].

Задача Турана. Вычислить величину

𝑇𝛼(𝑟,R+) = sup

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝜈𝛼(𝑡),

если
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝑟], ℋ𝛼(𝑓)(𝜆) > 0.

Задача Фейера. Вычислить величину

𝐹𝛼(𝑟,R+) = sup 𝑔(0),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝑦) > 0,
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∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) = 1, suppℋ𝛼(𝑔) ⊂ [0, 𝑟].

По теореме Пэли–Винера преобразование Ганкеля множества допустимых функций в за-
дачей Фейера совпадает с множеством четных неотрицательных целых функций экспоненци-
ального типа не выше 𝑟.

Теорема 7. В задачах Турана и Фейера

𝑇𝛼(𝑟,R+) = 𝐹𝛼(𝑟,R+) =

∫︁ 𝑟/2

0
𝑑𝜈𝛼(𝑡),

единственные экстремальные функции имеют вид

𝑓𝑟(𝑡) = (𝜒𝑟/2 * 𝜒𝑟/2)(𝑡), 𝑔𝑟(𝜆) = 𝑐ℋ𝛼(𝑓𝑟)(𝜆) = 𝑗2𝛼+1(𝜆𝑟/2).

Задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷𝛼(𝑠,R+) = sup

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝜈𝛼(𝑡),

если
𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑡) 6 0, 𝑡 > 𝑠, ℋ𝛼(𝑓)(𝜆) > 0.

Эта проблема решена только для 𝛼 = −1/2, 3, 11. В [17, 18] задачи Дельсарта решены
именно для преобразования Ганкеля.

Модифицированная задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷𝛼(𝑟, 𝑠,R+) = sup

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝜆) 6 0, 𝜆 > 𝑠,

suppℋ𝛼(𝑔) ⊂ [0, 𝑟], ℋ𝛼(𝑔)(𝜆) > 0.

Теорема 8. В модифицированной задаче Дельсарта

𝐷𝛼(𝑟,
2𝑞𝛼+1

𝑟
,R+) =

(︁∫︁ 𝑟/2

0
𝑑𝜈𝛼(𝜆)

)︁−1
,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝜆) =
𝑗2𝛼+1(𝜆𝑟/2)

1−
(︁
𝜆𝑟/2𝑞𝛼+1

)︁2 .
Задача Бомана. Вычислить величину

𝐵𝛼(𝑟,R+) = inf

∫︁ ∞

0
𝜆2𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) > 0,∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) = 1, suppℋ𝛼(𝑔) ⊂ [0, 𝑟].
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Теорема 9. В задаче Бомана

𝐵𝛼(𝑟,R+) =
(︁2𝑞𝛼
𝑟

)︁2
,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝜆) =
𝑗2𝛼(𝜆𝑟/2)(︁

1−
(︁
𝜆𝑟/2𝑞𝛼

)︁2)︁2 .
Пусть 𝑔 — действительная непрерывная функция, Λ(𝑔) = sup{𝜆 : 𝑔(𝜆) > 0}.

Задача Логана. Вычислить величину

𝐿𝛼(𝑟,R+) = inf Λ(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

suppℋ𝛼(𝑔) ⊂ [0, 𝑟], ℋ𝛼(𝑔)(𝜆) > 0.

Теорема 10. В задаче Логана

𝐿𝛼(𝑟,R+) =
2𝑞𝛼
𝑟
,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝜆) =
𝑗2𝛼(𝜆𝑟/2)

1−
(︁
𝜆𝑟/2𝑞𝛼

)︁2 .
Пусть для функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼)

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈𝛼 = inf
{︀
‖𝑓 − 𝑔‖2,𝑑𝜈𝛼 : 𝑔 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼), suppℋ𝛼(𝑔) ⊂ [0, 𝑅]

}︀
— величина ее наилучшего приближения частичными интегралами преобразования Ганкеля.

По теореме Пэли–Винера она совпадает с величиной наилучшего приближения классом
четных целых функций экспоненциального типа не выше 𝑅.

Модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼) определяется равенством

𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈𝛼 = sup
0≤𝑡≤𝛿

(︂∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡|𝑓(·)− 𝑓(𝑥)|2(𝑥) 𝑑𝜈𝛼(𝑥)

)︂1/2

.

Константа Джексона

𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜈𝛼 = sup

{︂
𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈𝛼
𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈𝛼

: 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼)

}︂
есть наименьшая константа в неравенстве Джексона

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈𝛼 6 𝐷𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈𝛼 .

Известно, что для всех 𝑅, 𝛿 > 0

𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜈𝛼 >
1√
2
.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 149

Величина
𝜏(𝑅,R+)2,𝑑𝜈𝛼 = inf

{︀
𝛿 > 0: 𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜈𝛼 = 2−1/2

}︀
называется оптимальным аргументом.

Теорема 11. Если 𝛼 > −1/2, 𝑅 > 0, то

𝜏(𝑅,R+)2,𝑑𝜈𝛼 =
2𝑞𝛼
𝑅
.

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝛼) справедливо неравенство Джексона с точной констан-
той и оптимальным аргументом в модуле непрерывности

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈𝛼 6
1√
2
𝜔
(︁2𝑞𝛼
𝑅
, 𝑓
)︁
2,𝑑𝜈𝛼

.

Отметим, что оптимальный аргумент совпадает с экстремальным значением в задаче Ло-
гана.

Теоремы 7-11 были доказаны Д.В. Горбачевым [29, 9, 19, 40, 39]. Он же доказал и един-
ственность экстремальных функций.

Универсальный метод решения этих задач состоит в применении квадратурных формул
Гаусса и Маркова на полупрямой по нулям функции Бесселя (С. Фрапье и П. Оливер [41],
Г.Р. Грозев и К.И. Рахман [42], Р.Б. Ганем и С. Фрапье [43]).

Пусть 𝐸𝑟
1 — множество четных целых функций экспоненциального типа не выше 𝑟, для ко-

торых сужения на R+ принадлежат 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼), 0 < 𝑞𝛼,1 < . . . < 𝑞𝛼,𝑛 < . . . — положительные
нули функции Бесселя 𝐽𝛼(𝑡).

Теорема 12. Для любой функции 𝑔 ∈ 𝐸𝑟
1 справедлива квадратурная формула Гаусса с

положительными весами ∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝛼,𝑘(𝑟)𝑔(2𝑞𝛼,𝑘/𝑟). (1)

Ряд в (1) сходится абсолютно.

Теорема 13. Для любой функции 𝑔 ∈ 𝐸𝑟
1 справедлива квадратурная формула Маркова с

положительными весами∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) = 𝛾′𝛼,0(𝑟)𝑔(0) +

∞∑︁
𝑘=1

𝛾′𝛼,𝑘(𝑟)𝑔(2𝑞𝛼+1,𝑘/𝑟). (2)

Ряд в (2) сходится абсолютно.

Покажем как применяется формула Гаусса, например, при решении задачи Бомана. Так
как допустимая функция 𝑔 ∈ 𝐸𝑟

1 , 𝜆
2𝑔 ∈ 𝐸𝑟

1 , 𝑔(𝜆) > 0, и
∫︀∞
0 𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) = 1, то применяя

квадратурную формулу Гаусса два раза, получим∫︁ ∞

0
𝜆2𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝛼,𝑘(𝑟)(2𝑞𝛼,𝑘/𝑟)
2𝑔(2𝑞𝛼,𝑘/𝜏)

> (2𝑞𝛼,1/𝑟)
2

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝛼,𝑘(𝑟)𝑔(2𝑞𝛼,𝑘/𝑟)

= (2𝑞𝛼,1/𝑟)
2

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜈𝛼(𝜆) = (2𝑞𝛼,1/𝑟)

2.
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Экстремальная функция 𝑔𝑟(𝜆) в точках 2𝑞𝛼,𝑘/𝑟, 𝑘 > 2 должна иметь двойные нули. Этим
требованиям удовлетворяет функция

𝑔𝜏 (𝜆) =
𝑗2𝛼(𝜆𝑟/2)(︁

1−
(︁
𝜆𝑟/2𝑞𝛼

)︁2)︁2 .
Недавно [44] мы доказали квадратурные формулы Гаусса и Маркова на полупрямой по

нулям собственных функций задачи Штурма–Лиувилля при некоторых естественных пред-
положениях на весовую функцию 𝑤. В частности, они выполняются для степенного веса
𝑤(𝑡) = 𝑡2𝛼+1, 𝛼 > −1/2 и гиперболического веса

𝑤(𝑡) = (sinh 𝑡)2𝛼+1(cosh 𝑡)2𝛽+1, 𝛼 > 𝛽 > −1/2.

Пусть 𝜆0 > 0, и задача Штурма–Лиувилля

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑤(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜆(𝑡)

)︁
+
(︀
𝜆2 + 𝜆20

)︀
𝑤(𝑡)𝑢𝜆(𝑡) = 0,

𝑢𝜆(0) = 1,
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑡

(0) = 0, 𝜆, 𝑡 ∈ R+,

имеет спектральную меру 𝑑𝜎(𝜆) = 𝑠(𝜆) 𝑑𝜆, 𝑠(𝜆) ≍ 𝜆2𝛼+1, 𝜆 → +∞, и собственную функцию
𝜙(𝑡, 𝜆), которая является четной аналитической функцией 𝑡 на R и четной целой функцией
экспоненциального типа |𝑡| по 𝜆. Пусть 0 < 𝜆1(𝑡) < . . . < 𝜆𝑘(𝑡) < . . . — положительные нули
𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝜆.

Пусть 𝜙0(𝑡) = 𝜙(𝑡, 0), 𝑢(𝑡, 𝜆) = 𝜙(𝑡, 𝜆)/𝜙0(𝑡), 0 < 𝜆′1(𝑡) < . . . < 𝜆′𝑘(𝑡) < . . . — положительные
нули 𝜕

𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝜆) по 𝜆, 𝐸
𝑟
1 — множество четных целых функций экспоненциального типа не выше

𝑟, сужения которых на R+ принадлежат 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).

Theorem 14. Для любой функции 𝑔 ∈ 𝐸𝑟
1 справедлива квадратурная формула Гаусса с

положительными весами ∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝑟)𝑔(𝜆𝑘(𝑟/2)). (3)

Ряд в (3) сходится абсолютно.

Theorem 15. Для любой функции 𝑔 ∈ 𝐸𝑟
1 справедлива квадратурная формула Маркова с

положительными весами∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = 𝛾′0(𝑟)𝑔(0) +

∞∑︁
𝑘=1

𝛾′𝑘(𝑟)𝑔(𝜆
′
𝑘(𝑟/2)). (4)

Ряд в (4) сходится абсолютно.

4. Экстремальные задачи для преобразования
Якоби на R+

В случае гиперболического веса

𝑤(𝑡) = 𝑤(𝛼,𝛽)(𝑡) = 22𝜌(sinh 𝑡)2𝛼+1(cosh 𝑡)2𝛽+1, 𝑡 ∈ R+, 𝛼 > 𝛽 > −1/2,
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где 𝜌 = 𝛼 + 𝛽 + 1 = 𝜆0, собственная функция 𝜙𝜆(𝑡) есть функция Якоби, записываемая с
помощью гипергеометрической функции,

𝜙𝜆(𝑡) = 𝜙
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) = 𝐹

(︁𝜌+ 𝑖𝜆

2
,
𝜌− 𝑖𝜆

2
;𝛼+ 1;−(sinh 𝑡)2

)︁
.

Пусть мера 𝑑𝜇(𝑡) = 𝑑𝜇(𝛼,𝛽)(𝑡) = 𝑤(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑠(𝜆) = (2𝜋)−1

⃒⃒⃒⃒
2𝜌−𝑖𝜆Γ(𝛼+ 1)Γ(𝑖𝜆)

Γ((𝜌+ 𝑖𝜆)/2)Γ((𝜌+ 𝑖𝜆)/2− 𝛽)

⃒⃒⃒⃒−2

,

𝑑𝜎(𝜆) = 𝑑𝜎(𝛼,𝛽)(𝜆) = 𝑠(𝜆) 𝑑𝜆 — спектральная мера.
Прямое и обратное преобразования Якоби определяются равенствами

𝒥 𝑓(𝜆) =
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙𝜆(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡), 𝒥 −1𝑔(𝑡) =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆)𝜙𝜆(𝑡) 𝑑𝜎(𝜆).

В пространстве 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) с нормой

‖𝑓‖2,𝑑𝜇 =
(︁∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝜇(𝑡)

)︁1/2
действует положительный оператор обобщенного сдвига

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R+

𝜙𝜆(𝑡)𝜙𝜆(𝑥)𝒥 𝑓(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆), 𝑡, 𝑥 ∈ R+,

который может быть распространен на 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), 1 6 𝑝 6 ∞, причем для любого
𝑡 ∈ R+ ‖𝑇 𝑡‖𝑝→𝑝 = 1. Оператор обобщенного сдвига позволяет определить свертку [45, 46]

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R+

𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡).

Задача Турана. Вычислить величину

𝑇𝛼,𝛽(𝑟,R+) = sup𝒥 𝑓(0) = sup

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙0(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡),

если
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ [0, 𝑟], 𝒥 𝑓(𝜆) > 0.

Задача Фейера. Вычислить величину

𝐹𝛼,𝛽(𝑟,R+) = sup 𝑔(0),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) > 0,∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = 1, supp𝒥 −1𝑔 ⊂ [0, 𝑟].

По теореме Пэли–Винера для преобразования Якоби множество допустимых функций в
задаче Фейера совпадает с множеством четных неотрицательных целых функций экспонен-
циального типа не выше 𝑟.

Пусть 𝑢𝜆(𝑡) = 𝜙𝜆(𝑡)/𝜙0(𝑡), Δ(𝑡) = 𝜙2
0(𝑡)𝑤(𝑡).
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Теорема 16[47]. В задачах Турана и Фейера

𝑇𝛼,𝛽(𝑟,R+) = 𝐹𝛼,𝛽(𝑟,R+) =

∫︁ 𝑟/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡,

единственные экстремальные функции имеют вид

𝑓𝑟(𝑡) = (𝜙0𝜒𝑟/2 * 𝜙0𝜒𝑟/2)(𝑡), 𝑔𝑟(𝜆) = 𝑐𝒥 𝑓𝑟(𝜆) =
(︂ 𝜕

𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑟/2)

𝜆2

)︂2

.

Задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷𝛼,𝛽(𝑠,R+) = sup𝒥 𝑓(0) = sup

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙0(𝑡) 𝑑𝜇(𝑡),

если
𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑡) 6 0, 𝑡 > 𝑠, 𝒥 𝑓(𝜆) > 0.

Решение этой задачи известно только для 𝛼 = 𝛽 = −1/2, когда преобразование Якоби
совпадает с косинус-преобразованием Фурье.

Модифицированная задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷𝛼,𝛽(𝑟, 𝑠,R+) = sup𝒥 −1𝑔(0) = sup

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝜆) 6 0, 𝜆 > 𝑠,

supp𝒥 −1𝑔 ⊂ [0, 𝑟], 𝒥 −1𝑔(𝜆) > 0.

Модифицированная задача Дельсарта решена только в одном случае 𝑠 = 𝜆′1(𝑟/2), где 𝜆
′
1(𝑡)

есть наименьший положительный нуль функции 𝜕
𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑡) по 𝜆.

Теорема 17 [48]. В модифицированной задаче Дельсарта

𝐷𝛼,𝛽(𝑟, 𝜆
′
1(𝑟/2),R+) =

(︁∫︁ 𝑟/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−1
,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) =

(︁
𝜆−2 𝜕

𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑟/2)
)︁2

1−
(︁
𝜆/𝜆′1(𝑟/2)

)︁2 .
Задача Бомана. Вычислить величину

𝐵𝛼,𝛽(𝑟,R+) = inf

∫︁ ∞

0
(𝜆2 + 𝜌2)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) > 0,∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = 1, supp𝒥 −1𝑔 ⊂ [0, 𝑟].

Пусть 𝜆1(𝑡) — наименьший положительный нуль функции Якоби 𝜙𝜆(𝑡) по 𝜆.
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Теорема 18 [49]. В задаче Бомана

𝐵𝛼,𝛽(𝑟,R+) = 𝜆21(𝜏/2) + 𝜌2,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝜆) =
𝜙2
𝜆(𝑟/2)(︁

1−
(︁
𝜆/𝜆1(𝑟/2)

)︁2)︁2 .
Напомним, что Λ(𝑔) = sup{𝜆 > 0 : 𝑔(𝜆) > 0}.

Задача Логана. Вычислить величину

𝐿𝛼,𝛽(𝑟,R+) = inf Λ(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

supp𝒥 −1𝑔 ⊂ [0, 𝑟], 𝒥 −1𝑔(𝜆) > 0.

Теорема 19 [50]. В задаче Логана

𝐿𝛼,𝛽(𝑟,R+) = 𝜆1(𝑟/2),

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝜆) =
𝜙2
𝜆(𝑟/2)

1−
(︁
𝜆/𝜆1(𝑟/2)

)︁2 .
Пусть для функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇)

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜇 = inf
{︀
‖𝑓 − 𝑔‖2,𝑑𝜇 : 𝑔 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇), supp𝒥 𝑔 ⊂ [0, 𝑅]

}︀
— величина ее наилучшего приближения частичными интегралами преобразования Якоби.

По теореме Пэли–Винера она совпадает с величиной наилучшего приближения классом
четных целых функций экспоненциального типа не выше 𝑅.

Модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) определяется равенством

𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜇 = sup
0≤𝑡≤𝛿

(︂∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡|𝑓(·)− 𝑓(𝑥)|2(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥)

)︂1/2

.

Константа Джексона

𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇 = sup

{︂
𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜇
𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜇

: 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇)

}︂
есть наименьшая константа в неравенстве Джексона

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜇 6 𝐷𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜇.

Известно, что для всех 𝑅, 𝛿 > 0

𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇 >
1√
2
.
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Величина
𝜏(𝑅,R+)2,𝑑𝜇 = inf

{︀
𝛿 > 0: 𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇 = 2−1/2

}︀
называется оптимальным аргументом.

Теорема 20 [51]. Если 𝑅 > 0, то

𝜏(𝑅,R+)2,𝑑𝜇 = 𝜆1(𝑅/2).

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) справедливо неравенство Джексона с точной константой
и оптимальным аргументом в модуле непрерывности

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜇 6
1√
2
𝜔
(︀
𝜆1(𝑅/2), 𝑓

)︀
2,𝑑𝜇

.

Отметим, что оптимальный аргумент совпадает с экстремальным значением в задаче Ло-
гана. Многомерный вариант теоремы 20 доказан в [52].

Рассматриваемые экстремальные задачи для преобразования Фурье по собственным функ-
циям задачи Штурма–Лиувилля решены в [53, 54, 47].

5. Экстремальные задачи для преобразования
Фурье на гиперболоиде H𝑑

Пусть 𝑑 ∈ N, 𝑑 ≥ 2, R𝑑 — 𝑑-мерное действительное евклидово пространство со скалярным
произведением (𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑑𝑦𝑑 и нормой |𝑥| =

√︀
(𝑥, 𝑥),

S𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1}

— евклидова сфера, R𝑑,1 — (𝑑 + 1)-мерное действительное псевдоеклидово пространство с
билинейной формой [𝑥, 𝑦] = −𝑥1𝑦1 − . . .− 𝑥𝑑𝑦𝑑 + 𝑥𝑑+1𝑦𝑑+1,

H𝑑 = {𝑥 ∈ R𝑑,1 : [𝑥, 𝑥] = 1, 𝑥𝑑+1 > 0}

— верхняя пола двуполостного гиперболоида,

𝑑(𝑥, 𝑦) = arc cosh[𝑥, 𝑦] = ln([𝑥, 𝑦] +
√︀

[𝑥, 𝑦]2 − 1)

— расстояние между 𝑥, 𝑦 ∈ H𝑑. Пара
(︀
H𝑑, 𝑑(·, ·)

)︀
известна как пространство Лобачевского.

Пусть 𝑥0 = (0, . . . , 0, 1) ∈ H𝑑, 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑑(𝑥), 𝑟 > 0, 𝐵𝜏 = {𝑥 ∈ H𝑑 : 𝑑(𝑥) ≤ 𝑟} — шар
радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑥0 в пространстве Лобачевского.

Пусть 𝑡 > 0, 𝜂 ∈ S𝑑−1, 𝑥 = (sinh 𝑡 𝜂, cosh 𝑡) ∈ H𝑑,

𝑑𝜇(𝑡) = 𝑑𝜇((𝑑−2)/2,−1/2)(𝑡) = 2𝑑−1 sinh𝑑−1 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑤(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑑𝜔(𝜂) =
1

|S𝑑−1|
𝑑𝜂, 𝑑𝜈(𝑥) = 𝑑𝜇(𝑡)𝑑𝜔(𝜂)

— лебеговы меры на R+, S𝑑−1 и H𝑑, соответственно. Отметим, что 𝑑𝜔 — вероятностная мера
на сфере, инвариантная относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑑), а мера 𝑑𝜈 — инвариантна
относительно группы гиперболических вращений 𝑆𝑂0(𝑑, 1).

Пусть 𝜆 ∈ R+ = [0,∞), 𝜉 ∈ S𝑑−1, 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ R+ × S𝑑−1 = Ω𝑑,

𝑑𝜎(𝜆) = 𝑑𝜎((𝑑−2)/2,−1/2)(𝜆) = 23−2𝑑Γ−2
(︁𝑑
2

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒Γ
(︀
𝑑−1
2 + 𝑖𝜆

)︀
Γ(𝑖𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜆,
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𝑑𝜏(𝑦) = 𝑑𝜎(𝜆)𝑑𝜔(𝜉)

— лебеговы меры на R+ и Ω𝑑.
Прямое и обратное преобразования Фурье определяются равенствами

ℱ𝑓(𝑦) =
∫︁
H𝑑

𝑓(𝑥)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

−𝑖𝜆 𝑑𝜈(𝑥), ℱ−1𝑔(𝑥) =

∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

+𝑖𝜆 𝑑𝜏(𝑦),

где 𝜉′ = (𝜉, 1), 𝜉 ∈ S𝑑−1. Для преобразований Фурье справедлива 𝐿2-теория, в частности, ра-
венства Планшереля. Но так как их ядра являются неограниченными, для них не выполняется
𝐿1-теория.

Пусть

𝜙𝜆(𝑡) = 𝜙
((𝑑−2)/2,−1/2)
𝜆 (𝑡) = 𝐹

(︁(𝑑− 1)/2 + 𝑖𝜆

2
,
(𝑑− 1)/2− 𝑖𝜆

2
;
𝑑

2
;−(sinh 𝑡)2

)︁
— функция Якоби. Она получается усреднением по сфере ядер преобразований Фурье

𝜙𝜆(𝑡) =

∫︁
S𝑑−1

[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

±𝑖𝜆 𝑑𝜔(𝜉),

где 𝑥 = (sinh 𝑡 𝜂, cosh 𝑡), 𝜂 ∈ S𝑑−1, 𝜉′ = (𝜉, 1).
Два оператора усреднения по сфере

𝑃𝑓(𝑡) =

∫︁
S𝑑−1

𝑓(𝑥) 𝑑𝜔(𝜂), 𝑥 = (sinh 𝑡 𝜂, cosh 𝑡) ∈ H𝑑,

𝑄𝑔(𝜆) =

∫︁
S𝑑−1

𝑔(𝑦) 𝑑𝜔(𝜉), 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑

дают нам сферические функции на H𝑑 и Ω𝑑. Они используются как для постановки, так и для
решения экстремальных задач.

Если 𝑓(𝑥) = 𝑓0(𝑑(𝑥)) = 𝑓0(𝑡) и 𝑔(𝑦) = 𝑔0(𝜆) — сферические функции, то

ℱ𝑓(𝑦) = 𝒥 𝑓0(𝜆), ℱ−1𝑔(𝑥) = 𝒥 −1𝑔0(𝑡).

Пусть далее Δ(𝑡) = 𝜙2
0(𝑡)𝑤(𝑡), 𝑢𝜆(𝑡) = 𝜙𝜆(𝑡)/𝜙0(𝑡).

Основные факты из гармонического анализа на гиперболоиде можно найти в [56].

Задача Турана. Вычислить величину

𝑇 (𝑟,H𝑑) = sup𝑄(ℱ𝑓)(0),

если
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(H𝑑), 𝑓(𝑥0) = 1, supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟, ℱ𝑓(𝑦) > 0.

Задача Фейера. Вычислить величину

𝐹 (𝑟,H𝑑) = sup𝑄𝑔(0),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜏) ∩ 𝐶𝑏(Ω

𝑑), 𝑔(𝑦) > 0,∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝜏(𝑦) = 1, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝑟.



156 Д.В. ГОРБАЧЕВ, В.И. ИВАНОВ, Е.П. ОФИЦЕРОВ, О.И. СМИРНОВ

Допустимые функции в задаче Фейера являются четными целыми функциями экспонен-
циального типа не выше 𝑟 по 𝜆.

Теорема 21. В задачах Турана и Фейера

𝑇 (𝑟,H𝑑) = 𝐹 (𝑟,H𝑑) =

∫︁ 𝑟/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡,

единственные экстремальные функции имеют вид

𝑓𝑟(𝑥) = (𝜙0𝜒𝑟/2 * 𝜙0𝜒𝑟/2)(𝑡), 𝑔𝑟(𝑦) = 𝑐ℱ𝑓𝑟(𝑦) =
(︂ 𝜕

𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑟/2)

𝜆2

)︂2

,

где
𝑥 = (sinh 𝑡 𝜂, cosh 𝑡) ∈ H𝑑, 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.

Задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷(𝑠,H𝑑) = sup𝑄(ℱ𝑓)(0),

если
𝑓 ∈ 𝐿1(H𝑑, 𝑑𝜈) ∩ 𝐶𝑏(H𝑑), 𝑓(𝑥0) = 1, 𝑓(𝑥) 6 0, 𝑑(𝑥) > 𝑠, ℱ𝑓(𝑦) > 0.

Эта задача является полностью открытой.

Модифицированная задача Дельсарта. Вычислить величину

𝐷(𝑟, 𝑠,H𝑑) = sup

∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝜏(𝑦),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜏) ∩ 𝐶𝑏(Ω

𝑑), 𝑄𝑔(0) = 1, 𝑔(𝜆, 𝜉) 6 0, 𝜆 > 𝑠,

suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝑟, ℱ−1𝑔(𝑥) > 0.

Напомним, что 𝜆1(𝑡), 𝜆′1(𝑡) — наименьшие положительные нули функций 𝜙𝜆(𝑡) и
𝜕
𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑡)

по 𝜆.

Theorem 22. В модифицированной задаче Дельсарта

𝐷(𝑟, 𝜆′1(𝑟/2),H𝑑) =
(︁∫︁ 𝑟/2

0
Δ(𝑡) 𝑑𝑡

)︁−1
,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝑦) =

(︁
𝜆−2 𝜕

𝜕𝑡𝑢𝜆(𝑟/2)
)︁2

1−
(︁
𝜆/𝜆′1(𝑟/2)

)︁2 , 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.

Задача Бомана. Вычислить величину

𝐵(𝑟,H𝑑) = inf

∫︁
Ω𝑑

(︀
𝜆2 + 𝜌2

)︀
𝑔(𝑦) 𝑑𝜏(𝑦), 𝑦 = (𝜆, 𝜉),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜏) ∩ 𝐶𝑏(Ω

𝑑), 𝑔(𝑦) > 0,
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∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝜏(𝑦) = 1, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝑟.

Теорема 23. В задаче Бомана

𝐵(𝑟,H𝑑) = 𝜆21(𝑟/2) + 𝜌2,

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝑦) =
𝜙2
𝜆(𝑟/2)(︁

1−
(︁
𝜆/𝜆1(𝑟/2)

)︁2)︁2 , 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.

Пусть 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑, 𝑔(𝑦) действительная непрерывная функция на Ω𝑑,

Λ(𝑔) = sup{𝜆 > 0 : 𝑔(𝜆, 𝜉) > 0, 𝜉 ∈ S𝑑−1}.

Задача Логана. Вычислить величину

𝐿(𝑟,H𝑑) = inf Λ(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜏) ∩ 𝐶𝑏(Ω

𝑑), 𝑔(𝑦) ̸≡ 0,

suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝑟 ℱ−1𝑔(𝑥) > 0.

Теорема 24. В задаче Логана

𝐿(𝑟,H𝑑) = 𝜆1(𝑟/2),

единственная экстремальная функция имеет вид

𝑔𝑟(𝑦) =
𝜙2
𝜆(𝑟/2)

1−
(︁
𝜆/𝜆1(𝑟/2)

)︁2 , 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.

Теоремы 22-24 доказаны в [50] в предположении, что допустимые функции 𝑔 в задачах
Фейера, Бомана, Логана и модифицированной задаче Дельсарта являются преобразованиями
Фурье 𝑔 = ℱ𝑓 функций 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(H𝑑), supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟. В [50] экстремальные задачи для преобразо-
вания Фурье на гиперболоиде решаются путем их редукции с помощью усреднения допусти-
мых функций по сфере к аналогичным задачам для преобразования Якоби на полупрямой.

Покажем, что, если функция

𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜏) ∩ 𝐶𝑏(Ω
𝑑), suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝑟,

то для функции 𝑓(𝑥) = ℱ−1𝑔(𝑥) выполнены условия

𝑓 ∈ 𝐶𝑏(H𝑑), supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟, 𝑔(𝑦) = ℱ𝑓(𝑦).

Поэтому теоремы 22-24 вытекают из соответствующих утверждений в [50].
Так как

|𝑔(𝑦)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

+𝑖𝜆| = |𝑔(𝑦)||[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2 | 6 |𝑔(𝑦)|𝑒

𝑑−1
2

𝑡,

то интеграл ∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

+𝑖𝜆 𝑑𝜏(𝑦)
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сходится равномерно на любом шаре 𝐵𝑅 и функция 𝑓(𝑥) непрерывна, но вообще-говоря не
ограничена на H𝑑. Но в нашем случае по условию supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟, поэтому 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(H𝑑). Анало-
гично интеграл ∫︁

𝐵𝑟

𝑓(𝑥)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

−𝑖𝜆 𝑑𝜈(𝑥)

сходится равномерно на Ω𝑑 и функция ℱ𝑓(𝑦) ∈ 𝐶(Ω𝑑). Поточечное равенство 𝑔(𝑦) = ℱ𝑓(𝑦)
вытекает из того, что оно справедливо в 𝐿2(Ω𝑑) и функции в обеих частях равенства непре-
рывны.

Пусть для функции 𝑓 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈)

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈 = inf
{︀
‖𝑓 − 𝑔‖2,𝑑𝜈 : 𝑔 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈), suppℱ𝑔 ⊂ [0, 𝑅]× S𝑑−1

}︀
— величина ее наилучшего приближения частичными интегралами преобразования Фурье.

В качестве оператора обобщенного сдвига на H𝑑 для определения модуля непрерывности
будем использовать оператор среднего значения [57]

𝑠𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑆𝑡(𝑥)

𝑓(𝑦) 𝑑𝜔𝑡,𝑥(𝑦),

где 𝑆𝑡(𝑥) = {𝑧 ∈ H𝑑 : 𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑡} — сфера в H𝑑 с центром в точке 𝑥 и радиусом
𝑡 > 0, 𝑑𝜔𝑡,𝑥 — вероятностная лебегова мера на 𝑆𝑡(𝑥). Для оператора обобщенного сдвига
ℱ(𝑠𝑡𝑓)(𝑦) = 𝜙𝜆(𝑡)ℱ𝑓(𝑦), где 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.

Модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈) определим равенством

𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈 = sup
0≤𝑡≤𝛿

(︂∫︁
H𝑑

𝑠𝑡|𝑓(·)− 𝑓(𝑥)|2(𝑥) 𝑑𝜈(𝑥)
)︂1/2

.

Константа Джексона

𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 = sup

{︂
𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈
𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈

: 𝑓 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈)

}︂
есть наименьшая константа в неравенстве Джексона

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈 6 𝐷𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈 .

Для всех 𝑅, 𝛿 > 0 [40, 58],

𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 >
1√
2
.

Величина
𝜏(𝑅,H𝑑)2,𝑑𝜈 = inf

{︀
𝛿 > 0: 𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 = 2−1/2

}︀
называется оптимальным аргументом.

Теорема 25. Для всех 𝑅, 𝛿 > 0

𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 = 𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇.

Доказательство. Неравенство 𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇 6 𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 вытекает из того, что сфе-
рические функции 𝜙 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) составляют подпространство в 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈).

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈) рассмотрим функцию

𝜓(𝜆) =
(︁∫︁

S𝑑−1

|ℱ𝑓(𝑦)|2 𝑑𝜔(𝜉)
)︁1/2

, 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑.
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Для нее в силу равенства Планшереля

‖𝜓‖22,𝑑𝜎 =

∫︁ ∞

0
|𝜓(𝜆)|2 𝑑𝜎(𝜆) = ‖ℱ𝑓‖22,𝑑𝜏 = ‖𝑓‖22,𝑑𝜏 <∞,

поэтому функция
𝜙(𝑡) = 𝒥 −1𝜓(𝑡) ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝜇)

и 𝒥𝜙(𝜆) = 𝜓(𝜆). Имеем

𝐸2
𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈 =

∫︁ ∞

𝑅

∫︁
S𝑑−1

|ℱ𝑓(𝜆, 𝜉)|2 𝑑𝜔(𝜉)𝑑𝜎(𝜆)

=

∫︁ ∞

𝑅
|𝒥𝜙(𝜆)|2 𝑑𝜎(𝜆) = 𝐸2

𝑅(𝜙)2,𝑑𝜇.

Так как [40, 58]∫︁
H𝑑

𝑠𝑡|𝑓(·)− 𝑓(𝑥)|2(𝑥) 𝑑𝜈(𝑥) = 2

∫︁ ∞

0

∫︁
S𝑑−1

(1− 𝜙𝜆(𝑡))|ℱ𝑓(𝜆, 𝜉)|2 𝑑𝜔(𝜉)𝑑𝜎(𝜆)

= 2

∫︁ ∞

0
(1− 𝜙𝜆(𝑡))|𝒥𝜙(𝜆)|2 𝑑𝜎(𝜆) =

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑡|𝜙(·)− 𝜙(𝑟)|2(𝑟) 𝑑𝜇(𝑟),

то
𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈 = 𝜔(𝛿, 𝜙)2,𝑑𝜇.

Итак,
𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈
𝜔(𝛿, 𝑓)2,𝑑𝜈

=
𝐸𝑅(𝜙)2,𝑑𝜇
𝜔(𝛿, 𝜙)2,𝑑𝜇

,

и 𝐷(𝑅, 𝛿,H𝑑)2,𝑑𝜈 6 𝐷(𝑅, 𝛿,R+)2,𝑑𝜇. Теорема 25 доказана.

Из теорем 20, 25 вытекает следующая теорема.

Теорема 26. Если 𝑅 > 0, то

𝜏(𝑅,H𝑑)2,𝑑𝜈 = 𝜆1(𝑅/2).

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(H𝑑, 𝑑𝜈) справедливо неравенство Джексона с точной константой
и оптимальным аргументом в модуле непрерывности

𝐸𝑅(𝑓)2,𝑑𝜈 6
1√
2
𝜔
(︀
𝜆1(𝑅/2), 𝑓

)︀
2,𝑑𝜈

. (5)

Неравенство Джексона (5) было доказано В.Ю. Поповым [59] для 𝑑 = 2 и Д.В. Горбачевым
и М.С. Пискоржем [58] для 𝑑 > 3. С неточной константой оно было получено И.В. Петровой
[60].

6. Заключение

Исследование представленных в работе экстремальных задач гармонического анализа и
теории приближений носит достаточно законченный характер. Только экстремальная задача
Дельсарта остается недостаточно исследованной. Хотя с точки зрения приложений она явля-
ется наиболее важной. Основная ее трудность состоит в том, что экстремальная функция в
ней не является целой функцией экспоненциального типа, а множество допустимых функций
устроено очень сложно. Для ее решения на полупрямой нужны новые идеи, новые квадратур-
ные формулы по нулям экстремальных функций. В двух случаях они были предложены М.
Вязовской.
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15. Kolountzakis M.N., Révész Sz.Gy. Turán’s extremal problem for positive definite functions on
groups // J. London Math. Soc. 2006. Vol. 74. P. 475–496.
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О ДРОБНЫХ МОМЕНТАХ УСПОКОЕННЫХ
𝐿-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ
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Аннотация

Пусть 𝜒1(𝑛) — характер Дирихле по модулю 5 такой, что 𝜒1(2) = 𝑖,

κ =

√︀
10− 2

√
5− 2√

5− 1
.

Функцией Дэвенпорта–Хейльбронна называется функция

𝑓(𝑠) =
1− 𝑖κ

2
𝐿(𝑠, 𝜒1) +

1 + 𝑖κ
2

𝐿(𝑠, 𝜒1).

Функция 𝑓(𝑠) была введена и исследована Дэвенпортом и Хейльбронном в 1936 году.
Она удовлетворяет функциональному уравнению риманого типа

𝑔(𝑠) = 𝑔(1− 𝑠),

где 𝑔(𝑠) = (𝜋5 )
−𝑠/2Γ( 1+𝑠

2 )𝑓(𝑠).
Известно однако, что не все нетривиальные нули 𝑓(𝑠) лежат на прямой ℜ𝑠 = 1

2 .
В области ℜ𝑠 > 1, 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 число нулей 𝑓(𝑠) превосходит 𝑐𝑇 , где 𝑐 > 0 — абсолютная

постоянная (Дэвенпорт и Хейльбронн, 1936 г.).
Кроме того, число нулей 𝑓(𝑠) в области 1

2 < 𝜎1 < ℜ𝑠 < 𝜎2, 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 превосходит 𝑐1𝑇 ,
где 𝑐1 > 0 — абсолютная постоянная (С. М. Воронин, 1976).

В 1980 г. С. М. Воронин доказал, что на критической прямой ℜ𝑠 = 1
2 лежит «аномально

много» нулей 𝑓(𝑠). Пусть 𝑁0,𝑓 (𝑇 ) — число нулей 𝑓(𝑠) на промежутке ℜ𝑠 = 1
2 , 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 .

С. М. Воронин получил оценку

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑐2𝑇 exp{ 1
20

√︀
log log log log 𝑇},

где 𝑐2 > 0 — абсолютная постоянная.
В 1990 году А. А. Карацуба коренным образом усилил оценку С. М. Воронина и получил

неравенство
𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2−𝜀,

где 𝜀 > 0 — произвольно малая постоянная, 𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 0.
В 1994 году А. А. Карацуба получил несколько более точную оценку

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2 exp{−𝑐3
√︀

log log 𝑇},

где 𝑐3 > 0 — абсолютная постоянная.
В 2017 году автор получил следующую оценку

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2+1/16−𝜀 (𝜀 > 0).

В настоящей статье получены новые верхние и нижние оценки дробных моментов успо-
коенных рядов Дирихле, из которых следует, что

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2+1/12−𝜀 (𝜀 > 0).

Ключевые слова: функция Дэвенпорта–Хейльбронна, нули на критической прямой,
дробные моменты успокоенных рядов Дирихле.

Библиография: 14 названий.
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ON FRACTIONAL MOMENTS OF THE MOLLIFIED
DIRICHLET 𝐿-FUNCTIONS

S. A. Gritsenko (Moscow)

Abstract

Let 𝜒1(𝑛) be the character of Dirichlet mod 5 such that 𝜒1(2) = 𝑖,

κ =

√︀
10− 2

√
5− 2√

5− 1
.

Davenport–Heilbronn function is defined below

𝑓(𝑠) =
1− 𝑖κ

2
𝐿(𝑠, 𝜒1) +

1 + 𝑖κ
2

𝐿(𝑠, 𝜒1).

The function 𝑓(𝑠) was introduced and investigated by Davenport and Heilbronn, in 1936. It
satisfies the functional equation of Riemann’s type

𝑔(𝑠) = 𝑔(1− 𝑠),

where 𝑔(𝑠) = (𝜋5 )
−𝑠/2Γ( 1+𝑠

2 )𝑓(𝑠).
It is well-known however, that not all non-trivial zeros of 𝑓(𝑠) lie on the line ℜ𝑠 = 1

2 .
In the region ℜ𝑠 > 1, 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 the number of zeros of 𝑓(𝑠) exceeds 𝑐𝑇 , where 𝑐 > 0 is an

absolute constant (Davenport and Heilbronn, 1936).
Moreover, the number of zeros of 𝑓(𝑠) in the region 1

2 < 𝜎1 < ℜ𝑠 < 𝜎2, 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 exceeds
𝑐1𝑇 , where 𝑐 > 0 is an absolute constant(S. M. Voronin, 1976).

In 1980, S. M. Voronin proved that «abnormally many» zeros of 𝑓(𝑠) lied on the critical line
ℜ𝑠 = 1

2 . Let 𝑁0,𝑓 (𝑇 ) be the number of zeros of 𝑓(𝑠) on the segment ℜ𝑠 = 1
2 , 0 < ℑ𝑠 6 𝑇 . S.

M. Voronin got the estimate

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑐2𝑇 exp{ 1
20

√︀
log log log log 𝑇},

where 𝑐2 > 0 is an absolute constant.
In 1990, A. A. Karatsuba significantly improved Voronin’s estimate and got the inequality

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2−𝜀,

where 𝜀 > 0 is an arbitrary small constant, 𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 0.
In 1994, A. A. Karatsuba got somewhat more accurate estimate

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2 exp{−𝑐3
√︀

log log 𝑇},

where 𝑐3 > 0 is an absolute constant.
In 2017, the author got the following estimate

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2+1/16−𝜀 (𝜀 > 0).

In this paper we obtain new upper and lower estimates of the fractional moments of mollified
Dirichlet series, from which it follows that

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2+1/12−𝜀 (𝜀 > 0).

Keywords: Davenport–Heilbronn function, zeroes on the critical line, fractional moments of
mollified moments of Dirichlet series.

Bibliography: 14 titles.
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1. Введение

Пусть 𝜒(𝑛) — характер Дирихле, 𝐿(𝑠, 𝜒) — соответствующая 𝐿–функция Дирихле. Знаме-
нитая расширенная гипотеза Римана утверждает, что все нетривиальные нули 𝐿(𝑠, 𝜒) лежат
на критической прямой ℜ𝑠 = 1

2 .
Если модуль характера 𝜒(𝑛) ограничен константой, то современные результаты о распре-

делении нулей 𝐿(𝑠, 𝜒) на критической прямой по своей силе совпадают с соответствующими
результатами о нулях 𝜁(𝑠).

Пусть 𝑁0(𝑇 ) — число нулей 𝜁(𝑠) на отрезке [12 ,
1
2 + 𝑖𝑇 ].

В 1921 году [1] Г. Харди и Дж. Литтлвуд доказали неравенство

𝑁0(𝑇 )≫ 𝑇. (1)

В 1942 году [2] А. Сельберг получил правильную по порядку оценку для 𝑁0(𝑇 ):

𝑁0(𝑇 )≫ 𝑇 log 𝑇. (2)

Сельбергу принадлежит идея введения так называемого "успокаивающего множите-
ля"("mollifying factor"). Под успокоением здесь понимается понижение порядка роста момен-
тов рядов Дирихле после умножения этих рядов на соответствующие успокаивающие множи-
тели.

В 2002 году А. А. Карацуба [3] нашел приложение оценок дробных моментов дзета–
функции на критической прямой к задаче об оценке 𝑁0(𝑇 ) и получил оценку, более точную,
чем (1), хотя и менее точную, чем (2). В статье [3] использовались оценки моментов неуспо-
коенной дзета–функции.

В 2017 году автор [4], правильно по порядку оценив сверху и снизу момент успокоенной
функции Дэвенпорта–Хейльбронна порядка 1/2,а также сверху момент той же функции по-
рядка 1, доказал, что число нулей функции Дэвенпорта–Хейльбронна, лежащих на отрезке
[12 ,

1
2 + 𝑖𝑇 ], можно оценить снизу величиной

𝑇 (log 𝑇 )
1
2
+ 1

16
−𝜀, (3)

где 𝜀 — сколь угодно малое положительное число.
Оценка (3) получена на основе метода А. А. Карацубы (см. [5]–[10]) с добавлением неко-

торых дополнительных соображений.
В настоящей статье содержатся оценки моментов успокоенных 𝐿–функций Дирихле по-

рядков 2
𝑣 для любых натуральных 𝑣 > 3, а также порядка 1.

Введем некоторые определения.
Пусть 𝜒1 — характер по модулю 5 такой, что 𝜒1(2) = 𝑖.
Пусть 𝜀 — сколь угодно малое положительное число, 0 < 𝜀 < 0.001, 𝑋 = 𝑇 0.001𝜀. Пусть

𝛼(𝜈) — последовательность, задаваемая равенством

∞∑︁
𝜈=1

𝛼(𝜈)

𝜈𝑠
=

∏︁
𝑝≡±1 (mod 5)

(︁
1− 1

2𝑣𝑝𝑠

)︁ ∏︁
𝑝≡±2 (mod 5)

(︁
1− 𝜀

𝑝𝑠

)︁
, ℜ𝑠 > 1.

Пусть

𝛽(𝜈) =

⎧⎨⎩ 𝛼(𝜈)𝜒1(𝜈)
(︁
1− log 𝜈

log𝑋

)︁
, если 1 6 𝜈 < 𝑋,

0, если 𝜈 > 𝑋.

Тогда наш успокаивающий множитель имеет вид |𝜙(12 + 𝑖𝑡)|2𝑣, где

𝜙(
1

2
+ 𝑖𝑡) =

∑︁
𝜈

𝛽(𝜈)

𝜈
1
2
+𝑖𝑡

.
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Сформулируем основную теорему статьи.

Теорема 1. Пусть 𝑣 — натуральное число, 𝑣 > 3. Тогда справедливы оценки

𝑇 (log 𝑇 )(1+2𝑣𝜀)2/(2𝑣2) ≪
∫︁ 2𝑇

𝑇
|𝐿(1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒1)𝜙

2𝑣(
1

2
+ 𝑖𝑡)|2/𝑣𝑑𝑡≪ 𝑇 (log 𝑇 )(1+2𝑣𝜀)2/(2𝑣2),

∫︁ 2𝑇

𝑇
|𝐿(1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒1)𝜙

2𝑣(
1

2
+ 𝑖𝑡)|2/𝑣𝑑𝑡≪ 𝑇 (log 𝑇 )(1−2𝑣𝜀)2/(2𝑣2),

∫︁ 2𝑇

𝑇
|𝐿(1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒1)𝜙

2𝑣(
1

2
+ 𝑖𝑡)|𝑑𝑡≪ 𝑇 (log 𝑇 )(1+2𝑣𝜀)2/8,

∫︁ 2𝑇

𝑇
|𝐿(1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒1)𝜙

2𝑣(
1

2
+ 𝑖𝑡)|𝑑𝑡≪ 𝑇 (log 𝑇 )(1−2𝑣𝜀)2/8.

Отметим, что если воспользоваться теоремой 1, то рассуждения по схеме [4] приводят
к оценке числа нулей функции Дэвенпорта–Хейльбронна, лежащих на отрезке [12 ,

1
2 + 𝑖𝑇 ],

величиной
𝑇 (log 𝑇 )

1
2
+ 1

12
−𝜀,

что уточняет оценку (3).
В статье будут использованы следующие обозначения: 𝑌 = 𝑇 3/4; 𝜒(𝑛) — один из характе-

ров 𝜒1(𝑛), 𝜒1(𝑛); 𝑀𝑑 — множество натуральных чисел, состоящее из 1 и тех чисел, простые
делители которых делят 𝑑; при 𝑘 > 0 последовательность 𝑑𝑘(𝜈) задается равенством

𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︁
𝜈=1

𝑑𝑘(𝜈)

𝜈𝑠
, ℜ𝑠 > 1.

2. Основные леммы

Лемма 1. Пусть 2𝜎 = 1 + 𝐶
log 𝑇 = 1 + 𝑏,

𝑎1,1/𝑣(𝜆, 𝜒) =
∑︁

𝑛𝜈1𝜈2=𝜆

𝑑1/𝑣(𝑛)𝜒(𝑛)𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2),

𝑎2,1/𝑣(𝜆, 𝜒) =
∑︁

𝑛𝜈1𝜈2=𝜆

𝑑1/𝑣(𝑛)𝜒(𝑛)𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)(𝜈1𝜈2)
(2𝜎−1),

Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒, 𝑌 ) =
∑︁
𝜆6𝑌

|𝑎𝑙,1/𝑣(𝜆, 𝜒)|2

𝜆2𝜎
, 𝑙 = 1, 2.

Существует 𝐶0 = 𝐶0(𝜀) > 0 такое, что при любых 𝐶 > 𝐶0 справедливы неравенства

Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 )≫ (2𝜎 − 1)−
(1+2𝜀)2

2𝑣2 (𝑙 = 1, 2).

Доказательство. Оценим Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ) снизу. Имеем

Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ) >
∑︁′

𝜆6𝑌

|𝑎𝑙,1/𝑣(𝜆, 𝜒1)|2

𝜆2𝜎
,
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где штрих означает, что суммирование ведется по таким 𝜆 = 𝑛𝜈1𝜈2, у которых 𝑛 — бесквад-
ратные. Далее,

Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ) >
∑︁′

𝜆6𝑌

|𝑎𝑙,1/𝑣(𝜆, 𝜒1)|2

𝜆2𝜎
(1− (

𝜆

𝑌
)𝑏/2) > Σ′

𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1)− 𝑌 −𝑏/2Σ′
𝑙,1/𝑣(2𝜎1, 𝜒1),

где 2𝜎1 = 1 + 𝑏
2 ,

Σ′
𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1) =

∞∑︁′

𝜆=1

|𝑎𝑙,1/𝑣(𝜆, 𝜒1)|2

𝜆2𝜎
.

Пусть сначала 𝑙 = 1. Оценим Σ′
𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1) снизу. Начнем с тождественных преобразований:

Σ′
1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1) =

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4

𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)𝛽(𝜈3) 𝛽(𝜈4)

(𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4)𝜎

∑︁′

𝑛1𝜈1𝜈2=𝑛2𝜈3𝜈4

𝑑1/𝑣(𝑛1)𝜒1(𝑛1)𝑑1/𝑣(𝑛2)𝜒1(𝑛2)

(𝑛1𝑛2)𝜎
.

Поскольку числа 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝑛1, 𝑛2 — бесквадратные, то из равенства 𝑛1𝜈1𝜈2 = 𝑛2𝜈3𝜈4
следует, что (𝜈1, 𝜈2) = (𝜈3, 𝜈4), поэтому

Σ′
1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1) =

∑︁
𝑢

1

𝑢4𝜎

∑︁
(𝜇1,𝜇2)=1

𝛽(𝑢𝜇1)𝛽(𝑢𝜇2)

(𝜇1𝜇2)𝜎

∑︁
(𝜇3,𝜇4)=1

𝛽(𝑢𝜇3) 𝛽(𝑢𝜇4)

(𝜇1𝜇2)𝜎

∑︁′

𝑛1𝜇1𝜇2=𝑛2𝜇3𝜇4

𝑑1/𝑣(𝑛1)𝜒1(𝑛1)𝑑1/𝑣(𝑛2)𝜒1(𝑛2)

(𝑛1𝑛2)𝜎
.

Пусть 𝑞 = (𝜇1𝜇2, 𝜇3𝜇4), 𝜇1𝜇2 = 𝑎𝑞, 𝜇3𝜇4 = 𝑏𝑞, (𝑎, 𝑏) = 1. Тогда

∑︁′

𝑛1𝜇1𝜇2=𝑛2𝜇3𝜇4

𝑑1/𝑣(𝑛1)𝜒1(𝑛1)𝑑1/𝑣(𝑛2)𝜒1(𝑛2)

(𝑛1𝑛2)𝜎
=
𝜒1(𝑎)𝜒1(𝑏)

(𝑎𝑏)𝜎

∞∑︁
𝑚=1

(𝑚,5𝑎𝑏)=1

𝑑21/𝑣(𝑚)𝜇2(𝑚)

𝑚2𝜎
=

𝑐5
∏︁
𝑝

(1 +
𝑑21/𝑣(𝑝)

𝑝2𝜎
)
𝑑1/𝑣(𝜇1)𝜒1(𝜇1)𝑔(𝜇1)𝑑1/𝑣(𝜇2)𝜒1(𝜇2)𝑔(𝜇2)

(𝜇1𝜇2)𝜎
×

×
𝑑1/𝑣(𝜇3)𝜒1(𝜇3)𝑔(𝜇3)𝑑1/𝑣(𝜇4)𝜒1(𝜇4)𝑔(𝜇4)

(𝜇3𝜇4)𝜎
𝑞2𝜎

𝑑21/𝑣(𝑞)𝑔
2(𝑞)

,

где 𝑐5 = (1 +
𝑑2
1/𝑣

(5)

52𝜎
)−1, 𝑔(𝜈) =

∏︀
𝑝|𝜈(1 +

𝑑2
1/𝑣

(𝑝)

𝑝2𝜎
)−1.

Согласно формуле обращения Мебиуса имеем

𝑞2𝜎

𝑑21/𝑣(𝑞)𝑔
2(𝑞)

=
∑︁
𝑑|𝑞

𝛾(𝑑), 𝛾(𝑑) =
𝑑2𝜎

𝑑21/𝑣(𝑑)𝑔
2(𝑑)

∏︁
𝑝|𝑑

(1−
𝑑21/𝑣(𝑝)𝑔

2(𝑝)

𝑝2𝜎
).

Отсюда следует, что

Σ′
1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1) > 𝑐5

∏︁
𝑝

(1 +
𝑑21/𝑣(𝑝)

𝑝2𝜎
)
∑︁

𝑑6𝑋0.1

𝑑2𝜎

𝑑21/𝑣(𝑑)𝑔
2(𝑑)

𝜙(𝑑)

𝑑
|𝑉1,1/𝑣,𝑑(2𝜎, 𝜒1)|2,

где

𝑉1,1/𝑣,𝑑(2𝜎, 𝜒1) =
∑︁

(𝜇1, 𝜇2)=1
𝜇1𝜇2≡0 (mod 𝑑)

𝛽(𝜇1)𝑑1/𝑣(𝜇1)𝜒1(𝜇1)𝑔(𝜇1)

𝜇2𝜎1

𝛽(𝜇2)𝑑1/𝑣(𝜇2)𝜒1(𝜇2)𝑔(𝜇2)

𝜇2𝜎2
.
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Отсюда имеем

𝑉1,1/𝑣,𝑑(2𝜎, 𝜒1) =
𝜒1(𝑑)𝑑1/𝑣(𝑑)𝑔(𝑑)

𝑑2𝜎

∑︁
𝑑1𝑑2=𝑑

∑︁
(𝜈1,𝜈2)=1
(𝑣1,𝑑)=1
(𝜈2,𝑑)=1

𝛽(𝑑1𝜈1)𝑑1/𝑣(𝜈1)𝜒1(𝜈1)𝑔(𝜈1)

𝜈2𝜎1
×

×
𝛽(𝑑2𝜈2)𝑑1/𝑣(𝜈2)𝜒1(𝜈2)𝑔(𝜈2)

𝜈2𝜎2
=
𝜒1(𝑑)𝑑1/𝑣(𝑑)𝑔(𝑑)

𝑑2𝜎

∑︁
𝑑1𝑑2=𝑑

∑︁
(𝜈1,𝑑)=1

𝛽(𝑑1𝜈1)𝑑1/𝑣(𝜈1)𝜒1(𝜈1)𝑔(𝜈1)

𝜈2𝜎1
×

×
∑︁

(𝜈2,𝑑)=1

𝛽(𝑑2𝜈2)𝑑1/𝑣(𝜈2)𝜒1(𝜈2)𝑔(𝜈2)

𝜈2𝜎2

∑︁
𝑟|(𝜈1,𝜈2)

𝜇(𝑟) =

=
𝜒1(𝑑)𝑑1/𝑣(𝑑)𝑔(𝑑)

𝑑2𝜎

∑︁
𝑑1𝑑2=𝑑

∑︁
(𝑟,𝑑)=1

𝜇(𝑟)
𝜒2
1(𝑟)𝑑

2
1/𝑣(𝑟)𝑔

2(𝑟)

𝑟4𝜎

∑︁
(𝜇1,𝑑)=1

𝛽(𝑟𝑑1𝜇1)𝑑1/𝑣(𝜇1)𝜒1(𝜇1)𝑔(𝜇1)

𝜇2𝜎1
×

×
∑︁

(𝜇2,𝑑)=1

𝛽(𝑟𝑑2𝜇2)𝑑1/𝑣(𝜇2)𝜒1(𝜇2)𝑔(𝜇2)

𝜇2𝜎2
.

Оценивая сумму по 𝑟 > 𝑋0.1 тривиально, получаем

𝑉1,1/𝑣,𝑑(2𝜎, 𝜒1) >
𝜒1(𝑑)𝑑1/𝑣(𝑑)𝑔(𝑑)𝛼(𝑑)

𝑑2𝜎 log2𝑋

∑︁
𝑑1𝑑2=𝑑

∑︁
𝑟6𝑋0.1

(𝑟,𝑑)=1

𝜇(𝑟)
𝜒2
1(𝑟)𝑑

2
1/𝑣(𝑟)𝑔

2(𝑟)𝛼2(𝑟)

𝑟4𝜎
×

×𝐾1/𝑣,𝑥1
(2𝜎, 𝜒2)𝐾1/𝑣,𝑥2

(2𝜎, 𝜒2) +𝑂(
𝑑1/𝑣(𝑑)𝑔(𝑑)|𝛼(𝑑)|

𝑑2𝜎
𝑋−0.05),

где 𝑥𝑗 = 𝑋
𝑟𝑑𝑗

, (𝑗 = 1, 2),

𝐾1/𝑣,𝑥𝑗
(2𝜎, 𝜒2) =

∑︁
𝜇<𝑥𝑗

(𝜇,𝑟𝑑𝑗)=1

𝛼(𝜇)𝜒2(𝜇)𝑑1/𝑣(𝜇)𝑔(𝜇)

𝜇2𝜎
log

𝑥𝑗
𝜇
,

𝜒2(𝜈) = (𝜈5 ) — символ Лежандра по модулю 5.
Отметим, что поскольку 𝑟 6 𝑋0.1, 𝑑𝑗 6 𝑑 6 𝑋0.1, то 𝑥𝑗 > 𝑋0.8. Наша ближайшая задача —

показать, что 𝐾1/𝑣,𝑥𝑗
(2𝜎, 𝜒2) (𝑗 = 1, 2) — положительные числа и оценить их снизу равномерно

по 𝑟 и 𝑑𝑗 . Пусть 𝑥 — любое из чисел 𝑥1, 𝑥2, 𝐷 = 𝑋/(𝑥𝑟) . Тогда

𝐾1/𝑣,𝑥(2𝜎, 𝜒2) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
𝐹𝜒1

(2𝜎 + 𝑠)𝑚𝑟𝐷(2𝜎 + 𝑠)
𝑥𝑠

𝑠2
𝑑𝑠 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
𝐹𝜒1

(1 + 𝑤)𝑚𝑟𝐷(1 + 𝑤)
𝑥−𝑏𝑥𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤,

где

𝐹𝜒1
(𝑧) =

∞∑︁
𝜇=1

𝛼(𝜇)𝜒2(𝜇)𝑑1/𝑣(𝜇)𝑔(𝜇)

𝜇𝑧
, 𝑚𝑐(𝑧) =

∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
𝛼(𝑝)𝜒2(𝑝)𝑑1/𝑣(𝑝)𝑔(𝑝)

𝑝𝑧
)−1 (ℜ𝑧 > 1).

Для функции 𝐹𝜒1
(1+𝑤) получим аналитическое представление, позволяющее продолжить

ее в некоторую часть полуплоскости ℜ𝑤 < 0. Имеем

ln𝐹𝜒1
(1 + 𝑤) = − 1

2𝑣2

∑︁
𝑝≡±1 (mod 5)

1

𝑝1+𝑤
+
𝜀

𝑣

∑︁
𝑝≡±2 (mod 5)

1

𝑝1+𝑤
+𝐻1(1 + 𝑤)
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(здесь и далее через 𝐻1(1 +𝑤), 𝐻2(1 +𝑤), . . . будем обозначать функции, регулярные и огра-
ниченные в полуплоскости ℜ𝑤 > −1/4).

Поскольку ∑︁
𝑝≡±1 (mod 5)

1

𝑝1+𝑤
=

1

2

∑︁
𝑝

1

𝑝1+𝑤
+

1

2

∑︁
𝑝

𝜒2(𝑝)

𝑝1+𝑤
− 1

2
5−1−𝑤,

∑︁
𝑝≡±2 (mod 5)

1

𝑝1+𝑤
=

1

2

∑︁
𝑝

1

𝑝1+𝑤
− 1

2

∑︁
𝑝

𝜒2(𝑝)

𝑝1+𝑤
− 1

2
5−1−𝑤,

получаем
ln𝐹𝜒1

(1 + 𝑤) = −𝑘1 ln 𝜁(1 + 𝑤)− 𝑘2 ln𝐿(1 + 𝑤,𝜒2) +𝐻2(1 + 𝑤),

где

𝑘1 =
1

4𝑣2
− 𝜀

2𝑣
, 𝑘2 =

1

4𝑣2
+

𝜀

2𝑣
.

Таким образом, при ℜ𝑤 > 0

𝐹𝜒1
(1 + 𝑤) = 𝜁(1 + 𝑤)−𝑘1𝐿(1 + 𝑤,𝜒2)

−𝑘2𝑒𝐻2(1+𝑤). (4)

Отметим, что аналогично выводится формула

𝐹𝜒1(1 + 𝑤) = 𝜁(1 + 𝑤)−𝑘2𝐿(1 + 𝑤,𝜒2)
−𝑘1𝑒𝐻3(1+𝑤). (5)

Пусть 𝑐 = 𝑟𝐷. Рассмотрим функцию 𝑚𝑐(1 + 𝑤). Имеем

ln𝑚𝑐(1 + 𝑤) = −
∑︁
𝑝|𝑐

𝛼(𝑝)𝜒2(𝑝)𝑔(𝑝)

𝑝
𝑒−𝑤 ln 𝑝 +𝐻4(1 + 𝑤) =

= −
∑︁
𝑝|𝑐

𝛼(𝑝)𝜒2(𝑝)𝑔(𝑝)

𝑝
+𝑂

(︁
|𝑤|
∑︁
𝑝|𝑐

1

𝑝
ln 𝑝
)︁
+𝐻4(1 + 𝑤) =

= ln𝑚𝑐(1) +𝑂
(︁
|𝑤|
∑︁
𝑝|𝑑

ln 𝑝

𝑝

)︁
+𝐻4(1 + 𝑤)−𝐻4(1).

Пусть 𝑐 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑡, 𝑞1, 𝑞2, . . . — первые простые числа, занумерованные по возрастанию.
Тогда ∑︁

𝑝|𝑐

ln 𝑝

𝑝
6
∑︁
𝑝6𝑞𝑡

ln 𝑝

𝑝
= ln 𝑞𝑡 +𝑂(1)≪ ln 𝑡+ 1≪ ln ln𝑋.

Поэтому

𝑚𝑐(1 + 𝑤) = 𝑚𝑐(1) +𝑂
(︁
|𝑤| ln ln𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁)︁
. (6)

Кроме того, справедлива оценка

𝑚𝑐(1 + 𝑤) = 𝑂
(︁∏︁

𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁)︁
. (7)

Заменим в интеграле

𝐾1/𝑣,𝑥(2𝜎, 𝜒2) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝑏+𝑖∞

2𝑏−𝑖∞
𝐹𝜒1

(1 + 𝑤)𝑚𝑐(1 + 𝑤)
𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤.
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𝑚𝑐(1 + 𝑤) на 𝑚𝑐(1) и оценим возникающую при этом погрешность, пользуясь оценками (6) и
(7), а также формулой (4):

∫︁ +∞

−∞
|𝐹𝜒1

(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)||𝑚𝑐(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)−𝑚𝑐(1)|

⃒⃒⃒
𝑥−𝑏+2𝑏+𝑖𝑡

⃒⃒⃒
𝑏2 + 𝑡2

𝑑𝑡≪

≪ 𝑥𝑏
∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁(︁∫︁ 1/4

0

(𝑏+ 𝑡)𝑘1

𝑏2 + 𝑡2
(𝑡+ 𝑏) ln ln𝑋𝑑𝑡+

∫︁ ∞

1/4

|𝐹𝜒1
(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)|

𝑡2
𝑑𝑡
)︁
≪

≪ 𝑥𝑏 ln ln𝑋
∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁(︁∫︁ 𝑏

0

𝑏 𝑘1+1

𝑏 2
𝑑𝑡+

∫︁ 1/4

𝑏
𝑡𝑘1−1𝑑𝑡+

∫︁ ∞

1/4

|𝐹𝜒1
(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)|

𝑡2
𝑑𝑡
)︁
≪

≪ 𝑥𝑏 ln ln𝑋
∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁
𝑏𝑘1 +

∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁∫︁ ∞

1/4
|𝐹𝜒1

(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)|𝑑𝑡
𝑡2
.

Для оценки последнего интеграла рассмотрим |𝐹𝜒1
(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)|. Имеем

|𝐹𝜒1
(2𝑏+ 1 + 𝑖𝑡)| ≪

∏︁
𝑝

(︁
1 +

1/2𝑣2

𝑝2𝑏+1

)︁
≪ 𝜁(1 + 2𝑏)1/2𝑣

2 ≪ 𝑏−1/2𝑣2 .

Таким образом, погрешность от замены 𝑚𝑐(1 + 𝑤) на 𝑚𝑐(1) есть

𝑂
(︁
𝑏−1/2𝑣2𝑥𝑏 ln ln𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(︁
1 +

1

𝑝

)︁)︁
,

следовательно,

𝐾1/𝑣,𝑥(2𝜎, 𝜒2) = 𝑚𝑐(1)
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝑏+𝑖∞

2𝑏−𝑖∞
𝐹𝜒1

(1 + 𝑤)
𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 +𝑂

(︁
𝑏−1/2𝑣2𝑥𝑏 ln ln𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)
)︁
,

Пусть
𝑇0 = 𝑒

√
ln𝑋 .

Пусть Γ1 — прямоугольник с вершинами 2𝑏− 𝑖𝑇0, 2𝑏+ 𝑖𝑇0, −𝑐1+ 𝑖𝑇0, −𝑐1− 𝑖𝑇0, где 𝑐1 = 𝑐′1𝑏
1/2,

а 𝑐′1 — столь малая положительная постоянная, что ни внутри Γ1, ни на его границе нет нулей
𝜁(1 + 𝑤) и 𝐿(1 + 𝑤,𝜒2). Существование такой постоянной следует из теорем о границе нулей
дзета–функции и 𝐿–функции Дирихле (см. [12]).

Пусть 𝑐 = 𝑐′𝑏, где 0 < 𝑐′ < 0, 1𝑐′1.
Сделаем внутри Γ1 разрез по отрезку [−𝑐1,−𝑐]. Определим замкнутый ориентированный

контур Γ следующим образом. От точки 2𝑏− 𝑖𝑇0 по сторонам Γ1 поднимаемся вверх, повора-
чиваем налево и опускаемся вниз до точки −𝑐1; по верхнему берегу разреза доходим до точки
−𝑐; обходим точку 𝑠 = 0 отрицательно ориентированной окружности с центром в точке 𝑠 = 0
радиуса 𝑐; по нижнему берегу разреза доходим до точки −𝑐1; по сторонам Γ1 опускаемся вниз,
поворачиваем налево и возвращаемся в точку 2𝑏− 𝑖𝑇0.

Верхний берег разреза, окружность и нижний берег разреза назовем Γ2, Γ3 и Γ4, соответ-
ственно. По теореме Коши о вычетах имеем

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ
𝐹𝜒1

(1 + 𝑤)
𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ
𝑤𝑘1𝑈(𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 =

= 𝑟𝑒𝑠
𝑤=𝑏

(︁
𝑤𝑘1𝑈(𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
)︁
;
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здесь
𝑈(𝑤) = (𝑤𝜁(1 + 𝑤))−𝑘1(𝐿(1 + 𝑤,𝜒2))

−𝑘2𝑒𝐻2(1+𝑤).

Эта функция регулярна во внутренности и на границе контура Γ1, а также регулярна,
ограниченна и отлична от нуля в некотором круге с центром в 𝑤 = 0, радиус которого равен
постоянной.

Тогда

r𝑒𝑠
𝑤=𝑏

(︁
𝑤𝑘1𝑈(𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
)︁
= (𝑘1𝑏

𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥)𝑈(𝑏) +𝑂(𝑏 𝑘1) =

= (𝑘1𝑏
𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥)𝑈(0) +𝑂(𝑏 𝑘1).

Поскольку на границе Γ1 справедливы оценки ([13, глава 3]):

1

|𝜁(1 + 𝑤)|
≪ ln𝑇0 ≪

√
ln𝑥, так как 𝑥 >

√
𝑋;

1

|𝐿(1 + 𝑤,𝜒2)|
≪ ln𝑇0 ≪

√
ln𝑥,

имеем
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝑏+𝑖𝑇0

2𝑏−𝑖𝑇0

𝐹𝜒1
(1 + 𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 =

= −𝑈(0)

2𝜋𝑖

(︁∫︁
Γ2

+

∫︁
Γ3

+

∫︁
Γ4

)︁
𝑤𝑘1 𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 +𝑂(𝑏 𝑘1) + 𝑈(0)(𝑘1𝑏

𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥).

Так как 𝑘1 > 0 интеграл ∫︁
Γ3

𝑤𝑘1 𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤

стремится к нулю при 𝑐′ → +0. Поэтому

lim
𝑐′→+0

(︁∫︁
Γ2

+

∫︁
Γ3

+

∫︁
Γ4

)︁
= 2𝑖𝑥−𝑏 sin𝜋𝑘1

∫︁ 𝑐1

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟 ln𝑥

(𝑟 + 𝑏)2
𝑑𝑟 =

= 2𝑖𝑥−𝑏𝑏−1+𝑘1 sin𝜋𝑘1

∫︁ 𝑐′1𝑏
−1/2

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟 =

= 2𝑖𝑥−𝑏𝑏−1+𝑘1 sin𝜋𝑘1

∫︁ ∞

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟 +𝑂(𝑒−𝑐′1/2𝑏−1/2).

Таким образом,
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝑏+𝑖𝑇0

2𝑏−𝑖𝑇0

𝐹𝜒1
(1 + 𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤 =

= 𝑈(0)(𝑘1𝑏
𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥− 𝑥−𝑏𝑏 𝑘1−1 sin𝜋𝑘1

𝜋

∫︁ ∞

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟) +𝑂(𝑏 𝑘1).

Замечаем, что

𝑥−𝑏𝑏 𝑘1−1 sin𝜋𝑘1
𝜋

∫︁ ∞

0

𝑟𝑘1

(1 + 𝑟)2
𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥𝑑𝑟 6 𝑏 𝑘1−1 sin𝜋𝑘1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑟𝑘1

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟 = 𝑘1𝑏

𝑘1−1,

𝐾1/𝑣,𝑥(2𝜎, 𝜒2) =
𝑚𝑐(1)

2𝜋𝑖

∫︁ 2𝑏+𝑖𝑇0

2𝑏−𝑖𝑇0

𝐹𝜒1
(1 + 𝑤)

𝑥−𝑏+𝑤

(𝑤 − 𝑏)2
𝑑𝑤+

+𝑂
(︁
𝑒−

1
2

√
ln𝑥
)︁
+𝑂

(︁
𝑏−1/2𝑣2𝑥𝑏 ln ln𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)
)︁
.
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Тем самым получена асимптотическая формула

𝐾1/𝑣,𝑥(2𝜎, 𝜒2) = 𝑚𝑐(1)𝑈(0)
(︁
𝑘1𝑏

𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥− 𝑥−𝑏𝑏 𝑘1−1 sin𝜋𝑘1
𝜋

∫︁ ∞

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟
)︁
+

+𝑂(𝑏 𝑘1) +𝑂
(︁
𝑏−1/2𝑣2𝑥𝑏 ln ln𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)
)︁
,

причем

𝑘1𝑏
𝑘1−1 + 𝑏 𝑘1 ln𝑥− 𝑥−𝑏𝑏 𝑘1−1 sin𝜋𝑘1

𝜋

∫︁ ∞

0
𝑟𝑘1

𝑒−𝑟𝑏 ln𝑥

(1 + 𝑟)2
𝑑𝑟 > 𝑏 𝑘1 ln𝑥.

Пусть 𝐶 > 𝐶0(𝜀) > 0, где 𝐶0(𝜀) столь велико, что 𝑏−1 = log 𝑇
𝐶 < 0.001 log 𝑥. Тогда имеем

0.999𝑚𝑑(1)𝑚
2
𝑟(1)𝑈

2(0)𝑏2𝑘1 log2 𝑥 < 𝐾1/𝑣,𝑥1
(2𝜎, 𝜒2)𝐾1/𝑣,𝑥2

(2𝜎, 𝜒2) <

< 1.003𝑚𝑑(1)𝑚
2
𝑟(1)𝑈

2(0)𝑏2𝑘1 log2 𝑥.

Пользуясь этими неравенствами, оценим снизу сумму

𝑆 =
∑︁

𝑟6𝑋0.1

(𝑟,𝑑)=1

𝜇(𝑟)
𝜒2
1(𝑟)𝑑

2
1/𝑣(𝑟)𝑔

2(𝑟)𝛼2(𝑟)

𝑟4𝜎
𝐾1/𝑣,𝑥1

(2𝜎, 𝜒2)𝐾1/𝑣,𝑥2
(2𝜎, 𝜒2).

Выделяя 𝑟 = 1, приходим к неравенству

𝑆 > 𝑚𝑑(1)𝑈
2(0)𝑏2𝑘1 log2 𝑥

(︁
1.998− 1.003

∞∑︁
𝑟=1

𝜇2(𝑟)
𝑑21/𝑣(𝑟)𝛼

2(𝑟)𝑔2(𝑟)𝑚2
𝑟(1)

𝑟2

)︁
.

Из определений следует, что для любого простого 𝑝 справедливо неравенство

𝑑21/𝑣(𝑝)𝛼
2(𝑝)𝑔2(𝑝)𝑚2

𝑝(1)

𝑝2
6

1

𝑣2𝑝2
,

следовательно

1.003
∞∑︁
𝑟=1

𝜇2(𝑟)
𝑑21/𝑣(𝑟)𝛼

2(𝑟)𝑔2(𝑟)𝑚2
𝑟(1)

𝑟2
< 1.003

∏︁
𝑝

(1 +
1

𝑝2
) < 1.003𝜁(2) < 1.65,

𝑆 > 0.348𝑚𝑑(1)𝑈
2(0)𝑏2𝑘1 log2 𝑥.

Из полученного неравенства следует, что

|𝑉1,1/𝑣,𝑑(2𝜎, 𝜒1)| ≫
|𝜒1(𝑑)|𝑑1/𝑣(𝑑)𝛼(𝑑)𝜏(𝑑)𝑔(𝑑)|𝑚𝑑(1)|

𝑑2𝜎
𝑏2𝑘1 .

Мы пришли к неравенству

Σ′
1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1)≫ 𝑏4𝑘1

∏︁
𝑝

(1 +
𝑑21/𝑣(𝑝)

𝑝2𝜎
)
∑︁

𝑑6𝑋0.1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)𝑚2
𝑑(𝑑)

𝑑2𝜎
𝜙(𝑑)

𝑑
.

Оценим снизу сумму по 𝑑. Имеем

∑︁
𝑑6𝑋0.1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)𝑚2
𝑑(1)

𝑑2𝜎
𝜙(𝑑)

𝑑
>

∞∑︁
𝑑=1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)

𝑑2𝜎
(
𝜙(𝑑)

𝑑
)3 −𝑋−𝑏/20

∞∑︁
𝑑=1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)

𝑑2𝜎1
(
𝜙(𝑑)

𝑑
)3,
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2𝜎 = 1 + 𝑏, 2𝜎1 + 𝑏/2,
∞∑︁
𝑑=1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)

𝑑2𝜎
(
𝜙(𝑑)

𝑑
)3 =

∏︁
𝑝

(︁
1 +

4𝛼 2(𝑝)

𝑝 2𝜎

(︁𝑝− 1

𝑝

)︁3)︁
;

log
∏︁
𝑝

(︁
1 +

4𝛼 2(𝑝)

𝑝 2𝜎

(︁𝑝− 1

𝑝

)︁3)︁
=

1

𝑣2

∑︁
𝑝≡±1 (mod 5)

1

𝑝 2𝜎
+ 4𝜀2

∑︁
𝑝≡±2 (mod 5)

1

𝑝 2𝜎
+𝑂(1) =

=
(︁ 1

2𝑣2
+ 2𝜀2

)︁
log 𝜁(2𝜎) +𝑂(1);

∞∑︁
𝑑=1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)

𝑑2𝜎
(
𝜙(𝑑)

𝑑
)3 ≫ 𝜁(2𝜎)

1
2𝑣2

+2𝜀2 ≫ 𝑏−
1

2𝑣2
−2𝜀2 ;

𝑋−𝑏/20 = 𝑒
− 𝐶

log 𝑇
𝜀
20

log 𝑇
= 𝑒−

𝐶𝜀
20 .

Считая, что 𝐶 достаточно велико, получаем

∑︁
𝑑6𝑋0.1

𝛼2(𝑑)𝜏2(𝑑)𝑚2
𝑑(1)

𝑑2𝜎
𝜙(𝑑)

𝑑
≫ 𝑏−

1
2𝑣2

−2𝜀2 .

Далее,

log
∏︁
𝑝

(1 +
𝑑21/𝑣(𝑝)

𝑝2𝜎
) =

∑︁
𝑝

1

𝑣2𝑝2𝜎
+𝑂(1) =

1

𝑣2
log 𝜁(2𝜎) +𝑂(1),

∏︁
𝑝

(1 +
𝑑21/𝑣(𝑝)

𝑝2𝜎
)≫ 𝑏−1/𝑣2 .

Применяя полученные оценки, получаем

Σ′
1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1)≫ (2𝜎 − 1)−

(1+2𝑣𝜀)2

2𝑣2 .

Отсюда следует утверждение леммы для Σ1,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ). Оценка для Σ2,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ) про-
водится аналогично. 2

Лемма 2. Пусть 2𝜎2 равно либо 2𝜎 = 1 + 𝑏, либо 1, 𝑐 — натуральное число, 0 < 𝑘 < 1,

𝑔𝑘(𝜈) =
∏︁
𝑝|𝜈

(𝑑𝑘(𝑝) +
𝑑𝑘(𝑝

2)𝑑𝑘(𝑝)

𝑝2𝜎
+
𝑑𝑘(𝑝

3)𝑑𝑘(𝑝
2)

𝑝4𝜎
+ · · · )(1 +

𝑑2𝑘(𝑝)

𝑝2𝜎
+
𝑑2𝑘(𝑝

2)

𝑝4𝜎
+ · · · )−1,

𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒) =
∑︁
𝜈

𝛽(𝑐𝜈)𝜒(𝜈)𝑔𝑘(𝜈)

𝜈2𝜎2
.

Тогда справедливы оценки

𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒1) = 𝑂(
|𝛼(𝑐)|
log𝑋

𝑏−(1−𝑘2)
∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)), 𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒1) = 𝑂(

|𝛼(𝑐)|
log𝑋

𝑏−(1−𝑘1)
∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)),

где 𝑘1 =
𝑘
4𝑣 −

𝑘𝜀
2 , 𝑘2 =

𝑘
4𝑣 + 𝑘𝜀

2 .

Доказательство. Представим 𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒) в виде

𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒) =
𝛼(𝑐)

log𝑋

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
𝐹𝜒(2𝜎2 + 𝑠)𝑚𝑐(2𝜎2 + 𝑠)

𝑥𝑠

𝑠2
𝑑𝑠,

где

𝐹𝜒(𝑧) =
∏︁
𝑝

(1 +
𝛼(𝑝)𝜒1(𝑝)𝜒(𝑝)𝑔𝑘(𝑝)

𝑝𝑧
), (ℜ𝑧 > 1),
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𝑚𝑐(𝑧) =
∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
𝛼(𝑝)𝜒1(𝑝)𝜒(𝑝)𝑔𝑘(𝑝)

𝑝𝑧
)−1.

Оценивая 𝑚𝑐(𝑧) тривиально, получаем 𝑚𝑐(𝑧) = 𝑂(
∏︀

𝑝|𝑐(1 +
1
𝑝)). Повторяя рассуждения из

леммы 1, получаем

|𝐹𝜒1
(𝑧)| = 𝑂(|𝜁(𝑧)|−𝑘1 |𝐿(𝑧, 𝜒2)|−𝑘2), |𝐹𝜒1(𝑧)| = 𝑂(|𝜁(𝑧)|−𝑘2 |𝐿(𝑧, 𝜒2)|−𝑘1)

(ℜ𝑧 = 𝑏, |ℑ𝑧| 6 0.1).
Кроме того, имеем тривиальную оценку

|𝐹𝜒1
(𝑧)|+ |𝐹𝜒1(𝑧)| = 𝑂(𝑏−𝑘/(2𝑣)) (ℜ𝑧 = 𝑏, |ℑ𝑧| > 0.1).

Отсюда имеем

𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒1) = 𝑂(
|𝛼(𝑐)|
log𝑋

∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)(

∫︁ 1/4

0

𝑡𝑘2 + 𝑏𝑘2

𝑡2 + 𝑏2
𝑑𝑡+ 𝑏−𝑘/(2𝑣)

∫︁ ∞

1/4

𝑑𝑡

𝑡2
) =

= 𝑂(
|𝛼(𝑐)|
log𝑋

𝑏−(1−𝑘2)
∏︁
𝑝|𝑐

(1 +
1

𝑝
)).

Оценка 𝐾𝑘,𝑐(2𝜎2, 𝜒1) проводится аналогично. 2

Лемма 3. Пусть 2𝜎 = 1 + 𝐶
log 𝑇 = 1 + 𝑏, 0 < 𝑘 < 1, 2 6 𝑢 6 𝑣,

𝑎𝑙,𝑘,𝑢(𝜆, 𝜒) =
∑︁

𝑛𝜈1···𝜈𝑢=𝜆

𝑑𝑘(𝑛)𝜒(𝑛)𝛽(𝜈1) · · ·𝛽(𝜈𝑢)(𝜈1 · · · 𝜈𝑢)(𝑙−1)(2𝜎−1) (𝑙 = 1, 2),

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒) =

∞∑︁
𝜆=1

|𝑎𝑙,𝑘,𝑢(𝜆, 𝜒)|2

𝜆2𝜎
.

Тогда справедливы оценки

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(𝑘−𝑢/(4𝑣)−𝑢𝜀/2)2−(𝑢/(4𝑣)−𝑢𝜀/2)2 ,

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(𝑘−𝑢/(4𝑣)+𝑢𝜀/2)2−(𝑢/(4𝑣)+𝑢𝜀/2)2 .

Доказательство.

Имеем

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒) =
∑︁
𝜈1

· · ·
∑︁
𝜈𝑢

∑︁
𝜈𝑢+1

· · ·
∑︁
𝜈2𝑢

𝛽(𝜈1) · · ·𝛽(𝜈𝑢)𝛽(𝜈𝑢+1) · · ·𝛽(𝜈2𝑢)
(𝜈1 · · · 𝜈𝑢𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢)𝜎

×

×(𝜈1 · · · 𝜈𝑢𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢)(𝑙−1)(2𝜎−1)
∑︁

𝑛1𝜈1···𝜈𝑢=𝑛1𝜈𝑢+1···𝜈2𝑢

𝑑𝑘(𝑛1)𝑑𝑘(𝑛2)𝜒(𝑛1)𝜒(𝑛2)

(𝑛1𝑛2)𝜎
. (8)

Пусть 𝑞 = (𝜈1 · · · 𝜈𝑢, 𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢), 𝜈1 · · · 𝜈𝑢 = 𝑎𝑞, 𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢 = 𝑏𝑞, (𝑎, 𝑏) = 1. Тогда

∑︁
𝑛1𝜈1···𝜈𝑢=𝑛1𝜈𝑢+1···𝜈2𝑢

𝑑𝑘(𝑛1)𝑑𝑘(𝑛2)𝜒(𝑛1)𝜒(𝑛2)

(𝑛1𝑛2)𝜎
=
𝜒(𝑎)𝜒(𝑏)

(𝑎𝑏)𝜎

∞∑︁
𝑚=1

𝑑𝑘(𝑎𝑚)𝑑𝑘(𝑏𝑚)|𝜒(𝑚)|2

𝑚2𝜎
=
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=
𝜒(𝜈1) · · ·𝜒(𝜈𝑢)𝜒(𝜈𝑢+1) · · ·𝜒(𝜈2𝑢)

(𝜈1 · · · 𝜈𝑢𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢)𝜎
𝑞2𝜎

∑︁
𝑚𝑎∈𝑀𝑎

𝑑𝑘(𝑎𝑚𝑎)𝑑𝑘(𝑚𝑎)

𝑚2𝜎
𝑎

∑︁
𝑚𝑏∈𝑀𝑏

𝑑𝑘(𝑏𝑚𝑏)𝑑𝑘(𝑚𝑏)

𝑚2𝜎
𝑏

×

×
∑︁
𝑚=1

(𝑚,5𝑎𝑏)=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎
= 𝑐5

∞∑︁
𝑚=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎

𝜒(𝜈1) · · ·𝜒(𝜈𝑢)𝜒(𝜈𝑢+1) · · ·𝜒(𝜈2𝑢)
(𝜈1 · · · 𝜈𝑢𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢)𝜎

×

𝑞2𝜎𝑔𝑘(
𝜈1 · · · 𝜈𝑢

𝑞
)𝑔𝑘(

𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢
𝑞

), (9)

где

𝑐5 = (1+
𝑑2𝑘(5)

52𝜎
+
𝑑2𝑘(5

2)

54𝜎
+ · · · )−1, 𝑔𝑘(𝑐) =

∏︁
𝑝|𝑐

(𝑑𝑘(𝑝
𝛼𝑝)+

𝑑𝑘(𝑝
𝛼𝑝+1)𝑑𝑘(𝑝)

𝑝2𝜎
+
𝑑𝑘(𝑝

𝛼𝑝+2)𝑑𝑘(𝑝)

𝑝4𝜎
+ · · · )×

×(1 +
𝑑2𝑘(𝑝)

𝑝2𝜎
+
𝑑2𝑘(𝑝

2)

𝑝4𝜎
+ · · · )−1, 𝑐 =

∏︁
𝑝|𝑐

𝑝𝛼𝑝 .

Согласно формуле Мебиуса имеем

𝑞2𝜎𝑔𝑘(
𝜈1 · · · 𝜈𝑢

𝑞
)𝑔𝑘(

𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢
𝑞

) =
∑︁
𝑑|𝑞

𝛾(𝑑), (10)

где

𝛾(𝑑) = 𝑑2𝜎
∑︁
𝛿|𝑑

𝜇(𝛿)

𝛿2𝜎
𝑔𝑘(

𝜈1 · · · 𝜈𝑢
𝑑

𝛿)𝑔𝑘(
𝜈𝑢+1 · · · 𝜈2𝑢

𝑑
𝛿). (11)

Подставим (10) и (11) в (9):

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒) = 𝑐5

∞∑︁
𝑚=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎

∑︁
𝑑6𝑋𝑢

𝑑2𝜎
∑︁
𝛿|𝑑

𝜇(𝛿)

𝛿2𝜎
|𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒)|2,

где

𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒) =
∑︁
𝜈1

· · ·
∑︁
𝜈𝑢

𝜈1···𝜈𝑢≡ 0 (mod 𝑑)

𝛽1(𝜈1) · · ·𝛽1(𝜈𝑢)
(𝜈1 · · · 𝜈𝑢)2𝜎2

𝑔𝑘(
𝜈1 · · · 𝜈𝑢

𝑑
𝛿), (12)

𝛽1(𝜈) = 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈), 2𝜎2 равно 2𝜎 при 𝑙 = 1 и 1 при 𝑙 = 2.
Отсюда имеем

𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒) =
∑︁

𝜈1𝑑∈𝑀𝑑

· · ·
∑︁

𝜈𝑢𝑑∈𝑀𝑑

𝜈1𝑑···𝜈𝑢𝑑≡0 (mod 𝑑)

𝑔𝑘(
𝜈1𝑑···𝜈𝑢𝑑

𝑑 𝛿)

(𝜈1𝑑 · · · 𝜈𝑢𝑑)2𝜎2
×

×
∑︁

(𝜈1,𝑑)=1

· · ·
∑︁

(𝜈𝑢,𝑑)=1

𝛽1(𝜈1𝑑𝜈1) · · ·𝛽1(𝜈𝑢𝑑𝜈𝑢)
(𝜈1 · · · 𝜈𝑢)2𝜎2

𝑔𝑘(𝜈1 · · · 𝜈𝑢).

Поскольку 𝜈1, . . . , 𝜈𝑢 — бесквадратные числа, для любого произведения 𝜈1 · · · 𝜈𝑢 существует
единственный набор 𝜇1, . . . , 𝜇𝑢 бесквадратных попарно простых и взаимно простых с 𝑑 чисел
таких, что

𝜈1 · · · 𝜈𝑢 = 𝜇1𝜇
2
2 · · ·𝜇𝑢𝑢.

При этом числа 𝜈𝑗 раскладываются в произведения

𝜈𝑗 = 𝜈
(1)
𝑗 · · · 𝜈

(𝑢−1)
𝑗 𝜇𝑗 (𝑗 = 1, . . . 𝑢)
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так, что
𝜈
(1)
1 · · · 𝜈

(1)
𝑢 = 𝜇1, 𝜈

(2)
1 · · · 𝜈

(2)
𝑢 = 𝜇22, . . . , 𝜈

(𝑢−1)
1 · · · 𝜈(𝑢−1)

𝑢 = 𝜇𝑢−1
𝑢−1.

Введем обозначения
𝜈𝑗 = 𝜈 ′𝑗𝜈

′′
𝑗 , 𝜈

′
𝑗 = 𝜈

(1)
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑢.

Отметим, что при любом 1 6 𝑗 6 𝑢 𝜈 ′′𝑗 делит число 𝜇2 · · ·𝜇𝑢.
Сделаем в кратной сумме по 𝜈1, . . . , 𝜈𝑢 замену переменных суммирования и перейдем к

неравенству:

|𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒)| 6
∑︁

𝜈1𝑑∈𝑀𝑑

· · ·
∑︁

𝜈𝑢𝑑∈𝑀𝑑

𝜈1𝑑···𝜈𝑢𝑑≡0 (mod 𝑑)

𝑔𝑘(
𝜈1𝑑···𝜈𝑢𝑑

𝑑 𝛿)

(𝜈1𝑑 · · · 𝜈𝑢𝑑)2𝜎2
×

×
∑︁
𝜇𝑢

𝑔𝑘(𝜇
𝑢
𝑢)

𝜇2𝜎2𝑢
𝑢

· · ·
∑︁
𝜇2

𝑔𝑘(𝜇
2
2)𝜏𝑢(𝜇

2
2)

𝜇4𝜎2
2

𝜇2(𝜇2 · · ·𝜇𝑢)×

×|
∑︁
𝜈′1

𝛽1(𝜈1𝑑𝜈
′′
1𝜈

′
1)

𝜈 ′2𝜎2
1

𝑔𝑘(𝜈
′
1) · · ·

∑︁
𝜈′1

𝛽1(𝜈𝑢𝑑𝜈
′′
𝑢𝜈

′
𝑢)

𝜈 ′2𝜎2
𝑢

𝑔𝑘(𝜈
′
𝑢)𝜇

2(𝜈 ′1 · · · 𝜈 ′𝑢)|. (13)

Пусть 𝜒 = 𝜒1. Продолжим, пользуясь известной формулой для 𝜇
2(𝜈) и леммой 2,

|
∑︁
𝜈′1

𝛽1(𝜈1𝑑𝜈
′′
1𝜈

′
1)

𝜈 ′2𝜎2
1

𝑔𝑘(𝜈
′
1) · · ·

∑︁
𝜈′1

𝛽1(𝜈𝑢𝑑𝜈
′′
𝑢𝜈

′
𝑢)

𝜈 ′2𝜎2
𝑢

𝑔𝑘(𝜈
′
𝑢)𝜇

2(𝜈 ′1 · · · 𝜈 ′𝑢)| 6

6
∑︁
𝑚

𝜇2(𝑚)
∑︁

𝜈1𝑚∈𝑀𝑚

· · ·
∑︁

𝜈𝑢𝑚∈𝑀𝑚

𝜈1𝑚···𝜈𝑢𝑚≡ 0 (mod 𝑚2)

𝑔𝑘(𝜈1𝑚) · · · 𝑔𝑘(𝜈𝑢𝑚)

(𝜈1𝑚 · · · 𝜈𝑢𝑚)2𝜎2
|𝐾𝑘,𝜈1𝑑𝜈1𝑚𝜈′′1

(2𝜎2, 𝜒) · · ·𝐾𝑘,𝜈𝑢𝑑𝜈𝑢𝑚𝜈′′𝑢 (2𝜎2, 𝜒)| ≪

≪ 𝑏−(1−𝑘1)𝑢

(log𝑋)𝑢
|𝛼(𝜈1𝑑)| · · · |𝛼(𝜈𝑢𝑑)|

∏︁
𝑝|𝑑

(1 +
1

𝑝
)𝑢.

Подставим это неравенство в(13). Получим

𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒1)≪
𝑏−(1−𝑘1)𝑢

(log𝑋)𝑢
𝐺(𝑑)

∏︁
𝑝|𝑑

(1 +
1

𝑝
)𝑢,

где

𝐺(𝑑) =
∑︁

𝜈1𝑑∈𝑀𝑑

· · ·
∑︁

𝜈𝑢𝑑∈𝑀𝑑

𝜈1𝑑···𝜈𝑢𝑑≡ 0 (mod 𝑑)

|𝛼(𝜈1𝑑)| · · · |𝛼(𝜈𝑢𝑑)|
(𝜈1𝑑 · · · 𝜈𝑢𝑑)2𝜎2

.

Отсюда имеем

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒1)≪
∞∑︁

𝑚=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎
𝑋2𝑢𝑏 𝑏

−2(1−𝑘1)𝑢

(log𝑋)2𝑢

∞∑︁
𝑑=1

𝑑1−𝑏𝐺2(𝑑)
∏︁
𝑝|𝑑

(1 +
1

𝑝
)3𝑢 6

6
∞∑︁

𝑚=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎
𝑋2𝑢𝑏 𝑏

−2(1−𝑘1)𝑢

(log𝑋)2𝑢

∏︁
𝑝

(1 + 𝑝1−𝑏𝐺2(𝑝)(1 +
1

𝑝
)3𝑢 + 𝑝2−2𝑏𝐺2(𝑝2)(1 +

1

𝑝
)3𝑢 + · · · ).

Заметим, что эйлерово произведение сходится, поскольку

𝐺(𝑝κ) 6

(︂
𝑢

κ

)︂
(
|𝛼(𝑝)|
𝑝

)κ(1 +
1

𝑝
)𝑢.
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Далее,

log
∏︁
𝑝

(1 + 𝑝1−𝑏𝐺2(𝑝)(1 +
1

𝑝
)3𝑢 + 𝑝2−2𝑏𝐺2(𝑝2)(1 +

1

𝑝
)3𝑢 + · · · ) = 𝑢2

4𝑣2

∑︁
𝑝≡ ±1 (mod 5)

1

𝑝2𝜎
+

+𝜀2𝑢2
∑︁

𝑝≡ ±2 (mod 5)

1

𝑝2𝜎
+𝑂(1) = (

𝑢2

8𝑣2
+
𝜀2𝑢2

2
) log 𝜁(2𝜎) +𝑂(1);

∏︁
𝑝

(1 + 𝑝1−𝑏𝐺2(𝑝)(1 +
1

𝑝
)3𝑢 + 𝑝2−2𝑏𝐺2(𝑝2)(1 +

1

𝑝
)3𝑢 + · · · )≪ 𝑏−( 𝑢2

8𝑣2
+ 𝜀2𝑢2

2
).

Поскольку
∞∑︁

𝑚=1

𝑑2𝑘(𝑚)

𝑚2𝜎
≪
∏︁
𝑝

(1− 1

𝑝2𝜎
)−𝑘2 = (𝜁(2𝜎))𝑘

2 ≪ 𝑏−𝑘2 ,

окончательно получаем

Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢𝑏(
𝑏−1

log𝑋
)2𝑏−(𝑘−𝑢/(4𝑣)+𝑢𝜀/2)2−(𝑢/(4𝑣)+𝑢𝜀/2)2 .

Повторяя предыдущие рассуждения и пользуясь неравенством

𝑉𝑙,𝑘,𝑢,𝑑,𝛿(2𝜎, 𝜒1)≪
𝑏−(1−𝑘2)𝑢

(log𝑋)𝑢
𝐺(𝑑)

∏︁
𝑝|𝑑

(1 +
1

𝑝
)𝑢,

приходим к оценке для Σ𝑙,𝑘,𝑢(2𝜎, 𝜒1). 2

Следствие 1. Пусть 2𝜎 = 1 + 𝐶
log 𝑇 = 1 + 𝑏, 𝑙 = 1, 2.

Справедливы оценки

Σ𝑙,1/𝑣,2(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(1−2𝑣𝜀)2/(2𝑣2),

Σ𝑙,1/2,𝑣(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(1−2𝑣𝜀)2/8,

Σ𝑙,1/𝑣,2(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(1+2𝑣𝜀)2/(2𝑣2),

Σ𝑙,1/𝑣,2(2𝜎, 𝜒1)≪ 𝑋2𝑢(2𝜎−1)(
(2𝜎 − 1)−1

log𝑋
)2(2𝜎 − 1)−(1+2𝑣𝜀)2/8.

3. Леммы об оценках дробных моментов

Пусть

𝜙1(𝑧) =
(︁∑︁

𝜈

𝛽(𝜈)

𝜈𝑧

)︁2𝑣
, 𝜙2(𝑧) =

(︁∑︁
𝜈

𝛽(𝜈)

𝜈1−𝑧

)︁2𝑣
, 𝑓𝑙(𝑧, 𝜒) = 𝐿(𝑧, 𝜒)𝜙𝑙(𝑧) (𝑙 = 1, 2).

При 𝑘 > 0

𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒) =

∫︁ +∞

−∞
|𝑓𝑙(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒)|2𝑘𝑤𝑘(𝑡)𝑑𝑡,

где

𝑤𝑘(𝑡) =

∫︁ 2𝑇

𝑇
𝑒−2𝑘(𝑡−𝜏)2𝑑𝜏.
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Лемма 4. Пусть 𝑘 > 0, 𝑇 > 2, 1/2 < 𝜎 6 3/4, 𝑙 — любое из чисел 1, 2. Тогда

𝐽𝑙,𝑘

(︁1
2
, 𝜒
)︁
≪ 𝑇 𝑘(𝜎−1/2)

√︁
𝐽1,𝑘(𝜎, 𝜒)𝐽2,𝑘(𝜎, 𝜒) + 𝑒−0,1𝑘𝑇 2

.

Лемма 5. Пусть 𝑘 > 0, 𝑇 > 2, 1/2 < 𝜎 6 3/4, 𝑙 — любое из чисел 1, 2. Тогда

𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒)≪
(︁
𝐽𝑙,𝑘

(︁1
2
, 𝜒
)︁)︁3/2−𝜎

(𝑇 1+𝜀)𝜎−1/2 + 𝑒−0,1𝑘𝑇 2
.

Доказательства лемм 4 и 5 проводятся так же, как доказательства соответствующих лемм
4 и 5 в работе [14].

Введем ряд определений:

𝐴𝑙,𝑘,𝑢(𝑧, 𝜒) =
∑︁
𝜆6𝑌

𝑎𝑙,𝑘,𝑢(𝜆, 𝜒)

𝜆𝑧
, 𝑔𝑙,𝑘,𝑢(𝑧, 𝜒) = 𝐿(𝑧, 𝜒)𝜙𝑙(𝑧)−𝐴𝜈

𝑙,𝑘,𝑢(𝑧, 𝜒),

𝐾𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) =

∫︁ +∞

−∞
|𝑔𝑙,𝑘,𝑢(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒)|2/𝜈𝑤1/𝜈(𝑡)𝑑𝑡 (𝑙 = 1, 2, 𝜈 = 2, 𝑣).

Лемма 6. Пусть 1/2 < 𝜎 6 5/4, 𝑙 — любое из чисел 1, 2, 𝑘 = 1
2 , 𝑢 = 𝑣, или 𝑘 = 1

𝑣 , 𝑢 = 2.
Тогда

𝐾𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒)≪ (𝐾𝑙,𝑘,𝑢(1/2, 𝜒))
5−4𝜎

3 (𝐾𝑙,𝑘,𝑢(5/4, 𝜒))
4𝜎−2

3 + 𝑒
− 𝑇2

log2 𝑇 .

Доказательства леммы 6 совпадает с доказательством леммы 7 из работы [14].

Лемма 7. Пусть 𝑙 — любое из чисел 1, 2, 𝑘 = 1
2 , 𝑢 = 𝑣, 𝜈 = 2 или 𝑘 = 1

𝑣 , 𝑢 = 2, 𝜈 = 𝑣.
Тогда

𝐾𝑙,𝑘,𝑢(5/4, 𝜒)≪ 𝑇 𝜀

∫︁ 3𝑇

0

⃒⃒⃒ ∑︁
𝑛>𝑌 𝑋−2

𝑏 𝑙,𝑘,𝑢(𝑛)

𝑛5/4+𝑖𝑡

⃒⃒⃒2/𝜈
𝑑𝑡+ 𝑒−𝑇 2/(10𝑣),

где |𝑏 𝑙,𝑘,𝑢(𝑛)| 6 1;

𝐾𝑙,𝑘,𝑢(5/4, 𝜒)≪ 𝑇 1+𝜀𝑌 − 3
2
𝑘.

Доказательство. Доказательство первого утверждения при любых значениях 𝑙, 𝑘, 𝑢, 𝜈
проводится одинаково. Пусть, например, 𝑙 = 1, 𝑘 = 1/𝑣, 𝑢 = 2, 𝜈 = 𝑣. Пусть 𝑧 = 5/4+ 𝑖𝑡. Тогда

𝐴1,1/𝑣,2(𝑧, 𝜒) =
∑︁

𝑛𝜈1𝜈26𝑌

𝑑1/𝑣(𝑛)𝜒(𝑛)𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)

(𝑛𝜈1𝜈2)𝑧
=

=
(︁ ∑︁

𝑛6𝑌 𝑋−2

𝑑1/𝑣(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑧

)︁(︁∑︁
𝜈1

𝛽(𝜈1)

𝜈𝑧1

∑︁
𝜈2

𝛽(𝜈2)

𝜈𝑧2

)︁
+

+
(︁∑︁

𝜈1

𝛽(𝜈1)

𝜈𝑧

∑︁
𝜈2

𝛽(𝜈2)

𝜈𝑧2

)︁ ∑︁
𝑌 𝑋−2<𝑛6𝑌 (𝜈1𝜈2)−1

𝑑1/𝑣(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑧
.

Возведем это равенство в степень 𝑣; получим

𝐴𝑣
1,1/𝑣,2(𝑧, 𝜒) =

∑︁
𝑛6(𝑌 𝑋−1)𝑣

𝑏(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑧
𝜙1(𝑧) + 𝑆1,1/𝑣,2(𝑧, 𝜒),

где 𝑆1,1/𝑣,2(𝑧, 𝜒) представляет собой сумму четырех слагаемых вида∑︁
𝑌 𝑋−2<𝑛6(𝑌 𝑋−2)𝑣

𝑏1,1/𝑣,2(𝑛)

𝑛𝑧
, |𝑏1,1/𝑣,2(𝑛)| 6 1,
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𝑏(𝑛) =
∑︁

𝑛16𝑌 𝑋−2

. . .
∑︁

𝑛𝑣6𝑌 𝑋−2

𝑛1···𝑛𝑣=𝑛

𝑑1/𝑣(𝑛1) · · · 𝑑1/𝑣(𝑛𝑣).

Поскольку 𝑏(𝑛) ∈ [0, 1] при любых 𝑛, и 𝑏(𝑛) = 1 при 𝑛 6 𝑌 𝑋−2, имеем

𝐿(𝑧, 𝜒)𝜙1(𝑧)−
∑︁

𝑛6𝑌 𝑋−2

𝑏(𝑛)𝜒(𝑛)

𝑛𝑧
𝜙1(𝑧) =

∑︁
𝑛>𝑌 𝑋−2

(1− 𝑏(𝑛))𝜒(𝑛)
𝑛𝑧

𝜙1(𝑧).

Тем самым первое утверждение леммы доказано. Второе утверждение следует теперь, из
неравенства Гельдера и неравенства∫︁ 𝑇

0

⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝑛
𝑖𝑡
⃒⃒⃒2
𝑑𝑡 = 𝑇

∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2 +𝑂
(︁ ∞∑︁

𝑛=1

𝑛|𝑐𝑛|2
)︁

(14)

(см., например, [15, глава 7]). 2

4. Доказательство теоремы 1

Пусть

𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) =

∫︁ +∞

−∞
|𝐴𝑙,𝑘,𝑢(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒)|2𝑤𝑘(𝑡)𝑑𝑡.

Неравенство
𝑅𝑙,1/𝑣,2(𝜎, 𝜒1)≪ 𝐽𝑙,1/𝑣,2(𝜎, 𝜒1) +𝐾𝑙,1/𝑣,2(𝜎, 𝜒1), (15)

справедливо для любого 𝜎 из промежутка
[︁
1
2 ,

1
2 + 𝜂

log 𝑇

]︁
.

Если 𝐾1,1/𝑣,2(1/2, 𝜒1) 6 𝑇 , то, полагая в (15) 𝜎 = 1/2, получаем

𝑅𝑙,1/𝑣,2

(︁1
2
, 𝜒1

)︁
≪ 𝐽𝑙,1/𝑣

(︁1
2
, 𝜒1

)︁
+ 𝑇.

Поскольку

𝑇Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 )≪ 𝑅𝑙,1/𝑣,2

(︁1
2
, 𝜒1

)︁
≪ 𝑇Σ𝑙,1/𝑣(2𝜎, 𝜒1, 𝑌 ),

то, в силу леммы 1, при 𝐾1,1/𝑣,2(1/2, 𝜒1) 6 𝑇

𝑇Σ𝑙,1/𝑣

(︁1
2
, 𝜒1

)︁
≪ 𝐽𝑙,1/𝑣

(︁1
2
, 𝜒1

)︁
. (16)

Пусть 𝐾1,1/𝑣,2(1/2, 𝜒1) > 𝑇 . Тогда из лемм 6, 7 следует, что

𝑇Σ𝑙,1/𝑣(𝜎, 𝜒1)≪ 𝐽𝑙,1/𝑣(𝜎, 𝜒1) +𝐾𝑙,1/𝑣,2(1/2, 𝜒1)𝑌
−( 3

2𝑣
− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 ≪

≪ 𝐽𝑙,1/𝑣,2(𝜎, 𝜒1) + 𝐽𝑙,1/𝑣(
1

2
, 𝜒1) + 𝑇Σ𝑙,1/𝑣(1/2, 𝜒1)𝑌

−( 3
2𝑣

− 4𝜀
3
) 4𝜎−2

3 . (17)

Так как 𝜂 > 0 — достаточно большое число, из лемм 1 и 2 следует, что

Σ1,1/𝑣(1/2, 𝜒1)𝑌
−( 3

2𝑣
− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 6
1

2
𝑐1Σ1,1/𝑣(𝜎, 𝜒1),

где 𝑐1 — константа из знака Виноградова в (17).
Отсюда и из леммы 4 следует, что и в случае 𝐾1,1/𝑣,2(1/2, 𝜒1) > 𝑇 справедливо неравенство

(16).
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Пусть 𝑙 — любое из чисел 1, 2, 𝑘 равно либо 1
2 , либо

1
𝑣 . Пусть 𝑢 = 1

𝑘 . Оценим 𝐽𝑙,𝑘(2𝜎, 𝜒)
сверху. Имеем

𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒)≪ 𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) +𝐾𝑙,𝑘,𝑢(
1

2
, 𝜒)𝑌 −( 3

2
𝑘− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 ≪ 𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒)+

+𝑅𝑙,𝑘,𝑢(
1

2
, 𝜒) + 𝐽𝑙,𝑘(

1

2
, 𝜒)𝑌 −( 3

2
𝑘− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 .

Если 𝐾𝑙,𝑘(1/2, 𝜒) 6 𝑇 , то

𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒)≪ 𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) + 𝑇 ≪ 𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒)≪ 𝑇Σ𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒). (18)

Воспользуемся леммой 4:

𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒)≪ 𝑅𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) +𝑅𝑙,𝑘,𝑢(
1

2
, 𝜒) +

√︂
𝐽1,𝑘(

1

2
, 𝜒)𝐽2,𝑘(

1

2
, 𝜒)𝑇 𝑘(𝜎− 1

2
)𝑌 −( 3

2
𝑘− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 .

Пусть
max(𝐽1,𝑘(𝜎, 𝜒), 𝐽2,𝑘(𝜎, 𝜒)) = 𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒).

Тогда при достаточно большом 𝜂 > 0

𝑐2𝑇
𝑘(𝜎− 1

2
)𝑌 −( 3

2
𝑘− 4𝜀

3
) 4𝜎−2

3 6
1

2
,

где 𝑐2 — неравенство из знака Виноградова в (4); поэтому и в этом случае справедливо нера-
венство (18).

Пусть 𝐽𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒) < 𝐽3−𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒). Тогда получаем

𝐽3−𝑙,𝑘(𝜎, 𝜒)≪ 𝑅3−𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒) +𝑅3−𝑙,𝑘,𝑢(1/2, 𝜒)≪ 𝑇Σ3−𝑙,𝑘,𝑢(𝜎, 𝜒).

Отсюда, из (16) и (18) и из леммы 1 и следствия 1 утверждения теоремы прямо следуют.

Замечание 1. Из определений следует, что для моментов успокоенной функции
Дэвенпорта–Хейльбронна справедливы те же оценки, что и для соответствующих момен-
тов успокоенной функции 𝐿(12 + 𝑖𝑡, 𝜒1). Беря в этих оценках 𝑣 = 3, и повторяя рассуждения
из статьи [4], приходим к оценке

𝑁0,𝑓 (𝑇 ) > 𝑇 (log 𝑇 )1/2+1/12−𝜀 (𝜀 > 0).
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ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ МОНОИДОВ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
С ОДНОЗНАЧНЫМ РАЗЛОЖЕНИЕМ НА ПРОСТЫЕ

МНОЖИТЕЛИ1

Н. Н. Добровольский (г. Тула)

Аннотация

В работе рассматривается новый класс рядов Дирихле — дзета-функции моноидов на-
туральных чисел. Изучаются обратные ряды Дирихле для дзета-функции моноидов нату-
ральных чисел. Показано, что вопрос о существовании эйлерова произведения для дзета-
функции моноида связан с однозначностью разложения на простые множители в этом
моноиде.

Вводится понятие взаимно простых множеств натуральных чисел и показано, что для
таких множеств имеет место мультипликативность минимальных моноидов и соответству-
ющих дзета-функций моноидов.

Показано, что если все простые элементы моноида являются простыми числами, то ха-
рактеристическая функция моноида будет мультипликативной функцией и в этом случае
дзета-функция моноида будет обобщённой L-функцией.

Рассматриваются различные примеры моноидов и соответствующих дзета-функций мо-
ноидов. Изучена связь вопросов обращения дзета-функции моноида и обобщённой функ-
ции Мёбиуса на моноиде как частично упорядоченном множестве с помощью отношения
делимости натуральных чисел. Получены ряд свойств дзета-функций моноидов натураль-
ных чисел с однозначным разложением на простые множители.

В работе рассмотрен вопрос о логарифмировании эйлерова произведения, как функции
комплексного аргумента. Показано, что непрерывная функция, задающая значение лога-
рифма эйлерового произведения вблизи полюса пробегает все ветви бесконечно-значной
функции логарифма. Получены следствия о значения комплекснозначной функции специ-
ального вида вблизи особой точки. Из этих свойств вытекают утверждения о значенияx
дзета-функции Римана вблизи границы области абсолютной сходимости.

С помощью постулата Бертрана введены бесконечные экспоненциальные последова-
тельности простых чисел. Показано, что соответствующие дзета-функции моноидов нату-
ральных чисел абсолютно сходятся во всей полуплоскости с положительной действитель-
ной частью. Так как такие дзета-функции моноидов натуральных чисел во всей области
абсолютной сходимости раскладываются в эйлерово произведение, то они во всей полу-
плоскости с положительной действительной частью не имеют нулей.

В заключении рассмотрены актуальные задачи с дзета-функциями моноидов натураль-
ных чисел, требующие дальнейшего исследования.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение, логарифм эйлерова произведения.
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Abstract

In this paper we consider a new class of Dirichlet series, the zeta functions of monoids
of natural numbers. The inverse Dirichlet series for the zeta function of monoids of natural
numbers are studied. It is shown that the existence of an Euler product for the zeta function of
a monoid is related to the uniqueness of the factorization into prime factors in this monoid.

The notion of coprime sets of natural numbers is introduced and it is shown that for such
sets the multiplicativity of minimal monoids and corresponding zeta-functions of monoids takes
place.

It is shown that if all prime elements of a monoid are prime numbers, then the characteristic
function of the monoid is a multiplicative function and in this case the zeta function of the
monoid is a generalized L-function.

Various examples of monoids and corresponding zeta functions of monoids are considered.
The relation between the inversion of the zeta function of a monoid and the generalized Möbius
function on a monoid as a partially ordered set is studied by means of the divisibility of natural
numbers. A number of properties of the zeta functions of monoids of natural numbers with a
unique decomposition into prime factors are obtained.

The paper deals with taking the logarithm of an Eulerian product as a function of a complex
argument. It is shown that a continuous function that determines the value of the logarithm
of an Euler product runs through all branches of the infinite-valued function of the logarithm
near its pole. The corollaries on the value of a complex-valued function of a special form near a
singular point are obtained. These properties imply statements about the values of the Riemann
zeta function near the boundary of the region of absolute convergence.

Using Bertrand’s postulate, infinite exponential sequences of prime numbers are introduced.
It is shown that corresponding zeta-functions of monoids of natural numbers converge absolutely
in the whole half-plane with a positive real part. Since such zeta-functions of monoids of natural
numbers can be decomposed into an Euler product in the whole region of absolute convergence,
they do not have zeros in the entire half-plane with a positive real part.

In conclusion, topical problems with zeta-functions of monoids of natural numbers that
require further investigation are considered.

Keywords: Riemann zeta function, Dirichlet series, zeta function of the monoid of natural
numbers, Euler product, logarithm of the Euler product.
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1. Введение

Для любого множества 𝐴 натуральных чисел определим дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) равенством

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1). (1)
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Если множество 𝐴 конечное, то равенство (1) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) на всей ком-
плексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство (1) задает дзета-функцию
𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка
и 0 6 𝜎𝐴 6 1, так как это следует из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼) (см. [13],
[14]). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд абсолютно сходится, а при 𝜎 > 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд
равномерно сходится.

Будем через 𝑀(𝐴) обозначать минимальный мультипликативный моноид, содержащий
множество 𝐴. Таким образом, мы имеем:

𝑀(𝐴) = {𝑎1 . . . 𝑎𝑙|𝑎1, . . . , 𝑎𝑙 ∈ 𝐴, 𝑙 > 0}.

Здесь мы используем естественное соглашение, что пустое произведение равно 1.

Будем говорить, что два множества натуральных чисел 𝐴 и 𝐵 взаимно просты, если для
любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝐵 выполнено (𝑎, 𝑏) = 1. В этом случае будем писать (𝐴,𝐵) = 1.

Нетрудно видеть, что при (𝐴,𝐵) = 1 справедливы равенства

𝑀(𝐴 ·𝐵) =𝑀(𝐴) ·𝑀(𝐵), 𝜁(𝑀(𝐴 ·𝐵)|𝛼) = 𝜁(𝑀(𝐴)|𝛼)𝜁(𝑀(𝐵)|𝛼). (2)

Ясно, что последнее равенство имеет место при 𝜎 > 𝜎𝑀(𝐴·𝐵) и 𝜎𝑀(𝐴·𝐵) = max(𝜎𝑀(𝐴), 𝜎𝑀(𝐵)).
Равенство (2) следует из того, что при (𝐴,𝐵) = 1 представление 𝑛 = 𝑛1𝑛2, где 𝑛 ∈ 𝑀(𝐴 · 𝐵),
𝑛1 ∈𝑀(𝐴) и 𝑛2 ∈𝑀(𝐵), единственное.

Если через 𝜁*(𝐴|𝛼) обозначается обратный ряд, то есть 𝜁*(𝐴|𝛼) = 𝜁−1(𝐴|𝛼), то нетрудно
понять, что если 1 ∈ 𝐴, то

𝜁*(𝐴|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

𝑥𝐴(𝑛)

𝑛𝛼
, (3)

где коэффициенты 𝑥𝐴(𝑛) удовлетворяют соотношениям

𝑥𝐴(1) = 1,
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚∈𝐴

𝑥𝐴

(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 0 (𝑛 ∈𝑀(𝐴), 𝑛 > 1). (4)

Обозначим через 𝜎𝐴,1 число, такое что для 𝐴* = 𝐴 ∖ {1} и

𝑆(𝐴,𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝐴*

1

𝑛𝛼

выполнено |𝑆(𝐴,𝛼)| < 1 при 𝜎 > 𝜎𝐴,1, тогда

𝜁−1(𝐴|𝛼) = 1

1 + 𝑆(𝐴,𝛼)
=

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑆𝜈(𝐴,𝛼) =

= 1−
∑︁
𝑛∈𝐴*

1

𝑛𝛼
+

∞∑︁
𝜈=2

(−1)𝜈
∑︁

𝑛1,...,𝑛𝜈∈𝐴*

1

(𝑛1 . . . 𝑛𝜈)𝛼
=

∑︁
𝑛∈𝑀(𝐴)

𝑥𝐴(𝑛)

𝑛𝛼

и для 𝑥𝐴(𝑛) выполнены соотношения

𝑥𝐴(1) = 1, 𝑥𝐴(𝑛) =
∑︁
𝜈>1

(−1)𝜈𝑦𝜈(𝑛) 𝑛 ∈𝑀*(𝐴),

где 𝑦𝜈(𝑛) — количество решений уравнения 𝑛 = 𝑛1 . . . 𝑛𝜈 в натуральных 𝑛1, . . . , 𝑛𝜈 ∈ 𝐴*.
Таким образом, если 𝜎*𝐴 определяет правую полуплоскость 𝜎 > 𝜎*𝐴 абсолютной сходимости

обратного ряда 𝜁*(𝐴|𝛼), то 𝜎*𝐴 6 𝜎𝐴,1.
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Если 𝑀1 и 𝑀2 — два взаимно простых моноида2 (𝑀1,𝑀2) = 1, то из равенства

𝜁(𝑀1 ·𝑀2)|𝛼) = 𝜁(𝑀1|𝛼)𝜁(𝑀2|𝛼)

вытекает

𝜁*(𝑀1 ·𝑀2)|𝛼) = 𝜁*(𝑀1|𝛼)𝜁*(𝑀2|𝛼),
𝑥𝑀1·𝑀2(𝑛1𝑛2) = 𝑥𝑀1(𝑛1)𝑥𝑀2(𝑛2), 𝑛𝜈 ∈𝑀𝜈 (𝜈 = 1, 2).

Пусть 𝑀 — произвольный мультипликативный моноид натуральных чисел. Будем через
𝑃 (𝑀) обозначать множество его простых элементов. Понятно, что если через P мы обозначаем
множество простых чисел, то𝑀

⋂︀
P ⊂ 𝑃 (𝑀). Кроме простых чисел, попавших в𝑀 , множество

простых элементов 𝑃 (𝑀) состоит из псевдопростых чисел. Если любые два простых элемента
из 𝑃 (𝑀) взаимнопросты, то моноид 𝑀 имеет однозначное разложение на простые элементы.
Это достаточное условие однозначности разложения на простые элементы, но оно не является
необходимым.

Обозначим через 𝑃 (𝑀 |𝛼) эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

,

тогда для произвольного моноида𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на про-
стые элементы справедливо равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼).

Будем называть каноническим разложением элемента 𝑥 из мультипликативного моноида
𝑀 натуральных чисел представление вида

𝑥 = 𝑟𝛼1
1 . . . 𝑟𝛼𝑘

𝑘 , 1 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘 ∈ 𝑃 (𝑀).

Через 𝑘(𝑥) будем обозначать количество различных канонических представлений числа 𝑥,
тогда эйлерово произведение 𝑃 (𝑀 |𝛼) будет раскладываться в следующий ряд Дирихле

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝑀

𝑘(𝑥)

𝑥𝛼
.

Таким образом, равенство эйлерова произведения и дзета-функции моноида 𝑀 равносильно
однозначности разложения на простые элементы в этом моноиде.

Для произвольной мультипликативной функции 𝑓(𝑛) через 𝐿(𝛼, 𝑓) будем обозначать обоб-
щенную 𝐿-функцию, если ряд Дирихле

𝐿(𝛼, 𝑓) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
(5)

абсолютно сходится в некоторой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎0 > 1. В этой полуплоскости
будет справедливо разложение в эйлерово произведение

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︃ ∞∑︁
𝜈=0

𝑓(𝑝𝜈)

𝑝𝜈𝛼

)︃
.

2Как правило здесь и далее слово мультипликативный будем опускать, так как все моноиды в данной работе
мультипликативные.
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Если выполнено дополнительное условие 𝑓(𝑝𝜈) = 𝑓𝜈(𝑝), то эйлерово произведение будет иметь
более компактный вид

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑓(𝑝)

𝑝𝛼

)︂−1

.

Если выполнено другое дополнительное условие 𝑓(𝑝𝜈) = 𝑎𝑓𝜈1 (𝑝) при 𝜈 > 1, то эйлерово произ-
ведение будет иметь другой компактный вид

𝐿(𝛼, 𝑎, 𝑓1) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝜈(𝑛)𝑓1(𝑛)

𝑛𝛼
=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

𝑎𝑓1(𝑝)

𝑝𝛼 − 𝑓1(𝑝)

)︂
.

Если для мультипликативной функции 𝑓(𝑛) выполнено соотношение 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝜀) для
произвольного 𝜀 > 0, то ряд Дирихле (5) абсолютно сходится в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡,
𝜎 > 1 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 > 1.

Обозначим через 𝜒𝑀 (𝑛) характеристическую функцию мультипликативного моноида 𝑀
натуральных чисел:

𝜒𝑀 (𝑛) =

{︂
1, при 𝑛 ∈𝑀,
0, при 𝑛 ∈ N ∖𝑀.

Если 𝑃 (𝑀) ⊂ P, то 𝜒𝑀 (𝑛) — мультипликативная функция и мультипликативный моно-
ид 𝑀 имеет однозначное разложение на простые множители. В этом случае дзета-функция
𝜁(𝑀 |𝛼) является обобщённой 𝐿-функцией 𝐿(𝛼, 𝜒𝑀 ).

Цель данной статьи — изучить свойства дзета-функций мультипликативных моноидов на-
туральных чисел с однозначным разложением на простые множители и её логарифмов.

2. Примеры моноидов и обобщённая функция Мёбиуса

Простейшем примером моноида натуральных чисел является геометрическая прогрессия.
Пусть 𝐴 = {1, 𝑎} и 𝑎 > 1, тогда 𝑀(𝐴) = {𝑎𝜈 |𝜈 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴)) = {𝑎},

𝜁(𝐴|𝛼) = 1 +
1

𝑎𝛼
, 𝜁*(𝐴|𝛼) =

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈

𝑎𝜈𝛼
=

∑︁
𝑛∈𝑀(𝐴)

𝜇𝐴(𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇𝐴(𝑛) — обобщённая функция Мёбиуса на моноиде 𝑀(𝐴):

𝜇𝐴(𝑛) = (−1)𝜈 при 𝑛 = 𝑎𝜈 .

Для моноида 𝑀(𝐴) имеем:

𝜁(𝑀(𝐴)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

1

𝑛𝛼
=

(︂
1− 1

𝑎𝛼

)︂−1

, 𝜁*(𝑀(𝐴)|𝛼) = 1− 1

𝑎𝛼
.

Будем для любого простого числа 𝑝 ∈ P через𝑀(𝑝) обозначать геометрическую прогрессию
со знаменателем 𝑝 и первым членом 1. Теорему о разложении любого натурального числа в
произведение простых чисел можно записать следующим образом

N =
∏︁
𝑝∈P

𝑀(𝑝),

а теорема об однозначности такого разложения означает, что 𝑘(𝑛) = 1 — число канонических
разложений для натурального числа 𝑛.
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Таким образом, наиболее известными моноидами натуральных чисел с однозначным раз-
ложением на простые множители являются N и𝑀(𝑝) (𝑝 ∈ P). Для случая𝑀(𝑝) обратный ряд
𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼) для 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) выписан выше, а для случая N он хорошо известен:

𝜁(N|𝛼) = 𝜁(𝛼), 𝜁*(N|𝛼) = 𝜁−1(𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇(𝑛) — обычная функция Мёбиуса.

Рассмотрим ещё два примера. Пусть (𝑎, 𝑏) = 𝑑, 𝑎 = 𝑑𝑎1, 𝑏 = 𝑑𝑏1, 𝑎1 > 1, 𝑏1 > 1 и
𝐴(𝑎, 𝑏) = {1, 𝑎, 𝑏}. Ясно, что

𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏)) = {𝑎𝜈𝑏𝜇|𝜈, 𝜇 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏))) = {𝑎, 𝑏}

и 𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏)) — моноид с однозначным разложением на простые множители.

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑏)) =
∞∑︁

𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
.

Доказательство. Действительно, перемножая ряды Дирихле, получим

𝜁(𝐴(𝑎, 𝑏))𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑏)) =
∞∑︁

𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈+1𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇+1)𝛼
= 1+

+
∞∑︁
𝜈=1

(−1)𝜈 + (−1)𝜈−1

(𝑎𝜈)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=1

(−1)𝜇 + (−1)𝜇−1

(𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=1

(−1)𝜈+𝜇(𝐶𝜈
𝜈+𝜇 − 𝐶𝜈

𝜈+𝜇−1 − 𝐶
𝜈−1
𝜈+𝜇−1)

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
= 1,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Пусть 𝑎 > 1 и 𝜈 > 1, тогда для 𝐴(𝑎, 𝑎𝜈) имеем:

𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) = {𝑎𝜇|𝜇 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈))) = {𝑎}

и 𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) — моноид с однозначным разложением на простые множители.

Лемма 2. Справедливо равенство

𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) =

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇)𝛼
,

где 𝑥(𝜇) = (−1)𝜇 при 0 6 𝜇 6 𝜈 − 1 и 𝑥(𝜇) = −𝑥(𝜇− 1)− 𝑥(𝜇− 𝜈) при 𝜇 > 𝜈.

Доказательство. Действительно, перемножая ряды Дирихле, получим

𝜁(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈))𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) =
∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇+1)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜈+𝜇)𝛼
= 1+

+

𝜈−1∑︁
𝜇=1

𝑥(𝜇) + 𝑥(𝜇− 1)

(𝑎𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=𝜈

𝑥(𝜇) + 𝑥(𝜇− 1) + 𝑥(𝜇− 𝜈)
(𝑎𝜇)𝛼

= 1.

Отсюда следует, что 𝑥(𝜇) = (−1)𝜇 при 0 6 𝜇 6 𝜈 − 1 и 𝑥(𝜇) = −𝑥(𝜇− 1)− 𝑥(𝜇− 𝜈) при 𝜇 > 𝜈,
что и доказывает утверждение леммы. 2
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Из доказанной леммы следует, что при всех значениях 𝜈 > 2 минимальные моноиды
𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) совпадают, а коэффициенты в числителях отличаются.

Если 𝑀 — моноид с однозначным разложением на простые множители, то существует
эйлерово произведение и мы легко находим обратный ряд

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

,

𝜁*(𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂
=
∑︁
𝑛∈𝑀

𝜇𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇𝑀 (𝑛) — обобщённая функция Мёбиуса, заданная равенствами

𝜇𝑀 (𝑛) =

⎧⎨⎩
1, при 𝑛 = 1,
(−1)𝜈 , при 𝑛 = 𝑟1 . . . 𝑟𝜈 , 𝑟1 < . . . 𝑟𝜈 ,
0, при 𝑛 = 𝑟2𝑛1, 𝑟, 𝑛1 ∈𝑀.

В общем случае, описываемым формулами (3) и (4), для нахождения явного вида коэф-
фициентов 𝑥𝐴(𝑛) нам потребуется обобщённая функция Мёбиуса на частично упорядоченном
моноиде 𝑀(𝐴).

Рассмотрим на 𝑀(𝐴) естественное частичное упорядочение индуцированное отношением
делимости натуральных чисел.

Определение 1. Говорим, что для 𝑎, 𝑏 ∈𝑀(𝐴) выполнено 𝑎 ≺ 𝑏, если 𝑎|𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑎 < 𝑏.
Соотношение 𝑎 ⪯ 𝑏 означает, что либо 𝑎 ≺ 𝑏, либо 𝑎 = 𝑏.

Воспользуемся известными обозначениями и фактами из комбинаторной теории (см. [12],
[1]):
дельта функция Кронекера

𝛿(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, если 𝑥 = 𝑦,
0, если 𝑥 ̸= 𝑦;

дзета-функция

𝜁(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, если 𝑥 ⪯ 𝑦,
0, если 𝑥 ̸⪯ 𝑦;

функция Мёбиуса
𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜁−1(𝑥, 𝑦).

Последнее равенство означает, что

(𝜁 * 𝜇)(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜁(𝑥, 𝑧)𝜇(𝑧, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑧, 𝑦) = 𝛿(𝑥, 𝑦),

(𝜇 * 𝜁)(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑥, 𝑧)𝜁(𝑧, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑥, 𝑧) = 𝛿(𝑥, 𝑦).

Если

𝑔(𝑥) =
∑︁
𝑦⪯𝑥

𝑓

(︂
𝑥

𝑦

)︂
,

то

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑦⪯𝑥

𝑔

(︂
𝑥

𝑦

)︂
𝜇(𝑦, 𝑥).
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Лемма 3. Для коэффициентов 𝑥𝐴(𝑛) справедливо равенство

𝑥𝐴(𝑛) = 𝜇(1, 𝑛)

для любого 𝑛 ∈𝑀(𝐴).

Доказательство. Действительно, перемножим ряды 𝜁(𝐴|𝛼) и 𝜁*(𝐴|𝛼), получим

𝜁(𝐴|𝛼)𝜁*(𝐴|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

1

𝑛𝛼

∑︁
𝑚⪯𝑛

𝑥
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 1.

Отсюда следует, что ∑︁
𝑚⪯𝑛

𝑥
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 𝛿(1, 𝑛).

Поэтому
𝑥(𝑛) =

∑︁
𝑚⪯𝑛

𝛿(1,𝑚)𝜇(𝑚,𝑛) = 𝜇(1, 𝑛),

что доказывает утверждение леммы. 2

3. Логарифм эйлерова произведения

3.1. Лемма о ветвях логарифма

Будем в этом разделе через (ln 𝑧) обозначать, следуя [9], главное значение ln 𝑧. Таким об-
разом, если 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜙, 𝜌 > 0, −𝜋 < 𝜙 6 𝜋, то (ln 𝑧) = ln 𝜌+ 𝑖𝜙, где ln 𝜌 — обычный вещественный
логарифм, изменяющийся от −∞ до ∞. Отсюда следует, что

𝜙 = −𝑖
(︂
ln

𝑧

|𝑧|

)︂
.

Приведём важное тождество для главного значения логарифма произведения:

𝑧𝑗 = 𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜙𝑗 , 𝜌𝑗 > 0, −𝜋 < 𝜙𝑗 6 𝜋 (𝑗 = 1, 2), (6)

(ln 𝑧1𝑧2) = (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋𝑛𝑖, (7)

𝑛 = 𝑛(𝜙1, 𝜙2) =

⎧⎨⎩
0, при − 𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 𝜋,
1, при − 2𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 −𝜋,
−1, при 𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 2𝜋.

(8)

Нетрудно видеть, что

𝑛 = 𝑛(𝜙1, 𝜙2) =

[︂
−𝜙1 + 𝜙2

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑧1𝑧2) = (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋

[︂
−𝜙1 + 𝜙2

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖 =

= (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋

⎡⎣𝑖
(︁
ln 𝑧1

|𝑧1|

)︁
+
(︁
ln 𝑧2

|𝑧2|

)︁
2𝜋

+
1

2

⎤⎦ 𝑖.
Так как все ветви многозначной функции ln 𝑧 выражаются через главную ветвь, то мы

пронумеруем все ветви номерами 𝑘 от −∞ до ∞ следующим образом:

ln𝑘 𝑧 = (ln 𝑧) + 2𝑘𝜋𝑖 (𝑘 ∈ Z).
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Тождество (7) можно обобщить следующим образом

ln𝑘1+𝑘2 𝑧1𝑧2 = ln𝑘1 𝑧1 + ln𝑘2 𝑧2 + 2𝜋

⎡⎣𝑖
(︁
ln 𝑧1

|𝑧1|

)︁
+
(︁
ln 𝑧2

|𝑧2|

)︁
2𝜋

+
1

2

⎤⎦ 𝑖.
Как известно (см. [9], стр. 81) каждая ветвь ln𝑘 𝑧 — регулярная ветвь в области 𝐷, со-

стоящей из всех точек комплексной плоскости, за исключением точек отрицательной части
действительной оси (в том числе и точки 𝑧 = 0). При переходе через этот разрез происходит
переход с одной ветви на другую соседнюю, согласно нумерации.

Лемма 4. (О логарифме) Пусть в окрестности точки 𝛼0 логарифм аналитической
функции 𝑓(𝛼) задан непрерывной функцией ℎ(𝛼): ln 𝑓(𝛼) = ℎ(𝛼). Если в точке 𝛼0 функция
ℎ(𝛼) переходит с одной ветви логарифма на другую, то значение 𝑓(𝛼0) — отрицательное.

Доказательство. Рассмотрим малую 𝜀-окрестность точки 𝛼0: |𝛼 − 𝛼0| < 𝜀, в которой
непрерывная функция ℎ(𝛼) принимает либо значение ln𝑘 𝑓(𝛼), либо ln𝑘+1 𝑓(𝛼). Так как зна-
чения ветви ln𝑘 𝑓(𝛼) имеют вид 𝑎 + 𝑏𝑖, −𝜋 + 2𝜋𝑘 < 𝑏 6 𝜋 + 2𝜋𝑘, а значения ветви ln𝑘+1 𝑓(𝛼)
имеют вид 𝑎+ 𝑏𝑖, −𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1) < 𝑏 6 𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1), то равенство двух ветвей может дости-
гаться только в тех точках, где 𝑏 = 𝜋 + 2𝜋𝑘 = −𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1). Но если ℎ(𝛼) = 𝑎+ (𝜋 + 2𝜋𝑘)𝑖,
то значение 𝑓(𝛼) — отрицательное. Если мы через 𝛾 обозначим границу между областью
𝐷𝜈 = {𝛼|ℎ(𝛼) = ln𝜈 𝑓(𝛼), |𝛼 − 𝛼0| < 𝜀} (𝜈 = 𝑘, 𝑘 + 1), то для всех точек 𝛼 ∈ 𝛾 значение 𝑓(𝛼)
будет отрицательное. Так как по условию 𝛼0 ∈ 𝛾, то лемма полностью доказана. 2

Важно отметить, что если дано какое-то значение ln 𝑧 = 𝑎+ 𝑏𝑖, то легко определить номер
ветви логарифма и выразить главное значение, а именно

ln 𝑧 = ln𝑘 𝑧, 𝑘 = −
[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑧) = ln 𝑧 + 2𝜋

[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖 = 𝑎+ 2𝜋

(︂
1

2
−
{︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

}︂)︂
𝑖.

Замечание 1. Пользуясь этой формулой, можно легко указать как меняются ветви
логарифма и как выражаются главные значения, если ln 𝑓(𝛼) = ℎ(𝛼):

ln 𝑓(𝛼) = ln𝑘(𝛼) 𝑓(𝛼), 𝑘(𝛼) = −
[︂
−ℑℎ(𝛼)

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑓(𝛼)) = ℎ(𝛼) + 2𝜋

[︂
−ℑℎ(𝛼)

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖.

3.2. Значения логарифмируемой функции

Лемма 5. Пусть при 1 < 𝛼 < 2 комплекснозначная функция

𝐹 (𝛼) = 𝑒−
𝑖
2
ln(𝛼−1)+𝑓(𝛼)

и непрерывная функция 𝑓(𝛼) ограничена константой 𝑐 > 0, |𝑓(𝛼)| 6 𝑐 < 2, тогда на ин-
тервале (1, 2) существует бесконечная последовательность 2 > 𝛼1 > 𝛼2 > . . . > 1 нулей
действительной части 𝐹 (𝛼):

ℜ(𝐹 (𝛼𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);

бесконечная последовательность 2 > 𝛽1 > 𝛽2 > . . . > 1 нулей мнимой части 𝐹 (𝛼):

ℑ(𝐹 (𝛽𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);
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бесконечная последовательность 2 > 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 1 отрицательных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝜆𝑗) < 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);

бесконечная последовательность 2 > 𝛿1 > 𝛿2 > . . . > 1 положительных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝛿𝑗) > 0 (𝑗 = 1, 2, . . .).

Доказательство. Обозначим через 𝑔(𝛼) действительную часть 𝑓(𝛼), а через ℎ(𝛼) —
мнимую часть. Таким образом, 𝑓(𝛼) = 𝑔(𝛼) + 𝑖ℎ(𝛼), |𝑔(𝛼)| 6 𝑐, |ℎ(𝛼)| 6 𝑐.

Имеем:

𝐹 (𝛼) = 𝑒𝑔(𝛼)
(︂
cos

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂)︂
.

Так как для непрерывной функции −1
2 ln(𝛼−1)+ℎ(𝛼) на интервале (1, 2) выполнены условия

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) > −𝑐, lim

𝛼→1+

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂
=∞,

то для любого 𝜙 с −𝜋 < 𝜙 6 𝜋 на каждом отрезке вида[︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︁
имеется хотя бы один корень уравнения

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋.

Действительно, если положить 𝛼 = 1+𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽 , то при 𝛽, пробегающем отрезок [−𝑐, 𝑐],
𝛼 будет пробегать отрезок

[︀
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︀
. При этом уравнение

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋

перейдёт в уравнение

𝛽 + ℎ
(︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽

)︁
= 0,

которое имеет хотя бы одно решение, так как график функции

𝑦(𝛽) = −ℎ
(︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽

)︁
лежит в квадрате (𝛽, 𝑦) ∈ [−𝑐, 𝑐]2 и диагональ квадрата имеет с графиком хотя бы одну точку
пересечения, которая соответствует корню уравнения.

Так как все отрезки
[︀
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︀
при 𝑐−𝜙

2𝜋 6 𝑘 вложены в отрезок [1, 2]
и их объединение при 𝑘 > 0 вложено в отрезок

[︀
1, 1 + 𝑒−2𝜙+2𝑐

]︀
, то на отрезке [1, 2] имеется

бесконечное множество значений 𝛼, для которых arg𝐹 (𝛼) = 𝜙.
При 𝜙 = 𝜋

2 , −
𝜋
2 получаем первое утверждение леммы о бесконечном числе нулей действи-

тельной части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 0, 𝜋 получаем второе утверждение леммы о бесконечном числе нулей мнимой

части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 𝜋 получаем третье утверждение леммы о бесконечном числе отрицательных

значений 𝐹 (𝛼).
Наконец, при 𝜙 = 0 получаем последнее утверждение леммы о бесконечном числе поло-

жительных значений 𝐹 (𝛼). 2
Другой вариант леммы 5 звучит так.
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Лемма 6. Пусть 𝑁 — натуральное и при 1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 < 𝛼 < 2 комплекснозначная

функция
𝐹 (𝛼) = 𝑒− ln(𝛼−1)+𝑓(𝛼)

и непрерывная функция 𝑓(𝛼) ограничена константой 𝑐 > 0, |𝑓(𝛼)| 6 𝑐 < 2, тогда на интер-

вале (1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2) существует последовательность 2 > 𝛼1 > 𝛼2 > . . . > 𝛼𝑁 > 1 нулей

действительной части 𝐹 (𝛼):

ℜ(𝐹 (𝛼𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝛽1 > 𝛽2 > . . . > 𝛽𝑁 > 1 нулей мнимой части 𝐹 (𝛼):

ℑ(𝐹 (𝛽𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑁 > 1 отрицательных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝜆𝑗) < 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝛿1 > 𝛿2 > . . . > 𝛿𝑁 > 1 положительных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝛿𝑗) > 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁).

Доказательство. Обозначим через 𝑔(𝛼) действительную часть 𝑓(𝛼), а через ℎ(𝛼) —
мнимую часть. Таким образом, 𝑓(𝛼) = 𝑔(𝛼) + 𝑖ℎ(𝛼), |𝑔(𝛼)| 6 𝑐, |ℎ(𝛼)| 6 𝑐.

Имеем:

𝐹 (𝛼) = 𝑒𝑔(𝛼) (cos (− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)) + 𝑖 sin (− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼))) .

Так как для непрерывной функции − ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) на интервале

(1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2)

выполнены условия

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) > −𝑐, lim
𝛼→1+

(− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)) =∞,

то для любого 𝜙 с −𝜋 < 𝜙 6 𝜋 на каждом отрезке вида[︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︁
имеется хотя бы один корень уравнения

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋.

Действительно, если положить 𝛼 = 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝛽 , то при 𝛽, пробегающем отрезок [−𝑐, 𝑐],
𝛼 будет пробегать отрезок

[︀
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︀
. При этом уравнение

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋

перейдёт в уравнение

𝛽 + ℎ
(︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝛽

)︁
= 0,

которое имеет хотя бы одно решение, так как график функции

𝑦(𝛽) = −ℎ
(︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−2𝛽

)︁
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лежит в квадрате (𝛽, 𝑦) ∈ [−𝑐, 𝑐]2 и диагональ квадрата имеет с графиком хотя бы одну точку
пересечения, которая соответствует корню уравнения.

Так как все отрезки
[︀
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︀
при 1 6 𝑘 6 𝑁 вложены в отрезок

[1+𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2], то на отрезке [1+𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 , 2] имеется бесконечное множество значений
𝛼, для которых arg𝐹 (𝛼) = 𝜙.

При 𝜙 = 𝜋
2 , −

𝜋
2 получаем первое утверждение леммы об 𝑁 нулях действительной части

𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 0, 𝜋 получаем второе утверждение леммы об 𝑁 нулях мнимой части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 𝜋 получаем третье утверждение леммы об 𝑁 отрицательных значениях 𝐹 (𝛼).
Наконец, при 𝜙 = 0 получаем последнее утверждение леммы об 𝑁 положительных значе-

ниях 𝐹 (𝛼). 2

3.3. Логарифм обобщённой L-функции с эйлеровым произведением

Пусть мультипликативная функция 𝑓(𝑛) удовлетворяет соотношениям

𝑓(𝑛) =
∏︁
𝑝|𝑛

𝑓(𝑝)𝛼𝑝 (𝑛 =
∏︁
𝑝|𝑛

𝑝𝛼𝑝), ∀𝜀 > 0 𝑓(𝑛) = 𝑂 (𝑛𝜀) ,

тогда обобщенная 𝐿-функция, заданная рядом Дирихле

𝐿(𝛼, 𝑓) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
,

который абсолютно сходится в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1, в этой полуплоскости имеет
разложение в эйлерово произведение

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︃ ∞∑︁
𝜈=0

𝑓(𝑝𝜈)

𝑝𝜈𝛼

)︃
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑓(𝑝)

𝑝𝛼

)︂−1

.

Обобщённая 𝐿-функция 𝐿(𝛼, 𝑓) для 𝛼 = 𝜎+𝑖𝑡 при фиксированном значении 𝑡 и при 𝜎 →∞
имеет предел

lim
𝜎→∞

𝐿(𝛼, 𝑓) = 1.

Поэтому для главного значения логарифма обобщённой 𝐿-функции 𝐿(𝛼, 𝑓) справедливо
предельное соотношение

lim
𝜎→∞

(ln𝐿(𝛼, 𝑓)) = 0,

кроме того, всегда выполнено соотношение

(ln𝐿(𝛼, 𝑓)) = ln |𝐿(𝛼, 𝑓)|+ 𝑖𝜙(𝛼, 𝑓), −𝜋 < 𝜙(𝛼, 𝑓) 6 𝜋.

Для дальнейшего потребуется частный случай леммы о степенном ряде для главного зна-
чения логарифма.

Лемма 7. Главное значение (ln(1−𝑧)) логарифма при |𝑧| < 1 представляется сходящимся
степенным рядом

(ln(1− 𝑧)) = −
∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛
.

Доказательство. См. [9], стр. 79–81. 2
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3.4. Логарифм дзета-функции Римана

Нам потребуется некоторые простейшие свойства дзета-функции Римана, которые в силу
важности для дальнейшего кратко изложим.

Как известно, 𝜁(𝛼) аналитически продолжается на всю 𝛼-плоскость кроме точки 𝛼 = 1, в
которой полюс первого порядка.

Определим сумматорную функции 𝐴(𝑥): 𝐴(𝑥) =
∑︀𝑥

𝑛=1 1.

Лемма 8. При 𝑥 > 0 справедливо равенство

𝐴(𝑥) = 𝑥− {𝑥} .

Доказательство. Действительно,

𝐴(𝑥) =
∑︁

16𝑛6𝑥

1 = [𝑥] = 𝑥− {𝑥} .

2

Лемма 9. При 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0 справедливо интегральное представление

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥.

Доказательство. Действительно, по теореме Абеля (см. [14], стр. 106) имеем:

𝜁(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

𝐴(𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∞∫︁
1

𝑥− {𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥 =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

и все интегралы абсолютно сходятся, так как 𝜎 > 0. 2
Из доказанной леммы следует, что дзета-функция 𝜁(𝛼) аналитически продолжается с по-

мощью указанного интегрального представления на полуплоскость 𝜎 > 0 кроме точки 𝛼 = 1,
в которой полюс первого порядка с вычетом 1.

Лемма 10. При 𝛼 > 0 и для

𝜃(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

справедливы соотношения

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝜃(𝛼), 0 < 𝜃(𝛼) < 1, 𝛼 ̸= 1. (9)

При 𝜎 > 0 справедливы соотношения

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
+ 𝜃(𝛼), |𝜃(𝛼)| < |𝛼|

𝜎
, 𝛼 ̸= 1. (10)

Доказательство. Для числителя {𝑥} подынтегрального выражения справедливы нера-
венства 0 6 {𝑥} < 1. Поэтому для 𝜃(𝛼) при 𝛼 > 0 имеем соотношения

𝜃(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥, 0 < 𝜃(𝛼) < 𝛼

∞∫︁
1

1

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 1
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и первое утверждение леммы доказано.
При 𝜎 > 0 имеем:

|𝜃(𝛼)| = |𝛼|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < |𝛼|

∞∫︁
1

1

𝑥𝜎+1
𝑑𝑥 =

|𝛼|
𝜎

и лемма полностью доказана. 2

Лемма 11. При 𝛼 > 1 справедливы неравенства

−ln(𝛼−1)< ln 𝜁(𝛼)<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

(11)

Доказательство. Действительно, из предыдущей леммы следует, что при 𝛼 > 1 спра-
ведливы неравенства

1

𝛼− 1
< 𝜁(𝛼) <

1

𝛼− 1
+ 1 =

𝛼

𝛼− 1
.

После логарифмирования получим соотношение (11). 2
Положим при 𝜎 > 1

𝜃1(𝛼) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

Лемма 12. При 𝜎 > 1 функция 𝜃1(𝛼) — непрерывная функция, заданная абсолютно,
равномерно сходящемся рядом.

При 𝜎 > 1 справедливо неравенство

|𝜃1(𝛼)| <
1

2𝜎 − 1
− 1

2𝜎
+

1

3𝜎 − 1
< 1.

Доказательство. Нетрудно видеть, что |𝜃1(𝛼)| 6 𝜃1(𝜎), (𝜎 > 1). Далее имеем:

𝜃1(𝜎) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝜎
<
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑝𝑛𝜎
=
∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎(𝑝𝜎 − 1)
=

=
∑︁
𝑝

(︂
1

𝑝𝜎 − 1
− 1

𝑝𝜎

)︂
<

1

2𝜎 − 1
− 1

2𝜎
+

1

3𝜎 − 1
,

lim
𝜎→∞

𝜃1(𝛼) = 0, 0 < 𝜃1(𝜎) < 1 (𝜎 > 1).

2

Лемма 13. При 𝛼 > 1 справедливы соотношения

ln 𝜁(𝛼) =
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
+ 𝜃1(𝛼), 0 < 𝜃1(𝛼) < 1, (12)

−ln(𝛼−1)− 1<
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

(13)

Доказательство. Действительно, при 𝛼 > 1 выполняются неравенства

0 <
1

𝑝𝛼
<

1

2
.
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Поэтому абсолютно и равномерно сходятся при 𝛼 > 1 следующие ряды для логарифмов:

ln

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈

и

ln𝑃 (𝛼) = ln

(︃∏︁
𝑝

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1
)︃

=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=1

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
.

Отсюда следует, что при 𝛼 > 1 справедливы оценки

0 < ln𝑃 (𝛼)−
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=2

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
<
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=2

1

𝑝𝜈
=
∑︁
𝑝

1

𝑝(𝑝− 1)
< 1.

Таким образом,

ln 𝜁(𝛼)− 1 <
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
< ln 𝜁(𝛼).

2

Хорошо известна формула для главного значения логарифма дзета-функции (см. [13], стр.
8):

(ln 𝜁(𝛼)) =
∞∑︁
𝑛=2

Λ1(𝑛)

𝑛𝛼
(𝜎 > 1), Λ1(𝑛) =

Λ(𝑛)

ln𝑛
(14)

и Λ(𝑛) — функция Мангольдта

Λ(𝑛) =

{︂
ln 𝑝, при 𝑛 = 𝑝𝑚,
0, при 𝜈(𝑛) > 1 или 𝜈(𝑛) = 0.

Формулу для главного значения логарифма дзета-функции можно переписать в следующем
виде:

(ln 𝜁(𝛼)) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚𝛼
= 𝐿(𝛼) + 𝜃1(𝛼) (𝜎 > 1),

𝐿(𝛼) =
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
, 𝜃1(𝛼) =

∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

В силу леммы 13 при 𝛼 > 1 справедливы неравенства

−ln(𝛼−1)− 1<𝐿(𝛼)<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

Формула (14) требует уточнения, которое дается с помощью следующих лемм.

Лемма 14. Для произвольного 𝑇 > 1, 𝜎0 > 1 и 𝜀 > 0 найдётся 𝜏 > 𝑇 такое что во всей
полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 выполняются неравенства

|𝐿(𝛼+ 𝑖𝜏)− 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀, |𝐿(𝛼− 𝑖𝜏) + 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀.
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Доказательство. Для произвольного 𝜀 > 0 выберем 𝑃 = 𝑃 (𝜀, 𝜎0) такое, что∑︁
𝑝>𝑃

1

|𝑝𝛼|
<
𝜀

4
(𝜎 > 𝜎0 > 1),

тогда ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑝>𝑃

1

𝑝𝛼
−

∞∑︁
𝑝>𝑃

1

𝑝𝛼+𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2
.

В силу равномерной, абсолютной сходимости ряда, задающего 𝐿(𝛼), в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0
это возможно.

Так как величины ln 2, . . . , ln𝑃 линейно независимые действительные числа, то по тео-
реме Кронекера (см. [13], стр. 180) найдётся такое 𝜏 > 𝑇 , что найдутся целые 𝑘𝑝 такие, что
выполнены условия ⃒⃒⃒⃒

𝜏
ln 𝑝

2𝜋
− 𝑘𝑝 +

1

4

⃒⃒⃒⃒
< 𝛿, при 𝑝 6 𝑃

которые можно переписать следующим образом

𝜏 ln 𝑝− 𝑘𝑝2𝜋 +
𝜋

2
= 𝛿𝑝, |𝛿𝑝| < 2𝜋𝛿, при 𝑝 6 𝑃.

Отсюда следует, что для любого 𝑝 6 𝑃 имеем

𝑝−𝑖𝜏 = 𝑒−𝑖𝜏 ln 𝑝, 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
2 ,

𝑝−𝑖𝜏 = 𝑒
𝑖𝜋
2
−𝑖𝛿𝑝 = 𝑖𝑒−𝑖𝛿𝑝 ,⃒⃒

𝑝𝑖𝜏 + 𝑖
⃒⃒
=
⃒⃒
𝑝−𝑖𝜏 − 𝑖

⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝛿𝑝 − 1

⃒⃒⃒
= |cos(𝛿𝑝)− 1− 𝑖 sin(𝛿𝑝)| =

=
√︁

2− 2 cos(𝛿𝑝) = 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝛿𝑝
2

⃒⃒⃒⃒
6 |𝛿𝑝| < 2𝜋𝛿.

Отсюда следует, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑃

𝑖

𝑝𝛼
−
∑︁
𝑝6𝑃

1

𝑝𝛼+𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 2𝜋𝛿𝜁(𝜎0),

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑃

−𝑖
𝑝𝛼
−
∑︁
𝑝6𝑃

1

𝑝𝛼−𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 2𝜋𝛿𝜁(𝜎0).

Полагая 𝛿 = 𝜀
4𝜋𝜁(𝜎0)

, получим

|𝐿(𝛼+ 𝑖𝜏)− 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀, |𝐿(𝛼− 𝑖𝜏) + 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀

и лемма полностью доказана. 2

Лемма 15. Для любого натурального 𝑁 существует 𝜏𝑁 , такое что на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
найдутся точки 𝛼𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 , выражение для логарифма дзета-функции

ln 𝜁(𝛼) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚𝛼
,

в которых принимает значения для 𝑘-ой ветви ln𝑘 𝜁(𝛼), а на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 − 𝑖𝜏𝑁 ; 2− 𝑖𝜏𝑁
]︁

найдутся точки 𝛼−𝑘 = 𝜎−𝑘 − 𝑖𝜏𝑁 выражение для логарифма дзета-функции, в которых при-
нимает значения для −𝑘-ой ветви ln−𝑘 𝜁(𝛼) (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁).
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Доказательство. Во-первых, для любого вещественного 𝑡 имеем

| ln 𝜁(2 + 𝑖𝑡)| = |𝐿(2 + 𝑖𝑡) + 𝜃1(2 + 𝑖𝑡)| 6 ln 𝜁(2) = ln
𝜋2

6
= 0.498.. <

𝜋

6
,

поэтому для любого вещественного 𝑡 значение

ln 𝜁(2 + 𝑖𝑡) =
∑︁
𝑝

2∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚(2+𝑖𝑡)

— главное значение логарифма.
Возьмём в лемме 14 𝜎0 = 1 + 𝑒−2(𝑁+2)𝜋+ 5

2 и 𝜀 = 1
2 , тогда найдётся 𝜏𝑁 такое, что

|𝐿(𝜎)𝑖− 𝐿(𝜎 + 𝑖𝜏𝑛)| <
1

2
, | − 𝐿(𝜎)𝑖− 𝐿(𝜎 − 𝑖𝜏𝑛)| <

1

2

для любого 𝜎 > 𝜎0.
Действительная функция 𝐿(𝜎) монотонно убывает. При 𝜎 = 𝜎0 имеем

𝐿(𝜎0) > − ln(𝜎0 − 1)− 1 = 2(𝑁 + 2)𝜋 − 5

2
− 1.

Поэтому 𝐿(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) + 𝜃1(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) = 𝑎+ 𝑏𝑖 и

𝑏 = 𝐿(𝜎0) + 𝛿, |𝛿| < 3

2
, 𝑏 > 2(𝑁 + 1)𝜋 − 5

2
− 1− 3

2
= 2(𝑁 + 1)𝜋 − 5.

Но это означает, что величина 𝐿(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) + 𝜃1(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) = 𝑎 + 𝑏𝑖 принадлежит 𝑘-ой ветви
логарифма, где

𝑘 = −
[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
> −

[︂
−2(𝑁 + 1)𝜋 − 5

2𝜋
+

1

2

]︂
= 𝑁.

Отсюда следует, что непрерывная функция

ln 𝜁(𝜎 + 𝑖𝜏𝑁 ) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚(𝜎+𝑖𝜏𝑁 )

при изменении 𝜎 от 𝜎0 до 2 последовательно движется по ветвям ln𝑘 от 𝑘 = 𝑁 до 𝑘 = 0.
Аналогично доказывается второе утверждение леммы в силу сопряженности значения ло-

гарифма. 2

Теорема 1. Для любого натурального 𝑁 существует 𝜏𝑁 , такое что на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
найдутся точки 𝛼𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — отрицательное число (𝑘 = = 1, . . . , 𝑁);

— 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — положительное число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁);
— 𝛼𝑘 = 𝛿𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — чисто мнимое число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁).

Доказательство. Действительно, в силу предыдущей леммы на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
функция ln 𝜁(𝜎+ 𝑖𝜏𝑁 ) принимает последовательно значения из различных ветвей логарифми-
ческой функции. При переходе от одной ветви к другой логарифмируемая функция проходит
через отрицательное значение. Так как таких переходов не менее 𝑁 , то первое утверждение
теоремы доказано.

Два вторых утверждения следуют из лемм 6. 2
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3.5. Ветви логарифма одной обобщённой L-функции с Эйлеровым произве-
дением

Рассмотрим мультипликативную функцию ℎ(𝑛) = 𝑖
∑︀

𝑝|𝑛 𝛼𝑝 при 𝑛 =
∏︀

𝑝|𝑛 𝑝
𝛼𝑝 и ряд Дирихле

𝑀(𝛼, ℎ), заданный равенством

𝑀(𝛼, ℎ) =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝛼
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1

.

Следующая лемма показывает, что почленное логарифмирование Эйлерова произведения
для 𝑀(𝛼, ℎ) не дает главного значения логарифма 𝑀(𝛼, ℎ).

Лемма 16. Существует 𝛿 > 0 такое, что при 1 < 𝜎 < 1 + 𝛿 справедливо неравенство

(ln𝑀(𝛼, ℎ)) ̸=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

Доказательство. Прежде всего заметим, что при 𝜎 > 1 выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒
𝑖

𝑝𝛼

⃒⃒⃒⃒
<

1

2
,

поэтому абсолютно и равномерно сходятся при 𝜎 > 1 следующие ряды для логарифмов:

ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
, ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1

=
∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
,

которые в силу леммы 7 задают главные значения логарифмов. Таким образом(︂
ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
,

(︃
ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1
)︃

=

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
.

Рассмотрим значение ln𝑀(𝛼, ℎ), заданное рядом

ln𝑀(𝛼, ℎ) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
= 𝑖𝐿(𝛼) +𝑅ℎ(𝛼), 𝑅ℎ(𝛼) =

∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

который получен почленным логарифмированием Эйлерова произведения.
Нетрудно видеть, что |𝑅ℎ(𝛼)| 6 𝑅(𝜎) < 1, (𝜎 > 1). 2

4. Экспоненциальная последовательность простых чисел

Пусть 𝑞 > 2 — произвольное натуральное число, тогда бесконечную последовательность
простых чисел 𝑝1 < 𝑝2 <. . .< 𝑝𝑛 <. . . будем называть экспоненциальной, если выполняются
соотношения 𝑞 6 𝑝1 < 𝑞2, 𝑞𝜈 < 𝑝𝜈 < 𝑞𝜈+1 (𝜈 > 2).

В силу постулата Бертрана, доказанного П. Л. Чебышёвым, (см. [14]) для любого 𝑞 > 2
существует бесконечно много экспоненциальных последовательностей простых чисел.

Теорема 2. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых
чисел 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} дзета ряд для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) абсолютно схо-
дится для любого 𝛼 в полуплоскости 𝜎 > 0 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 для любого
𝜎0 > 0.
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Доказательство. Так как 𝑀(𝑃𝐸) — моноид с однозначным разложением на простые
множители, то в области абсолютной сходимости дзет-функция 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)) имеет эйлерово
произведение

𝑃 (𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) =
∞∏︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝜈

)︂−1

.

Для логарифма эйлерова произведения с помощью почленного логарифмирования получаем
равномерно, абсолютно сходящийся ряд

ln 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) =
∞∑︁
𝜈=1

∞∑︁
𝜇=1

1

𝜇𝑝𝛼𝜇𝜈
,

так как для него при 𝜎 > 𝜎0, 𝜎0 > 0 имеется мажорирующий ряд

∞∑︁
𝜈=1

∞∑︁
𝜇=1

1

𝜇𝑞𝜎0𝜇𝜈
=

∞∑︁
𝜆=0

𝑛(𝜆)

𝑞𝜆𝜎0
,

где

𝑛(𝜆) =
∑︁
𝜇|𝜆

1

𝜇
< 1 + ln𝜆

и мажорирующий ряд равномерно сходится. Это доказывает утверждение теоремы. 2

Из существования эйлерова произведения вытекает, что для любой экспоненциальной по-
следовательности простых чисел в правой полуплоскости 𝜎 > 0 дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼)
не имеет нулей.

5. Заключение

Данная тема исследований возникла в связи с изучением гиперболической дзета-функции
решёток (см. [5, 6, 7], [17]). Другими источниками этих исследований были работы [2, 3, 4],
[8, 10, 13, 15, 16].

В следующих работах мы планируем рассмотреть естественно возникающие в данной об-
ласти проблемы, а именно:

� аналитическое продолжение для дзета-функции произвольного моноида натуральных
чисел;

� получение функционального уравнения;

� обратные ряды для дзета-функции моноида натуральных чисел без однозначного разло-
жения на простые множители.

Важным классом моноидов натуральных чисел без однозначного разложения на простые
множители на наш взгляд являются моноиды соответствующие подгруппам мультипликатив-
ной группы классов вычетов по произвольному модулю.

В заключении автор выражает свою глубокую признательность профессорам В. И. Ива-
нову и В. Н. Чубарикову за внимание к работе и полезные обсуждения.
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ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 18 Выпуск 4

УДК 511.6 DOI 10.22405/2226-8383-2017-18-4-208-220

ОБОБЩЕННЫЕ ЯКОБИАНЫ И НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ
В ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПОЛЯХ 1

В. С. Жгун (г. Москва)

Аннотация

В работе определяются обобщенные многочлены Мамфорда, описывающие сложение
точек на обобщенном якобиане особой гиперэллиптической кривой над полем K харак-
теристики отличной от 2, гладкой в бесконечно удаленной точке и заданной в аффинной
карте уравнением 𝑦2 = 𝜑(𝑥)2𝑓(𝑥), где многочлен 𝑓 — свободен от квадратов. Нами найдена
связь между разложением в непрерывную дробь квадратичных иррациональностей специ-
ального вида для гиперэллиптического поля K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)) и обобщенными многочленами

Мамфорда, определяющими сложение в группе классов дивизоров на особой гиперэллип-
тической кривой. Это соответствие между разложением в непрерывную дробь и многочле-
нами Мамфорда позволяет доказать теорему об эквивалентности следующих условий: (𝑖)
условия квазипериодичности разложения квадратичной иррациональности специального
вида в непрерывную дробь, построенного по нормированию, связанному с точкой степе-
ни 1 на нормализации кривой и (𝑖𝑖) условия конечности порядка класса, построенного по
точке степени 1 на нормализации кривой. С помощью этого соответствия также удает-
ся обобщить результаты о симметрии квазипериода и оценки на его длину, обобщающие
результаты, полученные нами ранее.

Ключевые слова: Непрерывные дроби в гиперэллиптических полях, обобщенное пред-
ставление Мамфорда, обобщенные якобианы, точки кручения в якобианах.

Библиография: 15 названий.

ON GENERALIZED JACOBIANS AND RATIONAL
CONTINUED FRACTIONS IN THE HYPERELLIPTIC FIELDS

V. S. Zhgoon (Moscow)

Abstract

In the paper we introduce generalized Mumford polynomials describing additive law on
generalized Jacobian of singular hyperelliptic curve over the field K of characteristics different
from 2, and smooth at infinity and defined in the affine chart by the equation 𝑦2 = 𝜑(𝑥)2𝑓(𝑥),
where 𝑓 is a square-free polynomial. We describe the relation between the continued fraction
expansion of the quadratic irrationalities in the hyperelliptic function field K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)) and

the generalized Mumford polynomials describing the additive law in the divisor class group of
the singular hyperelliptic curve. This correspondence between the continued fraction expansion
of the quadratic irrationalities and the generalized Mumford polynomials allow us to prove the
theorem on equivalence of two conditions: the condition (𝑖) of quasi-periodicity of continued
fraction expansion (related with valuation of a point of degree 1 on the normalization of the
curve) of a quadratic irrationality of the special type and the condition (𝑖𝑖) of the finiteness
of the order of the class, related to the point of degree 1 on the normalization of the curve.
By means of this correspondence we also obtain the results on the symmetry of quasi-period

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект N16-11-10111).
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and we give estimates for its length, generalizing results obtained before by the author and
collaborators.

Keywords: Continued rational fractions in hyperelliptic fields, Mumford representation,
generalized Jacobians, torsion points of the Jacobians.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

Пусть ℎ(𝑥) ∈ K[𝑥] — многочлен степени 2𝑔 + 1 над полем K характеристики отличной
от 2. Представим его в виде ℎ(𝑥) = 𝜑(𝑥)2𝑓(𝑥), где многочлен 𝑓 — свободен от квадратов.
Пусть 𝜑(𝑥) =

∏︀
(𝑥 − 𝑥(𝑄))𝑔𝑄 — разложение на простые множители над K — алгебраическим

замыканием поля K. Рассмотрим аффинную кривую заданную уравнением 𝑦2 = ℎ(𝑥). Ей
соответствует, вообще говоря, особая проективная гиперэллиптическая кривая 𝒞 с полем ра-
циональных функций K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)) и гладкой точкой∞. Рассмотрим также гладкую проектив-

ную кривую ̃︀𝒞, компактифицирующую аффинную кривую ̃︀𝑦2 = 𝑓(𝑥). Рассмотрим морфизм
нормализации 𝜋 : ̃︀𝒞 → 𝒞. Его ограничение на открытое аффинное подмножество кривой ̃︀𝒞
определено формулой (𝑥, ̃︀𝑦)→ (𝑥, 𝜑(𝑥)̃︀𝑦). Также имеем отображение 𝐽𝒞 → 𝐽̃︀𝒞 из обобщенного
якобинана кривой 𝒞 в якобиан кривой ̃︀𝒞. В наших рассуждениях нам придется переходить
к различным особым моделям 𝒞, соответствующим различным полиномам 𝜑(𝑥). Чтобы под-
черкнуть зависимость от 𝜑(𝑥), эти модели мы будем обозначать через 𝒞𝜑, а их род через 𝑔𝜑.
Положим ℎ(𝑥) = 𝜑(𝑥)2𝑑(𝑥)𝑓0(𝑥), где 𝑑(𝑥) =

∏︀
(𝑥−𝑥(𝑄))𝑑𝑄 — наибольший общий делитель 𝑓(𝑥)

и 𝜑(𝑥). Для кривой 𝒞 обозначим через 𝒞𝑠 — множество ее особых точек, определенных нулями
𝜑(𝑥)𝑑(𝑥), а через 𝒞𝑟𝑎𝑚 — множество точек ветвления, заданных нулями 𝑓0(𝑥). Для 𝑆 ∈ ̃︀𝒞, для
которой 𝜋(𝑆) ∈ 𝒞𝑠, положим 𝑚𝑆 = 𝜑𝑄 + 𝑑𝑄 — если 𝜋(𝑆) /∈ 𝒞𝑟𝑎𝑚, и 𝑚𝑆 = 2𝜑𝑄 + 𝑑𝑄 иначе. Че-
рез m =

∑︀
𝑆∈𝜋−1(𝒞𝑠)𝑚𝑆𝑆 обозначим дивизор на ̃︀𝒞, соответствующий прообразам особых точек

кривой 𝒞.
Пусть 𝐷0 — эффективный дивизор степени 𝑔, и пусть 𝑃 — точка степени 1 на кривой 𝒞,

определенная над K, не являющаяся ни точкой ветвления, ни особой точкой. Наша цель свя-
зать последовательность приближений с помощью непрерывных дробей квадратичной ирра-
циональности, соответствующей дивизору 𝐷0, и последовательность многочленов Мамфорда
для дивизоров вида 𝐷0 + 2𝑘(𝑃 − ∞). В настоящей работе, продолжающей нашу работу [6],
используются особые кривые и их обобщенные якобианы, что существенно расширяет класс
рассматриваемых квадратичных иррациональностей.

Обобщая результаты работы [6], мы получаем доказательство теоремы об эквивалентности
условия квазипериодичности непрерывной дроби квадратичной иррациональности и условия
конечности порядка точки 𝑃 −∞ на якобиане нормализации кривой 𝒞.

2. Представление Мамфорда дивизора набором многочленов

Простой точке 𝑄 ∈ ̃︀𝒞 степени 1 соответствует нормирование 𝜈𝑄 поля K(𝑥,
√︀
𝑓(𝑥)). Опре-

делим локальное кольцо 𝒪𝑄 := {𝐹 ∈ K(𝑥,
√︀
𝑓(𝑥))| 𝜈𝑄(𝐹 ) > 0} точки 𝑄. Обозначим через

𝜋𝑄 униформизующую в точке 𝑄 ∈ ̃︀𝒞, то есть такой элемент 𝜋𝑄 ∈ 𝒪𝑄, что 𝜈𝑄(𝜋𝑄) = 1.
Ограничения координатных функций 𝑥 и ̃︀𝑦 на кривую дают рациональные функции на ̃︀𝒞,
их значения в точке 𝑄 мы обозначим через 𝑥(𝑄) и ̃︀𝑦(𝑄). Если, точка 𝑄 не является ни осо-
бой точкой, ни точкой ветвления, то можно положить 𝜋𝑄 = 𝑥 − 𝑥(𝑄). Через 𝜈∞ обозначим
бесконечное нормирование, принимающее на многочлене 𝑉 (𝑥) значение −2 deg(𝑉 (𝑥)). Тогда
𝜈∞(𝑦) = 𝜈∞(

√︀
𝑓(𝑥)) = −(2𝑔 + 1). Через 𝚤 обозначим инволюцию гиперэллиптической кривой,

переводящую точку (𝑥(𝑄), ̃︀𝑦(𝑄)) в (𝑥(𝑄),−̃︀𝑦(𝑄)). Для дивизора 𝐷, определенного над полем
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K (для краткости называемого K-дивизором), рассмотрим разложение 𝐷 =
∑︀
𝑛𝑄𝑄 в сумму

точек 𝑄, простых над K.

Определение 1. Дивизор 𝐷 =
∑︀
𝑛𝑄𝑄 степени 𝑑 на гиперэллиптической кривой ̃︀𝒞 мы

назовем минимальным, если для каждой точки 𝑄 ∈ Supp𝐷 выполнены следующие условия

� 𝜋(𝑄) не является особой точкой кривой 𝒞;

� если 𝑄 — точка ветвления, то 𝑛𝑄 = 1;

� если 𝑄 не является точкой ветвления, то 𝚤𝑄 /∈ Supp𝐷.

Образ минимального дивизора на кривой 𝒞 лежит в множестве неособых точек и является
дивизором Картье на этой кривой.

Нам понадобится конструкция Розенлихта обобщенных якобианов особых кривых, которая
подробно изложена в монографии Серра [2]. Напомним, определение линейной эквивалентно-
сти по модулю m.

Определение 2. Для 𝑆 ∈ 𝒞𝑠, обозначим через 𝑆1, . . . , 𝑆𝑙 ∈ ̃︀𝒞 — множество K-точек из
𝜋−1(𝑆). Будем говорить, что рациональная функция 𝐹 ∈ K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)) обладает модулем m,

если для любой точки 𝑆 ∈ 𝒞𝑠 найдется ненулевая константа 𝑐𝑆 ∈ K, такая, что для всех 𝑖
выполнены сравнения

𝐹 = 𝑐𝑆 mod 𝜋𝑚𝑆
𝑆𝑖
.

Определение 3. Дивизоры 𝐷 ∼m 𝐸 называются линейно эквивалентными по модулю
m, если 𝐷 = 𝐸 + (𝐹 ) для дивизора (𝐹 ) некоторой рациональной функции 𝐹 ∈ K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)),

обладающей модулем m.

Важность понятия минимального дивизора иллюстрирует следующая лемма, обобщающая
[1, III S2].

Лемма 1. Пусть 𝐷 =
∑︀
𝑛𝑄𝑄 — минимальный эффективный дивизор на гиперэллипти-

ческой кривой ̃︀𝒞 над полем K, deg𝐷 6 𝑔. Предположим, что deg 𝑓0 > 𝑔. Тогда не существует
рациональной функции 𝐹 ∈ K(𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)), обладающей модулем m, полюса которой содержат-

ся в носителе дивизора 𝐷, и их порядок в каждой точке 𝑄 не превосходит 𝑛𝑄.

Доказательство. Заметим, что достаточно доказать лемму в случае когда ∞ не входит
в носитель 𝐷. В противном случае, можно найти неособую точку ветвления не лежащую в
носителе 𝐷 и применить бирациональный автоморфизм переводящий эту точку в ∞.

Предположим, что существует рациональная функция 𝐹 , удовлетворяющая условию лем-
мы, тогда 𝑈𝐷(𝑥)𝐹 — регулярная функция на 𝒞 ∖ ∞, поэтому она принадлежит кольцу
𝐾[𝑥,

√︀
𝑓(𝑥)], то есть 𝑈𝐷(𝑥)𝐹 = 𝑉 (𝑥) +𝑊 (𝑥)

√︀
𝑓(𝑥), где 𝑉 (𝑥),𝑊 (𝑥) ∈ K[𝑥]. Пусть 𝑆 ∈ Suppm,

тогда 𝚤𝑆 входит в m с той же кратностью. Поскольку функция 𝑈𝐷(𝑥) также 𝚤-инвариантна и
не обращается в нуль в точках Suppm имеем

𝐹 = 𝑐𝑆 mod 𝜋𝑚𝑆
𝑆 𝚤𝐹 = 𝑐𝑆 mod 𝜋𝑚𝑆

𝑆 .

Вычитая сравнения получаем:
𝑊 (𝑥)𝑦 = 0 mod 𝜋𝑚𝑆

𝑆 ,

откуда следует, что 𝑊 (𝑥) = 𝜑(𝑥)̃︁𝑊 (𝑥), для ̃︁𝑊 (𝑥) ∈ K[𝑥].
Поскольку 𝜈∞(𝑉 (𝑥)) — четно, а 𝜈∞(̃︁𝑊 (𝑥)

√︀
ℎ(𝑥)) — нечетно, то компоненты старшей сте-

пени не могут сократиться, откуда имеем

𝜈∞(𝑉 (𝑥) +̃︁𝑊 (𝑥)
√︀
ℎ(𝑥)) 6 𝜈∞(̃︁𝑊 (𝑥)

√︀
ℎ(𝑥)).
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Так как 𝐹 (𝑥) по предположению не имеет полюсов в ∞:

0 6 𝜈∞(𝐹 ) = 𝜈∞

(︃
𝑉 (𝑥) +̃︁𝑊 (𝑥)

√︀
ℎ(𝑥)

𝑈𝐷(𝑥)

)︃
6

6 𝜈∞(̃︁𝑊 (𝑥)
√︀
ℎ(𝑥)/𝑈𝐷(𝑥)) 6 −(2𝑔 + 1) + 2𝑔 = −1.

Значит данная цепочка равенств не может быть выполнена, а значит ̃︁𝑊 (𝑥) = 0. Но функция
𝐹 (𝑥) = 𝑉 (𝑥)

𝑈𝐷(𝑥) (где deg 𝑉 (𝑥) = deg𝑈𝐷(𝑥), поскольку у 𝐹 нет полюсов в∞) очевидно сохраняется
при действии инволюции 𝚤, откуда множество полюсов тоже должно быть инвариантно, то
есть лежать в множестве точек ветвления. Однако для любой точки ветвления 𝑃 , функция
(𝑥−𝑥(𝑃 )) имеет дивизор нулей 2𝑃 на кривой 𝐶. Откуда из условия леммы, множество полюсов
𝐹 не может лежать в 𝐷, и функция 𝐹 постоянна. 2

Таким образом, по лемме 1 в классе линейной эквивалентности эффективного минималь-
ного дивизора степени не больше 𝑔 существует единственный эффективный дивизор.

Для определения многочленов Мамфорда нам понадобится следующая аппроксимацион-
ная лемма :

Лемма 2. (см. [1, III S2]) Пусть 𝐷 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑑
на гиперэллиптической кривой 𝒞, определенный над K и не содержащий ∞ в своем носителе.
Пусть 𝐷 =

∑︀
𝑛𝑄𝑄 — его разложение над K. Тогда существует единственный многочлен

𝑉 (𝑥) ∈ K[𝑥] степени не выше 𝑑− 1, такой что

𝑉 (𝑥) = 𝜑(𝑥)𝑦 mod (𝑥− 𝑥(𝑄))𝑛𝑄 , для всех 𝑃 ∈ Supp(𝐷). (*)

Для произвольного эффективного минимального дивизора 𝐷 =
∑︀
𝑛𝑄𝑄 степени 𝑑 опреде-

лим многочлен 𝑈𝐷(𝑥) =
∏︀

𝑄 ̸=∞(𝑥 − 𝑥(𝑄))𝑛𝑄 . Если 𝐷 определен над K, то многочлен также

определен над K. Согласно лемме 2 существует единственный аппроксимирующий
√︀
ℎ(𝑥) мно-

гочлен 𝑉𝐷(𝑥), то есть такой что deg 𝑉𝐷(𝑥) 6 𝑑− 1 и

𝑉𝐷(𝑥) = 𝜑(𝑥)̃︀𝑦 mod (𝑥− 𝑥(𝑄))𝑛𝑄 , для всех 𝑄 ∈ Supp(𝐷).

Заметим, что ℎ(𝑥) − 𝑉𝐷(𝑥)
2 = 𝜑(𝑥)̃︀𝑦2 − 𝑉𝐷(𝑥)

2 = 0 mod (𝑥 − 𝑥(𝑄))𝑛𝑄 , откуда следует,
что многочлен ℎ(𝑥)− 𝑉𝐷(𝑥)2 делится на 𝑈𝐷(𝑥). То есть существует 𝑈𝐷(𝑥) удовлетворяющий
равенству:

ℎ(𝑥)− 𝑉𝐷(𝑥)2 = 𝑈𝐷(𝑥)𝑈𝐷(𝑥).

Определение 4. Для эффективного минимального дивизора 𝐷 набор многочленов

(𝑉𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥))

мы назовем представлением Мамфорда, 𝑉𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥) — многочленами Мамфорда.

Легко видеть, что тройка многочленов (𝑉𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥), 𝑈𝐷(𝑥)) однозначно восстанавливает
дивизор 𝐷. Действительно, 𝑈𝐷(𝑥) восстанавливает координаты 𝑥(𝑄), где 𝑄 ∈ Supp𝐷, а 𝑉𝐷(𝑥)
— координату 𝑦(𝑄). Более того, по этой тройке восстанавливаются также ℎ(𝑥) и 𝜑(𝑥).

3. Непрерывные дроби, ассоциированные с точкой на гиперэл-
липтической кривой.

Напомним определение непрерывных дробей в функциональных полях (см. [3],[4]). Пусть
𝑃 ∈ 𝒞 — K-точка степени 1, не являющаяся точкой ветвления. Рассмотрим ̂︀K𝑃 — попол-
нение поля K относительно нормирования 𝜈𝑃 . Тогда каждый элемент 𝛽 ∈ ̂︀K𝑃 можно одно-

значно представить в виде формального степенного ряда 𝛽 =
∞∑︀
𝑖=𝑠

𝑑𝑖𝑣
𝑖, где 𝑑𝑖 ∈ K. Назовем
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[𝛽] :=
0∑︀

𝑖=𝑠
𝑑𝑖𝑣

𝑖 целой частью, а {𝛽} := 𝛽 − [𝛽] — дробной частью. Пусть 𝑎0 = [𝛽], 𝛽0 = 𝛽. Если

𝛽𝑖−1 − 𝑎𝑖−1 ̸= 0, по индукции определяем элементы 𝑎𝑖, 𝛽𝑖:

𝛽𝑖 =
1

𝛽𝑖−1 − 𝑎𝑖−1
∈ ̂︀K𝑃 , 𝑎𝑖 = [𝛽𝑖].

В результате мы получим непрерывную дробь [𝑎0; 𝑎1, . . .].

Определение 5. Непрерывная дробь называется квазипериодической, если найдутся та-
кие 𝑘 ̸= 𝑙, что 𝛽𝑘 = 𝑐𝛽𝑙, где 𝑐 ∈ K — некоторая ненулевая константа. Минимальное число
|𝑘 − 𝑙| называется длиной квазипериода.

Результаты о характеризации квазипериодичности непрерывных дробей в гиперэллиптиче-
ских полях рациональных функций на кривой без ветвления на бесконечности были получены
в [5]. Они опираются только на теорему Римана-Роха для кривых и стандартные преобразо-
вания для непрерывных дробей.

Следующая теорема дает связь квазипериодичности непрерывной дроби и конечности кру-
чения дивизора (𝑃−∞). Доказательство опирается на лемму 1 и интерпретацию каждого шага
разложения в непрерывную дробь в терминах представления Мамфорда.

Обозначим через 𝜏(𝐺) число делителей многочлена 𝐺(𝑥) в кольце K[𝑥].

Теорема 1. Пусть 𝑃 — K-точка кривой 𝒞 степени 1, не являющаяся точкой ветвления.
Пусть 𝐷0 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑔 кривой 𝒞, не содержащий точ-
ку 𝚤𝑃 в своем носителе. Пусть (𝑉0(𝑥), 𝑈0(𝑥)(𝑥 − 𝑥(𝑃 ))2, 𝑈1(𝑥)) — представление Мамфорда
дивизора 𝐷0+2𝑃 . Тогда непрерывная дробь построенная по квадратичной иррациональности

𝛽 =

√︀
ℎ(𝑥) + 𝑉0(𝑥)

𝑈1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
(1)

квазипериодична, тогда и только тогда, когда порядок точки (𝑃 −∞) на якобиане кривой ̃︀𝒞
конечен. Если этот порядок равен 𝑀 , то период имеет длину не более чем 𝑀𝜏(𝜑(𝑥))2.

Доказательство будет приведено в следующем параграфе.

4. Связь сложения дивизоров и разложения в непрерывную
дробь.

Лемма 3. Пусть 𝐷 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑔, такой что
∞ /∈ Supp𝐷, а 𝑃 ∈ ̃︀𝒞 — K-точка кривой, которая не является точкой ветвления и не
проецируется в особую точку кривой 𝒞, и такая, что 𝚤𝑃 /∈ Supp𝐷. Тогда существует раци-
ональная функция вида

𝐹 =
𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦

𝑈(𝑥)
,

такая что дивизор 𝐸 := 𝐷 + 𝑃 −∞ + (𝐹 ) > 0 имеет степень 𝑔 и эффективен. При этом,
если 𝑄 ∈ Supp(𝐷), то 𝑄 /∈ Supp(𝐸). В случае, когда 𝑄 ∈ Supp(𝐸) и 𝚤𝑄 ∈ Supp(𝐸), точка
𝑄 является либо точкой ветвления, причем кратность вхождения в дивизор 𝐸 не более 1,
либо 𝜋(𝑄) особая точка кривой 𝒞, а 𝑄 и 𝚤𝑄 входят в 𝐸 с одинаковой кратностью равной
𝜈𝑄(𝑔.𝑐.𝑑.(𝑉 (𝑥), 𝜑(𝑥))).
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Доказательство. Рассмотрим представление Мамфорда (𝑉 (𝑥), 𝑈(𝑥), 𝑈(𝑥)) для дивизора
𝐷 + 𝑃 , который по условию леммы является минимальным, причем deg𝑈(𝑥) = 𝑔 + 1 и
deg 𝑉 (𝑥) 6 𝑔. Имеем:

𝑉 (𝑥)− 𝜑(𝑥)̃︀𝑦 = 0 mod (𝑥− 𝑥(𝑄))𝑛𝑄 , для 𝑄 ∈ Supp𝐷 + 𝑃,

Функция 𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦 содержит в своем множестве нулей все точки дивизора 𝚤𝐷 + 𝚤𝑃 с уче-
том кратности. Поскольку 𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦 имеет полюс порядка 2𝑔 + 1 на бесконечности, то
разность дивизора нулей 𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦 и дивизора 𝚤𝐷 + 𝚤𝑃 — эффективный дивизор степени
𝑔. Рассмотрим функцию

𝐹 =
𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦

𝑈(𝑥)

и дивизор 𝐸 — дивизор нулей 𝐹 . Порядок нуля 𝐹 в ∞ равен 1, и 𝐹 имеет дивизор полюсов,
равный 𝐷 + 𝑃 . Откуда мы получаем, что дивизор 𝐸 = 𝐷 + 𝑃 −∞ + (𝐹 ) > 0 равен разности
дивизора нулей 𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)𝑦 и дивизора 𝚤𝐷 + 𝚤𝑃 .

Предположим, что 𝑄 ∈ Supp(𝐷). Тогда 𝜑(𝑥(𝑄)) ̸= 0 и 𝑉 (𝑥(𝑄)) − 𝜑(𝑥(𝑄))̃︀𝑦(𝑄) = 0. Если
𝑄 ∈ Supp(𝐸), то 𝑉 (𝑥(𝑄)) + 𝜑(𝑥(𝑄))̃︀𝑦(𝑄) = 0. Откуда 𝑉 (𝑥(𝑄)) = 𝑦(𝑄) = 0, следовательно,
𝑄 — точка ветвления, то есть нуль 𝑓(𝑥). Аналогичным образом получаем, что если 𝑄 и 𝚤𝑄
принадлежат Supp(𝐸), то 𝑉 (𝑥(𝑄)) − 𝜑(𝑥(𝑄))𝑦(𝑄) = 0 и 𝑉 (𝑥(𝑄)) + 𝜑(𝑥(𝑄))𝑦(𝑄) = 0. Отсюда
𝑉 (𝑥(𝑄)) = 𝜑(𝑥(𝑄))𝑦(𝑄) = 0 и 𝑄 — или точка ветвления, или 𝜋(𝑄) — особая точка. В последнем
случае кратность вхождения 𝑄 и 𝚤𝑄 в 𝐸 равна 𝜈𝑄(𝑔.𝑐.𝑑.(𝑉 (𝑥), 𝜑(𝑥))).

Для точки ветвления 𝑄 в случае 𝜋(𝑄) /∈ 𝒞𝑠 многочлен 𝑉 (𝑥) не может аппроксимировать
униформизующую кольца 𝒪𝑄 (которой является функция вида

√︀
(𝑥− 𝑥(𝑄))) с точностью

более чем первого порядка. Действительно, пусть 𝑓(𝑥) = (𝑥−𝑥(𝑄))𝑓(𝑥), и пусть 𝑉 (𝑥) аппрок-
симирует 𝑦 в точке 𝑄, то есть 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑄)). Тогда

𝑉 (𝑥)− 𝑦 =
√︀
𝑥− 𝑥(𝑄)(𝑉 (𝑥)

√︀
𝑥− 𝑥(𝑄)−

√︁
𝑓(𝑥)).

Поскольку выражение в скобках в точке 𝑄 равно −
√︁
𝑓(𝑥(𝑄)), получаем требуемое. Отсю-

да следует, что точки ветвления входят в дивизор 𝐸 с кратностью не более чем 1. В слу-
чае, если 𝜋(𝑄) ∈ 𝒞𝑠, то аналогичным образом получаем, что ее кратность в 𝐸 не более чем
𝜈𝑄(𝑔.𝑐.𝑑.(𝑉 (𝑥), 𝜑(𝑥))) + 1.

Также заметим, что если 𝑄 ∈ Supp𝐷 — точка ветвления, то она не может входить в
дивизор нулей 𝐹 . Действительно, пусть 𝑈(𝑥) = 𝑈̃(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑄)), тогда

𝐹 =
𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)𝑦

𝑈(𝑥)
=
𝑉 (𝑥)

√︀
𝑥− 𝑥(𝑄) +

√︁
𝑓(𝑥)

𝑈̃(𝑥)
√︀
𝑥− 𝑥(𝑄)

.

Откуда видно, что 𝑄 содержится в дивизоре полюсов 𝐹 с кратностью 1. 2

Лемма 4. Пусть 𝐷 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑔, а 𝑃 — K-точка, не
являющаяся точкой ветвления, и такая, что 𝚤𝑃 /∈ Supp𝐷. Тогда существует рациональная
функция вида

𝐹 =
𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦

𝑈(𝑥)
,

такая что дивизор 𝐸 := 𝐷 + 2(𝑃 −∞) + (𝐹 ) > 0 имеет степень 𝑔 и эффективен.

Доказательство. Доказательство повторяет предыдущую лемму, однако стоит сделать сле-
дующие замечания. Пусть∞ /∈ Supp𝐷. Построим представление Мамфорда (𝑉 (𝑥), 𝑈(𝑥), 𝑈(𝑥))
дивизора 𝐷 + 2𝑃 . Тогда deg𝑈(𝑥) = 𝑔 + 2 и deg 𝑉 (𝑥) 6 𝑔 + 1. Если deg 𝑉 (𝑥) = 𝑔 + 1,
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то 𝜈∞(𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦) = 𝜈∞(𝑉 (𝑥)) = −(2𝑔 + 2) и 𝜈∞(𝐹 ) = 2. Если deg 𝑉 (𝑥) < 𝑔 + 1, то
deg𝑈(𝑥) = deg 𝑓 − deg𝑈(𝑥) = 𝑔 − 1 и 𝜈∞(𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦) = 𝜈∞(𝜑(𝑥)̃︀𝑦) = −(2𝑔 + 1), откуда
𝜈∞(𝐹 ) = 3. Отсюда 𝐸 линейно эквивалентен эффективному дивизору вида 𝐷 +∞, где 𝐷 —
минимален, ∞ /∈ Supp𝐷. Остается последний случай, когда 𝐷 = 𝐷′ +∞. В этом случае, как
в лемме 3, мы строим тройку многочленов, входящих в представление Мамфорда дивизора
𝐷′ + 2𝑃 . Тогда deg𝑈(𝑥) = 𝑔 + 1 и deg 𝑉 (𝑥) 6 𝑔, 𝜈∞(𝑉 (𝑥) + 𝜑(𝑥)̃︀𝑦) = 𝜈∞(𝑦) = −(2𝑔 + 1) и
𝜈∞(𝐹 ) = 1. Тем самым, 𝐷′ + 2𝑃 −∞ линейно эквивалентен эффективному дивизору степени
𝑔, не содержащему ∞ в своем носителе. 2

Пусть 𝐷0 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑔, не содержащий 𝚤𝑃 в носителе
и 𝑐0 = 1. Определим по индукции последовательность эффективных минимальных дивизоров
𝐷𝑘, чисел 𝑐𝑘, а также многочленов 𝜑𝑘(𝑥), 𝑑𝑘(𝑥), 𝑉𝑘(𝑥), 𝑈𝑘(𝑥). При этом 𝜑0(𝑥) = 𝜑(𝑥), 𝑑0(𝑥) = 1,
а 𝑉0(𝑥), 𝑈0(𝑥) — многочлены Мамфорда, построенные по дивизору 𝐷0. По индуктивному
построению 𝐷𝑘 — минимальный эффективный дивизор степени 𝑔, не содержащий в своем
носителе точку 𝚤𝑃 . Определим𝐷𝑘+1. Определим 𝑈̂𝑘(𝑥) из равенства 𝑈𝑘(𝑥) = 𝑈̂𝑘(𝑥)(𝑥−𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘 .

𝛾𝑘−1 :=
𝑑𝑘−2(𝑥)(𝜑𝑘−1

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘−1(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘−1(𝑥)𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
. (2)

Согласно лемме 2 существует единственный многочлен 𝑉 𝑘 степени не выше

deg 𝑑𝑘−1𝑈𝑘(𝑥) + 1,

являющийся решением задачи аппроксимации

𝑉 𝑘(𝑥) = −𝑑𝑘−2(𝑥)𝑉𝑘−1(𝑥) mod 𝑑𝑘−1(𝑥)̂︀𝑈𝑘(𝑥)

𝑉 𝑘(𝑥) = 𝑑𝑘−2(𝑥)𝜑𝑘−1(𝑥)̃︀𝑦 mod (𝑥− 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑃+2.

Пусть 𝑑𝑘(𝑥) = 𝑔.𝑐.𝑑.(𝜑𝑘−1, 𝑉 𝑘)). Покажем, что 𝑑𝑘 и 𝑑𝑘−1 взаимно просты. В противном
случае, 𝑉 𝑘(𝑥) и 𝑑𝑘−1 не взаимно просты, откуда из первого условия аппроксимации 𝑑𝑘−1 не
взаимно прост c 𝑑𝑘−2𝑉𝑘−1, что противоречит взаимной простоте многочлена 𝑑𝑘−1 с 𝑑𝑘−2 (по
предположению индукции) и с 𝑉𝑘−1 соответственно (по построению).

Положим 𝜑𝑘 = 𝜑𝑘−1𝑑𝑘−2/𝑑𝑘 и 𝑉𝑘 = 𝜑𝑘−1/𝑑𝑘. Определим многочлен 𝑈𝑘+1(𝑥) со старшим
коэффициентом 1 и константу 𝑐𝑘 из равенства

𝜑𝑘(𝑥)
2𝑓(𝑥)− 𝑉𝑘(𝑥)2 = 𝑐𝑘𝑈𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))2. (3)

Положим 𝑐𝑘+1 := 𝑐−1
𝑘 𝑐𝑘.

Рассуждая по индукции, получаем 𝑑𝑘−1(𝑥)𝑑𝑘(𝑥)𝜑𝑘(𝑥) = 𝜑(𝑥). Положим

𝐹𝑘 :=
𝜑𝑘(𝑥)̃︀𝑦 + 𝑉𝑘(𝑥)

𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))2
.

Из взаимной простоты 𝑉𝑘 с многочленами 𝑑𝑘−1, 𝑑𝑘(𝑥), 𝜑𝑘(𝑥), получаем, что 𝐹𝑘 обладает моду-
лем m.

Поскольку deg 𝜑(𝑥)2𝑓(𝑥) = 2𝑔 + 1, а степень deg 𝑉𝑘(𝑥)
2 четна и deg 𝑉𝑘(𝑥) 6 𝑔 + 1, то

возможны следующие случаи:

(I) deg 𝑉𝑘 = 𝑔 + 1− deg 𝑑𝑘−1 − deg 𝑑𝑘 и deg𝑈𝑘(𝑥) = 𝑔 − 2 deg 𝑑𝑘−1 deg𝑈𝑘+1(𝑥) = 𝑔 − 2 deg 𝑑𝑘 ,

(II) deg 𝑉𝑘(𝑥) 6 𝑔−deg 𝑑𝑘−1−deg 𝑑𝑘, deg𝑈𝑘(𝑥) = 𝑔−2 deg 𝑑𝑘−1, deg𝑈𝑘+1(𝑥) = 𝑔−2 deg 𝑑𝑘−1,

(III) deg 𝑉𝑘(𝑥) 6 𝑔−deg 𝑑𝑘−1−deg 𝑑𝑘, deg𝑈𝑘(𝑥) = 𝑔−2 deg 𝑑𝑘−1−1, deg𝑈𝑘+1(𝑥) = 𝑔−2 deg 𝑑𝑘.
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Так как 𝐷𝑘 не содержит 𝚤𝑃 в носителе, из условий аппроксимации и леммы 4 дивизор

𝐸𝑘 := (𝐷𝑘 + 2𝑃 − 2∞) + (𝐹𝑘)

является эффективным и не содержит 𝑃 в носителе. Предположим, что 𝐸𝑘 содержит 𝚤𝑃 c
кратностью 𝑛𝑘+1. Положим

𝐷𝑘+1 := 𝐸𝑘 + 𝑛𝑘+1(𝑃 − 𝚤𝑃 ).

В частности, используя соотношение 𝑃 + 𝚤𝑃 ∼m 2∞ в классе линейной эквивалентности,
имеем 𝐷𝑘+1 ∼m 𝐷𝑘 + 2(𝑛𝑘+1 + 1)(𝑃 − ∞) и deg𝐷𝑘+1 = 𝑔 − 2 deg 𝑑𝑘. Имеет место равенство
𝑈𝐷𝑘+1

(𝑥) = 𝑈𝑘+1(𝑥) = 𝑈𝐸𝑘
(𝑥).

Замечание 1. По дивизору 𝐷𝑘+1 однозначно восстанавливается дивизор 𝐷𝑘. Действи-
тельно, 𝑛𝑘+1 — кратность точки 𝑃 в 𝐷𝑘+1. Тогда 𝐸𝑘 = 𝐷𝑘+1+𝑛𝑘+1(𝚤𝑃−𝑃 ) — минимальный
дивизор не содержащий 𝑃 в носителе, а 𝐷𝑘 — единственный эффективный дивизор лежащий
в классе 𝐸𝑘 + 2(𝚤𝑃 −∞) по отношению эквивалентности, определяемым модулем m.

Докажем следующее предложение:

Предложение 1. Пусть 𝛽 = 𝛽0 иррациональность (1) из Теоремы 1, построенная по ди-
визору 𝐷0, 𝛽𝑘 — последовательность неполных частных разложения 𝛽 в непрерывную дробь,
а 𝛾𝑘 — последовательность (2) иррациональностей построенных по дивизору 𝐷0. Предполо-
жим, что 𝑑𝑘 = 1. Тогда имеют место равенства

𝛽𝑘 = 𝛾𝑘 =
𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
, (4)

𝛾𝑘+1(𝛾𝑘 − [𝛾𝑘]) = 1, (5)

[𝛾𝑘] =
𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
, (6)

{𝛾𝑘} =
𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘(𝑥)

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
. (7)

Доказательство. Предположим, что выполнены равенства (6) и (7). Пусть равенство
𝛽𝑘 = 𝛾𝑘 выполнено, покажем что оно выполнено для 𝑘 + 1. Для этого запишем (3) в виде

𝑑𝑘(𝑥)(𝜑𝑘+1(𝑥)
√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘+1(𝑥))

𝑐𝑘+1𝑑𝑘+1(𝑥)𝑈𝑘+2(𝑥)𝜋
·
(𝑑𝑘−1(𝑥)𝜑𝑘(𝑥)

√︀
𝑓(𝑥)− 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥))

𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)𝜋
= 1,

𝑑𝑘(𝑥)(𝜑𝑘+1(𝑥)
√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘+1(𝑥))

𝑐𝑘+1𝑑𝑘+1(𝑥)𝑈𝑘+2(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))

(︃
𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘(𝑥)

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
−

−𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))

)︂
= 1. (8)

Подставив в (8) равенства (6) и (7), получаем

𝛾𝑘+1(𝛾𝑘 − [𝛾𝑘]) = 1,

откуда следует 𝛾𝑘+1 = 𝛽𝑘+1.
Покажем теперь равенства (6) и (7). Заметим, что

deg𝑈𝑘+1 + deg 𝑑𝑘 + 1 > max(deg 𝑑𝑘−1𝑉𝑘, deg 𝑑𝑘+1𝑉𝑘+1). (9)
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Действительно, неравенство может нарушиться только в случае (III). Но этому случаю может
предшествовать только случай (II), откуда следует, что deg 𝑉𝑘(𝑥) 6 𝑔 − deg 𝑑𝑘−1 − deg 𝑑𝑘.

Из условий апроксимации на 𝑉𝑘(𝑥) следует

𝜈𝑃

(︃
𝜑𝑘+1

√︀
𝑓(𝑥)− 𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑐𝑘+1𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))

)︃
> 1,

тем самым, ряд Лорана по 𝜋𝑃 = 𝑥 − 𝑥(𝑃 ) этой квадратичной иррациональности, состоит
только из членов положительной степени. Чтобы доказать, что этот ряд является дробной
частью от 𝛽𝑘 необходимо показать, что ряд по 𝜋𝑃 выражения

𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
= 𝛽𝑘 −

𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘(𝑥)
√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))

содержит только отрицательные члены по 𝜋𝑃 в своем разложении.
По построению

𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥) = 0 mod 𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥).

В точке 𝑃 имеем
𝑑𝑘−1(𝑥(𝑃 ))𝑉𝑘(𝑥(𝑃 )) = 𝑑𝑘−1(𝑥(𝑃 ))𝜑𝑘(𝑥(𝑃 ))̃︀𝑦(𝑃 ) =

= 𝑑𝑘+1(𝑥(𝑃 ))𝜑𝑘+1(𝑥(𝑃 ))̃︀𝑦(𝑃 ) = 𝑑𝑘+1(𝑥(𝑃 ))𝑉𝑘+1(𝑥(𝑃 )) ̸= 0.

Это означает, что

𝐺(𝑥) :=
𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑑𝑘(𝑥)̂︀𝑈𝑘+1(𝑥)

является ненулевым многочленом над K степени не выше

max(deg 𝑑𝑘−1𝑉𝑘(𝑥),deg 𝑑𝑘+1𝑉𝑘+1(𝑥))− deg 𝑈̂𝑘+1(𝑥) 6 𝑛𝑘+1 + 1.

Многочлен 𝐺(𝑥) имеет также степень deg𝐺(𝑥), если его рассматривать как многочлен от
𝑥 − 𝑥(𝑃 ). Отсюда элемент 𝐺(𝑥)/(𝑥 − 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+1+1, рассматриваемый как ряд по 𝜋𝑃 , не имеет
строго положительных степеней 𝜋𝑃 в своем разложении. Более того, так как многочлен 𝐺(𝑥)
не обращается в нуль в точке 𝑥(𝑃 ), то старшая степень ряда Лорана в точности равна 𝑛𝑘+1+1.

Из вышесказанного получаем

[𝛾𝑘] =
𝑑𝑘−1(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘+1(𝑥)𝑉𝑘+1(𝑥)

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
,

{𝛾𝑘} =
𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘(𝑥)

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
.

2

Перейдем к доказательству теоремы 1.
Доказательство. [Доказательство теоремы 1] Предположим, что разложение в непрерыв-
ную дробь квадратичной иррациональности 𝛽 квазипериодично. Согласно предложению 1,
каждому шагу разложения 𝛽 в непрерывную дробь соответствуют следующие данные: дивизор
𝐷𝑘 линейно эквивалентный 𝐷0+2𝑖𝑘(𝑃−∞) (где 𝑖1, 𝑖2, . . . — возрастающая последовательность
натуральных чисел), последовательность многочленов 𝑉𝑘(𝑥), 𝑈𝑘(𝑥), 𝑈𝑘+1(𝑥) и последователь-
ность квадратичных иррациональностей

𝛽𝑘 =
𝑑𝑘−1(𝑥)(𝜑𝑘

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑘𝑑𝑘(𝑥)𝑈𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
.
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Квазипериодичность непрерывной дроби влечет равенство 𝛽𝑘 = 𝑐𝛽𝑙 для некоторых 𝑘 ̸= 𝑙
и константы 𝑐 ̸= 0. Отсюда следует совпадение 𝑑𝑘−1(𝑥)/𝑑𝑘(𝑥) и 𝑑𝑙−1(𝑥)/𝑑𝑙(𝑥) равенство пар
(𝑉𝑘(𝑥), 𝑈𝑘+1(𝑥)) = (𝑉𝑙(𝑥), 𝑈𝑙+1(𝑥)), и соответствующее равенство дивизоров 𝐷𝑘 = 𝐷𝑙. Посколь-
ку 𝐷𝑘 линейно эквивалентен 𝐷0 + 2𝑖𝑘(𝑃 −∞), а 𝐷𝑙 линейно эквивалентен 𝐷0 + 2𝑖𝑙(𝑃 −∞),
отсюда следует, что дивизор 2(𝑖𝑘 − 𝑖𝑙)(𝑃 −∞) линейно эквивалентен нулю.

Пусть теперь точка (𝑃 −∞) на якобиане кривой 𝒞 имеет конечный порядок 𝑀 . Заметим,
что 𝑑𝑘 являются делителями 𝜑(𝑥), в частности, рациональных функций 𝑑𝑘−1(𝑥)/𝑑𝑘(𝑥)— конеч-
ное число, и значит найдется бесконечное число квадратичных иррациональностей 𝛽𝑘𝑖 с оди-
наковыми отношениями 𝑑𝑘𝑖−1(𝑥)/𝑑𝑘𝑖(𝑥). Снова рассмотрим последовательность дивизоров 𝐷𝑘𝑖

линейно эквивалентных 𝐷0+2𝑙𝑖(𝑃 −∞), соответствующих по предложению 1 неполным част-
ным 𝛽𝑘𝑖 . Для бесконечной последовательности дивизоров 𝐷0+2𝑙𝑖(𝑃−∞) найдутся два номера
𝑖 < 𝑗, для которых 𝑙𝑖 = 𝑙𝑗 mod 𝑀 . Это влечет𝐷𝑘𝑖−𝐷𝑘𝑗 ∼m 𝐷0+𝑙𝑖(𝑃−∞)−𝐷0−𝑙𝑗(𝑃−∞) ∼m 0

Поскольку размерность линейной системы минимального эффективного дивизора степени
не выше 𝑔 равна 1, то 𝐷𝑘𝑖 = 𝐷𝑘𝑗 . Из равенства дивизоров следует равенство соответствующих
многочленов Мамфорда, и соответствующее равенство 𝛽𝑘𝑖 = 𝑐𝛽𝑘𝑗 , откуда следует квазипери-
одичность. 2

5. Свойства квазипериода непрерывной дроби

Предложение 2. В предположениях предложения 1 пусть 𝐷𝑘 = ̂︀𝐷𝑘+𝑛𝑘𝑃 — последова-
тельность дивизоров, соответствующая разложению в непрерывную дробь. Предположим,
что для некоторого 𝑙 выполнено 𝐷𝑙 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘+1+𝑛𝑘+1𝑃 , а также выполнены равенства 𝑑𝑘 = 𝑑𝑙−1

и 𝑑𝑘−1 = 𝑑𝑙. Тогда выполнена симметрия для дивизоров

𝐷𝑙+𝑖 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘−𝑖+1 + 𝑛𝑘−𝑖+1𝑃

и квазисимметрия неполных частных разложения в непрерывную дробь

[𝛽𝑙+𝑖] = [𝛽𝑘−𝑖−1]𝑐
(−1)𝑖 .

Если 𝑙 − 𝑘 — четно то разложение в непрерывную дробь симметрично, тогда и только
тогда, когда ̂︀𝐷(𝑘+𝑙)/2 состоит из точек ветвления, не принадлежащих 𝜋−1(𝒞𝑠), и входящих
с кратностью не более чем 1, и выпонено равенство 𝑑(𝑘+𝑙)/2+1 = 𝑑(𝑘+𝑙)/2−1.

Доказательство. Разложению в непрерывную дробь соответствует последовательность ди-
визоров 𝐷𝑘 = ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝑃 , 𝐸𝑘 = ̂︀𝐷𝑘+1 + 𝑛𝑘+1𝚤𝑃 , а также последовательность многочленов Мам-
форда (𝑉𝑘(𝑥), 𝑈̂𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+2, 𝑈̂𝑘+1(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+1) для дивизоров 𝐷𝑘 + 2𝑃 .

Поскольку функция

𝐹𝑘 =
𝑉𝑘(𝑥) + 𝜑𝑘(𝑥)̃︀𝑦
𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))2

имеет дивизор нулей 𝐸𝑘 и дивизор полюсов 𝐷𝑘 + 2𝑃 , то многочлен 𝑉𝑘(𝑥) является решением
следующей задачи аппроксимации:

𝑉𝑘 + 𝜑𝑘̃︀𝑦 = 0 mod 𝑈̂𝑘+1(𝑥),

𝑉𝑘 − 𝜑𝑘̃︀𝑦 = 0 mod (𝑥− 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+𝑛𝑘+1+2.

Последнее сравнение следует из того, что 𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))2 имеет нуль в точке 𝚤𝑃 порядка
𝑛𝑘 + 2, а 𝐹𝑘 имеет нуль в точке 𝚤𝑃 порядка 𝑛𝑘+1. Отсюда следует, что пару многочленов
(𝑉𝑘(𝑥), 𝑈̂𝑘+1(𝑥)(𝑥−𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+1+2) можно рассматривать как решение задачи аппроксимации для
сложения дивизоров 𝚤 ̂︀𝐷𝑘+1+𝑛𝑘+1𝑃 и 2𝑃 , результатом которого является дивизор 𝚤 ̂︀𝐷𝑘 +𝑛𝑘𝚤𝑃 .
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Предположим, что для некоторого 𝑙 выполнено 𝐷𝑙 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘+1 + 𝑛𝑘+1𝑃 (если 𝑙 = 𝑘 + 1, это
условие совпадает с условием на ̂︀𝐷𝑙 из второй части предложения). Из равенств 𝑑𝑘 = 𝑑𝑙−1

и 𝑑𝑘−1 = 𝑑𝑙 следует, что 𝜑𝑘 = 𝜑/(𝑑𝑘𝑑𝑘−1) = 𝜑/(𝑑𝑙−1𝑑𝑙) = 𝜑𝑙. Тогда шагу 𝑙 разложения
в непрерывную дробь соответствуют дивизоры 𝐷𝑙 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘+1 + 𝑛𝑘+1𝑃 , 𝐸𝑙 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝚤𝑃 ,
𝐷𝑙+1 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝑃, Многочлены Мамфорда дивизоров 𝐷𝑙 и 𝐷𝑙+1 равны соответственно
(𝑉𝑘(𝑥), 𝑈̂𝑘+1(𝑥)(𝑥 − 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘) и (𝑉𝑘−1(𝑥), 𝑈̂𝑘(𝑥)(𝑥 − 𝑥(𝑃 ))𝑛𝑘+1). Отсюда, получаем следующие
равенства

𝐷𝑙+1 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝑃,

𝛽𝑙 =
𝑑𝑘(𝜑𝑘

√︀
𝑓(𝑥) + 𝑉𝑘(𝑥))

𝑐𝑑𝑘−1𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
,

[𝛽𝑙] =
𝑑𝑘𝑉𝑘(𝑥) + 𝑑𝑘−2𝑉𝑘−1(𝑥)

𝑐𝑑𝑘−1𝑈𝑘(𝑥)(𝑥− 𝑥(𝑃 ))
=

[𝛽𝑘−1]

𝑐
.

Отсюда следует, равенство 𝐷𝑙+𝑖 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘−𝑖+1+𝑛𝑘−𝑖+1𝑃 и квазисимметрия неполных частных
разложения в непрерывную дробь, то есть [𝛽𝑙+𝑖] = [𝛽𝑘−𝑖−1]𝑐

(−1)𝑖 . Таким образом, совпадение
𝐷𝑙 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘+1 + 𝑛𝑘+1𝑃 приводит к симметрии разложения в непрерывную дробь.

Наличие симметрии для разложения в непрерывную дробь в случае четного 𝑙 − 𝑘 влечет
равенство ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝑃 = 𝐷𝑘 = 𝚤 ̂︀𝐷𝑘 + 𝑛𝑘𝑃,

которое выполняется, если и только если дивизор ̂︀𝐷𝑘 состоит из точек ветвления, входящих
с кратностью не более чем 1 и не проецирующие в особые точки 𝒞. Что доказывает вторую
часть предложения. 2

6. Заключение

Используя законы сложения дивизоров Картье на особой гиперэллиптической кривой, нам
удалось обобщить результаты работы [6] на более общий класс квадратичных иррационально-
стей, чем тот, что рассматривался в указанной работе. А именно, мы получаем доказательство
теоремы об эквивалентности условия квазипериодичности непрерывной дроби квадратичной
иррациональности и условия конечности порядка точки 𝑃 − ∞ на якобиане нормализации
кривой 𝒞. Что касается оценки на квазипериод, то можно получить аналогичные результаты,
однако они будут несколько хуже, из-за наличия дополнительных множителей в разложении
в непрерывную дробь, которые являются делителями многочлена ℎ(𝑥). Что касается необхо-
димых и достаточных условий для квазисимметричности разложения в непрерывную дробь,
то здесь мы получили критерии, которые аналогичны критериям, полученным в работе [6]
(см. Предложение 3 [6]), тем не менее, непостредственного аналога наиболее простого крите-
рия, указанного в Теореме 3 работы [6], по-видимому, не существует.
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Аннотация

В работе получена теорема геометризации для систем счисления, где основанных на
жадных разложениях знаменатели подходящих дробей произвольного иррационального
числа, большего нуля, но меньшего единицы.

Знаменатели {𝑄𝑖(𝛼)} подходящих дробей произвольного иррационального 𝛼 ∈ (0; 1)
дают способ представления любого натурального числа в виде разложения Островского-

Цеккендорфа 𝑛 =
𝑘∑︀

𝑖=0

𝑧𝑖(𝛼, 𝑛)𝑄𝑖(𝛼) с естественными условиями на 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛), описываемыми

при помощи неполных частных 𝑞𝑖(𝛼). В случае 𝛼 =
√
5−1
2 получается хорошо известная

ситстема счисления Фибоначчи. Если же 𝛼 =

√
𝑔2+4−𝑔

2 , где 𝑔 > 2, то соответсвующее раз-
ложение порождает представление натуральных чисел в обобщенных системах счисления
Фибоначчи.

Настоящая работа посвящена изучению множеств Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙), состоящих из натураль-
ных чисел, имеющих заданное окончание представления в виде разложения Островского-
Цеккендорфа. Основным результатом работы является теорема геометризации, описыва-
ющая множества Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) в терминах дробных долей вида {𝑛𝛼}. В частности, для
любого допустимого окончания (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) существуют эффективно вычислимые 𝑎, 𝑏 ∈ Z
такие, что 𝑛 ∈ Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙), тогда и только тогда, когда дробная доля {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)},
где 𝑖0(𝛼) = max {𝛼, 1− 𝛼}, принадлежит отрезку [{𝑎𝛼}; {𝑏𝛼}]. Данная теорема обобща-
ет теоремы о геометризации классической и обобщенных системы счисления Фибоначчи,
доказанные авторами ранее.

Ключевые слова: системы счисления, представление Островского-Цеккендорфа, теоре-
ма геометризации.
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GEOMETRIZATION OF NUMERATION SYSTEMS
А. А. Zhukova (Vladimir), A. V. Shutov (Vladimir)

Abstract

We obtain geometrization theorem for numeration systems based on greedy expansions oа
natural numbers on denomirators of partial convergents of an arbitrary irrational 𝛼 from the
interval (0; 1).

More precisely, denomirators {𝑄𝑖(𝛼)} of partial convergents of an arbitrary irrational
𝛼 ∈ (0; 1) generate Ostrowski-Zeckendorf representations of natural numbers. These represen-

tations have the form 𝑛 =
𝑘∑︀

𝑖=0

𝑧𝑖(𝛼, 𝑛)𝑄𝑖(𝛼) with natural conditions on 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) described

in the terms of partial quotients 𝑞𝑖(𝛼). In the case 𝛼 =
√
5−1
2 we obtain well-known

Fibonacci numeration system. For 𝛼 =

√
𝑔2+4−𝑔

2 with 𝑔 > 2 corresponding expansion is called
representation of natural numbers in generalized Fibonacci numeration system.
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In the paper we study the sets Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙), of natural numbers with given ending of
Ostrowski-Zeckendorf representation. Our main result is the geometrization theorem, describing
the sets Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) in the terms of fractional parts of the form {𝑛𝛼}. Particularly,for
any admissible ending (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) there exist efffectively computable 𝑎, 𝑏 ∈ Z such that
𝑛 ∈ Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙), if and only if the fractional part{(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)}, 𝑖0(𝛼) = max {𝛼; 1− 𝛼},
lies in the segment [{𝑎𝛼}; {𝑏𝛼}]. This result generalizes geometrization theorems for classical
and generalized Fibonacci numeration systems, proved by authors earlier.

Keywords: numeration systems, Ostrowski-Zeckendorf representation, geometrization theo-
rem.

Bibliography: 33 titles.

1. Введение

Пусть 𝛼 ∈ (0; 1) — иррационально и имеет разложение в цепную дробь вида

𝛼 =
1

𝑞1(𝛼) +
1

𝑞2(𝛼)+
1

𝑞3(𝛼)+...

,

или, более коротко,
𝛼 = [0; 𝑞1(𝛼), 𝑞2(𝛼), 𝑞3(𝛼), ...).

Пусть {𝑄𝑖(𝛼)} – последовательность знаменателей подходящих дробей к 𝛼. Хорошо известно
[3], что любое натуральное число 𝑛 может быть представлено в виде

𝑛 =

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑧𝑖(𝛼, 𝑛)𝑄𝑖(𝛼),

где 𝑧0(𝛼, 𝑛) 6 𝑞1(𝛼) − 1, а 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) 6 𝑞𝑖+1(𝛼) при 𝑖 > 1, причем из того, что 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) = 𝑞𝑖+1(𝛼)
следует, что 𝑧𝑖−1(𝛼, 𝑛) = 0. Данное разложение, часто называемое разложением Островского-
Цеккендорфа, может быть построено по так называемому жадному алгоритму.

Набор (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) будем называть 𝛼-допустимым, если 𝑧0 6 𝑞1(𝛼) − 1, 𝑧𝑖 6 𝑞𝑖+1(𝛼) при
𝑖 > 1, причем из 𝑧𝑖 = 𝑞𝑖+1(𝛼) следует, что 𝑧𝑖−1 = 0. Пусть (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) – 𝛼-допустимый набор.
Определим множество Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) = {𝑛 ∈ Z, 𝑛 > 0, 𝑧0(𝛼, 𝑛) = 𝑧0, . . . , 𝑧𝑙(𝛼, 𝑛) = 𝑧𝑙}.

Множество Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) является примером так называемой квазирешетки. В последние
годы появилось много работ, посвященных решению различных теоретико-числовых задач
над квазирешетками [14], [16], [17], [19], [20], [25].

В частности, В. Г. Журавлев в работе [18] рассмотрел множество Z(0) в случае 𝛼=𝜏=
√
5−1
2

и решил на этом множестве бинарную аддитивную задачу, а также получил оценки тригоно-
метрических сумм по этому множеству. Метод В.Г. Журавлева основывался на использовании
так называемого ∘-умножения Фибоначчи–Кнута–Матиясевича [1], [22], [23] и на существова-

нии специального отображения 𝛿 из ∘-кольца Фибоначчи в кольцо Z
[︁
1+

√
5

2

]︁
. Позднее И.К.

Швагирева [24], используя этот метод, решила бинарную аддитивную задачу на множестве

Z(0, . . . , 0) в случае 𝛼 = 𝜏𝑔 =

√
𝑔2+4−𝑔

2 , где 𝑔 > 2, для любого числа нулей.
Множества Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) в важных частных случаях 𝛼 = 𝜏 и 𝛼 = 𝜏𝑔 изучались в работах

[12] и [13] соответственно. В данных работах было показано, что множество Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) допус-
кает достаточно простое геометрическое описание: замыкание образа данного множства под
действием отображения 𝜒(𝑛) = {(𝑛+1)𝜏} (𝜒(𝑛) = {(𝑛+1)𝜏𝑔}) представляет собой некоторый
эффективно вычислимый отрезок. Данный факт был использован для решения ряда аналогов
классических теоретико-числовых задач, рассматриваемых в числах из данных множеств.
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Целью настоящей работы является обобщение описанного результата на случай произволь-
ного иррационального 𝛼 ∈ (0; 1). Пусть 𝜒(𝛼, 𝑛) = {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)}, где 𝑖0(𝛼) = max {𝛼; 1− 𝛼}.
Для произвольного 𝛼-допустимого набора (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) определим множество

X(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) = {𝜒(𝛼, 𝑛) : 𝑛 ∈ Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙)}.

Нами получен следующий результат.
Теорема. Для произвольного 𝛼-допустимого набора (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) множество X(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙)

представляет собой отрезок вида [{𝑎𝛼}; {𝑏𝛼}] с эффективно вычислимыми 𝑎, 𝑏 ∈ Z.
Отметим, что множество отрезков X(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙), где 𝑧0, ..., 𝑧𝑙, пробегая все допустимые на-

боры значений, порождает разбиение Til(𝑙) отрезка [0; 1]. Соответствующие разбиения и их
приложения к задачам равномерного распределения дробных долей линейной функции рас-
сматривались в работах [5], [15], [26]–[28], [30]–[32]. Эти разбиения также тесно связаны с так
называемой гипотезой Штейнгауза, утверждаюшей, что для любого целого 𝑁 и иррациональ-
ного 𝛼 точки {𝑖𝛼}, где 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 , разбивают интервал (0; 1) на интервалы не более, чем трех
различных длин [4].

Пусть 𝐼 ⊂ [0; 1] – некоторый отрезок, N(𝛼, 𝐼) = {𝑛 ∈ N : {𝑛𝛼} ∈ 𝐼}. Полученная нами тео-
рема показывает, что множества вида Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) фактически являются частными случаями
множеств N(𝛼, 𝐼). Отметим, что в работе [29] была решена линейная аддитивная задача для
чисел из множеcтв N(𝛼, 𝐼). Далее в работах [6]–[11] в случае квадратичной иррационально-
сти 𝛼 для чисел из N(𝛼, 𝐼) были решены аналоги проблем Гольдбаха, Варинга и Хуа-Локена,
а также получен аналог теоремы Лагранжа о четырех квадратах. Таким образом, получен-
ная нами характеризация может быть использована для решения ряда задач теории чисел в
числах, принадлежащих множествам Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙).

2. Доказательство некоторых соотношений для числителей и зна-
менателей подходящих дробей

Для любого иррационального 𝛼 ∈ (0; 1) определим 𝑑1𝛼 выражением

𝑑1𝛼 =

{︂
𝛼

1−𝛼 , если 0 < 𝛼 < 1
2 ,

2𝛼−1
𝛼 , если 1

2 < 𝛼 < 1.

Предложение 1. Справедливо равенство

𝑑1𝛼 =

⎧⎨⎩
[0; 𝑞1(𝛼)− 1, 𝑞2(𝛼), 𝑞3(𝛼), ...) , если 𝑞1(𝛼) > 2,
[0; 1, 𝑞2(𝛼)− 1, 𝑞3(𝛼), ...) , если 𝑞1(𝛼) = 1, 𝑞2(𝛼) > 2,
[0; 𝑞3(𝛼) + 1, 𝑞4(𝛼), 𝑞5(𝛼), ...) , если 𝑞1(𝛼) = 1, 𝑞2(𝛼) = 1,

где 𝑞1(𝛼), 𝑞2(𝛼), . . . — неполные частные разложения 𝛼 в цепную дробь.

Доказательство. Данное предложение доказано в работах [2], [32].
Обозначим через 𝑃𝑖(𝛼) и 𝑄𝑖(𝛼) — числители и знаменатели подходящих дробей числа 𝛼.

Для них при всех 𝑖 > 1 справедливы рекуррентные соотношения

𝑃𝑖(𝛼) = 𝑞𝑖(𝛼)𝑃𝑖−1(𝛼) + 𝑃𝑖−2(𝛼), (1)

где 𝑃−1(𝛼) = 1, 𝑃0(𝛼) = 𝑞1(𝛼);

𝑄𝑖(𝛼) = 𝑞𝑖(𝛼)𝑄𝑖−1(𝛼) +𝑄𝑖−2(𝛼), (2)

где 𝑄−1(𝛼) = 0, 𝑄0(𝛼) = 1.
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Обозначим через 𝑖0(𝛼) — максимальное из двух значений 𝛼 и 1−𝛼, через ‖𝑥‖ — расстояние
до ближайшего целого, т.е.

𝑖0(𝛼) = max{𝛼, 1− 𝛼}; ‖𝑥‖ =
{︂

{𝑥}, если {𝑥} < 1
2 ,

1− {𝑥}, если {𝑥} > 1
2 .

Сформулируем и докажем предложение, отражающее связь знаменателей подходящих дробей
чисел 𝛼 и 𝑑1𝛼.

Предложение 2. Для любого иррационального 𝛼 = [0; 𝑞1(𝛼), 𝑞2(𝛼), 𝑞3(𝛼), ...) справедливы
равенства

𝑄𝑖(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑖

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= (−1)𝑖−1‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖

при 𝑞1(𝛼) > 2 и 𝑖 > 1;
𝑄𝑖(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑖

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= (−1)𝑖‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖ (3)

при 𝑞1(𝛼) = 1, 𝑞2(𝛼) > 2 и 𝑖 > 1;

𝑄𝑖(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑖−2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= (−1)𝑖‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖

при 𝑞1(𝛼) = 1, 𝑞2(𝛼) = 1 и 𝑖 > 2;

𝑄1(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄−1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 1− ‖𝛼𝑄1(𝛼)‖

при 𝑞1(𝛼) = 1, 𝑞2(𝛼) = 1.

Доказательство. Методом математической индукции докажем равенство (3). Все
остальные тождества доказываются аналогично.

При 𝑖 = 1 должно выполняться равенство

𝑄1(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= −‖𝛼𝑄1(𝛼)‖.

Используя рекуррентное соотношение (2), находим 𝑄1(𝛼) = 𝑄1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 1,

𝑄1(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= −(1− 𝛼), −‖𝛼𝑄1(𝛼)‖ = −‖𝛼‖ = −(1− 𝛼),

так как если 𝑞1(𝛼) = 1, то 1
2 < 𝛼 < 1.

Таким образом, равенство (3) верно при 𝑖 = 1.
Убедимся в справедливости этого равенства при 𝑖 = 2, т.е. что

𝑄2(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= ‖𝛼𝑄2(𝛼)‖. (4)

Вначале найдем 𝑄2(𝛼) = 𝑞2(𝛼) + 1 и 𝑄2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑞2(𝛼), используя формулу (2), и зная, что

𝑞2
(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑞2(𝛼) − 1. Подставим полученные выражения для 𝑄2(𝛼) и 𝑄2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
в левую часть

равенства (4), тогда

𝑄2(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= (𝑞2(𝛼) + 1)𝛼− 𝑞2(𝛼) =

𝑟2(𝛼)

𝑞2(𝛼) + 𝑟2(𝛼) + 1
,

так как число 𝛼 можно записать в виде 1
1+ 1

𝑞2(𝛼)+𝑟2(𝛼)

, где 0 < 𝑟2(𝛼) < 1, 𝑞2(𝛼) > 2, а, следова-

тельно, 𝛼 = 𝑞2(𝛼)+𝑟2(𝛼)
𝑞2(𝛼)+𝑟2(𝛼)+1 .

Правая часть равенства (4) при заданных условиях принимает вид

‖𝛼𝑄2(𝛼)‖ =
⃦⃦⃦⃦
(𝑞2(𝛼) + 1) · 𝑞2(𝛼) + 𝑟2(𝛼)

𝑞2(𝛼) + 𝑟2(𝛼) + 1

⃦⃦⃦⃦
=

𝑟2(𝛼)

𝑞2(𝛼) + 𝑟2(𝛼) + 1
.
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Итак, соотношение (4) верно при 𝑖 = 2.
Предположим, что равенство (3) выполняется при 𝑖 = 𝑘 − 2 и 𝑖 = 𝑘 − 1, и докажем его

справедливость при 𝑖 = 𝑘, т.е.

𝑄𝑘(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑘

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= (−1)𝑘‖𝛼𝑄𝑘(𝛼)‖. (5)

Пользуясь рекуррентным соотношением (2), распишем 𝑄𝑘(𝛼) и 𝑄𝑘

(︀
𝑑1𝛼

)︀
, учитывая, что

𝑞𝑘
(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑞𝑘(𝛼) при всех 𝑘 > 2:

𝑄𝑘(𝛼) = 𝑞𝑘(𝛼)𝑄𝑘−1(𝛼) +𝑄𝑘−2(𝛼)

и
𝑄𝑘

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑞𝑘(𝛼)𝑄𝑘−1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
+𝑄𝑘−2

(︀
𝑑1𝛼

)︀
.

Подставим данные выражения в левую часть соотношения (5) и получим

𝑄𝑘(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑘

(︀
𝑑1𝛼

)︀
=

= 𝑞𝑘(𝛼)
(︀
𝑄𝑘−1(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑘−1(𝑑

1𝛼)
)︀
+
(︀
𝑄𝑘−2(𝛼)𝑖0(𝛼)−𝑄𝑘−2(𝑑

1𝛼)
)︀
=

= 𝑞𝑘(𝛼) · (−1)𝑘−1‖𝛼𝑄𝑘−1(𝛼)‖+ (−1)𝑘−2‖𝛼𝑄𝑘−2(𝛼)‖, (6)

т.к. по предположению индукции равенство (3) справедливо при 𝑖 = 𝑘− 2 и 𝑖 = 𝑘− 1. Правая
же часть равенства (5), с использованием тождества

‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖ = (−1)𝑖 (𝛼𝑄𝑖(𝛼)− 𝑃𝑖(𝛼)) , (7)

и равенств (1) и (2), приводится к виду

(−1)𝑘‖𝛼𝑄𝑘(𝛼)‖ = (−1)𝑘 · (−1)𝑘 (𝛼𝑄𝑘(𝛼)− 𝑃𝑘(𝛼)) =

= 𝑞𝑘(𝛼) (𝛼𝑄𝑘−1(𝛼)− 𝑃𝑘−1(𝛼)) + (𝛼𝑄𝑘−2(𝛼)− 𝑃𝑘−2(𝛼)) =

= 𝑞𝑘(𝛼) · (−1)𝑘−1‖𝛼𝑄𝑘−1(𝛼)‖+ (−1)𝑘−2‖𝛼𝑄𝑘−2(𝛼)‖. (8)

Из равенств (6) и (8) следует справедливость тождества (5), а, следовательно, и справедли-
вость соотношения (3) при любых 𝑖 > 1.

Далее нам также потребуется следующее утверждение.

Предложение 3. При всех натуральных 𝑖 и 𝑚 справедливо неравенство

𝑞𝑖+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖+ 𝑞𝑖+3(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2(𝛼)‖+ . . .+

+𝑞𝑖+2𝑚+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚(𝛼)‖ < ‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖.
Доказательство. Заметим, что при всех 𝑖 > 2 справедливо равенство

‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖−2(𝛼)‖ − 𝑞𝑖(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖. (9)

Из равенства (9) следует, что при всех 𝑖 > 2

𝑞𝑖(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖−2(𝛼)‖ − ‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖,

поэтому при 𝑖 > 1
𝑞𝑖+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖ − ‖𝛼𝑄𝑖+1(𝛼)‖,
𝑞𝑖+3(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖+1(𝛼)‖ − ‖𝛼𝑄𝑖+3(𝛼)‖,

...

𝑞𝑖+2𝑚+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚−1(𝛼)‖ − ‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚+1(𝛼)‖.
Сложив левые и правые части записанных выше равенств, получим, что

𝑞𝑖+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖+ 𝑞𝑖+3(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2(𝛼)‖+ . . .+ 𝑞𝑖+2𝑚+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚(𝛼)‖ =

= ‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖ − ‖𝛼𝑄𝑖+2𝑚+1(𝛼)‖ < ‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖.
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3. Оценка разности чисел, имеющих заданное разложение

Разложим натуральное число 𝑛 в системе счисления 𝑄𝑖(𝛼), где 𝑞1(𝛼) > 2, и получим

𝑛 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑧𝑖(𝛼, 𝑛)𝑄𝑖(𝛼), (10)

где 𝑧0(𝛼, 𝑛) 6 𝑞1(𝛼) − 1, а 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) 6 𝑞𝑖+1(𝛼) при 𝑖 > 1, причём из того, что 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) = 𝑞𝑖+1(𝛼)
следует, что 𝑧𝑖−1(𝛼, 𝑛) = 0. Пусть

←−𝑛 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑧𝑖
(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
𝑄𝑖

(︀
𝑑1𝛼

)︀
, (11)

где 𝑧𝑖
(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
= 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) при 𝑖 > 0, если 𝑧0(𝛼, 𝑛) 6 𝑞1(𝛼)− 2;

𝑧0
(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
= 𝑧0(𝛼, 𝑛)− 1, а 𝑧𝑖

(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
= 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) при 𝑖 > 1, если 𝑧0(𝛼, 𝑛) = 𝑞1(𝛼)− 1.

Предложение 4. Пусть 𝑛 и ←−𝑛 при 0 < 𝛼 < 1
2 имеют разложения (10) и (11), соот-

ветственно. Тогда

𝛼 < (𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 < 1, если 𝑧0(𝛼, 𝑛) 6 𝑞1(𝛼)− 2, (12)

и
1 < (𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 < 1 + 𝛼, если 𝑧0(𝛼, 𝑛) = 𝑞1(𝛼)− 1. (13)

Доказательство. Пользуясь равенствами (10) и (11), преобразуем разность

(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛

к виду

𝑖0(𝛼) +

𝑘∑︁
𝑖=0

(︀
𝑧𝑖(𝛼, 𝑛)𝑄𝑖(𝛼)𝑖0(𝛼)− 𝑧𝑖

(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
𝑄𝑖

(︀
𝑑1𝛼

)︀)︀
. (14)

Докажем неравенство (12). Если 𝑧0(𝛼, 𝑛) 6 𝑞1(𝛼) − 2, где 𝑞1(𝛼) > 2, то по условию
𝑧𝑖
(︀
𝑑1𝛼, 𝑛

)︀
= 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) при 𝑖 > 0 и, пользуясь утвержением предложения 2, выражение (14)

можно переписать в виде

1− 𝛼− 𝛼𝑧0(𝛼, 𝑛) + 𝑧1(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄1(𝛼)‖ − 𝑧2(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2(𝛼)‖+

+𝑧3(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄3(𝛼)‖ − . . .+ (−1)𝑘−1𝑧𝑘(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄𝑘(𝛼)‖. (15)

Для того, чтобы получить оценку сверху выражения (15), отбросим все отрицательные сла-
гаемые, начиная с 𝛼𝑧0(𝛼, 𝑛). Пользуясь ограничением на 𝑧𝑖(𝛼, 𝑛) и предложением 3, получим,
что

(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 6 1− 𝛼+ 𝑧1(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄1(𝛼)‖+ 𝑧3(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄3(𝛼)‖+

+ . . .+ 𝑧2𝑚+1(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2𝑚+1(𝛼)‖ 6 1− 𝛼+ 𝑞2(𝛼)‖𝛼𝑄1(𝛼)‖+

+𝑞4(𝛼)‖𝛼𝑄3(𝛼)‖+ . . .+ 𝑞2𝑚+2(𝛼)‖𝛼𝑄2𝑚+1(𝛼)‖ < 1− 𝛼+ ‖𝛼𝑄0(𝛼)‖ = 1,

где 𝑘 − 1 6 2𝑚+ 1 6 𝑘.
Сделаем оценку снизу выражения (𝑛+1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 , отбросив все положительные слагаемые,

начиная с 𝑧1(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄1(𝛼)‖, в выражении (15). Имеем

(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 > 1− 𝛼− 𝛼𝑧0(𝛼, 𝑛)− 𝑧2(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2(𝛼)‖−
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− . . .− 𝑧2𝑚(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2𝑚(𝛼)‖,

где 𝑘 − 1 6 2𝑚 6 𝑘. Применим предложение 3 к

𝛼𝑧0(𝛼, 𝑛) + 𝑧2(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2(𝛼)‖+ 𝑧4(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄4(𝛼)‖+ . . .+ 𝑧2𝑚(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2𝑚(𝛼)‖ 6

6 𝛼 (𝑞1(𝛼)− 2) + 𝑞3(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2(𝛼)‖+ 𝑞5(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄4(𝛼)‖+

+ . . .+ 𝑞2𝑚+1(𝛼, 𝑛)‖𝛼𝑄2𝑚(𝛼)‖ < 𝛼𝑞1(𝛼)− 2𝛼+ ‖𝛼𝑞1(𝛼)‖,

и найдем, что

(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)−←−𝑛 > 1− 𝛼− 𝛼𝑞1(𝛼) + 2𝛼− ‖𝛼𝑞1(𝛼)‖ = 1 + 𝛼(1− 𝑞1(𝛼))− ‖𝛼𝑞1(𝛼)‖ >

> 1 +
1− 𝑞1(𝛼)

𝑞1(𝛼) + 𝑟1(𝛼)
−
⃦⃦⃦⃦

𝑞1(𝛼)

𝑞1(𝛼) + 𝑟1(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
=

1

𝑞1(𝛼) + 𝑟1(𝛼)
= 𝛼,

т.к. 𝛼 = 1
𝑞1(𝛼)+𝑟1(𝛼)

, где 0 < 𝑟1(𝛼) < 1 и 𝑞1(𝛼) > 2. Таким образом, неравенство (12) доказано.
Неравенство (13) доказыватся аналогично.

4. Определение и свойства разбиения единичного отрезка

Пусть имеется некоторое разбиение 𝑇𝑖𝑙 отрезка [0; 1] на части, длины которых 𝑠 и 𝑙, причем
𝑠 < 𝑙. Введем два преобразования 𝐵1 и 𝐵2 данного разбиения.

Преобразование 𝐵1 (𝑇𝑖𝑙)) состоит в откладывании отрезка длины 𝑠 от левых концов всех
отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙. В результате получим новое разбиение, начинающееся с наименьшего
из отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙, и имеющее число частей большее, чем 𝑇𝑖𝑙.

При выполнении преобразования 𝐵2 (𝑇𝑖𝑙) от правых концов всех отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙
откладывается отрезок длины 𝑠. Новое разбиение вновь будет иметь больше отрезков, чем
разбиение 𝑇𝑖𝑙, причем крайним правым отрезком нового разбиения является наименьший из
отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙.

Введем обозначение 𝜎(𝑛, 𝛼) =
𝑛∑︀

𝑖=1
𝑞𝑖(𝛼), где 𝑞𝑖(𝛼) — неполные частные разложения числа 𝛼

в цепную дробь.
Пусть 0 < 𝛼 < 1

2 . Рассмотрим разбиение 𝑇𝑖𝑙0(𝛼) отрезка [0; 1], состоиящее из двух отрезков
[0;𝛼] и [𝛼; 1]. Индуктивно определим разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑚+1(𝛼), получаемое из разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)
с помощью преобразования 𝐵, задаваемого следующим образом:

𝐵 (𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)) = 𝐵1 (𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)) , (16)

если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 2 или 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 2;

𝐵 (𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)) = 𝐵2 (𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)) , (17)

если 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 2.
Длины коротких отрезков 𝑠𝑚(𝛼) и длинных отрезков 𝑙𝑚(𝛼) разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) находятся

по следующим формулам.

Предложение 5. Если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 2, то

𝑠𝑚(𝛼) = 𝛼, 𝑙𝑚(𝛼) = 1− (𝑚+ 1)𝛼; (18)

если 𝜎(𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(𝑛+ 1, 𝛼)− 2, то

𝑠𝑚(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖, 𝑙𝑚(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛−1(𝛼)‖ − (𝑚+ 1− 𝜎(𝑛, 𝛼)) ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖. (19)
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Доказательство. Согласно определению, разбиение 𝑇𝑖𝑙0(𝛼) состоит из двух отрезков,
длины которых 𝑠0(𝛼) = 𝛼 и 𝑙0(𝛼) = 1− 𝛼, значит при 𝑚 = 0 формулы (18) верны.

Предположим, что равенства (18) верны при 𝑚 = 𝑘, где 𝑘 6 𝑞1(𝛼) − 2, т.е. 𝑠𝑘(𝛼) = 𝛼, и
𝑙𝑘(𝛼) = 1− (𝑘 + 1)𝛼. Докажем справедливость формул (18) при 𝑚 = 𝑘 + 1.

Разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼) получается из разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) с помощью преобразования 𝐵. По
условию 0 < 𝛼 < 1

2 , т.е. 𝛼 = 1
𝑞1(𝛼)+𝑟1(𝛼)

, где 0 < 𝑟1(𝛼) < 1, 𝑞1(𝛼) > 2. Из равенства
𝛼𝑞1(𝛼)+𝛼𝑟1(𝛼) = 1 следует, что в отрезке единичной длины помещается 𝑞1(𝛼) отрезков длины
𝛼 и еще один отрезок, длина которого меньше, чем 𝛼.

Рассмотрим случай, когда 𝑘 6 𝑞1(𝛼)−3, тогда 1−(𝑘+2)𝛼 > 1−𝛼𝑞1(𝛼)+𝛼 = 𝛼+𝛼𝑟1(𝛼) > 𝛼.
Таким образом, отрезок [0; 1] будет состоять из 𝑘+2 отрезков длины 𝛼 и одного отрезка длины
1− (𝑘+2)𝛼 > 𝛼, поэтому 𝑠𝑘+1(𝛼) = 𝛼, а 𝑙𝑘+1(𝛼) = 1− (𝑘+2)𝛼, т.е. при 𝑘 6 𝑞1(𝛼)− 3 формулы
(18) верны.

Теперь предположим, что равенства (18) выполняются при𝑚 = 𝑘, где 𝑘 = 𝑞1(𝛼)−2, т.е. если
𝑠𝑘(𝛼) = 𝛼, 𝑙𝑘(𝛼) = 𝛼𝑟1(𝛼)+𝛼. После выполнения преобразования 𝐵 отрезок 𝑙𝑘(𝛼) распадется на
два отрезка, длины которых 𝛼 и 𝛼𝑟1(𝛼). Очевидно, что 𝛼 > 𝛼𝑟1(𝛼), поэтому короткие отезки
разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) станут длинными отрезками разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), т.е. 𝑙𝑘+1(𝛼) = 𝑠𝑘(𝛼), а
короткие отрезки 𝑠𝑘+1(𝛼) = 𝑙𝑘(𝛼)− 𝑠𝑘(𝛼).

Аналитические выражения для 𝑙𝑘+1(𝛼) и 𝑠𝑘+1(𝛼) будут следующими:

𝑙𝑘+1(𝛼) = 𝛼 = ‖𝛼𝑄0(𝛼)‖ − (𝑘 + 2− 𝑞1(𝛼)) ‖𝛼𝑄1(𝛼)‖;

𝑠𝑘+1(𝛼) = 1− 𝛼𝑞1(𝛼) = ‖𝛼𝑄−1(𝛼)‖ − 𝑞1(𝛼)‖𝛼𝑄0(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄1(𝛼)‖,

т.к. при любых 𝑖 > 1 справедливо равенство

‖𝛼𝑄𝑖(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑖−2(𝛼)‖ − 𝑞𝑖(𝛼)‖𝛼𝑄𝑖−1(𝛼)‖. (20)

Итак, при всех 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 1 утверждение предложения 5 справедливо.
Предположим, что соотношения (19) верны при 𝑚 = 𝑘, где 𝜎(𝑛, 𝛼)−1 6 𝑚 6 𝜎(𝑛+1, 𝛼)−2,

т.е.
𝑠𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖, 𝑙𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛−1(𝛼)‖ − (𝑘 + 1− 𝜎(𝑛, 𝛼)) ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖

и докажем их справедливость при 𝑚 = 𝑘 + 1.
Рассмотрим случай, когда 𝜎(𝑛, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(𝑛 + 1, 𝛼) − 3, где 𝑞𝑛+1(𝛼) > 3. Так как

при любом 𝑖 > 1 справедливо равенство (20), то внутри отрезка 𝑙𝑘(𝛼) точно уместится еще не
менее двух отрезков 𝑠𝑘(𝛼), поэтому 𝑠𝑘+1(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖, а

𝑙𝑘+1(𝛼) = 𝑙𝑘(𝛼)− 𝑠𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛−1(𝛼)‖ − (𝑘 + 2− 𝜎(𝑛, 𝛼)) ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖.

В случае, когда 𝑘 = 𝜎(𝑛 + 1, 𝛼) − 2, после выполнения преобразования 𝐵 над над разбие-
нием 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼), все короткие отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) станут длинными отрезками разбиения
𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), а короткие будут равны разности длин 𝑙𝑘(𝛼) и 𝑠𝑘(𝛼), т. е.

𝑙𝑘+1(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖ − (𝑘 + 2− 𝜎(𝑛+ 1, 𝛼)) ‖𝛼𝑄𝑛+1(𝛼)‖,

а
𝑠𝑘+1(𝛼) = ‖𝛼𝑄𝑛−1(𝛼)‖ − 𝑞𝑛+1(𝛼)‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖ = ‖𝛼𝑄𝑛+1(𝛼)‖,

в силу равенства (20).
Таким образом, утверждение предложения 5 справедливо при любых 𝑚.
Подсчитать количество 𝑆𝑚(𝛼) коротких 𝑠𝑚(𝛼) и 𝐿𝑚(𝛼) длинных 𝑙𝑚(𝛼) отрезков разбиения

𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) можно, воспользовавшись следующим предложением.



ГЕОМЕТРИЗАЦИЯ СИСТЕМ СЧИСЛЕНИЯ 229

Предложение 6. Если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 2, то

𝑆𝑚(𝛼) = 𝑚+ 1, 𝐿𝑚(𝛼) = 1; (21)

если 𝜎(𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(𝑛+ 1, 𝛼)− 2,

𝑆𝑚(𝛼) = 𝑄𝑛−1(𝛼) + (𝑚+ 1− 𝜎(𝑛, 𝛼))𝑄𝑛(𝛼), 𝐿𝑚(𝛼) = 𝑄𝑛(𝛼). (22)

Доказательство. Разбиение 𝑇𝑖𝑙0(𝛼) состоит из одного короткого и одного длинного
отрезков, поэтому равенства (21) верны при 𝑚 = 0.

Предположим, что формулы (21) верны при 𝑚 = 𝑘, где 0 6 𝑘 6 𝑞1(𝛼)− 3 и 𝑞1(𝛼) > 3, т.е.
𝑆𝑘(𝛼) = 𝑘 + 1, 𝐿𝑘(𝛼) = 1. Докажем справедливость равенств (21) при 𝑚 = 𝑘 + 1.

По условию единичный отрезок состоит из 𝑞1(𝛼) отрезков длины 𝛼 и еще одного, длина
которого меньше 𝛼. Согласно предположению индукции разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) содержит 𝑘+1 от-
резков длины 𝛼 и одного отрезка длины 1−(𝑘+1)𝛼. При выполнении преобразования 𝐵 число
коротких увеличится на один, а длинных останется тем же, т.е. 𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝑆𝑘(𝛼) + 1 = 𝑘 + 2,
𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝐿𝑘(𝛼) = 1.

Если же 𝑚 = 𝑘, где 𝑘 = 𝑞1(𝛼)− 2, то 𝑘 + 1 = 𝑞1(𝛼)− 1. При выполении преобразования 𝐵
над разбиением 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼), имеющем 𝑆𝑘(𝛼) = 𝑞1(𝛼)− 1 коротких и 𝐿𝑘(𝛼) = 1 длинных отрезков,
все короткие отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) и еще один станут длинными отрезками разбиения
𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), т.е. 𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝑆𝑘(𝛼)+1 = 𝑞1(𝛼) = 𝑄1(𝛼), а оставшийся отрезок будет коротким, т.е.

𝑆𝑘+1(𝛼) = 1 = 𝑄0(𝛼) + (𝑞1(𝛼)− 𝑞1(𝛼))𝑄1(𝛼) = 𝑄0(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝑞1(𝛼))𝑄1(𝛼).

Это означает, что утверждение предложения 6 верно при всех 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 1.
Предположим, что равенства (22) справедливы при𝑚 = 𝑘, где 𝜎(𝑛, 𝛼)−1 6 𝑘6𝜎(𝑛+1, 𝛼)−3

и 𝑞𝑛+1(𝛼)>3. При данных условиях 𝑙𝑘(𝛼) > 2𝑠𝑘(𝛼), поэтому при выполнении преобразования
𝐵 число коротких отрезков 𝑆𝑘(𝛼) увеличится на количество длинных 𝐿𝑘(𝛼), т.е.

𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝑆𝑘(𝛼) + 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄𝑛−1(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(𝑛, 𝛼))𝑄𝑛(𝛼),

а число длинных отрезков остается прежним, т.е. 𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄𝑛(𝛼).
В случае 𝑚 = 𝑘 = 𝜎(𝑛, 𝛼) − 2, после выполнения преобразования 𝐵 все короткие отрезки

разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) и еще 𝐿𝑘(𝛼) отрезков станут длинными отрезками разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), а
оставшиеся отрезки — короткими, т.е. 𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝑆𝑘(𝛼) + 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄𝑛−1(𝛼) + 𝑞𝑛+1(𝛼)𝑄𝑛(𝛼), а
𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄𝑛(𝛼) = 𝑄𝑛(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(𝑛, 𝛼))𝑄𝑛+1(𝛼).

Это означает, что утверждение предложения 6 справедливо при любых 𝑚.
Найдем координаты концов отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼).

Предложение 7. Отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) имеют координаты [{𝑎𝛼} ; {𝑏𝛼}], где

𝑎 = 𝑖, 0 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼) + 𝑆𝑚(𝛼)− 1; (23)

при 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 2:
𝑏 = 𝑖+ 1, 0 6 𝑖 6 𝑚,
𝑏 = 0, 𝑖 = 𝑚+ 1;

(24)

при 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 2

𝑏 = 𝑖+ 𝑆𝑚(𝛼), 0 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼)− 1,
𝑏 = 𝑖− 𝐿𝑚(𝛼), 𝐿𝑚(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼) + 𝑆𝑚(𝛼)− 1;

(25)

при 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 2

𝑏 = 𝑖+ 𝐿𝑚(𝛼), 0 6 𝑖 6 𝑆𝑚(𝛼)− 1,
𝑏 = 𝑖− 𝑆𝑚(𝛼), 𝑆𝑚(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼) + 𝑆𝑚(𝛼)− 1;

(26)

Если 𝑏 = 0, то считаем, что {0 · 𝛼} = 1.
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Доказательство. Вначале покажем, что координаты концов отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙0(𝛼)
удовлетворяют формулам (23) и (24). Разбиение 𝑇𝑖𝑙0(𝛼) состоит из одного короткого 𝑠0(𝛼) и
одного длинного 𝑙0(𝛼) отрезков, идущих слева направо. Следовательно, их координаты будут
[0; 0+ 𝑠0(𝛼)] = [{0𝛼} ; {1𝛼}] и [0+ 𝑠0(𝛼); 0+ 𝑠0(𝛼)+ 𝑙0(𝛼)] = [{1𝛼} ; {0𝛼}]. Это означает, что при
𝑚 = 0 формулы (23) и (24) верны.

Предположим, что данные формулы справедливы при 𝑚 = 𝑘, где 0 6 𝑘 6 𝑞1(𝛼) − 3,
т.е. разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) состоит из отрезков [{0𝛼} ; {1𝛼}], [{1𝛼} ; {2𝛼}] , . . . , [{𝑘𝛼} ; {(𝑘 + 1)𝛼}] и
[{(𝑘 + 1)𝛼} ; {0𝛼}].

Найдем координаты отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), полученного из разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼),
выполнением преобразования 𝐵1. При этом все отезки, кроме последнего, останутся преж-
ними. Действительно, если при всех 0 6 𝑖 6 𝑘 от точки {𝑖𝛼} вправо отложить от-
резок длиной 𝛼, то получим точку {𝑖𝛼} + 𝛼 = {(𝑖+ 1)𝛼}, т.к. при данных условиях
𝛼 6 (𝑖+ 1)𝛼 6 (𝑘 + 1)𝛼 6 (𝑞1(𝛼)− 2)𝛼 < 1.

Последний из отрезков [{(𝑘 + 1)𝛼} ; {0𝛼}] при выпонении этого преобразования разобьется
на два [{(𝑘 + 1)𝛼} ; {(𝑘 + 2)𝛼}] и [{(𝑘 + 2)𝛼} ; {0𝛼}], т.к. 2𝛼 6 (𝑘 + 2)𝛼 6 (𝑞1(𝛼)− 1)𝛼 < 1.

Итак, при 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 3 утверждение предложения 7 справедливо.
В случае 𝑚 = 𝑘 = 𝑞1(𝛼)− 2 отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) имеют координаты

[{0𝛼} ; {1𝛼}] , [{1𝛼} ; {2𝛼}] , . . . , [{(𝑞1(𝛼)− 2)𝛼} ; {(𝑞1(𝛼)− 1)𝛼}] , [{(𝑞1(𝛼)− 1)𝛼} ; {0𝛼}] ,

длины которых 𝑠𝑘(𝛼) = 𝛼, 𝑙𝑘(𝛼) = 1− (𝑞1(𝛼)− 1)𝛼.
После выполнения преобразования 𝐵1 все отрезки, кроме последнего, останутся таки-

ми же. Действительно, по условию 𝛼 6 (𝑖 + 1)𝛼 6 (𝑘 + 1)𝛼 6 (𝑞1(𝛼)− 1)𝛼 < 1, поэтому
[{𝑖𝛼} ; {𝑖𝛼}+ 𝛼] = [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ +1)𝛼}], а последний из отрезков [{(𝑞1(𝛼)− 1)𝛼} ; {0𝛼}] распа-
дется на два [{(𝑞1(𝛼)− 1)𝛼} ; {𝑞1(𝛼)𝛼}] и [{𝑞1(𝛼)𝛼} ; {0𝛼}].

Таким образом, координаты отрезков [{𝑎𝛼} ; {𝑏𝛼}] разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼) удовлетворяют со-
отношениям (23) и (25).

Итак, предложение 7 справедливо при всех 1 6 𝑘 6 𝑞1(𝛼)− 1.
Допустим, что равенства (23) и (25) справедливы при 𝑚 = 𝑘, где

𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 3,

т. е. разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) состоит из отрезков, координаты которых

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] , 𝐿𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

Отложив от правых концов отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] отрезок длиной

𝑠𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)‖ ,

получим точки с координатами

{(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼} − 𝑠𝑘(𝛼) =

= {(𝑖+𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑘 + 1− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼}+ {𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)} − 1 =

= {(𝑖+𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼} = {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼} ,

т.к.

‖𝛼𝑄𝑛(𝛼)‖ =
{︂

{𝛼𝑄𝑛(𝛼)} , если 𝑛− четное,
1− {𝛼𝑄𝑛(𝛼)} , если 𝑛− нечетное.
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Это означает, что каждый из отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] разделился на отрезки [{𝑖𝛼} ;
{(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] и [{(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}]. Обозначим 𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝑗, тогда

𝑆𝑘+1(𝛼)− 𝑆𝑘(𝛼) = 𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼)− (𝑄2𝑛−2(𝛼)+

+ (𝑘 + 1− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼)) = 𝑄2𝑛−1(𝛼) = 𝐿𝑘(𝛼) = 𝐿𝑘+1(𝛼).

Значит [{(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] = [{𝑗𝛼} ; {(𝑗 − 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}], где

𝑆𝑘+1(𝛼) 6 𝑗 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

Отложим отрезок длиной 𝑠𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)‖ от точки {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼} и получим новую
точку

{(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼} − ‖𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)‖ = {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼} − (1− {𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)}) =

= {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}+ {𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)} − 1 = {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼) +𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼} = {𝑖𝛼} .

Это означает, что разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼) состоит из отрезков:

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 𝐿𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

Теперь предположим, что соотношения (23) и (25) справедливы при 𝑚 = 𝑘, где 𝑘 =
= 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 2, т. е. разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) — это объединение отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] , 𝐿𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

После выполнения перобразования 𝐵2 получится новое разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼), при котором
каждый из отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] разделится на два отрезка точкой

{(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼} − 𝑠𝑘(𝛼) = {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼} − ‖𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)‖ =

= {(𝑖+𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝜎(2𝑛, 𝛼)− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼} =

= {(𝑖+𝑄2𝑛(𝛼))𝛼} = {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼)(𝛼))𝛼} .

Это означает, что отрезок [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] распадается на два отрезка [{𝑖𝛼} ;
{(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] и [{(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}], где 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘+1(𝛼) − 1. Обозначим
𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝑗, тогда

𝐿𝑘+1(𝛼)− 𝑆𝑘(𝛼) = 𝑄2𝑛(𝛼)− (𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1−

−𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼)) = 𝑄2𝑛(𝛼)− (𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑞2𝑛(𝛼)− 1)𝑄2𝑛−1(𝛼)) =

= 𝑄2𝑛−1(𝛼) = 𝑆2𝑛(𝛼) = 𝑆𝑘+1(𝛼).

Итак, отрезок [{(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] может быть записан как [{𝑗𝛼} ; {(𝑗−
𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}], где 𝐿𝑘+1(𝛼) 6 𝑗 6 𝑆𝑘+1(𝛼) + 𝐿𝑘+1(𝛼)− 1.

Все остальные отрезки [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] при выполнении преобразования 𝐵2 пе-
рейдут сами в себя и их координаты можно записать как [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}], где
𝑆𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼)− 1. Действительно,

{(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼} − 𝑠𝑘(𝛼) = {(𝑖− 𝐿𝑘(𝛼))𝛼} − ‖𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)‖ =

= {(𝑖−𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼} − (1− {𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)}) = {(𝑖−𝑄2𝑛−1(𝛼))𝛼}+

+ {𝛼𝑄2𝑛−1(𝛼)} − 1 = {𝑖𝛼} ,
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т.к. 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄2𝑛−1(𝛼) = 𝑆2𝑛(𝛼) = 𝑆𝑘+1(𝛼) и

𝑆𝑘(𝛼) + 𝐿𝑘(𝛼) = 𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑘 + 1− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼) +𝑄2𝑛−1(𝛼) =

= 𝑄2𝑛−2(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛−1(𝛼) = 𝑆2𝑛(𝛼) = 𝑆𝑘+1(𝛼).

Итак, разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼) состоит из отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 𝑆𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

Следовательно, предложение 7 справедиво при 𝑚 = 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1.
Теперь предположим, что соотношения (23) и (26) верны при 𝑚 = 𝑘, где

𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑘 6 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 3,

т. е. разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) состоит из отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] , 𝑆𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

Отложив от левых концов отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}], где 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘(𝛼) − 1, отрезок
длиной 𝑠𝑘(𝛼), получим точку с координатой

{𝑖𝛼}+ 𝑠𝑘(𝛼) = {𝑖𝛼}+ ‖𝛼𝑄2𝑛(𝛼)‖ = {(𝑖+𝑄2𝑛(𝛼))𝛼} = {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼)(𝛼))𝛼} .

Выполним такое же преобразование с отрезком [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] и получим два от-
резка, разделенных точкой {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}, т.е. отрезки [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] и
[{(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}], где 𝑆𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

Обозначив 𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼) = 𝑗, получим

𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼) = 𝑄2𝑛(𝛼) +𝑄2𝑛−1(𝛼) + (𝑘 + 1− 𝜎(2𝑛, 𝛼))𝑄2𝑛(𝛼) =

= 𝑄2𝑛−1(𝛼) + (𝑘 + 2− 𝜎(2𝑛, 𝛼))𝑄2𝑛(𝛼) = 𝑆𝑘+1(𝛼),

кроме того 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼) = 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼) = 𝑆𝑘+1(𝛼). Следовательно, разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼)
состоит из отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 𝑆𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

Предположим, что формулы (23) и (26) справедливы при 𝑚 = 𝑘, где 𝑘 = 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 2,
т.е. разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘(𝛼) состоит из отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] , 𝑆𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

Отложим от левого конца отрезка [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] отрезок длиной 𝑠𝑘(𝛼) = ‖𝛼𝑄2𝑛(𝛼)‖
и получим точку

{𝑖𝛼}+ 𝑠𝑘(𝛼) = {𝑖𝛼}+ ‖𝛼𝑄2𝑛(𝛼)‖ = {(𝑖+𝑄2𝑛(𝛼))𝛼} = {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼} ,

т.к.
𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝑄2𝑛(𝛼) + (𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼))𝑄2𝑛+1(𝛼) = 𝐿𝑘(𝛼).
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Следовательно, каждый из отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑘(𝛼))𝛼}] совпадает с одним из отрезков
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}], где 0 6 𝑖 6 𝑆𝑘(𝛼)− 1.

Выполнив с отрезком [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] такое же преобразование, получим два отрезка
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] и [{(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}]. Обозначив 𝑗 = 𝑖 + 𝑆𝑘+1(𝛼), и
зная, что

𝑆𝑘(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼) = 𝑆𝑘(𝛼) + 𝐿𝑘(𝛼) =

= 𝑄2𝑛−1(𝛼) + (𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1− 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼))𝑄2𝑛(𝛼) +𝑄2𝑛(𝛼) =

= 𝑄2𝑛−1(𝛼) + 𝑞2𝑛+1(𝛼)𝑄2𝑛(𝛼) = 𝑄2𝑛+1(𝛼) = 𝐿𝑘+1(𝛼),

приходим к выводу, что каждый из отрезков [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑘(𝛼))𝛼}] распадется на отрез-
ки [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}], где 𝑆𝑘(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) − 1, и [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}], где
𝐿𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

В итоге получаем, что разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑘+1(𝛼) состоит из отрезков

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 0 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼)− 1,
[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑘+1(𝛼))𝛼}] , 𝐿𝑘+1(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑘+1(𝛼) + 𝑆𝑘+1(𝛼)− 1.

Таким образом, формулы (23) и (26) справедливы при 𝑚 = 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1.
Предложение 7 полностью доказано.
Отметим, что рассмотренные нами разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) впервые были определены другим

способом в работе [33] при изучении проблемы Гекке–Кестена, заключающейся в получении
явных оценок остаточного члена проблемы равномерного распределения дробных долей ли-
нейной функции для множеств, на которых данный остаточный член имеет порядок 𝑂(1)
(множествах ограниченного остатка). Данные разбиения известны как модифицированные
разбиения Фибоначчи. Дополнительную информацию об их приложениях к изучению рас-
пределения дробных долей линейной функции можно найти в работах [26], [5]. В работе [31]
данные разбиения использовались для изучения так называемой последовательностиШтурма.

Построенные нами разбиения также тесно связаны с так называемой гипотезой Штейн-
гауза, утверждаюшей, что для любого целого 𝑁 и иррационального 𝛼 точки {𝑖𝛼}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁
разбивают интервал (0; 1) на отрезки либо двух, либо трех различных длин [4]. Можно пока-
зать, что разбиния 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) в точности соответствуют случаю, когда различных длин ровно
две.

В частных случаях 𝛼 = 𝜏 и 𝛼 = 𝜏𝑔 разбиения, получаемые сдвигом разбиений 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼)
впервые были введены в работах [15] и [21] соответственно.

5. Отображения первого возвращения

Выясним, в какие отрезки переходят отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) при сдвиге на 𝛼 вдоль
окружности единичной длины.

Разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) состоит из 𝐿𝑚(𝛼) длинных и 𝑆𝑚(𝛼) коротких отрезков, координаты
которых определяются предложением 7. Используя это предложение, зададим на множествах
длинных и коротких отрезков разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) некоторые нумерации и обозначим 𝐿𝑚

𝑗 и
𝑆𝑚
𝑗 , соответственно, 𝑗-й длинный и 𝑗-й короткий отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) относительно

вводимых нумераций.
При 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼) − 2 короткие отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) имеют координаты

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 1)𝛼}], где 0 6 𝑖 6 𝑚, а длинный [{(𝑚+ 1)𝛼} ; {0𝛼}] = [{(𝑚+ 1)𝛼} ; 1]. Пусть
𝑗 = 𝑖 + 1, тогда 𝑖 = 𝑗 − 1, где 1 6 𝑗 6 𝑚 + 1, 𝑆𝑚

𝑗 = [{(𝑗 − 1)𝛼} ; {𝑗𝛼}] при 1 6 𝑗 6 𝑚 + 1;
𝐿𝑚
1 = [{(𝑚+ 1)𝛼} ; 1].
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При 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 2 длинные отрезки — это

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝑆𝑚(𝛼))𝛼}] ,

где 0 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼)− 1, а короткие отрезки — это

[{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝐿𝑚(𝛼))𝛼}] ,

где 𝐿𝑚(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼) + 𝑆𝑚(𝛼)− 1.
Для того, чтобы перенумеровать длинные отрезки, положим 𝑗 = 𝑖+ 1, тогда

𝐿𝑚
𝑗 = [{(𝑗 − 1)𝛼} ; {(𝑗 + 𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] ,

где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼). Если же отрезки короткие, то положив 𝑗 = 𝑖− 𝐿𝑚(𝛼) + 1, получим

𝑆𝑚
𝑗 = [{(𝑗 + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑗 − 1)𝛼}] ,

где 1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼).
Итак, при 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 2

𝐿𝑚
𝑗 = [{(𝑗 − 1)𝛼} ; {(𝑗 + 𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] , где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼);

𝑆𝑚
𝑗 = [{(𝑗 + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑗 − 1)𝛼}] , где 1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼).

При 𝜎(2𝑛, 𝛼)−1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛+1, 𝛼)−2 отрезки [{𝑖𝛼} ; {(𝑖+ 𝐿𝑚(𝛼))𝛼}], где 0 6 𝑖 6 𝑆𝑚(𝛼)−1,
являются короткими, а отрезки [{𝑖𝛼} ; {(𝑖− 𝑆𝑚(𝛼))𝛼}], где 𝑆𝑚(𝛼) 6 𝑖 6 𝐿𝑚(𝛼) + 𝑆𝑚(𝛼)− 1, —
длинными.

Положим 𝑗 = 𝑖+1, чтобы перенумеровать короткие отрезки, тогда 𝑆𝑚
𝑗 = [{(𝑗 − 1)𝛼} ; {(𝑗+

𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}], где 1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼). В случае длинных отрезков обозначим 𝑗 = 𝑖− 𝑆𝑚(𝛼) + 1,
тогда 𝐿𝑚

𝑗 = [{(𝑗 + 𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑗 − 1)𝛼}], где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼).
Таким образом, при 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 2

𝑆𝑚
𝑗 = [{(𝑗 − 1)𝛼} ; {(𝑗 + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] , где 1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼);

𝐿𝑚
𝑗 = [{(𝑗 + 𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑗 − 1)𝛼}] , где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼).

Сдвинем все отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) на 𝛼.

Предложение 8. При сдвиге 𝛼 отрезок 𝐿𝑚
𝑗 , где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼)− 1, перейдет в отрезок

𝐿𝑚
𝑗+1, отрезок 𝑆

𝑚
𝑗 , где 1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼)− 1, — в отрезок 𝑆𝑚

𝑗+1, а объединение отрезков 𝑆
𝑚
𝑆𝑚(𝛼) и

𝐿𝑚
𝐿𝑚(𝛼) в объединение отрезков 𝑆

𝑚
1 и 𝐿𝑚

1 , причем порядок следования отрезков поменяется.

Доказательство. Очевидно, что отрезки 𝐿𝑚
𝑗 , где 1 6 𝑗 6 𝐿𝑚(𝛼) − 1, и 𝑆𝑚

𝑗 , где
1 6 𝑗 6 𝑆𝑚(𝛼)− 1, при сдвиге на 𝛼 перейдут в отрезки 𝐿𝑚

𝑗+1 и 𝑆
𝑚
𝑗+1, соответственно.

Теперь убедимся, что 𝐿𝑚
𝐿𝑚(𝛼) ∪𝑆

𝑚
𝑆𝑚(𝛼) перейдет в 𝑆

𝑚
1 ∪𝐿𝑚

1 . Рассмотрим различные случаи.
Если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼) − 2, то 𝑆𝑚

𝑆𝑚(𝛼) = [{𝑚𝛼} ; {(𝑚+ 1)𝛼}] и 𝐿𝑚
𝐿𝑚(𝛼) = [{(𝑚+ 1)𝛼} ; 1], а

следовательно, 𝑆𝑚
𝑆𝑚(𝛼) ∪ 𝐿

𝑚
𝐿𝑚(𝛼) = [{𝑚𝛼} ; 1].

При сдвиге на 𝛼 вдоль единичной окружности отрезок [{𝑚𝛼} ; 1] перейдет в отрезок
[{(𝑚+ 1)𝛼} ;𝛼], состоящий из двух отрезков [{(𝑚+ 1)𝛼} ; 1] и [0;𝛼], которые совпадают с от-
резками 𝑆𝑚

1 = [0;𝛼] и 𝐿𝑚
1 = [{(𝑚+ 1)𝛼} ; 1].

Если 𝜎(2𝑛 − 1, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼) − 2, то отрезки 𝑆𝑚
𝑆𝑚(𝛼) и 𝐿𝑚

𝐿𝑚(𝛼) имеют коорди-
наты [{(𝑆𝑚(𝛼) + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] и [{(𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑆𝑚(𝛼) + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}],
соответственно, а их объединение — это отрезок [{(𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼}]. Выполнив
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сдвиг на 𝛼, получим отрезок [{𝐿𝑚(𝛼)𝛼} ; {𝑆𝑚(𝛼)𝛼}], состоящий из отрезков 𝑆𝑚
1 = [{𝐿𝑚(𝛼)𝛼} ; 1]

и 𝐿𝑚
1 = [0; {𝑆𝑚(𝛼)𝛼}].
Если 𝜎(2𝑛, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛 + 1, 𝛼) − 2, то отрезки 𝑆𝑚

𝑆𝑚(𝛼) и 𝐿𝑚
𝐿𝑚(𝛼) — это отрезки

[{(𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝑆𝑚(𝛼) + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] и [{(𝑆𝑚(𝛼) + 𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}], соот-
ветственно. При сдвиге на 𝛼 объединение этих отрезков [{(𝑆𝑚(𝛼)− 1)𝛼} ; {(𝐿𝑚(𝛼)− 1)𝛼}] пе-
реходит в отрезок [{𝑆𝑚(𝛼)𝛼} ; {𝐿𝑚(𝛼)𝛼}], являющийся объединением отрезков

𝐿𝑚
1 = [{𝑆𝑚(𝛼)𝛼} ; 1]

и
𝑆𝑚
1 = [0; {𝐿𝑚(𝛼)𝛼}] .

Итак, объединение отрезков 𝑆𝑚
𝑆𝑚(𝛼) ∪𝐿

𝑚
𝐿𝑚(𝛼) при сдвиге на 𝛼 переходит в 𝐿𝑚

1 ∪𝑆𝑚
1 , причем

порядок следования отрезков меняется.
Пусть точка 𝑥 принадлежит полуинтервалу [0; 1). Рассмотрим преобразование 𝑅𝛼, перево-

дящее точку 𝑥 в точку {𝑥+ 𝛼}, т.е.

𝑅𝛼 : 𝑥→ {𝑥+ 𝛼}.

Выберем отрезок 𝐼 ⊂ [0; 1). Предположим, что 𝑥 ∈ 𝐼 и точка {𝑥+ 𝑘𝛼}, где 𝑘 ∈ N, первый раз
попадает в 𝐼. Преобразование 𝑥 → {𝑥 + 𝑘𝛼} назовем отображением первого возвращения и
обозначим 𝑑𝐼𝑅𝛼.

Пусть имеется разбиение 𝑇𝑖𝑙𝑚(𝛼) отрезка [0; 1]. В предложении 8 нами доказано, что после
выполнения отображения первого возвращения 𝑑𝐼𝑚𝑅𝛼 над отрезком 𝐼𝑚 = 𝐿𝑚

1 ∪ 𝑆𝑚
1 , состав-

ляющие его отрезки 𝑆𝑚
1 и 𝐿𝑚

1 поменяются местами. Это означает, что данное отображение
первого возвращения изоморфно сдвигу

𝑅𝑑𝑚𝛼 : 𝑥→ {𝑥+ 𝑑𝑚𝛼}

для некоторого 𝑑𝑚𝛼. Отображения первого возвращения для сдвига 𝑅𝛼 были изучены в работе
[32]. Там же было проведено вычисление всех 𝑑𝑚𝛼. В частности, в данной работе было показа-
но, что при 𝑚 = 1 данное определение 𝑑1𝛼 эквивалентно определению, использованному нами
ранее. Также были доказаны следующие формулы

𝑑𝑚𝛼 =

{︃
𝑠𝑚(𝛼)

𝑠𝑚(𝛼)+𝑙𝑚(𝛼) , если справа от нуля короткий отрезок,
𝑙𝑚(𝛼)

𝑠𝑚(𝛼)+𝑙𝑚(𝛼) , если справа от нуля длинный отрезок
(27)

и
𝑑𝑚+1𝛼 = 𝑑𝑚

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑑1 (𝑑𝑚𝛼) .

6. Основной результат

Рассмотрим иррациональное 𝛼 ∈
(︀
0; 12
)︀
, разложение которого в цепную дробь имеет вид

𝛼 = [0; 𝑞1(𝛼), 𝑞2(𝛼), 𝑞3(𝛼), ...),

где 𝑞1(𝛼) > 2. Тогда 1− 𝛼 раскладывается в следующую цепную дробь

1− 𝛼 = [0; 1, 𝑞1(𝛼), 𝑞2(𝛼), 𝑞3(𝛼), ...)

и при всех 𝑖 > 1 справедливо равенство

𝑄𝑖(1− 𝛼) = 𝑄𝑖−1(𝛼). (28)
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Разложение натурального числа 𝑛 в системе счисления 𝑄𝑖(𝛼), где 𝛼 < 1
2 , имеет вид (10), а в

системе счисления 𝑄𝑖(1− 𝛼)

𝑛 =
𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑧′𝑖(𝑛)𝑄𝑖(1− 𝛼), (29)

где 𝑧′1(𝑛) 6 𝑞1(𝛼)− 1, а 𝑧′𝑖(𝑛) 6 𝑞𝑖(𝛼) при 𝑖 > 2.
В силу равенства (10) при всех 𝑖 > 1 справедливо тождество 𝑧′𝑖(𝑛) = 𝑧𝑖−1(𝑛).
Заменим 𝑧0(𝑛) набором из 𝑞1(𝛼)− 1 нулей и единиц, причем сначала идут 𝑞1(𝛼)− 𝑧0(𝑛)− 1

нулей, а затем 𝑧0(𝑛) единиц. Каждое 𝑧𝑖(𝑛), где 𝑖 > 1, также заменим набором из 𝑞𝑖+1(𝛼) нулей
и единиц, где вначале идут 𝑞𝑖+1(𝛼)− 𝑧𝑖(𝑛) нулей, а затем 𝑧𝑖(𝑛) единиц. Выстроим все наборы
нулей и единиц, соответствующих 𝑧𝑖(𝑛) в порядке возрастания номера 𝑖 и перенумеруем по-
лученные числа 𝜀0(𝑛), 𝜀1(𝑛), . . ., 𝜀𝑠(𝑛), где 𝑠 = 𝜎(𝑘+1, 𝛼)− 2. В таком случае разложение (10)
числа 𝑛 в системе счисления 𝑄𝑖(𝛼), где 𝛼 < 1

2 , примет вид

𝑛 =

𝑠∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖(𝑛)𝑄
′
𝑖(𝛼), (30)

где 𝑄′
𝑖(𝛼) = 𝑄0(𝛼) при 0 6 𝑖 6 𝑞𝑖(𝛼)− 1, 𝑄′

𝑖(𝛼) = 𝑄𝑗(𝛼) при 𝜎(𝑗, 𝛼) 6 𝑖 6 𝜎(𝑗 + 1, 𝛼)− 1.
Проведем аналогичные операции со всеми наборами 𝑧′𝑖(𝑛) в разложении (29) и получим

𝑛 =
𝑠∑︁

𝑖=0

𝜀𝑖(𝑛)𝑄
′
𝑖(1− 𝛼), (31)

где 𝑠 = 𝜎(𝑘 + 1, 𝛼) − 2, 𝑄′
𝑖(1 − 𝛼) = 𝑄1(1 − 𝛼), если 0 6 𝑖 6 𝑞𝑖(𝛼) − 1, 𝑄′

𝑖(1 − 𝛼) = 𝑄𝑗(1 − 𝛼),
если 𝜎(𝑗 − 1, 𝛼) 6 𝑖 6 𝜎(𝑗, 𝛼)− 1.

В силу равенства (28) разложения (30) и (31) полностью совпадают.
Обозначим через 𝜀𝑖(𝛼, 𝑛) коэффициенты разложения (30) числа 𝑛 в системе счисления 𝛼.
Если стереть 𝜀0(𝛼, 𝑛), а все остальные 𝜀𝑖(𝛼, 𝑛), где 𝑖 > 1, оставить без изменения, то полу-

чим корректную запись разложения некоторого натурального числа ←−𝑛 в системе счисления
𝑑1𝛼. При стирании еще одной цифры 𝜀1(𝛼, 𝑛) в разложении (30) получим разложение числа
←−𝑛 2 в системе счисления 𝑑1

(︀
𝑑1𝛼

)︀
= 𝑑2𝛼. Продолжая стирать цифры в разложении (30), всего

𝑙+1 цифр, получим разложение числа←−𝑛 𝑙+1 в системе счисления 𝑑𝑙+1𝛼, причем при всех 𝑗 > 0
справедливо равенство

𝜀𝑗

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 𝜀𝑗+𝑚+1(𝛼, 𝑛). (32)

Пусть все 𝜀0(𝛼, 𝑛), 𝜀1(𝛼, 𝑛), . . ., 𝜀𝑙(𝛼, 𝑛) в разложении (30) будут фиксированными:
𝜀0(𝛼, 𝑛) = 𝜀0, 𝜀1(𝛼, 𝑛) = 𝜀1, . . . , 𝜀𝑙(𝛼, 𝑛) = 𝜀𝑙. Обозначим через F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙) множество таких
чисел, т.е. F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙) = {𝑛 : 𝜀𝑖(𝛼, 𝑛) = 𝜀𝑖, ∀ 0 6 𝑖 6 𝑙}.

Определим множество

𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙) = {𝜒(𝛼, 𝑛) : 𝑛 ∈ F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙)},

где 𝜒(𝛼, 𝑛) = {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)}, а 𝑖0(𝛼) = max {𝛼; 1− 𝛼}.

Теорема 1. Множеству 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙) для допустимого при заданном 𝛼 набора (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙)
соответствует в точности один отрезок разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑙 (1− 𝑖0(𝛼)), причем этот отрезок
длинный, если 𝜀𝑙 = 0, и короткий, если 𝜀𝑙 = 1.

Доказательство. Доказательство проведем используя метод математической индукции.
На первом шаге индукции покажем, что 𝑋(𝜀0) — это ровно один отрезок разбиения

𝑇𝑖𝑙0 (1− 𝑖0(𝛼)), причем при 𝜀0 = 0 — длинный, а при 𝜀0 = 1 — короткий.
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Вначале будем полагать, что 𝛼 < 1
2 . Возможны два случая:

1) в разложении (10) коэффициент 𝑧0(𝑛) 6 𝑞1(𝛼) − 2, тогда в разложении (30) 𝜀0 = 0.
Согласно предложению 4, справедливо неравенство (12), а значит

←−𝑛 + 𝛼 < (𝑛+ 1)𝑖0(𝛼) <
←−𝑛 + 1, 𝛼 < {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)} < 1,

и, следовательно, 𝜒(𝛼, 𝑛) ∈ (𝛼; 1).
В силу равномерности распределения значений {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)} получаем, что

𝑋(𝜀0 = 0) = [𝛼; 1];

2) если же в разложении (10) коэффициент 𝑧0(𝑛) = 𝑞1(𝛼)− 1, то в разложении (30) 𝜀0 = 1.
В таком случае воспольземся неравенством (13) из предложения 4 и получим

←−𝑛 + 1 < (𝑛+ 1)𝑖0(𝛼) <
←−𝑛 + 𝛼+ 1, 0 < {(𝑛+ 1)𝑖0(𝛼)} < 𝛼

и 𝜒(𝛼, 𝑛) ∈ (0;𝛼). Зная, что значения 𝜒(𝛼, 𝑛) равномерно распределены, имеем

𝑋(𝜀0 = 1) = [0;𝛼].

Итак, доказано, что если 𝛼 < 1
2 , то 𝑋(𝜀0 = 0) = [𝛼; 1], а 𝑋(𝜀0 = 1) = [0;𝛼], причем

𝑋(𝜀0 = 0) — длинный, а 𝑋(𝜀0 = 1) — короткий отрезки разбиений 𝑇𝑖𝑙0 (𝛼).
Рассмотрим случай 𝛼 > 1

2 . Как было показано все 𝜀𝑖(𝑛) в разложениях (30) и (31) одина-
ковые при 𝛼 < 1

2 и 𝛼 >
1
2 . Значения 𝜒(𝛼, 𝑛) при 𝛼 <

1
2 равномерно распределены по длинному

отрезку, если 𝜀0 = 0, и по короткому отрезку, если 𝜀0 = 1. Очевидно, что при 𝛼 > 1
2 значения

𝜒(𝛼, 𝑛), точно такие же как и при 𝛼 < 1
2 , поэтому 𝑋(𝜀0 = 0) = [1−𝛼; 1] и 𝑋(𝜀0 = 1) = [0; 1−𝛼],

где 𝛼 > 1
2 . Таким образом, первый шаг индукции, при 𝑙 = 0, доказан.

Предположим, что при 𝑙 = 𝑚 утверждение теоремы 1 верно, т.е. 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) — это в
точности один отрезок разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚 (1− 𝑖0(𝛼)), причем длинный при 𝜀𝑚 = 0 и короткий
при 𝜀𝑚 = 1.

Опираясь на это предположение докажем, что 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚+1) — это ровно один отрезок
разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚+1 (1− 𝑖0(𝛼)), причем длинный, если 𝜀𝑚+1 = 0, и короткий, если 𝜀𝑚+1 = 1.
Коэффициент 𝜀𝑚 может принимать только два значения либо 0, либо 1. Рассмотрим оба эти
случая.

В первом случае, когда 𝜀𝑚 = 1 значение 𝜀𝑚+1 однозначно определяется номером 𝑚:
1) если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 2 или 𝜎(𝑗, 𝛼) 6 𝑚 6 𝜎(𝑗 + 1, 𝛼)− 2, то 𝜀𝑚+1 = 1;
2) если 𝑚 = 𝜎(𝑗, 𝛼)− 1, то 𝜀𝑚+1 = 0.
Значит 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚+1) = 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), если 𝜀𝑚 = 1.
По предположению индукции 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) — это короткий отрезок разбиения

𝑇𝑖𝑙𝑚 (1− 𝑖0(𝛼)), с которым при переходе к разбиению 𝑇𝑖𝑙𝑚+1 (1− 𝑖0(𝛼)) никаких преобразова-
ний не производится и этот отрезок останется коротким отрезком разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚+1 (1− 𝑖0(𝛼)),
если 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼) − 2 или 𝜎(𝑗, 𝛼) 6 𝑚 6 𝜎(𝑗 + 1, 𝛼) − 2, и становится длинным, если
𝑚 = 𝜎(𝑗, 𝛼)− 1.

Во втором случае, когда 𝜀𝑚 = 0, значение 𝜀𝑚+1 однозначно не определяется и может
быть как 0, так и 1. Пусть 𝑛 ∈ F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), где 𝜀𝑚 = 0, тогда 𝜒(𝛼, 𝑛) ∈ 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), где
𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) — длинный отрезок разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚 (1− 𝑖0(𝛼)).

Как было показано выше, в результате стирания𝑚+1 цифры в разложении (30) получается
корректная запись разложения числа ←−𝑛𝑚+1 в системе счисления 𝑑𝑚+1𝛼.

Очевидно, что если 𝑛 ∈ F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), то 𝜀𝑚+1(𝛼, 𝑛), 𝜀𝑚+2(𝛼, 𝑛), . . . пробегают все 𝛼-

допустимые комбинации, следовательно, 𝜀0
(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
, 𝜀1

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
, . . . также мо-

гут быть любыми из 𝑑𝑚+1𝛼-допустимых комбинаций.
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Определим множество значений 𝜒(𝛼,𝑛) для чисел, удовлетворяющих условию 𝜀𝑚+1(𝛼,𝑛)=0
или 𝜀𝑚+1(𝛼, 𝑛) = 1. В силу равенства (32) можно воспользоваться случаем 𝑙 = 0 для чисел
←−𝑛𝑚+1 в системе счисления 𝑑𝑚+1𝛼. Если 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 0, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
— это

больший, а если 𝜀0
(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 1, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
— меньший из отрезков, состав-

ляющих 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚).

Если 𝑑𝑚+1𝛼 < 1
2 и 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 1, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
∈ 𝑑1, где

|𝑑1| = 𝑑𝑚+1𝛼 · 𝑙𝑚(𝛼) =
𝑠𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)
· 𝑙𝑚(𝛼) = 𝑠𝑚+1(𝛼).

Если 𝑑𝑚+1𝛼 < 1
2 и 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 0, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
∈ 𝑑2, где

|𝑑2| =
(︀
1− 𝑑𝑚+1𝛼

)︀
𝑙𝑚(𝛼) =

(︂
1− 𝑠𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)

)︂
𝑙𝑚(𝛼) = 𝑙𝑚+1(𝛼).

Если 𝑑𝑚+1𝛼 > 1
2 и 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 1, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
∈ 𝑑3, где

|𝑑3| =
(︀
1− 𝑑𝑚+1𝛼

)︀
𝑙𝑚(𝛼) = 𝑠𝑚+1(𝛼).

Если же 𝑑𝑚+1𝛼 > 1
2 и 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 0, то 𝜒

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
∈ 𝑑4, где

|𝑑4| = 𝑑𝑚+1𝛼 · 𝑙𝑚(𝛼) = 𝑙𝑚+1(𝛼).

Итак, если 𝜀0

(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 1, а значит и 𝜀𝑚+1(𝛼, 𝑛) = 1, то значения 𝜒 (𝛼, 𝑛) ∈ 𝑑𝐼 ,

где |𝑑𝐼 | = 𝑠𝑚+1(𝛼); если же 𝜀0
(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁
= 0, т.е. 𝜀𝑚+1(𝛼, 𝑛) = 0, то 𝜒 (𝛼, 𝑛) ∈ 𝑑𝐼𝐼 , где

|𝑑𝐼𝐼 | = 𝑙𝑚+1(𝛼).
Теперь убедимся, что отрезки 𝑑𝐼 и 𝑑𝐼𝐼 расположены внутри отрезка 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) также

как и короткий и длинный отрезки разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚 (1− 𝑖0(𝛼)).
Рассмотрим последовательность натуральных чисел 𝑛𝑘 ∈ F (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), где 𝜀0, . . . , 𝜀𝑚 —

коэффициенты разложения числа 𝑛𝑘 в системе счисления 𝛼, чтобы подчеркнуть это будем
писать 𝜀0(𝛼), . . . , 𝜀𝑚(𝛼), . . . Каждому числу 𝑛𝑘 поставим в соответствие число ←−𝑛𝑚+1

𝑘 , такое
что ←−𝑛𝑚+1

𝑘

(︀
𝜀0
(︀
𝑑𝑚+1𝛼

)︀
, . . . , 𝜀𝑚

(︀
𝑑𝑚+1𝛼

)︀)︀
, где 𝜀𝑗

(︀
𝑑𝑚+1𝛼

)︀
= 𝜀𝑗+𝑚+1 (𝛼).

Известно, что 𝜒 (𝛼, 𝑛𝑘) ∈ 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚). Растянем этот отрезок до длины единица и обо-
значим [0; 1]. Назовем эту операцию ℎ𝑋 растяжением. Имеем

ℎ𝑋 (𝜒 (𝛼, 𝑛)) = ℎ𝑋

(︁
𝜒
(︁
𝑑𝑚+1𝛼,←−𝑛𝑚+1

)︁)︁
.

Очевидно, что
{(𝑛𝑘 + 1) 𝑖0(𝛼)} = {(𝑛𝑘 + 1)𝛼} при 𝛼 > 1/2, (33)

{(𝑛𝑘 + 1) 𝑖0(𝛼)} = 1− {(𝑛𝑘 + 1)𝛼} при 𝛼 < 1/2, (34)

{︁(︁←−𝑛𝑚+1
𝑘 + 1

)︁
𝑖0
(︀
𝑑𝑚+1𝛼

)︀}︁
=
{︁(︁←−𝑛𝑚+1

𝑘 + 1
)︁
𝑑𝑚+1𝛼

}︁
при 𝑑𝑚+1𝛼 > 1/2, (35)

{︁(︁←−𝑛𝑚+1
𝑘 + 1

)︁
𝑖0
(︀
𝑑𝑚+1𝛼

)︀}︁
= 1−

{︁(︁←−𝑛𝑚+1
𝑘 + 1

)︁
𝑑𝑚+1𝛼

}︁
при 𝑑𝑚+1𝛼 <

1

2
. (36)

Рассмотрим различные варианты значений 𝛼 и 𝑑𝑚+1𝛼:
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1. если 𝛼 < 1
2 и 𝑑𝑚+1𝛼 < 1

2 , то исходя из (34) и (36) получаем, что точки последова-

тельностей {𝑛𝑘} и
{︁←−𝑛𝑚+1

𝑘

}︁
откладываются от одноименных концов соответствующих

отрезков;

2. если 𝛼 < 1
2 и 𝑑

𝑚+1𝛼 > 1
2 , то используя (34) и (35) приходим к выводу, что точки последо-

вательности
{︁←−𝑛𝑚+1

𝑘

}︁
идут в обратном порядке по сравнению с токами последователь-

ности {𝑛𝑘};

3. если 𝛼 > 1
2 и 𝑑𝑚+1𝛼 < 1

2 , то применяя (33) и (36) получаем, что точки последова-

тельностей {𝑛𝑘} и
{︁←−𝑛𝑚+1

𝑘

}︁
откладываются от разноименных концов соответствующих

отрезков;

4. если 𝛼 > 1
2 и 𝑑𝑚+1𝛼 > 1

2 , то воспользовавшись (33) и (35) заключаем, что порядок

следования точек последовательностей {𝑛𝑘} и
{︁←−𝑛𝑚+1

𝑘

}︁
одинаковый.

Итак, порядок следования точек в последовательностях {𝑛𝑘} и
{︁←−𝑛𝑚+1

𝑘

}︁
, а значит и отрезков

𝑑𝐼 и 𝑑𝐼𝐼 внутри отрезка 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚), одинаковый, если
(︀
𝛼− 1

2

)︀ (︀
𝑑𝑚+1𝛼− 1

2

)︀
> 0, и противо-

положный, если
(︀
𝛼− 1

2

)︀ (︀
𝑑𝑚+1𝛼− 1

2

)︀
< 0.

Убедимся, что отрезки 𝑠𝑚+1(𝛼) и 𝑙𝑚+1(𝛼) разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚+1 (𝛼) внутри отрезка 𝑙𝑚(𝛼) раз-
биения 𝑇𝑖𝑙𝑚 (𝛼), где 0 < 𝛼 < 1

2 , располагаются также как и отрезки 𝑑𝐼 и 𝑑𝐼𝐼 внутри отрезка
𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚).

При 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼)− 3 или 𝜎(2𝑛, 𝛼)− 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛+ 1, 𝛼)− 3 согласно (16) все короткие
отрезки 𝑠𝑚(𝛼) своей длины не изменят, а каждый длинный отрезок 𝑙𝑚(𝛼) разобьется на два
отрезка: 𝑠𝑚+1(𝛼) = 𝑠𝑚(𝛼) и 𝑙𝑚+1(𝛼) = 𝑙𝑚(𝛼) − 𝑠𝑚(𝛼) > 𝑠𝑚(𝛼), причем слева от нуля будет
находиться отрезок 𝑠𝑚+1(𝛼), а справа 𝑙𝑚+1(𝛼). В таком случае, согласно (27),

𝑑𝑚+1𝛼 =
𝑠𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)
<

1

2
.

С другой стороны при 𝛼 < 1
2 и 𝑑𝑚+1𝛼 < 1

2 порядок точек в последовательностях {𝑛𝑘} и{︁←−𝑛𝑚+1
𝑘

}︁
одинаковые, т.е. внутри отрезка 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) слева 𝑑𝐼 , а справа 𝑑𝐼𝐼 .

Итак, при 0 6 𝑚 6 𝑞1(𝛼) − 3 или 𝜎(2𝑛, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛 + 1, 𝛼) − 3 порядок следования
отрезков одинаковый.

При 𝑚 = 𝜎(2𝑛 − 1, 𝛼) − 2 в силу (16) отрезки 𝑠𝑚(𝛼) станут длинными 𝑙𝑚+1(𝛼), а каждый
длинный 𝑙𝑚(𝛼) распадется на два 𝑙𝑚+1(𝛼) = 𝑠𝑚(𝛼) и 𝑠𝑚+1(𝛼) = 𝑙𝑚(𝛼)−𝑠𝑚(𝛼) < 𝑠𝑚(𝛼), причем
слева от нуля будет длинный отрезок 𝑙𝑚+1(𝛼), а справа — короткий 𝑠𝑚+1(𝛼). В данном случае,
опираясь на (27), получим

𝑑𝑚+1𝛼 =
𝑙𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)
>

1

2
.

Ранее было показано, что если 𝛼 < 1
2 и 𝑑𝑚+1𝛼 > 1

2 , то порядок следования отрезков 𝑑𝐼 и 𝑑𝐼𝐼
противоположный, т.е. внутри отрезка 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚) слева 𝑑𝐼𝐼 , а справа 𝑑𝐼 .

Таким образом, при 𝑚 = 𝜎(2𝑛− 1, 𝛼)− 2 порядок следования отрезков сохраняется.
При 𝜎(2𝑛 − 1, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼) − 3 согласно (17) имеем 𝑠𝑚+1(𝛼) = 𝑠𝑚(𝛼) и

𝑙𝑚+1(𝛼) = 𝑙𝑚(𝛼)− 𝑠𝑚(𝛼) > 𝑠𝑚(𝛼) и слева от нуля будет отрезок 𝑙𝑚+1(𝛼), а справа 𝑠𝑚+1(𝛼). В
соответствии с (27),

𝑑𝑚+1𝛼 =
𝑙𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)
>

1

2
.
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При 𝛼 < 1
2 и 𝑑

𝑚+1𝛼 > 1
2 получаем, что слева 𝑑𝐼𝐼 , а справа 𝑑𝐼 .

Следовательно, при 𝜎(2𝑛 − 1, 𝛼) − 1 6 𝑚 6 𝜎(2𝑛, 𝛼) − 3 порядок расположения отрезков
одинаковый.

При𝑚 = 𝜎(2𝑛, 𝛼)−2, в силу (17), отрезки 𝑙𝑚+1(𝛼) = 𝑠𝑚(𝛼) и 𝑠𝑚+1(𝛼)= 𝑙𝑚(𝛼)−𝑠𝑚(𝛼)<𝑠𝑚(𝛼)
расположены так, что слева находится короткий отрезок 𝑠𝑚+1(𝛼), а справа длинный 𝑙𝑚+1(𝛼).
Согласно (27),

𝑑𝑚+1𝛼 =
𝑠𝑚+1(𝛼)

𝑠𝑚+1(𝛼) + 𝑙𝑚+1(𝛼)
<

1

2
.

При 𝛼 < 1
2 и 𝑑

𝑚+1𝛼 < 1
2 слева будет отрезок 𝑑𝐼 , а справа 𝑑𝐼𝐼 .

Итак, при всех 𝑚 > 0 порядок расположения отрезков 𝑠𝑚+1(𝛼) и 𝑙𝑚+1(𝛼) разбиения
𝑇𝑖𝑙𝑚+1 (𝛼) внутри отрезка 𝑙𝑚(𝛼) разбиения 𝑇𝑖𝑙𝑚 (𝛼) такой же как и порядок расположения
отрезков 𝑑𝐼 и 𝑑𝐼𝐼 внутри отрезка 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑚).

Таким образом, теорема 1 полностью доказана.
Отметим, что множество 𝑋 (𝜀0, . . . , 𝜀𝑙) можно вычислить в явном виде, рассматривая, со-

гласно теореме 1, вложенную последовательность длинных и коротких интервалов разбиений
𝑇𝑖𝑙0(1 − 𝑖0(𝛼)), 𝑇 𝑖𝑙1(1 − 𝑖0(𝛼)), . . . , 𝑇 𝑖𝑙𝑙(1 − 𝑖0(𝛼)), соответствующих наборам (𝜀0), (𝜀0, 𝜀1), . . .,
(𝜀0, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑙).

Теорема 2. Для произвольного 𝛼-допустимого набора (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) множество X(𝑧0, . . . ,
𝑧𝑙) представляет собой отрезок вида [{𝑎𝛼}; {𝑏𝛼}] с эффективно вычислимыми 𝑎, 𝑏 ∈ Z.

Доказательство. Пусть (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) – 𝛼-допустимый набор. Поставим ему в соответствие
набор (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠) по следующему правилу. Заменим 𝑧0 набором из 𝑞1(𝛼) − 1 нулей и единиц,
причем сначала идут 𝑞1(𝛼)− 𝑧0 − 1 нулей, а затем 𝑧0 единиц. Каждое 𝑧𝑖, где 1 6 𝑖 6 𝑙, также
заменим набором из 𝑞𝑖+1(𝛼) нулей и единиц, где вначале идут 𝑞𝑖+1(𝛼) − 𝑧𝑖 нулей, а затем 𝑧𝑖
единиц. Выстроим все наборы нулей и единиц, соответствующих 𝑧𝑖 в порядке возрастания
номера 𝑖 и перенумеруем полученные числа 𝜀0, 𝜀1, . . ., 𝜀𝑠. Тогда выполняется равенство

Z(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) = F(𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)

и, следовательно,
X(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) = 𝑋(𝜀1, . . . , 𝜀𝑠).

Используя теорему 1, получаем, что X(𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) представляет собой отрезок разбиения
𝑇𝑖𝑙𝑠(1−𝑖0(𝛼)) с эффективно вычислимым 𝑠. Далее остается воспользоваться предложением 7 и
равенством 𝑖0(𝛼) = max{𝛼, 1−𝛼}. Отметим, что значения 𝑎, 𝑏 оказываются неотрицательными
для 𝛼 < 1

2 и неположительными для 𝛼 >
1
2 .

7. Заключение

В настоящей работе получена геометрическая интерпретация принадлежности натураль-
ного числа множеству Z (𝑧0, . . . , 𝑧𝑙) натуральных чисел, имеющих заданное окончание разло-
жения в систему счисления Островского–Цеккендорфа. Данный результат может быть ис-
пользован для получения асимптотических формул для числа решений ряда аналогов клас-
сическиих теоретико-числовых задач над данными множествами.
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КОЭРЦИТИВНАЯ ОЦЕНКА И ТЕОРЕМА РАЗДЕЛИМОСТИ
ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Аннотация

Проблема разделимости дифференциальных операторов впервые исследовался в рабо-
тах В. Н. Эверитта и М. Гирца в начале семидесятых годов прошлого столетия. В своих
работах они в основном исследовали разделимость оператора Штурма-Лиувилля и его сте-
пеней. Позже этой проблемой занимались К. Х. Бойматов, М. Отелбаев, Ф. B. Аткинсон
(F. V. Atcinson), В. Д. Эванс (W. D. Evans), А. Цеттл (A. Zettl) и др. Основная часть опуб-
ликованных работ по этому направления относятся к случаю линейных операторов (как
обыкновенных дифференциальных операторов, так и операторов с частными производ-
ными). Разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в основном, рассмат-
ривалась в случае, когда исследуемый оператор является слабым возмущением линейного
оператора. Случай, когда исследуемый оператор не являются слабым возмущением линей-
ного оператора, рассмотрен лишь в некоторых отдельных работах. Результаты настоящей
работы, также относятся к этому малоизученному случаю. Она посвящена изучению ко-
эрцитивных свойств нелинейных дифференциальных операторов вида

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅) и доказана теорема о разделимости этого оператора.
Исследуемый оператор 𝐿[𝑢(𝑥)] является строго нелинейным, то есть его нельзя пред-

ставить в виде слабого возмущения линейного оператора.

Ключевые слова: нелинейный дифференциальный оператор, коэрцитивная оценка, тео-
рема разделимости, гильбертово пространство.
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COERCIVE ESTIMATE AND SEPARATION THEOREM FOR
ONE NONLINEAR DIFFERENTIAL OPERATOR IN A

HILBERT SPACE
O. Kh. Karimov (Dushanbe)

Abstract

Problem of separation for differential operators was first investigated by W. N. Everitt and
M. Giertz in the beginning of seventieth of the last century. They mainly have investigated,
in their works, separation of Sturm–Liouville operator operator and its powers. Later, this
problem was investigated by K. Kh. Boimatov, M. Otelbaev, F. V. Atcinson, W. D. Evans,
A. Zettl and others. The main part of papers published in this direction concerns with the
case of linear operators(both ordinary differential operators and partial differential operators).
Separation of nonlinear differential operators was mainly investigated in case when operator
under consideration was a weak perturbation of linear one. The case when operator under
consideration is not a weak perturbation of linear one was investigated only in some works.
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Results of this paper also concerns with this poorly studied case. The paper is devoted to
studying coercive properties of nonlinear differential operator of the form

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

in Hilbert space 𝐿2(𝑅) and separation theorem for this operator is proved.
The investigated operator 𝐿[𝑢(𝑥)] is strictly nonlinear, in the sense that in the general case

it cannot be represented as a weak perturbation of a linear operator.

Keywords: nonlinear differential operator, coercive estimate, separation theorem, Hilbert
space.

Bibliography: 19 titles.

1. Введение

Термин «разделимость» впервые введен В. Н. Эвериттом и М. Гирцом [1], где исследова-
лась разделимость оператора Штурма–Лиувилля

𝐿[𝑦] = −𝑦′′
(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼,

в пространстве 𝐿2(𝐼), 𝐼 — некоторый отрезок вещественной оси. В последующих своих работах
(см., например, [2]-[4] ) они также исследовали разделимость степеней оператора Штурма–
Лиувилля. В дальнейшем в исследовании и развитие данной теории внесли свой вклад
К. Х. Бойматов, М. Отелбаев и их ученики (см.[5]–[11] и имеющиеся там ссылки).

Впервые разделимость дифференциальных выражений с частными производными иссле-
довалась К.Х. Бойматовым [5]. Из последних работ, посвященных разделимости линейных
операторов с частными производными, отметим [12]–[15] и [16]. В статье [12] рассматривается
разделимость линейного оператора Гельмгольца

𝐴𝑢(𝑥) = (−Δ+ 𝑘2)𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

в гильбертовом пространстве.
В работах [13] и [16] исследовалась разделимость линейного бигармонического оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛). Случай линейного трижды гармониче-

ского дифференциального оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −Δ3𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

рассматривался в статье [14]. Работа [15] посвящена исследованию разделимости и разреши-
мости уравнения Лапласа–Бельтрами в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛).
Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в ос-

новном, рассматривалась тогда, когда исследуемый оператор является слабым возмущением
линейного оператора (см., например, [8] и [10]). Лишь в отдельных работах (см., например,
[7], [17] — [19]) изучалась разделимость строго нелинейных дифференциальных операторов,
то есть операторов не представляющихся в виде слабого возмущения линейного оператора. В
работах [7] и [8] изучались коэрцитивные свойства нелинейного оператора Шредингера и Ди-
рака, в статье [17] рассматривается вопрос о разделимости нелинейного дифференциального
операторов второго порядка с матричными коэффициентами. В работе [19] изучались коэр-
цитивные свойства и разделимость нелинейного бигармонического оператора с матричным
потенциалом

𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)
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во всём 𝑛-мерном евклидовом пространстве.
Здесь мы исследуем разделимость нелинейного дифференциального оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅 = (−∞,+∞),

в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅). То есть, как в [7], [17], [18], [19] рассматриваемый нами
оператор является строго нелинейным.

2. Формулировка основного результата

В пространстве 𝐿2(𝑅) рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)

где 𝑉 (𝑥, 𝑧)-положительная функция. За областью определения оператора (1) примем множе-
ство всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что 𝐿[𝑢(𝑥)] ∈ 𝐿2(𝑅).
Представим функцию 𝑉 (𝑥, 𝑧) в виде

𝑉 (𝑥, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧.

Определение 1. Уравнение (1) (и соответствующий ему дифференциальный оператор
𝐿[𝑢]) называется разделимым в 𝐿2(𝑅), если

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅)

для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

Предположим, что 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) ∈ 𝐶3(𝑅3) и для всех 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ 𝐶, Ω = 𝜇 + 𝑖𝜈 ∈ 𝐶,
𝑢 ∈𝑊 2

2 (𝑅) выполняется следующие неравенства

‖𝐹− 1
2𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥𝐹

−1;𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎1, (2)

‖𝐹− 1
2𝐹

′′
𝑥𝑥𝑢

′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎2‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)‖, (3)

‖𝐹− 1
2𝐹

′
𝑥𝑢

′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎3‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)‖, (4)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′
𝜉𝜇+ 𝐹

′
𝜂𝜈)𝜔;𝐶‖ 6 𝛿3‖𝐹

1
2Ω;𝐶‖, (5)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′′
𝜉𝜉𝜇

2 + 𝐹
′
𝜉𝜇

′
𝑥 + 2𝐹

′′
𝑥𝜉𝜇+ 2𝐹

′′
𝜉𝜂𝜇𝜈 + 2𝐹

′′
𝑥𝜂𝜈+

+ 𝐹
′
𝜂𝜈

′
𝑥 + 𝐹

′′
𝜂𝜂𝜈

2)𝜔;𝐶‖ ≤ 𝛿2‖𝐹
1
2Ω;𝐶‖; (6)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′′′
𝜉𝜉𝜉𝜇

3 + 𝐹
′
𝜉𝜇

′′
𝑥𝑥 + 3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉𝜇+ 3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜂𝜈 + 3𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉𝜇

2+

+ 3𝐹
′′′
𝜉𝜉𝜂𝜇

2𝜈 + 3𝐹
′′
𝜉𝜉𝜇𝜇

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝑥𝜉𝜇

′
𝑥 + 6𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜂𝜇𝜈 + 3𝐹

′′′
𝑥𝜂𝜂𝜈

2+

+ 3𝐹
′′
𝜉𝜂𝜈𝜇

′
𝑥 + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝑥𝜂𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝜂𝜂𝜈𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈

2+

+ 𝐹
′
𝜂𝜈

′′
𝑥𝑥 + 𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜂𝜈

3)𝜔;𝐶‖ ≤ 𝛿1‖𝐹
1
2Ω;𝐶‖. (7)

Сформулируем основной результат работы

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)-(7) и пусть числа 𝜎𝑗 𝑗 = 1, 3 ,
𝛿𝑖 𝑖 = 1, 3 такие, что

3𝜎1 + 9𝜎2 + 9𝜎3 + 4𝛿1 + 12𝛿2 + 12𝛿3 < 4. (8)
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Тогда нелинейный оператор (1) разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅) и для всех функций
𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩ 𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) уравнения (1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) справедливо выклю-
чения

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢

′′′
(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

При этом имеет место коэрцитивное неравенство

‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+

+ ‖𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ ≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅)‖, (9)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥) и 𝑓(𝑥).

3. Вспомогательные леммы.

Далее мы часто воспользуемся следующей леммой, которая доказывается интегрированием
по частям.

Лемма 1. Пусть 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅), тогда для любых двух функций 𝑢(𝑥),

𝜗(𝑥) ∈𝑊 1
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) выполняется равенство

⟨𝜔′
1, 𝜓𝜔2⟩ = −⟨𝜔1, 𝜓

′
𝜔2⟩ − ⟨𝜔1, 𝜓𝜔

′
2⟩, (𝜔1, 𝜔2 ∈𝑊 1

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅), 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅)). (10)

Лемма 2. Пусть в уравнении (1) функция 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2(𝑅), и
функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу 𝐿2(𝑅)∩𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅). Тогда функции 𝑉
1/2(𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢

′′′
(𝑥)

принадлежат пространству 𝐿2(𝑅).
Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (𝑅) - фиксированная неотрицательная функция,
обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1. Для любого положительного числа 𝜀 положим
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥).

Имеет место равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝑢(𝑥)⟩+

+ ⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩, (11)

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅).
Далее несколько раз применяя лемму 1 из равенства (11) получим

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢
′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′′′
𝑢(𝑥)⟩+ 3⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
)𝑢

′
(𝑥))+

+3⟨𝑢′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝑢

′′
(𝑥)⟩+⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+

+⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩. (12)

Так как функция 𝜙𝜀(𝑥) вещественнозначная, и⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′
⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀,

⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′
⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀

2,
⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′′
⃒⃒⃒
≤𝑀2𝜀

3, ∀𝑥 ∈ 𝑅,

где
𝑀0 = sup |𝜙′

(𝑥)|, 𝑀1 = sup |𝜙′′
(𝑥)|, 𝑀2 = sup |𝜙′′′(𝑥)|,

то из равенство (12) переходя к пределу при 𝜀 → 0, используя неравенство Коши-
Буняковского находим

‖𝑓(𝑥)‖‖𝑢(𝑥)‖ ≥ Re ⟨𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩ ≥ ⟨𝑢′′′
(𝑥), 𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩,

что и доказывает лемму 2.
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4. Доказательство теоремы 1

Для любого 𝜈 > 0 выполняется равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩ = ⟨𝐹𝑢(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩+ 𝜈⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑢
𝑉 𝐼(𝑥)⟩+𝐴𝜀

1(𝑢)−𝐴𝜀
2(𝑢), (13)

где

𝐴𝜀
1(𝑢) = −(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩

𝐴𝜀
2(𝑢) = (1− 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩

Для любого 𝛼1 > 0 справедливо неравенство

|𝐴𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 + |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑓(𝑥)‖2,

где ‖, ‖ - норма в пространстве 𝐿2(𝑅).
Далее, имеем

𝐴𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝐹𝑢(𝑥)⟩+

+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹𝑢

′
(𝑥)⟩.

Используя лемму 1, после несложных преобразований находим

𝐴𝜀
1(𝑢) =(1 + 𝜈)⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+𝐵𝜀

1(𝑢)+

+𝐵𝜀
2(𝑢) + 3𝐵𝜀

3(𝑢) + 3𝐵𝜀
4(𝑢) + 3𝐵𝜀

5(𝑢)+

+ 6𝐵𝜀
6(𝑢) + 3𝐵7(𝜀) + 3𝐵𝜀

8(𝑢) + 3𝐵𝜀
9(𝑢), (14)

где

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Учитывая, что

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)] =

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥,𝑅𝑒𝑢(𝑥), 𝐼𝑚𝑢(𝑥)] = 𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉 ·𝑅𝑒𝑢

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜂 · 𝐼𝑚𝑢

′
𝑥
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преобразуем функционалы 𝐵𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, 9 к следующему виду:

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢)=(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥+𝐹

′′′
𝜉𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁3
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′′
(𝑥) +3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′
𝑥𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′′
𝜉𝜉𝜂

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′
𝜉𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 6𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′
𝑥𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′
𝜉𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+

+3𝐹
′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′
𝜂𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+

+𝐹
′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁3)︂

𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′
𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′
𝑥𝑥+𝐹

′′
𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥)+2𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+2𝐹
′′
𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 2𝐹

′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+𝐹

′′
𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′
𝜀(𝑥)

(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) =(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′
𝑥𝑥 +𝐹

′′
𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥)+ 2𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+2𝐹
′′
𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+2𝐹

′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+𝐹

′′
𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢
′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = ⟨𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 , 𝐹
′
𝑥, 𝐹

′
𝜉 , 𝐹

′
𝜂, 𝐹

′′
𝑥𝜉, 𝐹

′′
𝑥𝜂, 𝐹

′′
𝑥𝑥, 𝐹

′′
𝜉𝜂, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝜂𝜂, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜂,

𝐹
′′′
𝑥𝜉𝜂, 𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜉, 𝐹

′′′
𝜂𝜉𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥 взяты в точке (𝑥, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Оцениваем каждый член равенства (14), используя неравенство Коши - Буняковского

𝑅𝑒⟨𝑢, 𝑓⟩ ≤ |⟨𝑢, 𝑓⟩| ≤ ‖𝑢‖‖𝑓‖.

Функционалы 𝐵𝜀
1(𝑢), 𝐵

𝜀
3(𝑢), 𝐵

𝜀
4(𝑢), 𝐵

𝜀
5(𝑢), 𝐵

𝜀
6(𝑢) и 𝐵

𝜀
7(𝑢) в силу леммы 2 стремятся к нулю

при 𝜀→ 0.
При оценки функционалов 𝐵𝜀

2(𝑢), 𝐵
𝜀
8(𝑢) и 𝐵

𝜀
9(𝑢) для любого 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂, Ω = 𝜇+ 𝑖𝜈

и 𝑢 ∈𝑊 3
2 (𝑅), учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых 𝑦1 и 𝑦2 справедливо неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2 (15)

получим следующие оценки:

|𝐵𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎1

2𝛼
(𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢) + 𝛿1‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2, (16)
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|𝐵𝜀
8(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎2

2𝛼
⟨𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿2‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2, (17)

|𝐵𝜀
9(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎3

2𝛼
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿3‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2. (18)

Здесь 𝛼 - произвольное положительное число, а 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝛿1,𝛿2 и 𝛿3 - константы из условий
(2) – (7).

На основе полученных оценок из равенства (13), учитывая неравенство

−|𝑍| ≤ 𝑅𝑒𝑍 ≤ |𝑍|

переходим к неравенству при любых 𝜈, 𝛽 > 0:⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2+

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)

{︂
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − |𝐵2(𝜀)| − |𝐵8(𝜀)| − |𝐵9(𝜀)|

}︂
Далее имея ввиду неравенств (16) – (18) при любых 𝜈, 𝛼1, 𝛼 > 0 получим неравенство⃦⃦⃦⃦

𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2−

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)

{︂
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2−

−(3𝛼
2

+ 𝛿1 + 3𝛿2 + 3𝛿3)‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − 𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3

2𝛼
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2

}︂
Окончательно переходя к приделу при 𝜀→ 0 получим(︂

1 +
|1− 𝜈|
2𝛼1

)︂
‖𝑓(𝑥))‖2 ≥

(︂
1− (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3)

2𝛼

)︂
‖𝐹𝑢(𝑥)‖2+

+

(︂
𝜈−𝛼1|1−𝜈|

2

)︂
‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥)‖2+(1+𝜈)

(︂
1−3𝛼+2𝛿1+6𝛿2+6𝛿3

2

)︂
‖𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2

Отсюда очевидно, что если |1 − 𝜈| < 2𝛼1, 𝛼1|1 − 𝜈| < 2𝜈, (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3) < 2𝛼
и 3𝛼 + 2𝛿1 + 6𝛿2 + 6𝛿3 < 2 , то коэрцитивная оценка (9) имеет место. Существование чисел
𝛼1, 𝛼, 𝜈 > 0 выводится из неравенства (8).

Разделимость нелинейного оператора (1) в пространстве 𝐿2(𝑅) следует из коэрцитивного
неравенства (9).

Теорема 1 доказана.

5. Заключение.

В работе установлены коэрцитивные оценки для нелинейного дифференциального опера-
тора вида (1). Найдены достаточные условия разделимости строго нелинейного оператора в
гильбертовом пространстве.
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ОЦЕНКА МНОГОЧЛЕНА ОТ ГЛОБАЛЬНО
ТРАНСЦЕНДЕНТНОГО ПОЛИАДИЧЕСКОГО ЧИСЛА

Е. С. Крупицын (г. Москва)

Аннотация

Пусть

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘,

где 𝑛𝑘 — быстро возрастающая последовательность натуральных чисел. Этот ряд сходится
во всех полях Q𝑝 𝑝-адических чисел и представляет собой полиадическое число. Кольцо
целых полиадических чисел является прямым произведением колец целых 𝑝-адических
чисел по всем простым числам 𝑝. Это позволяет рассматривать 𝛼, как бесконечномерный
вектор

(︀
𝛼(1), . . . , 𝛼(𝑛), . . .

)︀
, где координата с номером 𝑛 равна сумме этого ряда в поле Q𝑝𝑛

,
где 𝑝𝑛 — 𝑛-ое простое число.

Для любого многочлена 𝑃 (𝑥), отличного от тождественного нуля и имеющего целые
коэффициенты, имеет место равенство

𝑃 (𝛼) =
(︁
𝑃
(︁
𝛼(1)

)︁
, . . . , 𝑃

(︁
𝛼(𝑛)

)︁
, . . .

)︁
.

Полиадическое число 𝛼 называется алгебраическим, если 𝑃 (𝛼) есть нулевой вектор,
𝑃 (𝛼) = (0, . . . , 0).

В работах В.Г. Чирского введены понятия трансцендентного, бесконечно трансцендент-
ного, глобально трансцендентного числа. Именно, полиадическое число 𝛼 называется ал-
гебраическим, если для любого многочлена 𝑃 (𝑥) полиадическое число 𝑃 (𝛼) не равно нулю,
т.е. имеет хотябы одну отличную от нуля координату 𝑃

(︀
𝛼(𝑛)

)︀
. Полиадическое число назы-

вается бесконечно трансцендентным, если таких координат бесконечно много и глобально
трансцендентным, если все 𝑃

(︀
𝛼(𝑛)

)︀
̸= 0. В работе получены оценки снизу

⃒⃒
𝑃
(︀
𝛼(𝑛)

)︀⃒⃒
𝑝𝑛

в
любом поле Q𝑝𝑛

. Следствием является глобальная трансцендентность 𝛼.

Ключевые слова: оценка многочлена, полиадическое число, трансцендентность.

Библиография: 15 названий.

ESTIMATES OF POLYNOMIALS IN A LIOUVILLEAN
POLYADIC INTEGER
E. S. Krupitsyn (Moscow)

Abstract

Let

𝛼 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘,

with a rapidly growing sequence 𝑛𝑘 of positive integers. This series converges in all 𝑝-adic fields
Q𝑝 so it is a polyadic number.

The ring of polyadic integers is a direct product of the rings Z𝑝 of 𝑝-adic integers over all
prime numbers 𝑝.
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So 𝛼 can be considered as the vector
(︀
𝛼(1), . . . , 𝛼(𝑛), . . .

)︀
with coordinates equal to the sums

𝛼(𝑛) of the series 𝛼 in the field Q𝑝𝑛
for the 𝑛-th prime 𝑝𝑛.

For any nonzero polynomial 𝑃 (𝑥) with integer coefficients one has

𝑃 (𝛼) =
(︁
𝑃
(︁
𝛼(1)

)︁
, . . . , 𝑃

(︁
𝛼(𝑛)

)︁
, . . .

)︁
.

The polyadic integer 𝛼 is called transcendental, if for any nonzero polynomial 𝑃 (𝑥) with
rational integer coefficients there exist a prime 𝑝(𝑛) with 𝑃

(︀
𝛼(𝑛)

)︀
̸= 0 in 𝑝𝑛.

The polyadic integer is infinitely transcendental if there exist infinitely many primes 𝑝𝑛 such
that 𝑃

(︀
𝛼(𝑛)

)︀
̸= 0 in Q𝑝𝑛

and it is called globally transcendental, if 𝑃
(︀
𝛼(𝑛)

)︀
̸= 0 for any 𝑛.

The paper presents estimates from below of
⃒⃒
𝑃
(︀
𝛼(𝑛)

)︀⃒⃒
𝑝𝑛

in any Q𝑝𝑛 . As a corollary we get
the global transcendence of 𝛼.

Keywords: polyadic integer, estimates of polynomials.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

В работе дается оценка многочлена от полиадического лиувиллева числа. Теория полиа-
дических чисел изложена, например, в книге [1]. Арифметические свойства полиадических
чисел исследовались в работах В. Г. Чирского [2]–[11], [15], Д. Бертрана [12], В. Ю. Матвеева,
Е. С. Крупицына [13] и др.

В работе Цайсова [14] установлена оценка многочлена от лиувиллева числа в архимедовом
случае.

Цель этой работы — доказательство теоремы.

2. Основной текст статьи

Теорема 1. Пусть

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 6 𝑎𝑘 6 𝑛𝑘, 𝑛𝑘 ∈ N, (1)

(𝑛𝑘 + 1) ln(𝑛𝑘 + 1)

𝑛𝑘 + 1
→ 0 при 𝑘 → +∞. (2)

Пусть 𝜀(𝐻) → 0 при 𝐻 → +∞. Пусть ̃︀𝑝 ∈ N. Тогда существует 𝐻0 = 𝐻0(̃︀𝑝) такая, что
для любого простого числа 𝑝 6 ̃︀𝑝 и любого многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами, не
превосходящими по абсолютной величине числа 𝐻, 𝐻 > 𝐻0, имеющего степень 𝑚, удовле-
творяющую неравенству

𝑚𝜀(𝐻) <
ln ̃︀𝑝

2(̃︀𝑝− 1)
(3)

выполнено неравенство

|𝑃 (𝛼)|𝑝 >
1

𝑚+ 1
·𝐻−1−𝜀−1(𝐻)(ln ln𝐻+ln 𝜀−1(𝐻))·𝑚. (4)

Доказательство. Обозначим для 𝑁 ∈ N 𝛼𝑁 =
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛𝑘!. Имеет место равенство

𝑃 (𝛼𝑁 ) = 𝑃 (𝛼) + 𝑃 ′(𝛼)(𝛼𝑁 − 𝛼) + . . .+
𝑃 (𝑚)(𝛼)

𝑚!
(𝛼𝑁 − 𝛼)

𝑚 (5)
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Если
𝛼𝑁 > 𝐻 + 1, (6)

то по лемме о модуле старшего члена 𝑃 (𝛼𝑁 ) ̸= 0 и

|𝑃 (𝛼𝑁 )|𝑝 >
1

|𝑃 (𝛼𝑁 )|
(7)

Ввиду неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒𝑃 ′(𝛼)(𝛼𝑁 − 𝛼) + . . .+

𝑃 (𝑚)(𝛼)

𝑚!
(𝛼𝑁 − 𝛼)

𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

6 |𝛼𝑁 − 𝛼|𝑝 6 |𝑛𝑁+1!|𝑝

из (5) и (7) следует, что

|𝑃 (𝛼)|𝑝 >
1

|𝑃 (𝛼𝑁 )|
(8)

если

|𝑛𝑁+1 !|𝑝 <
1

|𝑃 (𝛼𝑁 )|
. (9)

Для величины |𝑃 (𝛼𝑁 )| имеем оценку

|𝑃 (𝛼𝑁 )| 6 𝐻 · (𝑚+ 1) · 𝛼𝑚
𝑁
6 𝐻 · (𝑚+ 1) · ((𝑛𝑁 + 1)!)𝑚 . (10)

Ввиду формулы |𝑛!|𝑝 = 𝑝
−𝑛−𝑆𝑛

𝑝−1 , где 𝑆𝑛 — сумма цифр 𝑝-ичного разложения числа 𝑛 полу-
чаем, что неравенство (10) следует из неравенства

ln(𝐻(𝑚+ 1)) +𝑚(𝑛𝑁 + 1) ln(𝑛𝑁 + 1) <
ln 𝑝

𝑝− 1
· 𝑛𝑁+1 − ln(𝑝 · 𝑛𝑁+1). (11)

При 𝑁 > 𝑁0(𝐻) ввиду (2),

(𝑛𝑁 + 1) ln(𝑛𝑁 + 1)

𝑛𝑁+1

< 𝜀(𝐻) (12)

и
ln(𝑛𝑁+1𝑝) < 𝑚𝜀(𝐻)𝑛𝑁+1 .

Поэтому (8) выполняется, если одновременно выполнены эти неравенства, условие (6) и
неравенство

𝑛𝑁+1 >
(ln𝐻(𝑚+ 1)) (𝑝− 1)

ln 𝑝− 2𝑚(𝑝− 1)𝜀(𝐻)
. (13)

В свою очередь, условие (6) следует из неравентва

(𝑛𝑁 + 1) ln

(︂
𝑛𝑁 + 1

𝑒

)︂
> ln(𝐻 + 1)

или, с учетом (12), из

𝑛𝑁+1 >
ln(𝐻 + 1)

𝜀(𝐻)
. (14)

Если считать, что 𝑚(𝐻) 6 𝐻, то неравенство (13) следует из (14).
Пусть теперь 𝑁 выбрано так, что 𝑁 > 𝑁0(𝐻) и выполняются неравенства (14) и

𝑛𝑁 6
ln(𝐻 + 1)

𝜀(𝐻)
. (15)

Это можно сделать при 𝐻 > 𝐻0(𝑝). Тогда из (15) получаем заключение теоремы (4). 2
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3. Заключение

Подобными, но существенно более громоздкими рассуждениями можно получить оценку
многочлена от совокупности полиадических чисел. Отметим, что в отличие от архимедовского
случая проще устанавливается, что значение многочлена в приближающей точке отлично от
нуля.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ НЕПРЕРЫВНЫХ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДРОБЕЙ С НЕБОЛЬШОЙ ДЛИНОЙ
ПЕРИОДА, СВЯЗАННЫХ С ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ

ПОЛЯМИ И 𝑆-ЕДИНИЦАМИ1

Ю. В. Кузнецов, Ю. Н. Штейников (г. Москва)

Аннотация

Пусть Q — поле рациональных чисел, Q(𝑥)− поле рациональных функций от од-
ной переменной, 𝑓 ∈ Q[𝑥]− свободный от квадратов многочлен нечетной степени равной
2𝑔 + 1, 𝑔 > 0. Пусть для многочлена ℎ степени 1 дискретное нормирование 𝜈ℎ однозначно
определенное на Q(𝑥) имеет два неэквивалентных продолжения на поле 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓) и

𝜈′ℎ — одно из этих продолжений. Положим 𝑆 = {𝜈′ℎ, 𝜈∞}, где 𝜈∞ бесконечное нормирование
поля 𝐿. В. П. Платоновым и М. М. Петруниным в работе [4] было показано (смотри также
[2]), что 𝑆-единица в 𝐿 существует тогда и только тогда, когда бесконечная непрерывная
функциональная дробь, в которую раскладывается элемент

√
𝑓

ℎ𝑔+1 является периодичной.
В данной работе исследуются непрерывные периодические дроби, возникающие из ука-
занного разложения. Для некоторых небольших значений длины периода и квазипериода
получены оценки на степени соответствующих фундаментальных 𝑆-единиц, а также неко-
торые необходимые условия, которым должны удовлетворять элементы указанных дробей.

При доказательстве существенно используются результаты, полученные В. П. Плато-
новым и М. М. Петруниным в работе [4].

Ключевые слова: непрерывные дроби, гиперэллиптические поля, 𝑆-единицы, нормиро-
вание.
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ON SOME PROPERTIES OF CONTINUED PERIODIC
FRACTIONS WITH SMALL LENGTH OF PERIOD RELATED

WITH HYPERELLIPTIC FIELDS AND 𝑆-UNITS
Yu. V. Kuznetsov, Yu. N. Shteinikov (Moscow)

Abstract

Let Q be a field of rational numbers, let Q(𝑥) be the field of rational functions of one variable,
and let 𝑓 ∈ Q[𝑥] be a squarefree polynomial of odd degree which is equal to 2𝑔+1, 𝑔 > 0. Suppose
that for a polynomial ℎ of degree 1 the discrete valuation 𝜈ℎ which is uniquely defined on Q(𝑥)
has two nonequivalent extensions to the field 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓) and 𝜈′ℎ is one of these extensions.

We put 𝑆 = {𝜈′ℎ, 𝜈∞}, where 𝜈∞ is an infinite valuation of the field 𝐿. In the paper [4] V. P.
Platonov and M. M. Petrunin (see also [2]) obtained that a 𝑆-unit in 𝐿 exists if and only if
the element

√
𝑓

ℎ𝑔+1 expands into the periodic infinite continuous functional fraction. In this paper
we study continuous periodic fractions connected with this expansion. For some small values
of the length of period and quasiperiod we obtained estimates for the degrees of corresponding
fundamental 𝑆-units and some necessary conditions with which the elements of these fractions
have to satisfy.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 16-11-10111).
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In the proof we use the results obtained by V. P. Platonov and M. M. Petrunin in the
paper [4].

Keywords: continued fractions, hyperelliptic fields, 𝑆-units, valuation.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

Пусть 𝑘 — поле характеристики отличной от 2, 𝑓 - многочлен нечетной степени 2𝑔 + 1 и 𝑓
свободен от квадратов. Обозначим через 𝐿 поле 𝑘(𝑥)(

√
𝑓). Напомним, что для неприводимого

над 𝑘 многочлена ℎ дискретное нормирование 𝜈ℎ (элемента поля 𝑘(𝑥)) задается равенством

𝜈ℎ(ℎ
𝑚𝑎

𝑏
) = 𝑚,

где многочлены 𝑎, 𝑏 не делятся на ℎ. Пусть далее ℎ — многочлен степени 1 такой, что дис-
кретное нормирование 𝜈ℎ поля 𝑘(𝑥) , задаваемое этим многочленом, имеет два продолжения
на поле 𝑘(𝑥)(

√
𝑓). Одно из этих нормирований обозначим через 𝜈 ′ℎ и определим 𝑆 = {𝜈 ′ℎ, 𝜈∞}.

Обозначим через 𝑂𝑆 кольцо 𝑆-целых элементов 𝐿, то есть таких элементов 𝑧, что 𝜈𝑣(𝑧) ≥ 0
для всех нормирований 𝜈𝑣 поля 𝐿, не принадлежащих 𝑆. Отметим сразу, что поскольку мно-
гочлен 𝑓 имеет нечетную степень, то нормирование 𝜈∞ поля 𝑘(𝑥) имеет одно продолжение на
поле 𝐿. Тот факт, что 𝜈ℎ имеет два продолжения на поле 𝐿 равносилен тому, что свободный
коэффициент многочлена 𝑓 при разложении 𝑓 по степеням ℎ есть квадрат из 𝑘*. Мультипли-
кативная группа кольца 𝑂𝑆 — 𝑆-целых элементов поля 𝐿, называется группой 𝑆-единиц. Если
существует хотя бы одна нетривиальная 𝑆-единица (то есть отличная от константы поля 𝑘), то
в описанном нами случае группа 𝑆-единиц является прямым произведением 𝑘* и бесконечной
циклической группы. Образующие этой циклической группы называются фундаментальными
𝑆-единицами.

Имеется важная связь между существованием нетривиальных 𝑆-единиц и разложением√
𝑓

ℎ𝑔+1 в непрерывную дробь в поле 𝐿. В. П. Платоновым и М. М. Петруниным в работе [4] (см.
также работу [2]) было показано, что нетривиальная 𝑆-единица в 𝐿 существует тогда и только
тогда, когда бесконечная непрерывная функциональная дробь, в которую раскладывается
элемент

√
𝑓

ℎ𝑔+1 , является периодичной.
Сформулируем основную цель данной работы. Мы будем изучать различные виды перио-

дических непрерывных дробей для элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 и пользуясь дополнительной информацией
о виде такого разложения для небольших значений длины периода и квазипериода находить
оценки на степени соответствующих фундаментальных 𝑆-единиц, а также получать необхо-
димые условия, которым должны удовлетворять элементы указанных непрерывных дробей.

Работа организована следующим образом. Во втором разделе представлены некоторые
важные утверждения о 𝑆-единицах и их связей с непрерывными дробями, которыми мы бу-
дем пользоваться в дальнейшем. В третьем разделе мы формулируем и доказываем основные
результаты. В четвертом разделе приводятся заключительные комментарии.

2. Вспомогательные утверждения

Здесь мы приводим основные утверждения о 𝑆-единицах и непрерывных дробях, которые
понадобятся нам в дальнейшем.

Напомним понятия периода и квазипериода непрерывной функциональной дроби. Пусть
задана непрерывная дробь 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . .]. Обозначим через 𝛼𝑛 — полное частное с номером
𝑛, то есть 𝛼𝑛 = [𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, . . .].
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Разложение в непрерывную дробь элемента 𝛼 называется периодичным (квазипериодич-
ным), если существует такие 𝑖 > 𝑗 ≥ 0, что 𝛼𝑖 = 𝛼𝑗 ( соответственно 𝛼𝑖 = 𝑐𝛼𝑗 , где 𝑐 ∈ 𝑘*).
Наименьшее такое 𝑖− 𝑗 называется периодом (квазипериодом) рассматриваемой непрерывной
дроби.

Всюду далее в качестве базового поля будем рассматривать поле Q. Теорема 1 из рабо-
ты [4] устанавливает связь между существованием нетривиальных 𝑆-единиц и периодичностью

непрерывной дроби для элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 .

Теорема 1. [4] Непрерывная дробь для элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 – периодична тогда и только
тогда, когда существует нетривиальная 𝑆-единица поля 𝐿.

Разложение в непрерывную дробь элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 имеет ряд важных особенностей.

Теорема 2. [4] Пусть непрерывная дробь для элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 периодична. Тогда эта
непрерывная дробь имеет вид

[𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑤] (1)

где 𝐶𝑤 = 2𝐶0 и 𝐶𝑖 = 𝐶𝑤−𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑤 − 1.

Отметим, что аналогичное свойство имеет место и для чисел (для специальных квадра-
тичных иррациональностей).

Следуя работе [1] введем понятие степени фундаментальной 𝑆-единицы. Пусть 𝑝+ 𝑞
√
𝑓 —

фундаментальная 𝑆-единица и число 𝑚 > 0 определяется из следующего норменного уравне-
ния

𝑝2 − 𝑞2𝑓 = 𝑏ℎ𝑚, 𝑏 ∈ 𝑘*. (2)

Тогда 𝑚 называется степенью фундаментальной 𝑆-единицы 𝑝+ 𝑞
√
𝑓 .

С каждым шагом разложения произвольного элемента поля 𝐿 в непрерывную дробь свя-
заны два многочлена 𝐿𝑗 ,𝑀𝑗 ∈ 𝑘[𝑥], которые соответствуют многочленам 𝐴𝑗 и 𝐵𝑗 , из работы

[7] (см. §5.1). Для элемента
√
𝑓

ℎ𝑔+1 многочлен 𝐿𝑗 определяется из равенства

𝐿𝑗 = (−1)𝑗+1(ℎ2𝑔+2𝑃 2
𝑗 − 𝑓𝑄2

𝑗 ), (3)

где 𝑃𝑗 , 𝑄𝑗 — числитель и соответственно знаменатель 𝑗-й подходящей дроби к
√
𝑓

ℎ𝑔+1 , см. [4].
Если 𝑛 — такое минимальное целое неотрицательное число, при котором 𝐿𝑛 = 𝑏ℎ𝑟, 𝑏 ∈ 𝑘*, то
с помощью подходящих числителя и знаменателя 𝑃𝑛, 𝑄𝑛 для

√
𝑓

ℎ𝑔+1 мы легко можем построить
фундаментальную 𝑆-единицу (cм. [4]). Сформулируем следующую теорему, доказанную в [4].

Теорема 3. [4] Пусть 𝛼 =
√
𝑓

ℎ𝑔+1 . Пусть фундаментальная 𝑆-единица поля 𝐿 существу-
ет, и ее степень равна 𝑚, и пусть 𝑛 — минимальное целое неотрицательное число, при
котором 𝐿𝑛 = 𝑏ℎ𝑟, 𝑏 ∈ 𝑘*. Если 𝑚 является четным числом, тогда 𝑟 = 2𝑔 + 2. При этом
длина квазипериода равна 𝑛, а длина периода равна либо 𝑛, либо 2𝑛. Если же 𝑚 является
нечетным числом тогда 𝑟 = 2𝑔 + 1. При этом длина периода совпадает с длиной квазипери-
ода и равна 2𝑛.

В обозначениях Теоремы 3 определим 𝑡

−𝑡 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛−1

𝜈ℎ(𝑎𝑖). (4)

Следуя рассуждениям, предложенным в [4], легко вывести соотношение, связывающее
𝑚, 𝑡, 𝑟.
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Лемма 1. Справедливо следующее соотношение

𝑚 = 2𝑡+ 𝑟. (5)

Отметим простое наблюдение, вытекающее из Теоремы 3. В случае когда степень фунда-
ментальной 𝑆 единицы 𝑚 равна четному числу, 𝑛 совпадает с длиной квазипериода. В случае
же нечетного 𝑚 величина 𝑛 является половиной квазипериода (или периода).

Отметим также, что имеются некоторые дополнительные соотношения на сумму норми-
рований соседних 𝑎𝑖, которые установлены в [5].

3. Доказательство основных утверждений.

Будем рассматривать 5 видов непрерывной дроби для 𝛼 =
√
𝑓

ℎ𝑔+1 . В следующей лемме мы
вычисляем выражение для 𝑓 через разложение 𝛼 в непрерывную дробь.

Proposition 1. 1. Если 𝛼 = [𝑎0, 2𝑎0], то 𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 + 1).
2. Если 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 2𝑎0], то 𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 +

2𝑎0
𝑎1

).

3. Если 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎1, 2𝑎0], то 𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 +
2𝑎0𝑎1+1
𝑎21+1

).

4. Если 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑙−1𝑎1, 2𝑙𝑎0, 𝑙−1𝑎1, 𝑎1, 2𝑎0], то 𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 +
2𝑎0𝑎1+1
𝑙2𝑎21+𝑙

).

5. Если 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎1, 2𝑎0], то 𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 +
𝑎2+2𝑎0+2𝑎0𝑎1𝑎2

2𝑎1+𝑎21𝑎2
).

Доказательство.

1. Пусть 𝑢 = [𝑎0, 2𝑎0]. Тогда 1
𝑢−𝑎0

= [2𝑎0] = 𝑎0+𝑢. Откуда получаем 𝑢2 = 𝑎20+1. Тем самым
𝑓 = ℎ2𝑔+2(𝑎20 + 1).

2.Пусть 𝑢 = [𝑎0, 𝑎1, 2𝑎0]. Имеем, 1
𝑢−𝑎0

= [𝑎1, 2𝑎0]. Далее вычитаем из обеих частей 𝑎1 и на-

ходя обратное выражение, получим 𝑢−𝑎0
1−𝑎1𝑢+𝑎0𝑎1

= 𝑎0+𝑢. Решая несложное уравнение, получим

𝑢2 = 𝑎20 +
2𝑎0
𝑎1
. Теперь стоит заметить, что 𝑓 = ℎ2𝑔+2𝑢2.

4.Теперь разберем четвертый случай. Третий же случай получается из него при 𝑙 = 1.
При выводе соотношения будем использовать, что квазипериод равен 3. Это позволит полу-
чить соотношение на искомую величину. Пусть 𝑢 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑙−1𝑎1, 2𝑙𝑎0, 𝑙−1𝑎1, 𝑎1, 2𝑎0]. Обозначим
𝑤 = 1

𝑢−𝑎0
. Имеем, 𝑤 = [𝑎1, 𝑙

−1𝑎1, . . .]. Далее, 1
𝑤−𝑎1

= [𝑙−1𝑎1, 2𝑙𝑎0, . . .].
Вычитая из обеих частей 𝑙−1𝑎1 и находя обратное выражение, получим

𝑤−𝑎1
1−𝑙−1𝑎1(𝑤−𝑎1)

= [2𝑙𝑎0, 𝑙
−1𝑎1, . . .]. Вновь вычитая из обеих частей 2𝑙𝑎0 и находя обратное,

получим

1− 𝑙−1𝑎1𝑤 + 𝑙−1𝑎21
𝑤 − 𝑎1 − 2𝑙𝑎0 + 2𝑎0𝑎1𝑤 − 2𝑎0𝑎21

= 𝑙−1𝑤. (6)

Отсюда получаем, что 𝑤2 =
(1+𝑙−1𝑎21)(1+2𝑎0)

𝑙−1(1+2𝑎0𝑎1)
.

Теперь заметим, что 𝑓 = ( 1
𝑤 + 𝑎0)

2. Подставляя предыдущее выражение в это получается
нужный вид для 𝑓 .

5. Пятый случай разбирается аналогично предыдущим. Предложение доказано.
2

Используя предыдущие утверждения остается найти условия, при которых так опреде-
ленные выражения для 𝑓 в действительности задают многочлен 5 степени и убедиться, что
свободный коэффициент многочлена 𝑓 при разложении по степеням ℎ есть полный квадрат
из 𝑘*.

Перейдем к формулировке нашего основного утверждения. В следующей теореме 𝛼 =
√
𝑓

ℎ𝑔+1 ,
и величины 𝑚, 𝑡, 𝑟, 𝑔 определены также как и в Теореме 3 и Лемме 1.
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Теорема 4. 1. Ни для какого многочлена 𝑓 нечетной степени 2𝑔+1 𝛼 не раскладывается
в периодическую дробь вида [𝑎0, 2𝑎0].

2. Пусть 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 2𝑎0]. Если степень 𝑚 фундаментальной 𝑆-единицы поля 𝐿 есть
число четное, тогда

2𝑔 + 4 ≤ 𝑚 ≤ 4𝑔 + 4.

Если же 𝑚 – нечетное, то
𝑚 = 2𝑔 + 1.

В обоих случаях 𝑎1 делит 𝑎0 как элемент Q[ℎ−1].
3. Пусть 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑙−1𝑎1, 2𝑙𝑎0, 𝑙−1𝑎1, 𝑎1, 2𝑎0]. Тогда степень фундаментальной 𝑆-единицы

есть четное число 𝑚 и
2𝑔 + 6 ≤ 𝑚 ≤ 6𝑔 + 6.

Кроме того 𝑙2𝑎21 + 𝑙 делит 2𝑎0𝑎1 + 1 как элемент Q[ℎ−1].
4. Пусть 𝛼 = [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎1, 2𝑎0] и степень фундаментальной 𝑆-единицы поля 𝐿 есть число

нечетное. Тогда
2𝑔 + 3 ≤ 𝑚 ≤ 4𝑔 + 3.

Кроме того 2𝑎1 + 𝑎21𝑎2 делит 𝑎2 + 2𝑎0 + 2𝑎0𝑎1𝑎2 как элемент Q[ℎ−1].

Отметим, что в пунктах 2,3 нижняя оценка на величину 𝑚 следует из Следствия 4 ра-
боты [1]. Оба неравенства пункта 4 также вытекают из указанного утверждения. Верхние
же оценки в пунктах 2,3 более точные, чем оценки, получающиеся непосредственным при-
менением Следствия 4 указанной работы. Данное обстоятельство обусловлено рассмотрением
конкретных видов непрерывных дробей.
Доказательство. 1. Мы видим, что старший член выражения 𝑎20 + 1 не тождественный
нуль. Первый пункт доказан.

Перейдем ко второму пункту.
2. Во-первых согласно Лемме 1 и замечания к нему, мы имеем, что 𝑚 = 2𝑡 + 2𝑔 + 2. Так

как 𝑡 > 0, получаем отсюда соотношение

𝑚 ≥ 2𝑔 + 4.

Отметим также, что −𝑡 в данном случае является нормированием 𝑎1.
Далее, 𝜈(𝑎0) = −𝑔 − 1 и 𝑎20 ∈ Q[ℎ−1]. Поэтому отсюда немедленно заключаем, что вы-

ражение 2𝑎0
𝑎1

в своем разложении не имеет членов с положительными степенями ℎ. Значит,
поскольку 2𝑎0, 𝑎1 ∈ Q[ℎ−1], то на самом деле 2𝑎0 делится на 𝑎1 как многочлен из Q[ℎ−1]. Это
гарантирует нам, что так определенное выражение для 𝑓 является действительно многочле-
ном. Сравнивая степени 𝑎0 и 𝑎1 заключаем еще одно соотношение 𝑡 ≤ 𝑔 + 1, что равносильно

𝑚 ≤ 4𝑔 + 4.

Пусть теперь 𝑎0 = 𝐴0 +𝐴−1ℎ
−1 + . . .+𝐴−𝑔−1ℎ

−𝑔−1 𝑎1 = 𝐵0 +𝐵−1ℎ
−1 + . . . , где 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 ∈ Q,

и рассмотрим случай когда 𝐴0 и 𝐵0 одновременно не нули. Тогда условие, что многочлен 𝑓
является многочленом степени не выше 2𝑔 + 1 равносильно условию 2𝐴0/𝐵0 +𝐴2

0 = 0.
Далее сформулируем условие, означающее что степень многочлена 𝑓 есть в точности 2𝑔+1.

Обозначим через 𝑤 коэффициент при ℎ−1 у элемента 2𝑎0
𝑎1
. Тогда последнее условие равносиль-

но требованию 2𝐴0𝐴−1+𝑤 ̸= 0. Величину 𝑤 можно определить сравнивая коэффициенты при
ℎ−1 у 2𝑎0 и 𝑎1. Это сравнение ведет к такому соотношению 𝑤𝐵0 +

2𝐴0
𝐵0
𝐵−1 = 2𝐴−1. Отсюда

однозначно выражается 𝑤.
Наконец должно выполняться условие, заключающееся в том, что свободный коэффициент

многочлена 𝑓 при разложении по степеням ℎ является квадратом. Это условие будет автома-
тически выполняться, так как это следует из того, что нормирование по ℎ величины 𝑎20 строго
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меньше чем 2𝑎0
𝑎1

и нужный коэффициент всегда окажется квадратом. Случай же нечетного
𝑚 рассматривается аналогично. Соотношение 𝑚 = 2𝑔 + 1 немедленно вытекает из Леммы 1.
Второй пункт теоремы доказан. Перейдем к доказательству третьего пункта.

3. Отметим сразу, что указанный вид непрерывной дроби и Теорема 3 автоматически дают
нам условие, что степень фундаментальной 𝑆-единицы может быть только чиcлом четным.
Мы видим, что 𝜈(𝑎0) = −𝑔 − 1 и 𝑎20 ∈ Q[ℎ−1]. Поэтому отсюда немедленно заключаем, что
выражение 2𝑎0𝑎1+1

𝑙2𝑎21+𝑙
в своем разложении не имеет членов с положительными степенями ℎ.

Значит, поскольку 2𝑎0𝑎1 + 1, 𝑙2𝑎21 + 𝑙 ∈ Q[ℎ−1], то на самом деле 2𝑎0𝑎1 + 1 делится на 𝑙2𝑎21 + 𝑙
как элементы Q[ℎ−1]. Сравнение степеней этих многочленов дает 𝑡/2 ≤ 𝑔+1. В нашем случае
𝑡 = −2𝜈ℎ(𝑎1), поэтому последнее условие равносильно

𝑚 ≤ 6𝑔 + 6.

Нетрудно заметить, что 𝑡 ≥ 2. Отсюда сразу получаем

𝑚 ≥ 2𝑔 + 6.

Далее, 𝑎20 +
2𝑎0𝑎1+1
𝑙2𝑎21+𝑙

как многочлен из Q[ℎ−1] делится на ℎ−1. Запишем это условие в тер-

минах коэффициентов 𝑎0, 𝑎1. Пусть как и раньше 𝑎0 = 𝐴0 + 𝐴−1ℎ
−1 + . . . + 𝐴−𝑔−1ℎ

−𝑔−1 и
𝑎1 = 𝐵0 + 𝐵−1ℎ

−1 + . . ., причем 𝑙2𝐵2
0 + 𝑙 и 2𝐴0𝐵0 + 1 одновременно не нули. Тогда усло-

вие, что многочлен 𝑓 является многочленом степени не выше 2𝑔 + 1 равносильно условию
𝐴2

0 +
2𝐴0𝐵0+1
𝑙2𝐵2

0+𝑙
= 0. Аналогично, вычисляя коэффициент при ℎ−1 у выражения 𝑎20 +

2𝑎0𝑎1+1
𝑙2𝑎21+𝑙

,

можно получить условие того, что так определенный многочлен 𝑓 , будет иметь степень 2𝑔+1.
Легко видеть, что свободный коэффициент при нулевой степени ℎ у многочлена 𝑓 опреде-

ляется по 𝑎20, и тем самым, дискретное нормирование 𝜈ℎ действительно имеет два продолжения
на поле 𝐿. Третий пункт также доказан.

Перейдем к доказательству 4 пункта.
4. В предыдущих обозначениях, и используя Теорему 3, получаем

𝑚 = 2𝑡+ 2𝑔 + 1, 𝑡 = −𝜈ℎ(𝑎1).

Видим, что 𝑡 ≥ 1, и значит, 𝑚 ≥ 2𝑔+ 3. Рассуждая аналогично как и в предыдущим пунктах,
из условия делимости 𝑎2+2𝑎0+2𝑎0𝑎1𝑎2 на 2𝑎1+𝑎

2
1𝑎2 и сравнения нормирований, заключаем,

что 𝑔 + 1 ≥ 𝑡. Это условие равносильно

𝑚 ≤ 4𝑔 + 3.

Аналогично первому пункту можно также получить условия на коэффициенты 𝑎𝑖, чтобы
𝑓 имел степень в точности 2𝑔 + 1. Теорема доказана. 2
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ
ДИЛАТИРУЮЩИХ СРЕД К ПРОЦЕССАМ УПЛОТНЕНИЯ

ПОРОШКОВ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ
Э. С. Макаров , А. Е. Гвоздев, Г. М. Журавлев, А. Н. Сергеев,

И. В. Минаев (г. Тула), А. Д. Бреки (г. Санкт-Петербург), Д. В. Малий (г. Тула)

Аннотация

В работе проведен расчет основных параметров процесса уплотнения порошков метал-
лических систем (металлов, сталей, цветных сплавов различных систем легирования) при
пластическом деформировании прессованием. Рассмотрены варианты вычисления распре-
деления давлений и плотностей в порошковых брикетах различного поперечного сечения
в различных системах координат. Установлено, что наибольшая плотность порошкового
брикета прямоугольного сечения после прессования наблюдается у стенки матрицы под
прессующим пуансоном, причем в середине короткой стороны прямоугольника плотность
выше, чем в середине длинной стороны; наименьшая плотность наблюдается у стенки мат-
рицы над неподвижным пуансоном, причем в середине короткой стороны прямоугольника
плотность ниже, чем в середине длинной стороны; наименьшая плотность под прессующим
пуансоном и наибольшая плотность над неподвижным пуансоном наблюдаются в центрах
соответствующих прямоугольных сечений. Показано, что в брикетах эллиптического сече-
ния из порошков металлических систем после прессования при положительной величине
𝜁 (𝜁 > 0) давление и плотность у концов большой оси эллипса больше, чем у концов ма-
лой оси и, наоборот, при 𝜁 < 0 давление и плотность у концов большой оси меньше, чем
у концов малой оси. Полученные результаты могут быть использованы при разработке
малоотходных и ресурсосберегающих процессов и технологий обработки промышленных
материалов в различных условиях и состояниях.

Ключевые слова: порошковый материал, уплотнение, прессование, пластическая дефор-
мация, поперечное сечение, давление, плотность.
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APPLICATION OF PLASTICITY THEORY OF DILATING
MEDIA TO SEALING PROCESSES OF POWDERS OF

METALLIC SYSTEMS
E. S. Makarov , A. E. Gvozdev, G. M. Zhuravlev, A. N. Sergeev, I. V. Minaev (Tula),

A. D. Breki (St. Petersburg), D. V. Maliy (Tula)

Abstract

The authors carried out the basic parameters calculation of compacting powders of
metallic systems (metals, steels, non-ferrous alloys of different alloying systems) during plastic
compression deformation. The paper considers variants of calculating the pressures and densities
distribution in powder compacts of various cross sections in different coordinate systems. The
authors found that the highest density of the rectangular cross-section powder compact after
pressing is observed near a die wall under the pressing punch, at the middle of the short side
of the rectangle the density is higher than in the middle of the long side; the lowest density
is observed at the die wall above the fixed punch, and in the middle of the short side of the
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rectangle the density is lower than in the middle of the long side; the lowest density under the
pressing punch and the highest density over the fixed punch are observed at the centers of the
corresponding rectangular sections. It is shown that in elliptical section compacts of the powders
of metal systems after pressing at positive value 𝜁 (𝜁 > 0) the pressure and density at the ends
of the ellipse major axis are higher than at the ends of the minor axis and, conversely, when the
𝜁 < 0 pressure and density at the ends of the major axis are less than at the ends of the minor
axis. The obtained results can be used to develop low-waste and resource-saving processes and
technologies for processing industrial materials under various conditions and states.

Keywords: powder material, sealing, pressing, plastic deformation, cross-section, pressure,
density.

Bibliography: 35 titles.

1. Введение

Необратимое изменение объема материала возникает во многих технологических процес-
сах. Учет необратимого изменения объема материала необходим при расчетах многих техно-
логических процессов, например, при обработки давлением и резанием пористых металлов,
уплотнении порошков металлических систем прессованием. На основании экспериментальных
и теоретических исследований, выполненных в нашей стране и за рубежом, разработаны мето-
ды расчета основных параметров процессов пластического деформирования порошковых ма-
териалов. Однако дальнейшее развитие техники выдвигает все более сложные задачи, эффек-
тивное решение которых связано изучением основных параметров процессов пластического
деформирования порошков металлических систем, которые являются основой для разработки
современных малоотходных ресурсосберегающих технологических процессов производства.

В работе рассмотрены варианты расчета распределения давлений и плотностей в брикетах
различного поперечного сечения при уплотнении порошков металлических систем (металлов,
сталей, сплавов различных систем легирования) прессованием.

2. Прямоугольное сечение

Для проведения расчета воспользуемся теорией пластичности дилатирующих сред, основ-
ные положения которой изложены в работе [1].

Пусть поперечное сечение брикета является прямоугольником со сторонами 2𝑎 и 2𝑏
(рис. 1𝑎).

Ввиду симметрии сечения относительно осей 𝑥 и 𝑦 полагаем, что произвольные постоянные

𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = 𝐶𝑛 = 0, 𝐷𝑛 ̸= 0.

Находим геометрические характеристики поперечного сечения брикета.

𝐻𝑛 =
4

𝑘𝑛𝑙𝑛
(𝑘𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑙𝑛𝑏+ 𝑙𝑛𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑐ℎ𝑙𝑛𝑏) (1)

𝑇𝑛 =
4

𝑘𝑛𝑙𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑙𝑛𝑏 (2)

Поскольку эти и другие формулы должны быть справедливы и для квадратного сечения
(рис. 1,б), имеющего еще две оси симметрии, а именно, 𝑦 = ±𝑥, следует положить [1]

𝑘𝑛 = 𝑙𝑛 = 𝜈𝑛/
√
2 (3)

Формулы (1) и (2) принимают вид:
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𝐻𝑛 =
4

𝑘𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛(𝑎+ 𝑏), 𝑇𝑛 =

4

𝑘2𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏 (4)

Рис. 32: Сечения: а) прямоугольное, б) квадратное

Для 𝑞𝑛 получаем

𝑞𝑛 = 𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑐ℎ𝑘𝑛𝑦 (5)

Сначала построим первое приближение для 𝑝:

𝑝 = 𝑝0 +𝐷1𝑐ℎ𝑘1𝑥𝑐ℎ𝑘1𝑦𝑠ℎ(𝜁/ℎ) (6)

Коэффициент 𝐷1 определяем из условия коллокации для пары сечений 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ,
записанного для случая 𝑁 = 1:

𝐷1𝑇1𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐷1𝐻1(𝑐ℎ1− 1) = 𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ⇒

⇒ 𝐷1 =
𝜇𝜉𝐿ℎ𝑝0

𝑇1𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐻1(𝑐ℎ1− 1)
. (7)

Возьмем следующие числовые данные

𝑎 = 2𝑏;ℎ = 4𝑏; 𝜉 = 0, 4;𝜇 = 0, 25.

Тогда
𝜈1 = 0, 395/𝑏; 𝑘1 = 𝑙1 = 0, 279/𝑏;𝐿 = 12𝑏;

𝑠ℎ𝑘1𝑎 = 0, 587; 𝑠ℎ𝑘1𝑏 = 0, 283; 𝑠ℎ𝑘1(𝑎+ 𝑏) = 0, 938;

𝐻1 = 13, 448𝑏;𝑇1 = 8, 536𝑏2.
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По формуле (7) получаем
𝐷1 = 0, 657𝑝0.

Согласно (6) имеем

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 675𝑐ℎ

0, 279𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 279𝑦

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

4𝑏

)︂
(8)

где нетто-давление 𝑝0, определяемое из условия постоянства массы, составляет

𝑝0 =
𝑀𝑚𝑝max

𝑉 𝑚𝜌𝑚𝑘
=

(︂
𝜌

𝜌𝑘

)︂𝑚

𝑝max, (9)

а 𝜌 - средняя плотность брикета.
Рассчитываем давления в различных точках сечения при одностороннем прессовании:
а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 793𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 920𝑝0,

𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 824𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ) = 1, 956𝑝0;

б) в среднем сечении

𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝑎, 𝑎]× [−𝑏, 𝑏] ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0− ℎ) = 0, 207𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 080𝑝0,

𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 176𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ) = 0, 044𝑝0.

Рассчитаем по этим данным отношение наибольшей плотности Θ1 в брикете к наименьшей
плотности Θ2. Используя

𝑝 = 𝑝maxΘ
𝑚,

где 𝑝max- давление прессования, обеспечивающее получение беспористой заготовки; 𝑚 - кон-
станта, причем, согласно [2], для любых металлических порошков 𝑚 > 3, получаем

𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ)

𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ)
=

(︂
Θ1

Θ2

)︂2

⇒ Θ1

Θ2

𝑚
√︀

44, 45, (10)

что, например, при 𝑚 = 6 дает Θ1 = 1, 88Θ2, т.е. наибольшая плотность превышает наимень-
шую на 88 %.

Теперь построим второе приближение для 𝑝:

𝑝 = 𝑝0 +𝐷1𝑐ℎ𝑘1𝑥𝑐ℎ𝑘1𝑦𝑠ℎ
𝜁

2ℎ
+𝐷2𝑐ℎ𝑘2𝑥𝑐ℎ𝑘2𝑦𝑠ℎ

𝜁

ℎ
(11)

При тех же исходных числовых данных имеем:

𝜈1 = 0, 198/𝑏⇒ 𝑘1 = 𝑙1 = 0, 140𝑏,

𝜈2 = 0, 395/𝑏⇒ 𝑘2 = 𝑙2 = 0, 279/𝑏,

𝑠ℎ𝑘1𝑎 = 0, 283, 𝑠ℎ𝑘1𝑏 = 0, 140, 𝑠ℎ𝑘1(𝑎+ 𝑏) = 0, 432,

𝑠ℎ𝑘2𝑎 = 0, 587, 𝑠ℎ𝑘2𝑏 = 0, 283, 𝑠ℎ𝑘2(𝑎+ 𝑏) = 0, 938,
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𝐻1 = 12, 343𝑏, 𝑇1 = 8, 086𝑏2, 𝐻2 = 13, 448𝑏, 𝑇2 = 8, 536𝑏2.

Для нахождения 𝐷1 и 𝐷2 формулируем при 𝑁 = 2 условия коллокации, используя следу-
ющие пары сечений:

а) 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ, б) 𝜁1 = 0 и 𝜁2 12ℎ[︂
𝑇1𝑠ℎ

1

2
− 2𝜇𝜉ℎ𝐻1

(︂
𝑐ℎ

1

2
− 1

)︂]︂
𝐷1 ++ [𝑇2𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐻2 (𝑐ℎ1− 1)]𝐷2 = 𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ;

[︂
𝑇1𝑠ℎ

1

4
− 2𝜇𝜉ℎ𝐻1

(︂
𝑐ℎ

1

4
− 1

)︂]︂
𝐷1 ++

[︂
𝑇2𝑠ℎ

1

2
− 𝜇𝜉ℎ𝐻2

(︂
𝑐ℎ

1

2
− 1

)︂]︂
𝐷2 =

1

2
𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ.

Эти условия после преобразований принимают вид

2, 949𝐷1 + 7, 109𝐷2 = 4, 8𝑝0
1, 740𝐷1 + 3, 758𝐷2 = 2, 4𝑝0

}︂
, (12)

откуда по правилу Крамера находим

𝐷1 = −0, 759𝑝0, 𝐷2 = 0, 990𝑝0.

Внося эти значения коэффициентов в (11), получаем

𝑝 = 𝑝0

(︂
1− 0, 759𝑐ℎ

0, 140𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 140𝑦

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

8𝑏
+ 0, 990𝑐ℎ

0, 279𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 279

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

4𝑏

)︂
(13)

По формуле (13) рассчитываем давления в различных точках поперечного сечения при
одностороннем прессовании:

а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 767𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 938𝑝0,

𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 808𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ) = 1, 986𝑝0;

б) в среднем сечении

𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝑎, 𝑎]× [−𝑏, 𝑏] ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 233𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 062𝑝0,

𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 192𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ) = 0, 014𝑝0.

Из рассмотрения результатов, полученных на основе обоих приближений (8) и (13), выте-
кают следующие выводы:

- наибольшая плотность наблюдается у стенки матрицы под прессующим пуансоном, при-
чем в середине короткой стороны прямоугольника плотность выше, чем в середине длинной
стороны;

- наименьшая плотность наблюдается у стенки матрицы над неподвижным пуансоном,
причем в середине короткой стороны прямоугольника плотность ниже, чем в середине длинной
стороны;

- наименьшая плотность под прессующим пуансоном и наибольшая плотность над непо-
движным пуансоном наблюдаются в центрах соответствующих прямоугольных сечений.
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Рис. 33: Эллипс в декартовых и эллиптических координатах.

3. Эллиптическое сечение

Сечение в виде эллипса с полуосями 𝑎 и 𝑏 показано на рис. 2.
Для вычисления 𝑞𝑛 принимаем выражение (5), и рассчитываем геометрические характери-

стики сечения, учитывая (3). При этом используем параметрическое представление уравнения
эллипса

𝑥 = 𝑎 cos𝜙, 𝑦 = 𝑏 sin𝜙∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋] .

Очевидно,

𝑑𝐿2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 =
(︀
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙

)︀
𝑑𝜙2.

Поэтому

𝐻𝑛 = 4

𝜋/2∫︁
0

𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑎 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝜙)

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙𝑑𝜙.

Интеграл вычисляем по правилу трех восьмых [3].
Обозначим

𝜓(𝜙) = 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑎 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝜙)

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙. (14)

Находим значения 𝜓 в точках 0, 𝜋/6, 𝜋/3, 𝜋/2:

𝜓(0) = 𝑎𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎, 𝜓
(︁𝜋
6

)︁
=

1

2

√︀
3𝑎2 + 𝑏2𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑎

)︃
𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑏

)︂
,

𝜓
(︁𝜋
3

)︁
=

1

2

√︀
𝑎2 + 3𝑏2𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑎

)︂
𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑏

)︃
, 𝜓
(︁𝜋
2

)︁
= 𝑏𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏.

Окончательно для 𝐻𝑛 получаем
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𝐻𝑛 =
𝜋

4

{︃
𝑎𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎+ 𝑏𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏+

3

2

[︃√︀
3𝑎2 + 𝑏2𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑎

)︃
𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑏

)︂
+

+
√︀
𝑎2 + 3𝑏2𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑎

)︂
𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑏

)︃]︃}︃
. (15)

Для 𝑇𝑛 предварительно имеем:

𝑇𝑛 =
4

𝑘𝑛

𝑎∫︁
0

𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑠ℎ

(︃
𝑘𝑛𝑏

√︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︃
𝑑𝑥.

Снова применяем правило трех восьмых.
Обозначим

𝜒(𝑥) = 𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑠ℎ

(︃
𝑘𝑛𝑏

√︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︃
. (16)

Находим 𝜒 в точках 0, 𝑎/3, 2𝑎/3, 𝑎:

𝜒(0) = 𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏, 𝜒
(︁𝑎
3

)︁
= 𝑐ℎ

𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑏

3
,

𝜒

(︂
2𝑎

3

)︂
= 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑏

3
, 𝜒(𝑎) = 0.

Окончательно для 𝑇𝑛 получаем

𝑇𝑛 =
𝑎

2𝑘𝑛

[︃
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏+ 3

(︃
𝑐ℎ
𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑏

3
+ 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑏

3

)︃]︃
. (17)

Ограничимся рассмотрением первого приближения для 𝑝 при следующих числовых дан-
ных:

𝑎 = 2𝑏, ℎ = 𝑏, 𝜉 = 0, 4, 𝜇 = 0, 25.

Как известно [4], длина 𝐿 обвода эллипса выражается полным эллиптическим интегралом
2-го рода

𝐿 = 4𝑎E(𝜀), (18)

где эксцентриситет эллипса вычисляется по формуле

𝜀 =

√
𝑎2 − 𝑏2
𝑎

. (19)

При указанных выше числовых данных получаем

𝜀 =

√
3

2
⇒ E

(︃√
3

2

)︃
= 1, 211⇒ 𝐿 = 9, 688.

Если применить правило трех восьмых, то найдем

𝐿 = 4

𝜋/2∫︁
0

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙𝑑𝜙 =

𝜋

4

[︂
𝑎+ 𝑏+

3

2

(︁√︀
3𝑎2 + 𝑏2 +

√︀
𝑎2 + 3𝑏2

)︁]︂
= 9, 721
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с относительной погрешностью 0,34 %, что в практических расчетах вполне приемлемо.
Далее согласно (3) получаем

𝜈1 = 1, 581/𝑏⇒ 𝑘1 = 1, 118/𝑏.

Проводим вычисления по формулам (15) и (17):

𝐻1 =
𝜋

4
𝑏 [2𝑐ℎ2, 236 + 𝑐ℎ1, 118 + 1, 5 (3, 606×

×𝑐ℎ1, 936𝑐ℎ0, 559 + 2, 646𝑐ℎ1, 118𝑐ℎ0, 968)] = 34, 144𝑏,

𝑇1 =
𝑏2

1, 118
[𝑠ℎ1, 118 + 3 (𝑐ℎ0, 745𝑠ℎ1, 054 +𝑐ℎ1, 491𝑠ℎ0, 833)] = 11, 429𝑏2.

Расчет по формуле (7) дает
𝐷1 = 0, 084𝑝0.

Следовательно

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 084𝑐ℎ

1, 118𝑥

𝑏
𝑐ℎ

1, 118𝑦

𝑏
𝑠ℎ
𝜁

𝑏

)︂
. (20)

По этой формуле определяем давления в различных точках сечения при одностороннем
прессовании:

а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 099𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 468𝑝0, 𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 168𝑝0;

б) в среднем сечении
𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹 ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 901𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 532𝑝0, 𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 832𝑝0.

Вычисляем отношение наибольшей плотности Θ1 в брикете к наименьшей плотности Θ2:

𝑝(𝑎, 0, ℎ)

𝑝(𝑎, 0,−ℎ)
=

(︂
Θ1

Θ2

)︂𝑚

⇒ Θ1

Θ2
= 𝑚
√︀
2, 76,

что, например, при 𝑚 = 6 составляет 1,184, т.е. наибольшая плотность превышает наимень-
шую на 18,4 %.

Приведенные расчеты показывают, что под прессующим пуансоном плотность возле кон-
цов большой оси эллипса выше, чем возле концов малой оси, а над неподвижным пуансоном
плотность возле концов большой оси эллипса ниже, чем возле концов малой оси. Аналогичные
результаты получаются и при рассмотрении второго и последующих приближений.

Рассмотрим важный частный случай эллиптического сечения – сечение в виде круга ра-
диуса 𝑅.

Полагая 𝑎 = 𝑏 = 𝑅 в формулах (15) и (17), находим

𝐻𝑛 =
𝜋

2
𝑅

(︃
𝑐ℎ𝑘𝑛𝑅+ 3𝑐ℎ

𝑘𝑛𝑅

2
𝑐ℎ

√
3𝑘𝑛𝑅

2
, (21)

𝑇𝑛 =
𝑅

2𝑘𝑛

[︃
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑅+ 3

(︃
𝑐ℎ
𝑘𝑛𝑅

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑅

3
+ 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑅

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑅

3

)︃]︃
. (22)
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Возьмем следующие числовые данные:

ℎ = 𝑅, 𝜉 = 0, 4, 𝜇 = 0, 25, 𝐿 = 2𝜋𝑅.

Отметим, что точное значение длины окружности получается и по правилу трех восьмых:

𝐿 =
𝜋

4

[︂
𝑅+𝑅+

3

2

(︁√︀
3𝑅2 +𝑅2 +

√︀
𝑅2 + 3𝑅2

)︁]︂
= 2𝜋𝑅.

Далее в рамках первого приближения имеем:

𝜈1 = 1, 581/𝑏⇒ 𝑘1 = 1, 118/𝑏.

Проводим вычисления по формулам (15) и (17):

𝐻1 =
𝜋

2
𝑅 (𝑐ℎ1, 118 + 3𝑐ℎ0, 559𝑐ℎ0, 968) = 10, 891𝑅,

𝑇1 =
𝑅2

2 · 1, 118
[𝑠ℎ1, 118 + 3 (𝑐ℎ0, 373𝑠ℎ1, 054+

+𝑐ℎ0, 745𝑠ℎ0, 833)] = 4, 036𝑅2.

𝐷1 = 0, 151𝑝0.

Таким образом,

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 151𝑐ℎ

1, 118𝑥

𝑅
𝑐ℎ

1, 118𝑦

𝑅
𝑠ℎ
𝜁

𝑅

)︂
. (23)

По этой формуле получаем

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 177𝑝0, 𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 823𝑝0.

Справедливо приближенное равенство

𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑅 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑅 sin𝜙) ≈ 𝑐ℎ𝑘𝑛𝑅∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋] .

Поэтому на контуре сечения под прессующим пуансоном и над неподвижным пуансоном
соответственно имеем

𝑝max = 1, 3𝑝0, 𝑝min = 0, 7𝑝0.

В среднем сечении 𝑝 = 𝑝0.
Отношение наибольшей плотности в брикете к наименьшей плотности составляет

Θ1

Θ2
= 𝑚

√︂
𝑝max

𝑝min
⇒ Θ1

Θ2
= 𝑚
√︀
1, 857.

Например, при 𝑚 = 6 наибольшая плотность превышает наименьшую на 10,9%.
Найдем решение для брикета с круговым сечением в круговых цилиндрических коорди-

натах 𝑟, 𝜙, 𝜁. Ввиду осевой симметрии уравнение для вычислений согласно [1] записывается в
следующей форме

1

𝑟

𝑑𝑞𝑛
𝑑𝑟

+
𝑑2𝑞𝑛
𝑑𝑟2

= 𝜈2𝑛𝑞𝑛, (𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁), (24)

где 𝜈𝑛 вычисляется по методике [1].
Решение уравнения (24) представляется в бесселевых функциях [5]
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𝑞𝑛(𝑟) = 𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) + 𝐶𝑛2𝑁0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) , (25)

где 𝑖 =
√
−1, 𝐽0 и 𝑁0 — бесселевы функции нулевого порядка соответственно первого и второго

рода.
Поскольку решение (25) должно быть конечным в точке 𝑟 = 0, то постоянную следует

взять равной нулю. Тогда

𝑞𝑛(𝑟) = 𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) (26)

и находим

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0 +
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
. (27)

Для расчета констант 𝐶𝑛(𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁) необходимо сформулировать систему 𝑁 уравне-
ний. Предварительно получаем ∫︁

𝐿

𝑞𝑛𝑑𝐿 = 2𝜋𝐶𝑛1𝑅𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅) , (28)

∫︁∫︁
𝐹

𝑞𝑛𝑑𝐹 = 2𝜋𝐶𝑛1

𝑅∫︁
0

𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = −
2𝜋

𝜈𝑛
𝐶𝑛1𝑖𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) , (29)

где 𝐽1 — бесселева функция первого порядка первого рода.
Уравнение с учетом (28) и (29) принимает вид:

𝜇𝜉

[︃
𝑝0 (𝜁2 − 𝜁1) +𝑁ℎ

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝑛

(︂
𝑐ℎ
𝑛𝜁2
𝑁ℎ
− 𝑐ℎ𝑛𝜁1

𝑁ℎ

)︂
𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅)

]︃
+

+𝑖
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐶𝑛1

𝜈𝑛

(︂
𝑠ℎ
𝑛𝜁2
𝑁ℎ
− 𝑠ℎ𝑛𝜁1

𝑁ℎ

)︂
𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) = 0. (30)

Условие коллокации (30) для пары сечений 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ записывается в виде

𝜇𝜉ℎ

[︃
𝑝0 +𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝑛

(︁
𝑐ℎ
𝑛

𝑁
− 1
)︁
𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅)

]︃
+ 𝑖

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝜈𝑛
𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) 𝑠ℎ

𝑛

𝑁
= 0. (31)

Ограничимся рассмотрением первого приближения, - тогда вместо (27) и (31) будем иметь:

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0 + 𝐶11𝐽0 (𝑖𝜈1𝑟) 𝑠ℎ
𝜁

ℎ
, (32)

𝜇𝜉ℎ [𝑝0 + 𝐶11 (𝑐ℎ1− 1) 𝐽0 (𝑖𝜈1𝑅)] + 𝑖
𝑠ℎ1

𝜈1
𝐽1 (𝑖𝜈1𝑅)𝐶11 = 0. (33)

При тех же числовых данных находим:

𝐽0 (𝑖𝜈1𝑅) = 𝐽0(1, 118𝑖) = 1, 3378,

−𝑖𝐽1 (𝑖𝜈1𝑅) = −𝑖𝐽1(1, 118) = 0, 6510,
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𝑠ℎ1 = 1, 1752, 𝑐ℎ1 = 1, 5430.

Решаем относительно 𝐶11 уравнение (33):

𝐶11 = 0, 163𝑝0.

Внося это в (32), получаем

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0

[︂
1 + 0, 163𝐽0

(︂
1, 118𝑟

𝑅
𝑖

)︂
𝑠ℎ
𝜁

ℎ

]︂
. (34)

По таблицам [10] находим значения бесселевой функции 𝐽0 в характерных точках сечения:

𝐽0(0) = 1, 𝐽0(0, 559𝑖) = 1, 0797, 𝐽0(1, 118𝑖) = 1, 3378.

Теперь получаем

𝑝 (0, ℎ) = 1, 191𝑝0, 𝑝

(︂
𝑅

2
, ℎ

)︂
= 1, 207𝑝0, 𝑝 (𝑅, ℎ) = 1, 256𝑝0,

𝑝 (0,−ℎ) = 0, 809𝑝0, 𝑝

(︂
𝑅

2
,−ℎ

)︂
= 0, 793𝑝0, 𝑝 (𝑅,−ℎ) = 0, 744𝑝0,

𝑝(𝑟, 0) = 𝑝0∀𝑟 ∈ [0, 𝑅] .

Как видно, результаты расчетов в декартовых и круговых цилиндрических координатах
достаточно хорошо согласуются между собой.

Рассмотрим задачу о прессовании брикета с сечением в виде эллипса в эллиптических
цилиндрических координатах (рис. 2).

С учетом симметрии и равенства (3) получаем

𝑝(𝛼, 𝛽, 𝜁) = 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ (𝑘𝑛 ∋ 𝑐ℎ𝛼 cos𝛽) 𝑐ℎ (𝑘𝑛 ∋ sin𝛼 sin𝛽) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
. (35)

На оси брикета

𝑝
(︁
𝛼,±𝜋

2
, 𝜁
)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

На контуре сечения

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
, 𝛽, 𝜁

)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ (𝑘𝑛𝛼 cos𝛽) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝛽) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

У концов малой оси эллипса

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
,±𝜋

2
, 𝜁
)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

У концов большой оси эллипса

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
, 0, 𝜁

)︁
= 𝑝

(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

𝜀
,±𝜋, 𝜁

)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

Очевидно, при 𝜁 > 0 давление и плотность у концов большой оси эллипса больше, чем у
концов малой оси и, наоборот, при 𝜁 < 0 давление и плотность у концов большой оси меньше,
чем у концов малой оси.
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4. Заключение

В работе приведены примеры расчета распределения давлений и плотностей в порошковых
брикетах из металлических систем различного поперечного сечения для различных систем
координат с использованием теории пластичности дилатирующих сред.

Результаты проведенных исследований дают возможность определять основные количе-
ственные характеристики параметров процессов уплотнения и пластического деформирования
порошков различных металлических систем, и совершенствовать методы расчета, которые яв-
ляются основой для разработки малоотходных ресурсосберегающих технологий.

Полученные результаты могут быть использованы при разработке ресурсосберегающих
процессов и технологий обработки промышленных материалов в различных условиях и состо-
яниях с использованием новых наноконструкционных смазок и покрытий [6–34].

Работа выполнена по Федеральной целевой программе «Исследования и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014–
2020 годы» по проекту «Разработка прототипа инженерного программного обеспечения (ИПО)
на основе высокопроизводительных вычислений для оценки механических характеристик из-
делия, изготовленного с использованием аддитивных технологий (методом селективного ла-
зерного спекания) с учетом стратегии изготовления изделия» (уникальный идентификатор
проекта RFMEF 157717X0271).
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К ЗАДАЧЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ РЯДОВ
ДИРИХЛЕ С КОНЕЧНОЗНАЧНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

КАК ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ НА КОМПЛЕКСНУЮ
ПЛОСКОСТЬ1

О. А. Матвеева, В. Н. Кузнецов (г. Саратов)

Аннотация

Одним из известных направлений решения задачи аналитического продолжения рядов
Дирихле является изучение свойств последовательности первообразных, возникающих в
процессе итераций сумматорной функции коэффициентов ряда. На этом пути было полу-
чено, например, аналитическое продолжение дзета-функции Римана, 𝐿-функций Дирихле.
В 1975 году Н. Г. Чудаков получил необходимое и достаточное условие аналитического про-
должения рядов Дирихле как мероморфных функций с конечной функцией Линделёфа,
выраженное в терминах поведения первообразных функций.

В данной статье получено необходимое и достаточное условие аналитического продол-
жения рядов Дирихле с конечнозначными коэффициентами целым образом на комплекс-
ную плоскость. Это условие сформулировано в терминах поведения чезаровских средних
от коэффициентов ряда Дирихле. В отличие от результата Н. Г. Чудакова, где условие
аналитического продолжения представлено в виде теоремы существования, здесь получен
явный вид асимптотики чезаровских средних. В основе решения задачи лежит аппрокси-
мационный подход, разработанный ранее авторами, позволивший связать решение задачи
с возможностью приближения в критической полосе целых функций, определённых ряда-
ми Дирихле, полиномами Дирихле.

Ключевые слова: Ряд Дирихле, аналитическое продолжение, совместное приближение
функции и ее производных.

Библиография: 15 названий.

ON THE PROBLEM OF ANALYTICAL CONTINUATION
OF DIRICHLET SERIES WITH FINITE COEFFICIENTS
AS ENTIRE FUNCTIONS ONTO THE COMPLEX PLANE

O. A. Matveeva, V. N. Kuznetsov (Saratov)

Abstract

One well-known approach to the problem of analytic continuation of Dirichlet series is
analysis of properties of a sequence of primitive integrals, which arise in iterations of a
summatory function of the coefficients of these series. With this approach it was possible to
obtain an analytic continuation of the Riemann zeta function and Dirichlet 𝐿-functions. In 1975
N. G. Chudakov presented necessary and sufficient conditions for an analytic continuation of
Dirichlet series as meromorphic functions with a finite Lindelöf function, expressed through
behavior of primitive integrals.

In this paper we formulate necessary and sufficient conditions of analytic continuation
of Dirichlet series with finite-valued coefficients to an entire function. These conditions are

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект №16-01-00399).
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expressed in terms of behavior of Cesàro means of coefficients of a Dirichlet series. Unlike the
result of N. G. Chudakov, where conditions of analytic continuation are expressed as an existence
theorem, in this paper we obtain an explicit form of the asymptotics of Cesàro means. This result
is based on the approximation approach developed earlier by V. N. Kuznetsov and the author,
which made it possible to establish a connection between the solution of this problem and a
possibility to approximate entire functions defined by Dirichlet series by Dirichlet polynomials
in the critical strip.

Keywords: Dirichlet series, analytic continuation, joint approximation of a function and its
derivatives.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

Одним из известных направлений решения задачи аналитического продолжения рядов
Дирихле

𝑓(𝑠) =
∞∑︁
1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡

является изучение свойств сумматорной функции коэффициентов и ее итераций, возникаю-
щих в результате последовательного интегрирования по частям интеграла в известном инте-
гральном представлении ряда Дирихле в области сходимости:

𝑓(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢,

где 𝑆(𝑢) — сумматорная функция коэффициентов.
На этом пути получено, например, аналитическое продолжение дзета-функции Римана

(см., например, [1]), 𝐿-функций Дирихле (см. [2]). В [2] же изучалось асимптотическое поведе-
ние последовательности итераций первообразных для сумматорной функции коэффициентов;
получено необходимое и достаточное условие аналитического продолжения ряда Дирихле как
мероморфной функции с конечным числом простых полюсов и конечной функцией Линделё-
фа 𝜇(𝜎). Это условие заключается в существовании последовательности индексов 𝑚𝑘 таких,
что для функций Φ𝑚𝑘

(𝑥):

Φ0(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝑎𝑛, Φ𝑚+1(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1
Φ𝑚(𝑥)𝑑𝑥, 𝑚 = 1, 2, . . .

выполняются асимптотические равенства:

Φ𝑚𝑘
(𝑥) = 𝑃𝑚𝑘

(𝑥) +𝑅𝑚𝑘
(𝑥), (1)

где 𝑃𝑚𝑘
(𝑥) — алгебраические многочлены, 𝑅𝑚𝑘

(𝑥) = 𝑂(𝑥𝑛𝑘), и (𝑚𝑘 − 𝑛𝑘)→∞.
В данной статье для рядов Дирихле с конечнозначными коэффициентами

𝑓(𝑠) =

∞∑︁
1

𝑎𝑘
𝑘𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (2)

получены необходимые и достаточные условия на коэффициенты, при которых такие ряды
определяют целые функции, удовлетворяющие неравенству

|𝑓(𝑠)Γ(𝑠)| < 𝑒−𝛼|𝑡|, 0 ≤ 𝜎 ≤ 1, (3)

где Γ(𝑠) — гамма-функция, 𝛼 > 0 и зависит от функции 𝑓(𝑠).
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Полученные необходимые и достаточные условия аналитического продолжения рядов Ди-
рихле (2) целым образом на комплексную плоскость выражены в терминах чезаровских срезов
порядка 𝑚 от коэффициентов

𝑆1(𝑥) =
∑︁
𝑘≤𝑥

𝑎𝑘, 𝑆𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑘≤𝑥

𝑆𝑚−1(𝑘), 𝑚 ≥ 2. (4)

В отличие от работы [2], где условие аналитического продолжения (1) получено в виде теоремы
существования, здесь получен явный вид асимптотики чезаровских средних.

При доказательстве основного результата используется, во-первых, результат В. Н. Кузне-
цова, полученный в 1987 году в [3] (см. также [4]), о том, что если ряд Дирихле (2) определяет
целую функцию, то соответствующий (с теми же коэффициентами, что и у ряда Дирихле)
степенной ряд

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
1

𝑎𝑛𝑥
𝑛 (5)

имеет конечные односторонние производные любого порядка в точке единица

lim
𝑥→1−0

𝑔(𝑚)(𝑥) = 𝛼𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . (6)

Во-вторых, используется факт, доказанный уже в этой работе, и заключающийся в том,
что степенной ряд (5) допускает совместное приближение функции 𝑔(𝑥) и её производных на
отрезке [0, 1] алгебраическими полиномами с ограниченными в совокупности коэффициента-
ми.

В основе доказательства основного утверждения лежит аппроксимационный подход, разра-
ботанный ранее авторами (см. [5]–[11]), позволивший связать решение задачи с возможностью
приближения в критической полосе целых функций, определённых рядами Дирихле, поли-
номами Дирихле: показано, что целые функции, определённые рядами Дирихле, допускают
приближение в критической полосе полиномами Дирихле, чезаровские средние коэффициен-
тов которых определяют свойства чезаровских средних коэффициентов ряда Дирихле.

2. Критерий возможности аналитического продолжения ряда
Дирихле с конечнозначными коэффициентами как
целой функции на комплексную плоскость

Рассмотрим ряд Дирихле с конечнозначными коэффициентами (2) и чезаровские средние
𝑚-го порядка от коэффициентов этого ряда (4). Имеет место

Теорема 1. Ряд Дирихле с конечнозначными коэффициентами

𝑓(𝑠) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡

тогда и только тогда определяет целую функцию, удовлетворяющую условию

|𝑓(𝑠)Γ(𝑠)| < 𝑒−𝛼|𝑡|, 0 ≤ 𝜎 ≤ 1,

где Γ(𝑠) — гамма-функция, 𝛼 > 0 и зависит от функции 𝑓(𝑠), когда для любого 𝑚 определя-
ется алгебраический полином 𝑇𝑚−1(𝑥) степени 𝑚 − 1, такой, что для чезаровских средних
порядка 𝑚 от коэффициентов ряда Дирихле при любом 𝑥 ≥ 1 выполняются равенства

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑇𝑚−1(𝑥) +𝑂(1), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

где константа в символе «O» не зависит от 𝑥.
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Доказательству теоремы 1 предпошлём ряд утверждений:

Лемма 1. Пусть ряд Дирихле с конечнозначными коэффициентами

𝑓(𝑠) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝑠
,

определяет целую функцию, удовлетворяющую условию

|𝑓(𝑠)Γ(𝑠)| < 𝑒−𝛼|𝑡|, 0 ≤ 𝜎 ≤ 1,

где Γ(𝑠) — гамма-функция, 𝛼 > 0 и зависит от 𝑓(𝑠). Тогда соответствующий (с теми же
коэффициентами, что и у ряда Дирихле) степенной ряд определяет функцию

𝑔(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥
𝑘,

имеющую производные любого порядка на отрезке [0, 1], и для любого 𝑚 существует после-
довательность полиномов 𝑃𝑛(𝑥),

𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑛,𝑘𝑥
𝑘

с ограниченными в совокупности коэффициентами, которая равномерно сходится к 𝑔(𝑥) на
отрезке [0, 1] совместно с производными до 𝑚-го порядка, то есть при 𝑛→∞

𝑃 (𝑙)
𝑛 (𝑥)⇒ 𝑔(𝑙)(𝑥), 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Доказательство. В [3], [4] показано, что если ряд Дирихле (2) определяет целую функцию
с условием (3), то соответствующий степенной ряд (5) имеет конечные односторонние произ-
водные любого порядка (6) в точке единица, то есть степенной ряд (5) определяет функцию
𝑔(𝑥), имеющую производные любого порядка на отрезке [0, 1].

Рассмотрим частичные суммы ряда (5):

̂︁𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥
𝑘.

Выберем 𝜀 > 0. В силу равномерной непрерывности 𝑔(𝑙)(𝑥) на отрезке [0, 1] существует
𝑟𝑛, 0 < 𝑟𝑛 < 1, такое, что для 𝑥 ∈ [0, 1]

|𝑔(𝑙)(𝑥)− 𝑔(𝑙)(𝑟𝑛𝑥)| <
𝜀

2
, 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚.

В силу равномерной сходимости последовательность частичных сумм в круге радиуса < 1
существует 𝑛0 = 𝑛0(𝜀), такое, что для 𝑛 ≥ 𝑛0

|𝑔(𝑙)(𝑟𝑥)− ̂︁𝑃𝑛
(𝑙)
(𝑟𝑛𝑥)| ≤

𝜀

2
, 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚.

Из последних неравенств следует, что для всех 𝑥 ∈ [0, 1]

|𝑔(𝑙)(𝑥)− ̂︁𝑃𝑛
(𝑙)
(𝑟𝑛𝑥)| < 𝜀, 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚.
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Рассмотрим полиномы вида 𝑃𝑛(𝑥) = ̂︁𝑃𝑛(𝑟𝑛𝑥), то есть

𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑛,𝑘𝑥
𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑟
𝑘
𝑛𝑥

𝑘, где 𝑟𝑛 < 1. (7)

В силу предыдущего неравенства последовательность таких полиномов равномерно схо-
дится к функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0, 1] совместно с производными до 𝑚-го порядка.

Осталось заметить, что в силу конечнозначности коэффициентов ряда Дирихле (2) и, сле-
довательно, ограниченности коэффициентов степенного ряда (5), коэффициенты полиномов
𝑃𝑛(𝑥) = ̂︁𝑃𝑛(𝑟𝑛𝑥) ограничены в совокупности, что завершает доказательство леммы 1. 2

Обозначим 𝑃𝑛,𝜈(𝑥) «урезанные» многочлены (7), то есть

𝑃𝑛,𝜈(𝑥) =
𝜈∑︁

𝑘=1

𝑎𝑛,𝑘𝑥
𝑘, 𝜈 ≤ 𝑛. (8)

Пусть также 𝑆𝑚
𝑛 (𝜈) — чезаровские средние порядка 𝑚 для коэффициентов многочленов

(8).
Имеет место

Лемма 2. Пусть ряд Дирихле с конечнозначными коэффициентами

𝑓(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝑠
,

определяет целую функцию, удовлетворяющую условию

|𝑓(𝑠)Γ(𝑠)| < 𝑒−𝛼|𝑡|, 0 ≤ 𝜎 ≤ 1,

где Γ(𝑠) — гамма функция, 𝛼 > 0 и зависит от 𝑓(𝑠).
Тогда для чезаровских средних порядка 𝑚 от коэффициентов многочленов 𝑃𝑛,𝜈(𝑥) имеет

место равенство
𝑆𝑚
𝑛 (𝜈) = 𝑇𝑛,𝜈,𝑚−1(𝜈),

где 𝑇𝑛,𝜈,𝑚−1(𝑥) — многочлены степени 𝑚− 1, коэффиценты которых определяются коэффи-
циентами и значениями полиномов 𝑃𝑛,𝜈(𝑥) и их производных до 𝑚 − 1-го порядка в точке
𝑥 = 1.

Доказательство. Пусть 𝑆𝑚
𝑛 (𝑛) — чезаровские средние порядка 𝑚 для коэффициентов мно-

гочленов (7), и 𝛼𝑛,0, 𝛼𝑛,1, . . . , 𝛼𝑛,𝑚−1 — значения производных до 𝑚−1-го порядка многочлена
(7) в точке 𝑥 = 1.

Рассмотрим чезаровские средние для коэффициентов (7):

𝑆1
𝑛(𝑛) =

∑︁
𝑘≤𝑛

𝑎𝑛,𝑘 = 𝑃𝑛(1) = 𝛼𝑛,0,

𝑆2
𝑛(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑙=1

∑︁
𝑘≤𝑙

𝑆1
𝑛(𝑘) = 𝑛𝑎𝑛,1 + (𝑛− 1)𝑎𝑛,2 + . . .+ 𝑎𝑛,𝑛.

Обозначим̂︁𝑆2
𝑛(𝑛) = 𝑛𝑎𝑛,𝑛 + (𝑛− 1)𝑎𝑛,𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛,1 = 𝑃 ′

𝑛(1) + 𝑎𝑛,1 = 𝛼𝑛,1 + 𝑎𝑛,1.

Складывая два последних равенства, получим:

𝑆2
𝑛(𝑛) +

̂︁𝑆2
𝑛(𝑛) = (𝑛+ 1)(𝑎𝑛,1 + . . .+ 𝑎𝑛,𝑛) = (𝑛+ 1)𝛼𝑛,0.
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Отсюда следует, что

𝑆2
𝑛(𝑛) = (𝑛+ 1)𝛼𝑛,0 − 𝛼𝑛,1 + 𝑎𝑛,1 = 𝑇𝑛,1(𝑛),

где 𝑇𝑛,1(𝑥) — многочлен первой степени:

𝑇𝑛,1(𝑥) = 𝑥𝛼𝑛,0 + 𝛼𝑛,0 − 𝛼𝑛,1 + 𝑎𝑛,1.

Далее, рассуждая аналогично, для 𝑆3
𝑛(𝑛) получаем:

2𝑆3
𝑛(𝑛) = 𝑛(𝑛+ 1)𝑎𝑛,1 + (𝑛− 1)𝑛𝑎𝑛,2 + . . .+ 2𝑎𝑛,𝑛.

Обозначим

̂︁𝑆3
𝑛(𝑛) = 𝑛(𝑛+ 1)𝑎𝑛,𝑛 + (𝑛− 1)𝑛𝑎𝑛,𝑛−1 + . . .+ 2𝑎𝑛,1 =

= (𝑛(𝑛− 1) + 2𝑛)𝑎𝑛,𝑛 + ((𝑛− 1)(𝑛− 2) + 4𝑛+ 2)𝑎𝑛,𝑛−1 + . . .+ 2𝑎𝑛,1 =

= 𝛼𝑛,2 + 𝑎𝑛,1 + 𝑎𝑛,2 + 2𝑛(𝑎𝑛,𝑛 + 2𝑎𝑛,𝑛−1 + . . .+ 𝑛𝑎𝑛,1) =

= 𝛼𝑛,2 + 𝑎𝑛,1 + 𝑎𝑛,2 + 2𝑛(𝑛𝛼𝑛,0 + 𝛼𝑛,2 − 𝛼𝑛,1 − 𝑎𝑛,1).

Сложив два последних равенства и выразив 2𝑆3
𝑛(𝑛), получим:

2𝑆3
𝑛(𝑛) = (𝑛(𝑛+ 1) + 1)𝛼𝑛,0 − 𝛼𝑛,2 − 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,2 − 2𝑛2𝛼𝑛,0 − 2𝑛𝛼𝑛,0 − 2𝑛𝛼𝑛,1 + 2𝑛𝑎𝑛,1 =

= −𝑛2𝛼𝑛,0 + 𝑛(𝛼𝑛,0 − 2𝛼𝑛,1 − 2𝑎𝑛,1) + 𝛼𝑛,0 − 𝛼𝑛,2 − 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,2 = 𝑇𝑛,2(𝑛),

где 𝑇𝑛,2(𝑥) — многочлен второй степени.
Имея в виду предыдущие выкладки, можно предположисть, что для 𝑆𝑚

𝑛 (𝑛) имеет место
следующая формула:

𝑆𝑚
𝑛 (𝑛) = 𝑇𝑛,𝑚−1(𝑛),

где 𝑇𝑛,𝑚−1(𝑥) — многочлен степени 𝑚 − 1. Более того, можно предположить, что и в общем
случае для чезаровских средних 𝑆𝑚

𝑛 (𝜈), 𝜈 ≤ 𝑛 порядка 𝑚 для коэффициентов полиномов (8)
имеют место формулы:

𝑆𝑚
𝑛 (𝜈) = 𝑇𝑛,𝜈,𝑚−1(𝜈), (9)

где 𝑇𝑛,𝜈,𝑚−1(𝑥) — многочлен степении 𝑚 − 1, коэффициенты которого определяются величи-

нами 𝑎𝑛,1, 𝑎𝑛,2, . . . , 𝑎𝑛,𝑚−1, 𝛼𝑛,𝜈,0, 𝛼𝑛,𝜈,1, . . . , 𝛼𝑛,𝜈,𝑚−1, где 𝛼𝑛,𝜈,𝑘 = 𝑃
(𝑘)
𝑛,𝜈 (1), 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.

Действительно, (9) полчается на основании индуктивных предположений для чезаровских
средних меньшего порядка, применения упрощённой формулы Эйлера-Маклорена (см. [12],
стр. 11), которую мы здесь приведём:

∑︁
𝑎<𝑛<𝑏

𝑓(𝑛) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

(︂
1

2
− {𝑏}

)︂
𝑓(𝑏)−

(︂
1

2
− {𝑎}

)︂
𝑓(𝑎)−

∫︁ 𝑏

𝑎

(︂
1

2
− 𝑥+ [𝑥]

)︂
𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥,

а также с учётом соотношения 𝑆𝑚
𝑛 (𝜈) =

∑︀𝜈
𝑘=1 𝑆

𝑚−1
𝑛 (𝑘). Действительно, в работе [2] стр. 20

показано, что ∫︁ 𝜈

1
[𝑥]𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥 = −

𝜈∑︁
𝑘=1

𝑓 ′(𝑘) + 𝜇𝑓 ′(𝜈).

Затем применим формулу Эйлера-Маклорена к сумме
∑︀𝜈

𝑘=1 𝑓
′(𝑘) и повторим наши рассуж-

дения еще 𝑚− 3 раза.
Формула (9) завершает доказательство леммы 2. 2

Далее, имеет место
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Лемма 3. Пусть ряд Дирихле (2) определяет целую функцию, удовлетворяющую усло-
вию (3). Тогда для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝑁 > 0, что для любого 𝜈 ≥ 𝑁 существует
𝑁1 > 0, такое, что для всех 𝑛 ≥ 𝑁1 имеет место неравенство

|𝛼𝑛,𝜈,𝑘 − 𝛼𝑛| < 𝜀, 𝑘 = 0,𝑚− 1,

где 𝛼𝑘 определены условием (6), а 𝛼𝑛,𝜈,𝑘 = 𝑃
(𝑘)
𝑛,𝜈 (1), где 𝑃𝑛,𝜈(𝑥) — полиномы вида (8).

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥), определённую рядом (5). При условиях лем-
мы 3 𝑔(𝑥) является бесконечно дифференцируемой функцией на отрезке [0, 1]. Пусть 𝑥1 < 1
— такое число, что для всех 𝑥 : 𝑥1 < 𝑥 < 1⃒⃒⃒

𝑔(𝑠)(𝑥)− 𝑔(𝑠)(1)
⃒⃒⃒
<
𝜀

6
, 𝑠 = 0,𝑚− 1. (10)

Такое 𝑥1 существует в силу равномерной непрерывности функций 𝑔(𝑠)(𝑥), 𝑠 = 0,𝑚− 1 на
отрезке [0, 1].

Пусть 𝑁0 — такое число, что⃒⃒⃒
𝑆
(𝑠)
𝑁0

(𝑥1)− 𝑔(𝑠)(𝑥1)
⃒⃒⃒
<
𝜀

6
, 𝑠 = 0,𝑚− 1, (11)

где 𝑆𝑁0(𝑥) — частичная сумма ряда (5). Запишем полином (7) в виде

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑟
𝑘
𝑛𝑥

𝑘, 𝑟𝑛 < 1

Тогда для 𝑟𝑛 ≤ 𝑥1 для любых 𝑛 ≥ 𝑁0, 𝜈 ≤ 𝑛 будут выполняться оценки⃒⃒⃒
𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(2)− 𝛼𝑠

⃒⃒⃒
<
𝜀

6
, 𝑠 = 0,𝑚− 1,

если только
⃒⃒⃒
𝑃

(𝑠)
𝑛 (𝑥)− 𝑔(𝑠)(𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝜀

6 , 𝑠 = 0,𝑚− 1. Это следует из неравенства (11) и того факта,

что 𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(1) = 𝑆

(𝑠)
𝜈 (𝑟𝑛).

Пусть 𝑛 таково, чт 𝑟𝑛 > 𝑥1, и пусть 𝜈 > 𝑁0. Воспользуемся свойством ограниченности в
совокупности коэффициентов многочленов вида (7). Как показано в [13] гл. II, т. 6, в этом
случае имеет место сходимость коэффициентов полиномов (7) к коэффициентам степенного
ряда (5), т.е.

𝑎𝑛,𝑘 → 𝑎𝑘 при 𝑛→∞. (12)

При заданных 𝑚 и 𝜈 выражения 𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(𝑥), где 1 ≥ 𝑥 > 𝑥1, являются конечной суммой слага-

емых, каждое из которых в силу (12) при 𝑛→∞ стремится к соответствующему слагаемому

суммы 𝑆
(𝑠)
𝑛 (𝑥).

Пусть 𝑁2 таково, что при 𝑛 ≥ 𝑁2⃒⃒⃒
𝑆(𝑠)
𝜈 (1)− 𝑃 (𝑠)

𝑛,𝜈(1)
⃒⃒⃒
<
𝜀

6
, 𝑠 = 0,𝑚− 1, (13)

и при 𝑛 = 𝑁2 𝑟𝑛 величину 𝑟𝑛 обозначим как 𝑟0. Будем считать, что 𝑟0 > 𝑥1. Пусть далее 𝑁1

таково, что при 𝜈 ≥ 𝑁1 имеет место оценка вида⃒⃒⃒
𝑆(𝑠)
𝜈 (𝑟0)− 𝑔(𝑠)(𝑟0)

⃒⃒⃒
<
𝜀

6
, 𝑠 = 0,𝑚− 1. (14)

Тогда в силу (13) при заданном 𝜈 ≥ 𝑁1 и при любом 𝑛 ≥ 𝑁2 имеет место неравенство⃒⃒⃒
𝑃

(𝑠)
𝑁2,𝜈

(1)− 𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(1)

⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝑃

(𝑠)
𝑁2,𝜈

(1)− 𝑆(𝑠)
𝜈 (1)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(1)− 𝑆(𝑠)

𝜈 (1)
⃒⃒⃒
<
𝜀

3
. (15)
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Но так как в силу (13), (14), (10)⃒⃒⃒
𝑃

(𝑠)
𝑁2,𝜈

(1)− 𝑔(𝑠)(1)
⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝑃

(𝑠)
𝑁2,𝜈

(1)− 𝑆(𝑠)
𝜈 (𝑟0)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑆(𝑠)
𝜈 (𝑟0)− 𝑔(𝑠)(𝑟0)

⃒⃒⃒
+

+
⃒⃒⃒
𝑔(𝑠)(𝑟0)− 𝑔(𝑠)(1)

⃒⃒⃒
≤ 𝜀

2
, 𝑠 = 0,𝑚− 1,

(16)

то из условий (15) и (16) получим, что при заданном 𝜈 > 𝑁1 и при любом 𝑛 ≥ 𝑁2 имеют место
неравенства ⃒⃒⃒

𝑃 (𝑠)
𝑛,𝜈(1)− 𝑔(𝑠)(1)

⃒⃒⃒
≤ 𝜀,

что и завершает доказательство леммы 3. 2

При условиях леммы 3 имеет место

Лемма 4. При любом натуральном 𝜈 для чезаровских средних порядка 𝑚 имеет место
соотношение

𝑆𝑚
𝑛 (𝜈)→ 𝑆𝑚(𝜈) при 𝑛→∞,

где 𝑆𝑚(𝜈) — чезаровские средние порядка 𝑚 для 𝜈 первых коэффициентов степенного ряда
(5), соответствующего ряду Дирихле (2).

Доказательство. Утверждение леммы 4 следует из условий (12), в силу которых каж-
дое слагаемое конечной суммы, определённой средним 𝑆𝑚

𝑛 (𝜈), стремится к соответствующему
слагаемому суммы, определённой 𝑆𝑚(𝜈). 2

Как следствие леммы 2, леммы 3 и леммы 4, получаем следующее утверждение.

Лемма 5. Пусть ряд Дирихле (2) определяет целую функцию, удовлетворяющую усло-
вию (3). Тогда для любого 𝑚 определяется многочлен 𝑇𝑚−1(𝑥) степени 𝑚 − 1, такой, что
для чезаровских средних порядка 𝑚 от коэффициентов ряда Дирихле (2) при любом 𝑥 имеет
место равенство

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑇𝑚−1(𝑥) +𝑂(1),

где константа в символе «О» не зависит от x.

Доказательство теоремы 1. Необходимость условий теоремы 1 следует из леммы 2.
Докажем достаточность, то есть покажем, что если для любого 𝑚 и для любого 𝑥 для

чезаровских средних коэффициентов ряда Дирихле (2) имеет место равенство

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑇𝑚−1(𝑥) +𝑂(1), (17)

где 𝑇𝑚−1(𝑥) — многочлен степени 𝑚 − 1, а константа в символе «O» не зависит от 𝑥, то ряд
Дирихле (2) определяет целую функцию, удовлетворяющую условию (3).

Рассмотрим в полуплоскости 𝜎 > 1 интегральное представление ряда Дирихле (2):

𝑓(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢, (18)

где 𝑆(𝑥) — сумматорная функция коэффициентов ряда (2). В силу (17)

𝑆(𝑥) = 𝑂(1),

и, следовательно, представление (18) обеспечивает аналитическое продолжение ряда Дирихле
(2) в полуплоскость 𝜎 > 0, и в критической полосе выполнено условие (3).

К интегралу (18) применим 𝑚 раз формулу интегрирования по частям. Рассмотрим после-
довательност первообразных, полученных в результате итераци сумматорной функции 𝑆(𝑥):

Φ0(𝑥) = 𝑆(𝑥), Φ1(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1
Φ0(𝑥)𝑑𝑥, . . . , Φ𝑚(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1
Φ𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥.
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Для функции Φ𝑚(𝑥) получаем следующее представление:

Φ𝑚(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1
Φ𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ [𝑥]

1
Φ𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥

[𝑥]
Φ𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∫︁ [𝑥]

1
𝑆𝑚(𝑥)𝑑𝑥+ {𝑥}𝑆𝑚([𝑥] + 1) =

=

[𝑥]∑︁
𝑘=1

𝑆𝑚(𝑘) + {𝑥}𝑆𝑚([𝑥] + 1) =

=

[𝑥]∑︁
𝑘=1

𝑆𝑚(𝑘) + {𝑥}
[𝑥]+1∑︁
𝑘=1

𝑆𝑚−1(𝑘).

Из последнего равенства и из (17) имеем:

Φ𝑚(𝑥) =

[𝑥]∑︁
𝑘=1

𝑇𝑚−1(𝑘) + {𝑥}
[𝑥]+1∑︁
𝑘=1

𝑇𝑚−2(𝑥) +𝑂(1).

Применяя формулу Эйлера-Маклорена ([12]) получаем:

Φ𝑚(𝑥) = 2

∫︁ [𝑥]

1
𝑇𝑚−1(𝑥)𝑑𝑥+ 2{𝑥}

∫︁ [𝑥]+1

1
𝑇𝑚−2(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(1). (19)

Таким образом, применяя 𝑚 раз формулу интегрирования по частям к интегралу (18),
и в силу (19), получаем, что функция 𝑓(𝑠), определённая рядом Дирихле (2), является сум-
мой конечного числа целых функций, функции, регулярной в полуплоскости 𝜎 > −𝑚 + 1, и
конечного числа функций вида

𝑆(𝑠+ 1) = 𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)

∫︁ ∞

1

{𝑥}
𝑥𝑠+𝑘+1

𝑑𝑥, 𝑘 < 𝑚. (20)

Разложим функцию {𝑥} в ряд Фурье (см. [1]):

{𝑥} = −1

2
+

∞∑︁
𝑛=1

sin𝜋𝑛𝑥

𝜋𝑛

и подставим это разложение в интеграл (20).
Тогда рассуждения, аналогичные рассуждениям, приведённым в [1] на стр. 21–22 при до-

казательстве аналитического продолжения дзета-функции Римана, позволяют говорить о ре-
гулярности функций вида (20), а следовательно, и о регулярности ряда Дирихле (2) в полу-
плоскости 𝜎 > −𝑚+ 1.

Осталось заметить, что условие (3) имеет место в силу интегрального представления (18),
которое в нашем случае (𝑆(𝑥) = 𝑂(1)) имеет место в области 𝜎 > 0. Таким образом, теорема 1
полностью доказана.

Замечание 1. В работе [14] было показано, что если ряд Дирихле с конечнозначными
коэффициентами определяет целую функцию f(s), модуль которой удовлетворяет условию

|𝑓(𝑠)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln |𝑠|+𝐴|𝑠|,

где 𝐴 — некоторая положительная константа, то коэффициенты ряда будут периодически-
ми, начиная с некоторого номера.

В работе [15] приведен пример ряда Дирихле с конечнозначными непериодическими коэф-
фициентами, который определяет целую функцию.
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АППРОКСИМАЦИОННЫЕ ПОЛИНОМЫ ДИРИХЛЕ
И НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА L-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ1

О. А. Матвеева, В. Н. Кузнецов (г. Саратов)

Аннотация

В работе изучются аналитические свойства 𝐿-функций Дирихле в критической полосе,
характерные для почти периодических функций. В основе исследований лежит аппрок-
симационный подход, заключающийся в построении полиномов Дирихле, которые явля-
ются почти периодическими функциями, «быстро сходящихся» в критической полосе к
𝐿-функциям Дирихле.

На этом пути для любого прямоугольника, лежащего в критической полосе, доказа-
но существование 𝜀-почти перида для L-функции Дирихле, получена оценка константы
равномерной непрерывности. Обсуждаются вопросы, связанные с применением аппрокси-
мационного подхода при доказательстве свойства «универсальности» 𝐿-функций Дирихле,
а так же связанные с получением соответствующих результатов для 𝐿-функций числовых
полей.

Ключевые слова: аппроксимационные полиномы Дирихле, 𝐿-функции Дирихле, почти
периодические функции.
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Abstract

In this paper we study the analytic properties of Dirichlet 𝐿 -functions in the critical strip,
characteristic for almost periodic functions. The research is based on Approximation approach,
consisting in the construction of Dirichlet polynomials, which are almost periodic functions,
"rapidly convergent"in the critical strip to Dirichlet 𝐿 -functions.

On this path, for any rectangle lying in the critical strip, the existence of 𝜀 -almost period for
the Dirichlet L-function, we obtain the estimate constants of uniform continuity. Issues related
to studying other properties of Dirichlet 𝐿 -functions are discussed.
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1. Введение

Рассмотрим 𝐿-функцию Дирихле

𝐿(𝑠, 𝜒) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1

=
∞∑︁
1

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
, ; 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где 𝜒 — неглавный характер Дирихле.
В работах [1], [2], [3] указан численный алгоритм построения последовательности поли-

номов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые в любом прямоугольнике 𝐷𝑇 : 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 ,
приближают 𝐿-функцию (1) с показательной скоростью.

Показано, что для любого 𝜀 > 0, 𝑇 > 0, при 𝑛 ≥ 𝑛0, где

𝑛0 =

[︂
2𝑇 + | ln 𝜀| − ln𝑇

ln 𝜌

]︂
, (2)

и где величина 𝜌 > 1, в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка

||𝐿(𝑠, 𝜒)−𝑄𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) < 𝜀.

Отметим, что величина 𝜌 в формуле (2) определяется периодом характера 𝜒 и легко оценива-
ется снизу в зависимости от периода 𝑑. Например, для 𝑑 = 3, 4, 5, 6, 8, 10

𝜌 >
1 +
√
5

2
.

Таким образом, при заданных 𝜀 и 𝑑 при достаточно большом 𝑇 степень полинома Дирихле
𝑄𝑛(𝑠), приближающего 𝐿-функцию Дирихле с точностью до 𝜀, можно считать соизмеримой с
величиной 𝑇 . При этом будем использовать обозначение 𝑛 ∼ 𝑇 .

Там же [1], [2], [3] изучались свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠), которые определяют соответсву-
ющие свойства 𝐿-функций (1). Такой подход изучения свойств 𝐿-функций Дирихле получил
название аппроксимационного подхода.

В нашем случае мы рассмотрим свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠), характерные для почти пери-
одических функций, каковыми являются полиномы Дирихле, и выясним, в какой степени эти
свойства отражаются в поведении 𝐿-функций Дирихле. По поводу свойств почти периодиче-
ских функций см. [4],[5].

2. Некоторые свойства 𝐿-функций Дирихле, имеющие аналог в
теории почти периодических функций

Рассмотрим отдельные понятия и введём ряд обозначений, связанных с почти периодиче-
скими функциями. Обозначим через 𝜏(𝜀) 𝜀-почти период почти периодической функции 𝑓(𝑥),
т.е. для всех 𝑥

|𝑓(𝑥+ 𝜏(𝜀))− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Пусть 𝑄𝑛,𝜎(𝑡) — почти периодическая функция вида

𝑄𝑛,𝜎(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝜎
𝑒𝑖 ln 𝑘𝑡, 0 < 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1. (3)

Пусть 𝜂(𝜀) обозначает число, характеризующее равномерную непрерывность функции
𝑓(𝑥), т.е.

|𝑥1 − 𝑥2| < 𝜂(𝜀) −→ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝜀.
При заданных обозначениях имеет место
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Лемма 1. Для заданного 𝜀 > 0 для полинома вида (3) существует 𝜀-почти период 𝜏(𝜀),
для которого имеет место оценка

|𝜏(𝜀)| < 2𝜋𝑛

ln𝑛
+

𝜀𝑛

2 ln𝑛
+ 𝐶, (4)

где константа 𝐶 зависит только от величины 𝜀 и при достаточно больших 𝑛 значительно
меньше чем 𝑛

ln𝑛 .

Доказательство. Покажем существование 𝜀-почти периода, общего для всех слагаемых
многочленов вида (3), то есть для системы {𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡}, 𝑘 = 1, 𝑛.

Каждая функция 𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡 является периодической функцией с периодом 𝜏𝑘 = 2𝜋
ln 𝑘 . Пусть

𝜂𝑘
(︀
𝜀
2

)︀
— число, характеризующее равномерную непрерывность этой функции на интервале

|𝑡| < 𝑇 , где 𝑇 — высота прямоугольника 𝐷𝑇 , на котором многочлен 𝑄𝑛(𝑠) приближает 𝐿-
функцию с точностью до 𝜀. Величина 𝜂𝑘

(︀
𝜀
2

)︀
определяется из соотношения

|𝑒𝑖 ln 𝑘𝛿 − 1| < 𝜀

2
,

то есть, 𝜂𝑘
(︀
𝜀
2

)︀
= 𝜀

2 ln 𝑘 .
Рассмотрим две функции, 𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡 и 𝑒−𝑖 ln(𝑘+1)𝑡. Как показано в [4], Дополнение, §3, лемма 1,

для двух данных периодических функций на отрезке [0, 𝑙], где 𝑙 = max(𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1), найдётся пара
𝜀
2 -почти периодов ̂︀𝜏1 = 𝜂𝑛1 и ̂︀𝜏2 = 𝜂𝑛2, где 𝜂 = min(𝜂𝑘

(︀
𝜀
2

)︀
, 𝜂𝑘+1

(︀
𝜀
2

)︀
), а 𝑛1 и 𝑛2 — целые числа,

такие, что |̂︀𝜏1 − ̂︀𝜏2| ≤ 𝑙. Более того, существует целое 𝑠, такое, что имеет место равенство:
𝜏1 − 𝜏2 = 𝑛𝑠𝜂 = ̂︀𝜏1,𝑠 − ̂︀𝜏2,𝑠. (5)

Далее, в [4] показано, что на отрезке [0, 𝐿], где 𝐿 = 𝑙 + 2𝑇 , и где max𝑠 |̂︀𝜏1,𝑠| = 𝑇 , найтется
общий 𝜀-почти период 𝜏 , равный

𝜏 = 𝜏1 − ̂︀𝜏1,𝑠 = 𝜏2 − ̂︀𝜏2,𝑠.
В нашем случае ̂︀𝜏1 и ̂︀𝜏2 с точностью до 𝜀

2 являются величинами, кратными периодам 𝜏𝑛 и
𝜏𝑛+1.

Определим минимальное значение 𝐿, при котором будет выполняться неравенство |𝜏 | < 𝐿.
Пусть 𝑘0 — такое натуральное число, что 𝜀

2 >
1

ln 𝑘0
. Тогда при 𝑘 ≥ 𝑘0

|𝜏1 − 𝜏2| =
⃒⃒⃒⃒
2𝜋

ln 𝑘
− 2𝜋

ln(𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 2𝜋 ln 𝑘+1

𝑘

ln 𝑘 ln(𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀

2 ln 𝑘
.

Отсюда в силу (5) имеем:

|̂︀𝜏1,𝑠 − ̂︀𝜏2,𝑠| = 𝜂
(︁𝜀
2

)︁
,

и, следовательно, |𝑛𝑠| = 1.
Таким образом, имеем:

|𝜏 | = |𝜏1 − 𝜏2| < 𝑙 +
𝜀

2 ln𝑛
=

2𝜋

ln𝑛
+

𝜀

2 ln𝑛
.

Следовательно, для многочлена

𝑛∑︁
𝑘=𝑘0

𝑎𝑘
𝑘𝜎
𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡, 𝑛 ≥ 𝑛0,
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𝜀-почти период 𝜏 будет удовлетворять неравенству

|𝜏 | <
𝑛∑︁

𝑘=𝑘0

2𝜋

ln 𝑘
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑘0

𝜀

2 ln 𝑘
.

Учитывая, что
𝑛∑︀

𝑘=1

1
ln 𝑘 ∼

𝑛
ln𝑛 (например, [6]), из последнего неравенства получаем, что

𝜀-почти период 𝜏 для многочлена 𝑄𝑛,𝜎(𝑡) вида (3) удовлетворяет неравенству

|𝜏 | < 2𝜋𝑛

ln𝑛
+

𝜀𝑛

2 ln𝑛
+ 𝐶,

где константа 𝐶 зависит только от 𝜀, что и завершает доказательство леммы 1. 2

В силу результата относительно аппроксимационных полиномов 𝑄𝑛(𝑠), приведённого во
введении, и в силу леммы 1 получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Для любого 𝜀 > 0 и любого 𝑇 > 𝑇0 найдётся такое положительное число
𝜏 < 𝑇

ln𝑇 , что для всех 𝑠, лежащих в прямоугольнике 𝐷𝑇 : 0 < 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , и таких,
что 𝑠+ 𝑖𝜏 ∈ 𝐷𝑇 , для 𝐿-функции Дирихле выполняется неравенство

|𝐿(𝑠+ 𝑖𝜏)− 𝐿(𝑠, 𝜒)| < 𝜀. (6)

Замечание 1. Приведённое в теореме 1 свойство 𝐿-функций Дирихле является ана-
логом свойства 𝜀-почти периода для почти периодических функций. В отличие от почти
периодических функций, оценка (6) имеет место в ограниченной области.

Далее рассмотрим прямоугольник 𝐷𝑇 : 1
2 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 . Пусть полином Дирихле 𝑄𝑛(𝑠)

приближает в прямоугольнике 𝐷𝑇 𝐿-функцию Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒) с точностью для величины 𝜀.
В этом случае имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Для константы 𝜂(𝜀) равномерной непрерывности аппроксимационного поли-
нома 𝑄𝑛(𝑠) в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка вида

𝜂(𝜀) <
𝐶𝜀

ln𝑛 · 𝑇
1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀.

Доказательство. Рассмотрим известное неравенство (см., например, [7]):

|𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)| − |𝑄′
𝑛(𝑠0)(𝑠− 𝑠0)| ≤ |𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)−𝑄′

𝑛(𝑠0)(𝑠− 𝑠0)| = 𝑜(|𝑠− 𝑠0|).

Обозначим 𝛿 = |𝑠− 𝑠0|. Тогда неравенство

|𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)| ≤ |𝑄′
𝑛(𝑠0)|𝛿 + 𝑜(𝛿) < 𝜀

имеет место, если

𝛿 <
𝜀

|𝑄′
𝑛(𝑠0)|

. (7)

Покажем, что имеет место эквивалентность

||𝑄′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ∼ ln𝑛||𝑄𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ). (8)

С этой целью сравним величины

||𝐿′(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) и ||𝐿(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ).
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Обозначим через 𝑆𝑛(𝑠) частичную сумму ряда Дирихле, определяющего 𝐿-функцию Дири-
хле. Пусть 𝑆(𝑥) — сумматорная функция коэффициентов 𝐿-функции, а 𝑆*(𝑥) — сумматорная
функция коэффициентов производной 𝐿-функции. В результате применения метода сумми-
рования Абеля получаем:

|𝑆*(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑆(𝑥) ln𝑥−

∫︁ 𝑥

1

𝑆(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ ln𝑥|𝑆(𝑥)|+ ln𝑥 ·max

𝑛≤𝑥
|𝑆(𝑛)| ≤ 𝐶 ln𝑥 ·max

𝑛≤𝑥
|𝑆(𝑛)|,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑥.
Таким образом, имеем:

|𝑆*(𝑥)| ≤ 𝐶 ln𝑥, (9)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑥.
Пусть ̂︀𝑆(𝑢) = {︃𝑆(𝑢), 𝑢 ≤ 𝑛,

𝑆(𝑛), 𝑢 > 𝑛.

Тогда для функции 𝑆𝑛(𝑠) имеет место интегральное представление:

𝑆𝑛(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

̂︀𝑆(𝑢)
𝑢𝑠+1

𝑑𝑢 = 𝑠

∫︁ 𝑛

1

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢+ 𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢. (10)

Аналогично получаем:

𝑆′
𝑛(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

̂︀𝑆*(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢 = 𝑠

∫︁ 𝑛

1

𝑆*(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢+ 𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆*(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢. (11)

Отсюда для 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 и для достаточно больших 𝑛 будут выполняться неравенства

|𝐿(𝑠, 𝜒)− 𝑆𝑛(𝑠)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑇

𝑛
1
2

< 𝜀 (12)

и
|𝐿′(𝑠, 𝜒)− 𝑆′

𝑛(𝑠)| < 𝜀. (13)

В последнем неравенстве мы воспользовались условием (9).
Рассмотрим

𝑆𝑡(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜒(𝑛)𝑛−𝑖𝑡, ̂︀𝑆𝑡(𝑥) = {︃𝑆𝑡(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑛,
𝑆𝑡(𝑛), 𝑥 > 𝑛.

Аналогично 𝑆*
𝑡 (𝑥) и ̂︀𝑆*

𝑡 (𝑥).
Тогда при |𝑡| ≤ 𝑇 имеет место неравенство:

|𝑆*
𝑡 (𝑛)| ≤ 𝐶1 ln𝑛 ·max

𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|, (14)

где константа 𝐶1 не зависит от 𝑛.
Действительно,

|𝑆*
𝑡 (𝑛)| ≤ ln𝑛|𝑆𝑡(𝑛)|+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ ln𝑛|𝑆𝑡(𝑛)|+ ln𝑛 ·max

𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|.

Как показано в работе [7] в случае неглавного характера Дирихле при |𝑡| ≤ 𝑇 имеет ме-
сто оценка |𝑆𝑡(𝑥)| < 𝐶, где константа 𝐶 не зависит от 𝑥. Следовательно, max𝑘≤𝑛 |𝑆𝑡(𝑘)| есть
константа, не равная нулю и не зависящая от x. Отсюда получается неравенство (14).



АППРОКСИМАЦИОННЫЕ ПОЛИНОМЫ ДИРИХЛЕ . . . 301

Обратно, в силу (14)

𝑆𝑡(𝑛) ≤
1

ln𝑛
|𝑆*

𝑡 (𝑛)|+
1

ln𝑛
max
𝑘≤𝑛

|𝑆*
𝑡 (𝑘)|
ln𝑛

≤ 𝐶2

ln𝑛
max
𝑘≤𝑛
|𝑆*

𝑡 (𝑘)|, (15)

где константа 𝐶2 не зависит от 𝑛.
При достаточно большом 𝑛 получаем:

|𝑆𝑛(𝑠)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜎
∫︁ ∞

1

̂︀𝑆𝑡(𝑢)
𝑢𝜎+1

𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ ∞

𝑛

𝑆𝑡(𝑛)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀.

Аналогично,

|𝑆′
𝑛(𝑠)| ≤

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆*
𝑡 (𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀.

Отсюда в силу (14) и (15) следует, что при достаточно больших 𝑛 имеет место эквивалент-
ность:

||𝑆′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ∼ ln𝑛||𝑆𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ). (16)

Тогда в силу (12) и (13) при достаточно больших 𝑛 имеет место оценка вида

| ||𝐿′(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) − ln𝑛||𝐿(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) | < 𝜀. (17)

Известно (см. [8]), что при |𝑡| ≤ 𝑇⃒⃒⃒⃒
𝐿

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒

)︂⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︁
𝑇

1
2

)︁
.

Далее, при 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 имеем:

𝑆𝑛(𝑠) =
1

𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢+

1

𝜎

∫︁ ∞

𝑛

𝑆𝑡(𝑛)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢.

Отсюда получаем:

|𝑆𝑛(𝑠)| ≤ max
𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|

(︂
1− 1

𝑛𝜎

)︂
≤ 𝐶𝑇

1
2 ,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Следовательно, для 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 имеет место оценка

|𝐿(𝑠, 𝜒)| ≤ 𝐶𝑇
1
2 .

Тогда и для полинома 𝑄𝑛(𝑠) при 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 и при достаточно больших 𝑛 выполняется нера-
венство

|𝑄𝑛(𝑠)| ≤ 𝐶𝑇
1
2 , (18)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
В силу (16), (17) получаем условие (8), из которого с учётом (18) следует оценка

||𝑄′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ≤ 𝐶 ln𝑛 · 𝑇

1
2 ,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Отсюда в силу (7) имеет место оценка

𝛿 <
𝐶𝜀

ln𝑛 · 𝑇
1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀, что и завершает доказательство леммы 2. 2

Как следствие леммы 2 получаем следующее утверждение:
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Теорема 2. Для 𝐿-функции Дирихле в прямоугольнике 𝐷𝑇 для константы равномерной
непрерывности 𝜂(𝜀) имеет место неравенство:

𝜂(𝜀) <
𝐶𝜀

ln𝑇 · 𝑇
1
2

,

где величина 𝐶 не зависит от 𝜀.

3. Заключение

В заключение укажем некоторые задачи, связанные с поведением 𝐿-функций в крити-
ческой полосе, решение которых может быть получено на основании аппроксимационного
подхода.

В 1975 году С. М. Воронин впервые доказал, что вертикальные сдвиги дзета-функции Ри-
мана с любой точностью приближают аналитические функции, не равные нулю внутри круга
радиуса 𝑟, 0 < 𝑟 < 1

4 , и непрерывные на границе этого круга. Это свойство дзета-функции
Римана С. М. Воронин назвал свойством универсальности. Позднее С. М. Воронин доказал
свойство универсальности для достаточно широкого класса эйлеровых произведений, в част-
ности, для 𝐿-функций Дирихле. В основе доказательства свойства универсальности лежат
глубокие результаты, полученные С. М. Ворониным, относительно определённых функцио-
нальных рядов в пространстве Харди (см. по этому поводу работы [9],[10], [11]).

Представляет интерес иной подход к решению задачи об универсальности 𝐿-функций Ди-
рихле, основанный на переносе отдельных свойств почти периодических функций, каковыми
являются полиномы Дирихле, на 𝐿-функции Дирихле. При этом, наряду с задачей приближе-
ния функций непрерывными сдвигами, следует рассмотреть и задачу приближения дискрет-
ными сдвигами, при решении которой в последние годы были получены новые результаты (см.
[12]).

Далее, в работах [13], [14], [15] был разработан численный алгоритм построения аппрокси-
мационных полиномов для 𝐿-функций числовых полей. В связи с этим представляет интерес
получить на основании апрроксимационного подхода аналитические свойства 𝐿-функций чис-
ловых полей, характерные для почти периодических функций.

Отметим, что решение поставленных выше задач планируется привести в других работах
автора.
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МНОГООБРАЗИЙ С ЦЕЛЫМИ ЭКСПОНЕНТАМИ

Н. П. Панов (г. Ульяновск)

Аннотация

Исследуются почти нильпотентные многообразия неассоциативных алгебр над полем
нулевой характеристики в классе всех алгебр, удовлетворяющих тождественному соотно-
шению 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0. Ранее в данном классе алгебр для любого натурального 𝑚 > 2 была
определена алгебра 𝐴𝑚, порождающая почти нильпотентное многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) экс-
поненциального роста с экспонентой, равной 𝑚. В настоящей работе исследуются число-
вые характеристики многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚). Для этого в относительно свободных алгебрах
многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) рассматриваются пространства полилинейных элементов, соответ-
ствующих левонормированным многочленам с фиксированной образующей на первой по-
зиции.

Для каждого такого пространства как вполне приводимого модуля над групповой ал-
геброй симметрической группы определены все кратности в разложении соответствующего
кохарактера в сумму неприводимых характеров.

На основе определений данных кратностей приводится метод вычисления кратностей,
соответствующих полилинейным частям относительно свободных алгебр многообразий
𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚). С помощью приведенного метода вычисления кратностей для каждого 𝑛 > 1
получены кодлины многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 2. Для каждого многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚),
𝑚 > 2, в работе также описано соответствующее множество определяющих тождеств.

Ключевые слова: тождество, линейная алгебра, почти нильпотентное многообразие, экс-
поненциальный рост.
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NEW PROPERTIES OF ALMOST NILPOTENT
VARIETIES WITH INTEGER EXPONENTS

N. P. Panov (Ulyanovsk)

Abstract

Almost nilpotent varieties of nonassociative algebras over a field of zero characteristic in
the class of all algebras satisfying identical relation 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0 are studied. Earlier in this class
of algebras for each natural number 𝑚 > 2 the algebra 𝐴𝑚 generating the almost nilpotent
variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) of exponential growth with exponent of 𝑚 was defined. In the paper numerical
characteristics of varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) are studied.

To this end in the relatively free algebras of the varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) the spaces of multilinear
elements corresponding to left normed polynomials with fixed variable on the first position are
considered.

Each space is considered as completely reducible module of the symmetric group and
multiplicities in the decomposition of the corresponding cocharacter into sum of irreducible
characters are calculated. The multiplicities corresponding to the multilinear parts of relatively
free algebras of the variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) are defined by the calculated values. Colengths of the
varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 2 are obtained using this method. For each 𝑚 > 2 the set of identical
relations that defines the variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) is obtained.
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1. Введение

В данной работе продолжается изучение многообразий алгебр над полем нулевой харак-
теристики, а именно почти нильпотентных многообразий с целой экспонентой в классе всех
алгебр, удовлетворяющих тождественному соотношению 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0. Информацию об алгебрах
с тождествами, в том числе используемые далее определения и обозначения, можно найти в
монографиях [1], [2], [3]. Результаты, касающиеся некоторых почти нильпотентных многооб-
разий в различных классах алгебр, представлены в обзоре [4].

Хорошо известно, что в классе всех ассоциативных алгебр единственным почти нильпо-
тентным многообразием является многообразие всех ассоциативно-коммутативных алгебр ([5],
Remark 1). В классе алгебр Ли также существует единственное почти нильпотентное многооб-
разие — подмногообразие всех алгебр, удовлетворяющих тождеству метабелевости (𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0
[6]. Ровно два почти нильпотентных многообразия существуют в классе алгебр Лейбница [7].
Все почти нильпотентные подмногообразия подэкспоненциального (полиномиального или про-
межуточного) роста определены в многообразиях алгебр с тождеством 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0 [8], метабеле-
вых коммутативных алгебр [9], метабелевых антикоммутативных алгебр [10]. В каждом мно-
гообразии таких подмногообразий также ровно два. Дискретная серия почти нильпотентных
многообразий линейного роста, определенных с помощью бесконечных периодических слов в
алфавите из двух символов, представлена в работе [11].

Перечисленные почти нильпотентные многообразия имеют подэкспоненциальный рост. И
хотя это их свойство кажется естественным, известны примеры почти нильпотентных многооб-
разий экспоненциального роста. Рассмотрим подробнее в классе алгебр с тождеством 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0
подмногообразие, обозначим его через 𝑣𝑎𝑟(𝐴2), определенное в работе [5]. Это многообразие
экспоненциального роста с экспонентой, равной двум. Для его изучения в соответствующей от-
носительно свободной алгебре авторы рассматривали пространства полилинейных элементов,
соответствующих многочленам, все мономы которых являются левонормированными и име-
ют фиксированную образующую на первой позиции. Данные пространства рассматривались
как вполне приводимые модули симметрических групп, и авторы оставили открытым вопрос о
точном значении кратностей с диаграммами Юнга из двух строк равной длины. Ответ на него
дан в [12], где также представлены основные числовые характеристики многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴2)
и множество определяющих его тождеств. В работе [13] по аналогии с 𝑣𝑎𝑟(𝐴2) для каждого
натурального𝑚 > 3 определено многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) экспоненты𝑚, имеющее почти нильпо-
тентное подмногообразие. Позже было доказано, что все многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 3, сами
являются почти нильпотентными [14]. Целью настоящей работы является описание числовых
характеристик и определяющих тождеств многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 = 3, 4, . . ..

Обозначим основное поле через Φ, и пусть в свободной алгебре 𝐹 (𝑋) счетного ранга 𝑃𝑛

— пространство полилинейных неассоциативных многочленов от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑛 > 1. Так как
характеристика Φ равна нулю, то любое тождество эквивалентно некоторой системе полили-
нейных тождеств, и информацию о многообразии V можно получить, изучив в соответству-
ющей относительно свободной алгебре 𝐹 (𝑋,V) подпространства 𝑃𝑛(V) = 𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼𝑑(V)).
Одной из основных числовых характеристик многообразия V является последовательность
коразмерностей {𝑐𝑛(V)}𝑛>1, 𝑐𝑛(V) = dim𝑃𝑛(V). Говорят, что её асимптотическое поведение
определяет рост многообразия V, и что экспонента многообразия V экспоненциального ро-
ста равна 𝛼, если предел lim𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝑛(V) существует и равен 𝛼. Известно, что пространство

𝑃𝑛(V) можно рассматривать как вполне приводимый Φ𝑆𝑛-модуль с кохарактером 𝜒𝑛(V), рав-
ным сумме неприводимых характеров 𝜒𝜆 с кратностями 𝑚𝜆(V), которые соответствуют диа-
граммам Юнга 𝜆 разбиений 𝑛, 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑆𝑛 — симметрическая группа. Для каждого 𝑛 > 1 с
помощью кратностей 𝑚𝜆(V), 𝜆 ⊢ 𝑛, определяются коразмерность 𝑐𝑛(V) =

∑︀
𝜆⊢𝑛𝑚𝜆(V)𝑑𝜆 и

кодлина 𝑙𝑛(V) =
∑︀

𝜆⊢𝑛𝑚𝜆(V), где 𝑑𝜆 — степень неприводимого характера 𝜒𝜆.
Так как во всех рассматриваемых далее алгебрах элементы имеют левонормированное
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строение, то договоримся записывать их без скобок, например 𝑎𝑏𝑎𝑏 = (((𝑎𝑏)𝑎)𝑏). В алгебрах
операцию умножения справа на образующую 𝑎 будем также обозначать соответствующим
оператором 𝑅𝑎, например 𝑎(𝑅𝑏𝑅𝑐)

2 = 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑐. Оператор умножения справа на свободную об-
разующую 𝑥 обозначим соответствующей заглавной буквой 𝑋, например 𝑥0(𝑋𝑌 )2 = 𝑥0𝑥𝑦𝑥𝑦.
При этом будем считать, что 𝑥0𝑤(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) = 𝑥0, если степень ассоциативного монома 𝑤
от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 равна нулю. Также договоримся считать всякое произведение вида
𝑎𝑏𝑖𝑏𝑖+1 . . . 𝑏𝑘, где 𝑖 > 𝑘, равным 𝑎. В произведении пропуск множителя 𝑥, находящегося на тре-
тьей или последующих позициях, обозначим через ̂︀𝑋, например 𝑥0𝑋1

̂︀𝑋2𝑋3 = 𝑥0𝑋1𝑋3. Указан-
ный символ над оператором будем использовать только для обозначения пропуска множителя
или отсутствия элемента в множестве. Другие символы над операторами или образующими
используем для обозначения альтернирования, например

𝑥0𝑋1𝑋2
̃︀𝑌1 ̃︀𝑌2 = ∑︁

𝑝,𝑞∈𝑆2

(−1)𝑝(−1)𝑞𝑥0𝑋𝑝(1)𝑋𝑝(2)𝑌𝑞(1)𝑌𝑞(2),

𝑧𝑅𝑎1𝑅𝑎2 = 𝑧𝑅𝑎1𝑅𝑎2 − 𝑧𝑅𝑎2𝑅𝑎1 ,

где (−1)𝑝 — четность перестановки 𝑝. Для краткости 𝑘 > 2 следующих друг за другом раз-
личных альтернированных произведений по 𝑡 множителей 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡, будем обозначать
через (𝑋1 . . . 𝑋𝑡)

𝑘, например 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑡)
2 = 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑡)( ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑡).

Обозначим через 𝑆𝑖,𝑗 подгруппу 𝑆𝑛, 𝑛 > 1, элементами которой являются подстановки

𝜎 =
(︁

1 ... 𝑖−1 𝑖 ... 𝑗 𝑗+1 ... 𝑛
1 ... 𝑖−1 𝜎(𝑖) ... 𝜎(𝑗) 𝑗+1 ... 𝑛

)︁
,

переставляющие числа с 𝑖 по 𝑗, 1 6 𝑖 6 𝑗 6 𝑛.
Наконец, приведем следующее предложение из работы [15], с помощью которого докажем

все основные результаты.

Предложение 1. Пусть T — таблица Юнга, соответствующая разбиению 𝜆 ⊢ 𝑛, и
𝑀 =𝑀1⊕· · ·⊕𝑀𝑘 — Φ𝑆𝑛-модуль, где 𝑀𝑖 — изоморфные неприводимые подмодули с характе-
ром 𝜒𝜆. Тогда 𝑘 равно максимальному числу линейно независимых элементов 𝑔 ∈𝑀 таких,
что 𝜎 · 𝑔 = 𝑔 для любого элемента 𝜎 ∈ 𝑅𝑇 .

2. Определения алгебр и вспомогательные утверждения

Рассматриваемые алгебры 𝐴𝑚, 𝑚 = 2, 3, . . ., заданы образующими 𝑧, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 и следую-
щими определяющими соотношениями:

1. 𝑎𝑖𝑢 = 0, 𝑢 ∈ 𝐴𝑚, 1 6 𝑖 6 𝑚,

2.
(︀
𝑧𝑤(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚)

)︀(︀
𝑧𝑤′(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚)

)︀
= 0, deg𝑤,deg𝑤′ > 0,

3. 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑠𝑎𝑖𝑠+1 . . . 𝑎𝑖𝑡 + 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑠+1𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑖𝑡 = 0,

где 𝑘 > 0, 1 6 𝑠 < 𝑡 6 𝑚, 1 6 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 6 𝑚. Из определяющих соотношений 3 следуют
равенства 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑤(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚) = 0 для 𝑘 > 0 и мономов 𝑤, deg𝑤 6 𝑚, степени не
меньше двух хотя бы по одному 𝑅𝑎𝑖 , 1 6 𝑖 6 𝑚. Элементы

𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
𝑘, 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑖1𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑡 ,

𝑘 > 0, 1 6 𝑡 < 𝑚, 1 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑡 6 𝑚

образуют базис 𝐴𝑚.
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Каждая алгебра 𝐴𝑚 удовлетворяет тождествам

𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0, (1)∑︁
𝜎∈𝑆𝑚+1

(−1)𝜎𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(2) . . . 𝑋𝜎(𝑚+1) ≡ 0, (2)

𝑥0𝑋
3 ≡ 0, (3)

𝑥0𝑋
2𝑍1 . . . 𝑍𝑠𝑌

2 ≡ 0, (4)

𝑥0𝑋𝑌𝑋 ≡ −𝑥0𝑌 𝑋𝑋 − 𝑥0𝑋𝑋𝑌, (5)

𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌
2 ≡ −𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌

2, (6)

𝑥0𝑋
2𝑤𝑌2𝑌1 ≡ −𝑥0𝑋2𝑤𝑌1𝑌2, (7)

𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌2𝑌1 ≡ −𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌2𝑌1 − 𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌1𝑌2 − 𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌1𝑌2, (8)

где 𝑤 = 𝑍1 . . . 𝑍𝑠, и остаток от деления 𝑠 на 𝑚 не равен 𝑚− 2.

Предложение 2. В алгебре 𝐴𝑚 любое полилинейное тождество

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

16𝑖6𝑛

𝑥𝑖𝑣𝑖(𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑖, . . . , 𝑋𝑛) ≡ 0, 𝑛 > 2, (9)

эквивалентно системе тождеств

𝑥𝑖𝑣𝑖(𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑖, . . . , 𝑋𝑛) ≡ 0, 1 6 𝑖 6 𝑛, (10)

где 𝑣𝑖 — ассоциативный многочлен от операторов 𝑋𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖.

Доказательство. Очевидно, что из системы тождеств (10) следует тождество (9). Об-
ратное утверждение докажем от противного. Предположим, что для некоторого 𝑗 существует
ненулевая подстановка 𝜑 элементов алгебры 𝐴𝑚 в многочлен 𝑥𝑗𝑣𝑗 , тогда по определяющим
соотношениям 2 элемент 𝜑(𝑥𝑗) принадлежит идеалу, порожденному образующей 𝑧. При этом
для всех 𝑖 ̸= 𝑗 в силу определяющих соотношений 2 выполняются равенства 𝜑(𝑥𝑖𝑣𝑖) = 0.
Получили противоречие, и предложение доказано.

Договоримся для краткости в круглых скобках вместо 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) писать 𝐴𝑚, например
𝑚𝜆(𝐴𝑚). Обозначим через Nm, 𝑚 = 2, 3, . . ., многообразие, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) ⊆ Nm, определенное тож-
дествами (1)–(4), и исследуем Φ𝑆𝑛-модули 𝑃𝑛(Nm), 𝑃𝑛(𝐴𝑚), 𝑛 = 1, 2, . . .. Для этого определим
пространство полилинейных многочленов от образующих 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

𝐿𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(𝑛) | 𝜎 ∈ 𝑆𝑛}

и вполне приводимые Φ𝑆𝑛-модули 𝐿𝑛(V) = 𝐿𝑛/(𝐿𝑛 ∩ 𝐼𝑑(V)), V = Nm, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑛 = 1, 2, . . ..
Пусть разбиение 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘) ⊢ 𝑛, 𝑘, 𝑛 > 1, и 𝑇𝜆 — таблица Юнга с диаграммой 𝜆, тогда
полилинейный элемент

𝑓𝑇𝜆
= 𝑒𝑇𝜆

(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛) =
∑︁

𝜎∈𝑅𝑇𝜆
,𝜏∈𝐶𝑇𝜆

(−1)𝜏𝜎𝜏(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛)

порождает неприводимые подмодули в 𝐿𝑛(Nm) и 𝐿𝑛(𝐴𝑚), 𝑅𝑇𝜆
, 𝐶𝑇𝜆

— стабилизаторы строк
и соответственно столбцов таблицы 𝑇𝜆. Соответствующие 𝐿𝑛(Nm), 𝐿𝑛(𝐴𝑚) кохарактеры
𝜒𝐿
𝑛(Nm), 𝜒𝐿

𝑛(𝐴𝑚) являются линейными комбинациями неприводимых характеров 𝜒𝜆 с крат-
ностями 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚).

Через 𝐿𝜆, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡) ⊢ 𝑛 > 1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑛, обозначим пространство полиоднородных
многочленов полистепени (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡) по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡

𝐿𝜆 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) | deg𝑋𝑖
𝑣 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡},

где 𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) — мономы, и пусть пространство 𝐿𝜆(Nm) = 𝐿𝜆/(𝐿𝜆 ∩ 𝐼𝑑(Nm)).
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Предложение 3. Пусть в мономе 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡), 𝑡 > 2, найдется пара образующих 𝑥𝑖,
1 6 𝑖 6 𝑡, между которыми расположены 𝑘, 0 6 𝑘 6 𝑚 − 1, других различных образующих.
Зафиксируем 𝑖 и обозначим 𝑥0𝑣 через (𝑟, 𝑠)𝑘, где 𝑟 и 𝑠 — номера позиций 𝑥𝑖, 𝑟 < 𝑠, 𝑘 = 𝑠−𝑟−1.
Пусть (𝑟, 𝑠)0 = (𝑟, 𝑠), тогда по модулю тождеств (5), (8), 𝑚 > 2, выполняется равенство

(𝑟, 𝑠)𝑘 = (−1)𝑘
𝑘∑︁

𝑗=0

(𝑟 + 𝑘 − 𝑗, 𝑠− 𝑗). (11)

Данное утверждение обобщает предложение 1, сформулированное в работе [14] для моно-
мов 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚), deg 𝑣 > 𝑚 + 1, deg𝑋𝑖

𝑣 > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Легко видеть, что его доказа-
тельство повторяет доказательство из работы [14], так как в последнем используются только
тождества (5), (8).

Предложение 4. Зафиксируем 𝑚 > 3. По модулю тождеств многообразия Nm любой
ненулевой моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) ∈ 𝐿𝜆, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡), 1 6 𝑡 6 𝑚, 𝜆1 > 2, равен линейной
комбинации мономов вида:

1. при 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 > 2

𝑥0𝑤
′(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)

𝑟1𝑋2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)

𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠𝑤′′, (12)

где 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑟1 > 0 или 𝑟2 > 0, 𝑠 > 0, 𝑠 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1, полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑚, от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 не зависят от 𝑋𝑚

соответственно при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0, и все операторы в 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены;

2. при 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 = 1 или 𝑡 < 𝑚

𝑥0𝑤
′(𝑋2 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2

1 (𝑋2 . . . 𝑋𝑚)𝑟2𝑤′′, (13)

где 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑟1 = 0 или 𝑟2 = 0 (оба равенства выполняются при 𝑡 < 𝑚), полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 не зависят от 𝑋1

соответственно при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0, и все операторы в 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены.

Доказательство. Зафиксируем 𝑚 > 3 и покажем, что моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) может
быть представлен линейной комбинацией мономов следующего общего вида

𝑥0𝑤
′(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠1(𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2

𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2𝑤′′, (14)

где 1 6 𝑗 6 𝑡, 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑠1, 𝑠2 > 0, 𝑠1 > 0 или 𝑠2 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1, и полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, не зависят от 𝑋𝑗 при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0 соответственно. В
силу тождеств (6), (7) будем считать, что операторы в мономах 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены, например
по возрастанию индексов.

Так как 𝜆1 > 2, то в мономе 𝑥0𝑣 число различных образующих 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑡 6 𝑚, между
любыми двумя одинаковыми не превышает 𝑚 − 1. Выберем пару таких образующих 𝑥𝑗 и
с помощью равенства (11) представим 𝑥0𝑣 линейной комбинацией ненулевых мономов 𝑥0𝑣′,
содержащих произведение 𝑋2

𝑗 . Так как 𝑥0𝑣′ ̸≡ 0, то в силу тождеств (3), (6), (7) в мономе 𝑣′

слева или справа к 𝑋2
𝑗 примыкает либо произведение 𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚, либо соответственно

мономы 𝑤′, 𝑤′′, удовлетворяющие указанным условиям,

𝑣′ = . . . (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2 . . . ,

где 𝑟1, 𝑟2 6 1. В силу тождеств (6), (7) все ненулевые мономы 𝑥0𝑣
′ слева и справа от выписан-

ных операторов имеют соответственно 𝑠1 > 0 и 𝑠2 > 0 произведений 𝑋1 . . . 𝑋𝑚,

𝑣′ = . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠1(𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2 . . . .
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Остальные операторы 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑡, принадлежат мономам 𝑤′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡), 𝑤′′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡),
0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, которые в силу (6), (7) являются полилинейными.

Покажем, что 𝑠1 > 0, 𝑠2 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1. Так как случаи 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 0
симметричны, то достаточно рассмотреть случай 𝑟1 = 𝑠1 = 0, 𝑟2 = 1, 𝑠2 > 0, то есть моном 𝑣′

вида 𝑤′𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2𝑤′′. С помощью тождеств (7) на границе следующих

за 𝑋2
𝑗 скобок соберем произведение 𝑋2

𝑘 , 𝑘 ̸= 𝑗, и, упорядочив операторы, получим моном̃︀𝑤′(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚)𝑋2
𝑘(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2−1𝑤′′, в котором 𝑟1 = 1. Таким образом,

моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) равен линейной комбинации мономов вида (14).
Покажем, что ненулевой моном 𝑥0𝑣

′ вида (14) в зависимости от полистепени 𝑣′ можно
привести к виду (12) или (13). Пусть 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 > 2, deg 𝑣′ > 2𝑚. Так как deg 𝑣′ > 2𝑚, то
в мономе 𝑣′ в силу (6), (7) слева или справа от 𝑋2

𝑗 находятся 𝑚 − 1 различных операторов
𝑋𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, то есть 𝑟1 = 1 или 𝑟2 = 1. В силу симметрии примем 𝑟1 = 0 и рассмотрим моном
𝑣′ = 𝑤′𝑋2

𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑤
′′, 𝑗 ̸= 𝑚. Пусть сначала deg𝑋𝑚

𝑤′ = 1, 𝑗 ̸= 𝑚, тогда с помощью

тождеств (6), (7) представим 𝑣′ в виде ̃︀𝑤′𝑋𝑚𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚−1𝑤
′′. Воспользуемся ра-

венством (11) и тождеством (4),

𝑥0𝑋𝑚𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋𝑚 ≡ 𝑥0𝑋2
𝑚𝑋

2
𝑗 + 𝑥0𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋𝑚𝑋𝑗 + 𝑥0𝑋

2
𝑗𝑋

2
𝑚 ≡ 𝑥0𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋𝑚𝑋𝑗 , 𝑚 > 3, (15)

и приведем полученные мономы к виду (12), упорядочив все остальные операторы с помо-
щью тождеств (6), (7). Пусть теперь deg𝑋𝑚

𝑤′′ = 1, тогда с помощью тождества (7) приведем

моном 𝑣′ к виду 𝑤′𝑋2
𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚 ̃︀𝑤′′ и, упорядочив операторы, снова получим требу-

емое. Рассмотрим случай 𝑟1 = 𝑟2 = 1. Если 𝑠1 > 1 или 𝑠1 = 1 и 𝑗 ̸= 𝑚, то с помощью
тождества (6) соберем произведение 𝑋2

𝑚 на границе первых двух скобок, следующих за 𝑤′,
и, упорядочив остальные операторы, получим моном вида (12), в котором 𝑠 = 𝑠1 + 𝑠2. Если
𝑠1 = 0 и 𝑗 ̸= 𝑚 или 𝑠1 = 1 и 𝑗 = 𝑚, то с помощью тождеств (6), (7) представим 𝑣′ в виде
𝑤′(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑘𝑋𝑘𝑋𝑚 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚−1) . . ., 𝑘 ̸= 𝑚, и применим тождество (15).

Пусть 𝑡 < 𝑚, тогда в мономе 𝑥0𝑣′ вида (14) имеем 𝑟𝑖 = 𝑠𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, и из условия
𝜆1 > 2 (считая 𝑗 ̸= 1) и полилинейности 𝑤′, 𝑤′′ следуют равенства deg𝑋1

𝑤′ = deg𝑋1
𝑤′′ = 1.

Тогда с помощью тождеств (6), (7) соберем произведение . . . 𝑋1𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋1 . . . и по аналогии с
рассмотренными случаями получим моном вида (13).

Если 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 = 1, то возможны следующие два случая. Пусть сначала в мономе (14)
либо 𝑟1 ̸= 0, либо 𝑟2 ̸= 0. В силу симметрии примем 𝑣′ = 𝑤′𝑋2

𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑤
′′ и получим

аналогичный рассмотренному выше случай, в котором достаточно заменить 𝑋𝑚 на 𝑋1. При
𝑟1 = 𝑟2 = 0 достаточно применить рассуждения для случая 𝑡 < 𝑚.

Покажем, что все мономы 𝑥0𝑣
′ вида (12), (13) не равны тождественно нулю в алгебре

𝐴𝑚. Пусть в них моном 𝑤′ = 𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑠 , 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑠 6 𝑚, 𝑠 < 𝑡, или deg𝑤′ = 0.
Рассмотрим следующие подстановки элементов алгебры 𝐴𝑚. Если 𝑟1 = 1 в записи 𝑥0𝑣′, тогда
вместо 𝑥0 подставим 𝑧𝑎1 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚. Пусть 𝑟1 = 0, тогда вместо 𝑥0 в моном вида
(12) подставим 𝑧𝑎1 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚−1 и подставим 𝑧𝑎2 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚 в моном
(13). Вместо 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, везде подставим соответственно 𝑎𝑖. В каждом случае результат
подстановки окажется с точностью до знака равным элементу вида 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑗1 . . . 𝑎𝑗𝑟
или 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘, 𝑘 > 1, 1 6 𝑟 < 𝑚, 1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑟 6 𝑚. Доказательство предложения
завершено.

Предложение 5. Неравенство 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0, где 𝑚 > 3, выполняется тогда и только

тогда, когда разбиение 𝜆 ⊢ 𝑛 > 1 удовлетворяет одному из следующих условий:

1. 𝜆 = (1𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑚;

2. 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚;
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3. 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0, 𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚− 1.

Доказательство. Пусть 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡), 𝑡 > 𝑚+ 1, тогда для любой таблицы Юнга 𝑇𝜆
полилинейный многочлен 𝑒𝑇𝜆

(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛) равен сумме многочленов

𝜎
∑︁

𝜏∈𝐶𝑇𝜆

(−1)𝜏𝑥0𝑋𝜏(1) . . . 𝑋𝜏(𝑛), 𝜎 ∈ 𝑅𝑇𝜆
,

кососимметричных по более чем 𝑚 образующим. Все такие многочлены тождественно равны
нулю в силу (2).

Определим подстановку 𝜑 элементов алгебры 𝐴𝑚,

𝜑(𝑥0) = 𝑧, 𝜑(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда 𝑚𝐿
(1𝑘)

(𝐴𝑚) = 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, так как 𝜑(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑘) = 𝑘!𝑧𝑎1 . . . 𝑎𝑘 по определяющим
соотношениям 3 алгебры 𝐴𝑚.

Пусть теперь 𝑡 6 𝑚 и 𝜆1 > 2. Так как характеристика поля Φ равна нулю, то рассмотрим
полиоднородный многочлен 𝑔𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡) ∈ 𝐿𝜆, который получен из соответствующего
полилинейного многочлена 𝑓𝑇𝜆

= 𝑒𝑇𝜆
(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛), 𝑓𝑇𝜆

̸≡ 0, в результате отождествления об-
разующих, индексы которых находятся в одних и тех же строках таблицы 𝑇𝜆. По предложению
4 многочлен 𝑔𝑇𝜆

по модулю тождеств многообразия Nm, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) ⊆ Nm, равен линейной ком-
бинации мономов вида (12) или (13), поэтому deg𝑋1

𝑔𝑇𝜆
− deg𝑋𝑚

𝑔𝑇𝜆
6 2. Таким образом, если

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0, 𝜆1 > 2, то 𝜆 удовлетворяет либо условию 2, либо условию 3. Покажем, что

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0 для всех таких разбиений 𝜆.
Пусть 𝜆 =

(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, и в таблице 𝑇𝜆 числа от 1 до

s𝑚 + 𝑘 выписаны в столбец в порядке возрастания, тогда 𝑔𝑇𝜆
= 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑘 и

𝜑(𝑔𝑇𝜆
) = 𝑘!(𝑚!)s𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

s𝑎1 . . . 𝑎𝑘.
Пусть 𝜆 удовлетворяет условию 3, тогда обозначим через 𝑙1 высоту крайнего справа столбца

таблицы 𝑇𝜆, 𝑙1 = 𝑘1, и пусть 𝑙2 — высота второго справа столбца, 𝑙2 = 𝑘1 + 𝑘2. В многочлен

𝑔𝑇𝜆
= 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙2𝑋1 . . . 𝑋 𝑙1

вместо 𝑥0 подставим 𝑧𝑎𝑙2+1 . . . 𝑎𝑚 и 𝑎𝑖 вместо 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚. Результат подстановки равен
((𝑚− 𝑙2)!)s(𝑙2!)s+1𝑙1!𝑧(𝑅𝑎𝑙2+1

. . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
)s+1𝑎1 . . . 𝑎𝑙1 , и предложение доказано.

Предложение 6. Если 𝜆 = (s𝑚), 𝑚 > 3, s > 2, то 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚.

Доказательство. Зафиксируем таблицу Юнга 𝑇𝜆, 𝜆 = (s𝑚), и по модулю тождеств
многообразия Nm оценим сверху максимальное число линейно независимых полиоднород-
ных элементов ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), полученных из соответствующих полилинейных элементов
𝑒𝑇𝜆

𝜎(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛), 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, в результате отождествления образующих, индексы которых при-
надлежат одним и тем же строкам таблицы 𝑇𝜆. Так как поле Φ нулевой характеристики, то
данная оценка будет оценкой сверху значения 𝑚𝐿

𝜆 (Nm).
По предложению 4 любой элемент пространства 𝐿𝜆(Nm), s > 2, является линейной комби-

нацией элементов, соответствующих мономам (12). В случае s = 2 разобьем множество всех
различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12) на 𝑚 подмножеств 𝑆2

𝑡 , 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1,
по числу 𝑡 операторов 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, слева от произведения (𝑋1 . . . 𝑋𝑚) или (𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1),

𝑆2
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑚−1,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡−1𝑋𝑚(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡−1 . . . 𝑋𝑚−1 |

1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑚− 1
}︀
,
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где 𝑆2
0 = {𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1}. При s > 3 множество всех различных по модулю

тождеств (6), (7) мономов (12) разобьем на 𝑚 подмножеств по значениям 𝑡 = 0, . . . ,𝑚 − 1
степени монома 𝑤′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚),

𝑆s
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−3𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑚 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑚

}︀
,

где 𝑆s
0 = {𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2}. Заметим, что множество 𝑆s

𝑡 имеет(︀
𝑚
𝑡

)︀
элементов, s > 2, 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1,

(︀
𝑚
𝑡

)︀
— биномиальный коэффициент.

Покажем, что для каждого фиксированного s > 2 все выписанные мономы по модулю
тождеств Nm являются линейно независимыми. Элементы множества 𝑆s

𝑡 , s > 2, обозначим
через ℎ𝑡,𝑗 , 1 6 𝑗 6

(︀
𝑚
𝑡

)︀
, и предположим, что в многообразии Nm выполняется тождество

𝑚−1∑︁
𝑡=0

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

𝛼𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 ≡ 0, 𝛼𝑡,𝑗 ∈ Φ.

Заметим, что все мономы ℎ𝑡,𝑗 , кроме ℎ0,1, имеют либо deg𝑋1
𝑤′ = 1, либо deg𝑋1

𝑤′′ = 1, поэтому
умножим тождество справа на 𝑥1 и подставим произведение 𝑥0𝑥1 вместо 𝑥0. В силу (6), (7)
в полученном следствии останется единственный ненулевой моном с коэффициентом 𝛼0,1, то
есть 𝛼0,1 = 0. Зафиксируем индексы 𝑠 > 0, 𝑘 и покажем равенство 𝛼𝑠,𝑘 = 0. Заметим, что в ℎ𝑠,𝑘
моном 𝑤′′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) может быть с точностью до порядка операторов единственным образом
дополнен до монома ̃︀𝑤′′, такого что deg𝑋𝑗

̃︀𝑤′′ = 1, где 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при 𝑟2 = 1 (в записи ℎ𝑠,𝑘
(12)), и 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1 при 𝑟2 = 0. В результате умножения таким образом тождества справа
на различные 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, в полученном следствии ненулевыми окажутся некоторые мономы̃︀ℎ𝑡,𝑗 , 𝑡 ̸= 𝑠, и ̃︀ℎ𝑠,𝑘. Если последней в цепочке умножений была образующая 𝑥𝑟, 1 6 𝑟 6 𝑚, то в
мономе ̃︀ℎ𝑠,𝑘 имеем deg𝑋𝑟

𝑤′′ = 0, и deg𝑋𝑟
𝑤′′ = 1 во всех остальных ̃︀ℎ𝑡,𝑗 . Умножим тождество

справа на 𝑥𝑟 и получим единственный ненулевой моном с коэффициентом 𝛼𝑠,𝑘. Таким образом,
для всех 𝑡, 𝑗 выполняются равенства 𝛼𝑡,𝑗 = 0. Следовательно, по предложению 4 для каждого
s > 2 элементы пространства 𝐿(s𝑚)(Nm), соответствующие мономам из 𝑆s

𝑡 , 𝑡 = 0, . . . ,𝑚 − 1,
образуют базис.

По определению ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) для любой подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 выполняется равенство

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑚)) = (−1)𝜎sℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

При этом

ℎ𝑇𝜆
=

𝑚−1∑︁
𝑡=0

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

𝛽𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 , 𝛽𝑡,𝑗 ∈ Φ.

Рассмотрим результаты действий подстановок 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 на элементы множеств 𝑆s
𝑡 . Под

действием подстановки, как и в полилинейном случае, понимается перестановка индексов об-
разующих. Пусть s > 3, тогда с помощью рассуждений из доказательства предложения 4 для
любого 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 получим тождество

𝜎(𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋
2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)) ≡ 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1).

По модулю данного тождества и тождеств (6), (7) для каждого ℎ𝑡,𝑗 выполняется равенство

𝜎ℎ𝑡,𝑗 = ±ℎ𝑡,𝑘, (16)

где знак при ℎ𝑡,𝑘 зависит от 𝑗, 𝑡, 𝜎, 1 6 𝑘 6
(︀
𝑚
𝑡

)︀
, причем для любых ℎ𝑡,𝑗 , ℎ𝑡,𝑘 найдется такая

подстановка 𝜎.
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Пусть s = 2. Если 𝜎(𝑚) = 𝑚, то при помощи тождеств (6), (7) также получим равенства
(16). Если 𝜎(𝑚) = 𝑖, 𝑖 ̸= 𝑚, то в силу симметрии достаточно рассмотреть следующие два
случая:

𝜎(𝑥0 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖 . . .) = 𝑥0 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖)𝑋𝑖 . . . 𝑋𝑚 . . . ,

𝜎(𝑥0 . . . 𝑋𝑖 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚 . . .) = 𝑥0 . . . 𝑋𝑚 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖)𝑋𝑖 . . . .

С помощью тождеств (6), (7), (15) приведем полученные мономы к виду (12) и видим, что для
s = 2 также выполняются равенства (16) с указанным условием. Так как при этом по модулю
тождеств Nm все мономы ℎ𝑡,𝑗 линейно независимы, то приходим к следующему выводу.

Пусть коэффициент 𝛽𝑡 = |𝛽𝑡,𝑗 | и 𝜃𝑡,𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1, 𝑗 = 1, . . . ,
(︀
𝑚
𝑡

)︀
, тогда выпол-

няется тождество

ℎ𝑇𝜆
≡

𝑚−1∑︁
𝑡=0

𝛽𝑡

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

(−1)𝜃𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 .

То есть в пространстве 𝐿𝜆(Nm) элементы, соответствующие многочленам ℎ𝑇𝜆
, являются

линейными комбинациями не более 𝑚 фиксированных элементов, поэтому 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚,

𝜆 = (s𝑚), 𝑚 > 3, s > 2. Предложение доказано.

3. Основные результаты

Теорема 1. Зафиксируем 𝑚 > 2. Если 𝜆 = (s𝑚), s > 2, то 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚, и
для любого 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 выполняются равенства 𝑚𝐿

(1𝑘)
(𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

(1𝑘)
(Nm) = 1.

Доказательство. В доказательстве предложения 5 получены неравенства𝑚𝐿
(1𝑘)

(𝐴𝑚) ̸=0,
𝑚 > 3, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, доказательство которых распространяется на случай 𝑚 = 2. И так как
𝐴𝑚 ∈ Nm, 𝑚𝐿

(1𝑘)
(Nm) 6 1, 𝑚 > 2, то выполняются равенства

𝑚𝐿
(1𝑘)(𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

(1𝑘)(Nm) = 1, 1 6 𝑘 6 𝑚.

Докажем неравенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚 для 𝑚 > 2, s > 2. В случае s = 2 зафиксируем таблицу

𝑇 =

1 𝑚+ 1
...

...
𝑚 2𝑚

и по модулю тождеств многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) покажем линейную независимость следующих
𝑚 полилинейных многочленов

𝑓𝑖 = 𝑒𝑇 (𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖𝑋𝑚+1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚+2 . . . 𝑋2𝑚), 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

где
𝑓𝑚 = 𝑒𝑇 (𝑥0𝑋1 . . . 𝑋2𝑚) =

∑︁
𝜎∈𝑅𝑇

𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(𝑚)
̃︀𝑋𝜎(𝑚+1) . . . ̃︀𝑋𝜎(2𝑚).

Заметим, что все 𝑓𝑖 удовлетворяют условию 𝜎𝑓𝑖 = 𝑓𝑖, 𝜎 ∈ 𝑅𝑇 . Предположим, что в алгебре
𝐴𝑚 выполняется тождество

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖𝑓𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ. В результате замены индексов образую-

щих на номера строк, в которых они находятся в таблице 𝑇 , из данного тождества получим
полиоднородное следствие

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖𝑔𝑖 ≡ 0,

𝑔𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑚, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1, (17)
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где 𝑔𝑚 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑚
̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑚.

Определим 𝑚 подстановок 𝜑𝑖 элементов алгебры 𝐴𝑚, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜑1(𝑥0) = 𝑧, 𝜑2(𝑥0) = 𝑧𝑎𝑚, . . . , 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥0) = 𝑧𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚, . . . , 𝜑𝑚(𝑥0) = 𝑧𝑎2 . . . 𝑎𝑚,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥𝑗) = 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
(18)

Результаты 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑗), 𝑖, 𝑗 = 𝑚, . . . , 1, выпишем в таблицу, строки которой пометим коэффи-
циентами 𝛼𝑗 , столбцы — значениями 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥0).

𝑧 𝑧𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)( ̃︀𝑅𝑎1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . .)(𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎1 . . .)
̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚−1 𝑧(. . . 𝑅𝑎𝑚−1
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚−1)(

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑚 . . .) ̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚−2 𝑧(. . . ̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑚−1)(𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . .
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑚−1𝑅𝑎𝑚 . . .) ̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

. . . . . . . . . . . .

Таблица 1.

В силу определяющих соотношений 3 алгебры 𝐴𝑚 результаты подстановок в столбце
𝑧𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚, 𝑖 < 𝑚, с точностью до ненулевого коэффициента равны 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚
и 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2 в столбце 𝑧. Получили однородную систему линейных уравнений порядка
𝑚 с неизвестными 𝛼𝑖. Коэффициенты при неизвестных обозначим через 𝛾𝑖𝑗 , 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑚, и
соответственно их расположению в таблице 1 выпишем в матрицу Γ = (𝛾𝑖𝑗), которая будет
транспонированной матрицей рассматриваемой системы уравнений.

Вычислим коэффициенты, находящиеся на главной диагонали матрицы Γ,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑖) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)(
̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎𝑖+1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚 =

𝛾(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,

𝛾(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖) = (−1)𝑚−𝑖𝑖!𝑖!(𝑚− 𝑖)!(𝑚− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

Определим следующие элементы Γ под главной диагональю,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑖−1) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎𝑖+1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚 =

𝛾(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,

𝛾(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖) = (−1)𝑚−𝑖𝑖!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!(𝑚− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

Заметим, что значения 𝛾𝑗𝑗 , 𝛾𝑗+1𝑗 одного знака, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚−1. При этом в силу определяющих
соотношений 3 алгебры 𝐴𝑚 выполняются равенства 𝛾𝑖𝑗 = −𝛾𝑖+1𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, так как

𝑧𝑢𝑅𝑎𝑘𝑅𝑎1 = −𝑧𝑢𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑘 , 1 6 𝑘 6 𝑚, (19)

где остаток от деления deg 𝑢(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚) на 𝑚 не равен 𝑚− 1. Например, при 𝑚 = 2

𝑧(𝑅𝑎2𝑅𝑎1)(𝑅𝑎2
̃︀𝑅𝑎1)

̃︀𝑅𝑎2 = −𝑧(𝑅𝑎2𝑅𝑎1)(
̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎2)

̃︀𝑅𝑎2 .

В матрице

Γ =

⎛⎜⎜⎝
𝛾11 −𝛾22 𝛾33 . . .
𝛾21 𝛾22 −𝛾33 . . .
−𝛾21 𝛾32 𝛾33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎠ (20)
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будем последовательно складывать строки с номерами 𝑖+1, 𝑖 и результат записывать в строку
𝑖+ 1, 𝑖 = 𝑚− 1, . . . , 1. Получим матрицу Γ′ = (𝛾′𝑖𝑗), 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑚,

Γ′ =

⎛⎜⎜⎝
𝛾11 −𝛾22 𝛾33 . . .

𝛾11 + 𝛾21 0 0 . . .
0 𝛾22 + 𝛾32 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎠ ,

в которой все элементы равны нулю, кроме элементов первой строки и 𝛾′𝑖+1𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1.
Следовательно, ранг Γ равен 𝑚, система уравнений имеет единственное решение 𝛼𝑖 = 0,

𝑖 = 𝑚, . . . , 1, и по предложению 1 выполняются неравенства 𝑚𝐿
(2𝑚)(𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚 = 2, 3, . . ..

Пусть s > 3, тогда зафиксируем таблицу

𝑇 ′ =

1 𝑚+ 1 . . . (s− 1)𝑚+ 1

. . . . . . . . . . . .

𝑚 2𝑚 . . . s𝑚

и по модулю тождеств 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) покажем линейную независимость 𝑚 многочленов

𝑓 ′𝑖 = 𝑒𝑇 ′(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖𝑋𝑚+1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚+2 . . . 𝑋2𝑚 . . . 𝑋s𝑚), 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

где 𝑓 ′𝑚 = 𝑒𝑇 ′(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋s𝑚). Соответствующие 𝑓 ′𝑖 полиоднородные многочлены 𝑔′𝑖 по таблице
𝑇 ′ определяются через многочлены 𝑔𝑖 (17),

𝑔′𝑖 = 𝑔𝑖(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

В результате рассуждений по аналогии с рассмотренным случаем s = 2 получим матрицу
коэффициентов, в каждом столбце которой элементы отличаются от соответствующих эле-
ментов матрицы Γ на ненулевой множитель, зависящий от номера столбца. Следовательно,
в полученной матрице сохраняются все установленные для матрицы Γ соотношения между
элементами, её ранг также равен 𝑚, и все элементы 𝑓 ′𝑖 линейно независимы, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

Таким образом, по предложению 1 выполняются неравенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚 > 2, s > 2.

В работе [5] неравенства 𝑚𝐿
(s2)(𝐴2) 6 2, s > 2, доказаны посредством применения тожде-

ства (3) и его частичной линеаризации [5, Proposition 3]. То есть авторами также доказаны
неравенства 𝑚𝐿

(s2)(N2) 6 2, s > 2. И так как по предложению 6 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚, 𝜆 = (s𝑚), s > 2,

𝑚 > 3, то для всех 𝑚 = 2, 3, . . . получили требуемые равенства. Теорема доказана.

Теорема 2. Для разбиений 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑙, s𝑚−𝑙

)︀
, 𝑚 > 3, 1 6 𝑙 6 𝑚−1, s > 1, выполняются

равенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚.

Доказательство. Сначала по аналогии с доказательством предложения 6 покажем нера-
венства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑚. Рассмотрим несколько случаев.
Пусть s = 1, тогда разобьем соответствующее множество всех различных по модулю тож-

деств (6), (7) мономов (13) на 𝑚 подмножеств 𝑆1
1𝑡1
, 𝑆1

2𝑡2
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚 − 1 − 𝑙.

При 𝑙 = 𝑚 − 1 рассматриваются только 𝑚 множеств 𝑆s
1𝑡1
, s > 1. Элементами множества 𝑆1

1𝑡1
являются такие мономы, которые слева от произведения (𝑋1 . . . 𝑋𝑚) или (𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1) имеют
𝑡1 операторов 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑙,

𝑆1
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1𝑋2 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1−1𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋2 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1−1 . . . 𝑋𝑙 | 2 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
,
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где 𝑆1
10 = {𝑥0(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1 . . . 𝑋𝑙}, 𝑆1

1𝑙 = {𝑥0𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)}. Все элементы множе-
ства 𝑆1

2𝑡2
имеют 𝑡2 операторов 𝑋𝑖, 𝑙+1 6 𝑖 6 𝑚, слева от произведения (𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋

2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙),

𝑆1
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2

(𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋
2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙)𝑋𝑙+1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡2
. . . 𝑋𝑚 |

𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚
}︀
.

В случае s = 2 множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12) разобьем
на 𝑚 подмножеств 𝑆2

1𝑡1
, 𝑆2

2𝑡2
,

𝑆2
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙,

𝑆2
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2

𝑋1 . . . 𝑋𝑙(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡2

. . . 𝑋𝑚−1,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2−1𝑋1 . . . 𝑋𝑙𝑋𝑚(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡2−1 . . . 𝑋𝑚−1 |

𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚− 1
}︀
, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Если s > 3, то разобьем множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12)
на 𝑚 подмножеств

𝑆s
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙,

𝑆s
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 ...𝑋𝑖𝑡2

𝑋1...𝑋𝑙(𝑋1...𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1...𝑋𝑚−1)(𝑋1...𝑋𝑚)s−3𝑋1... ̂︀𝑋𝑖1 ...
̂︀𝑋𝑖𝑡2

...𝑋𝑚 |
𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚

}︀
, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Заметим, что для каждого s > 1, применив метод умножений из доказательства предложения
6, получим, что в пространстве 𝐿𝜆(Nm) элементы, соответствующие выписанным мономам,
образуют базис.

Для таблицы Юнга 𝑇𝜆 по аналогии с доказательством предложения 6 определим поли-
однородный элемент ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝐿𝜆. По определению ℎ𝑇𝜆
для любых подстановок

𝜎1 ∈ 𝑆𝑙, 𝜎2 ∈ 𝑆𝑙+1,𝑚 (𝑆𝑙+1,𝑚 — подгруппа 𝑆𝑚) выполняются равенства

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥𝜎1(1), . . . , 𝑥𝜎1(𝑙), 𝑥𝜎2(𝑙+1), . . . 𝑥𝜎2(𝑚)) = (−1)𝜎1(s+1)(−1)𝜎2sℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

При этом, применив рассуждения из доказательства предложения 6, получим, что результат
действия подстановок 𝜎1, 𝜎2 на любой элемент множества 𝑆s

1𝑡1
или 𝑆s

2𝑡2
, s > 1, с точностью до

знака равен некоторому элементу этого же множества, причем такая подстановка 𝜎1 (или 𝜎2)
найдется для любой пары элементов из 𝑆s

1𝑡1
(или 𝑆s

2𝑡2
), 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Рассуждая по аналогии с доказательством предложения 6, ℎ𝑇𝜆
тождественно равен ли-

нейной комбинации не более 𝑚 фиксированных многочленов. Таким образом, выполняются
неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑚.
Покажем, что 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚. При s > 2 определим 𝑚 многочленов

𝑔′𝑖 = 𝑔𝑖(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2 ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙,

𝑔𝑖 — многочлены (17), и предположим, что алгебра 𝐴𝑚 удовлетворяет тождеству

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔
′
𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ. (21)

К данному тождеству применим рассуждения из доказательства теоремы 1 и получим мат-
рицу коэффициентов, в которой по определению многочленов 𝑔′𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, все элементы,
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находящиеся в одном и том же столбце, отличаются от соответствующих элементов матрицы
Γ (20) на ненулевой множитель. Поэтому заключаем, что 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚, s > 2.
В случае s = 1 предположим, что в алгебре 𝐴𝑚 выполняется тождество (21), в котором

𝑔′𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1. По аналогии с матрицей Γ определим
матрицу Θ = (𝜃𝑖𝑗), 1 6 𝑖, 𝑗,6 𝑚, коэффициентов, полученных в результате подстановок (18)
элементов алгебры 𝐴𝑚 в многочлены 𝑔′𝑖,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙 ={︃
𝑖 6 𝑙, 𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙 ,

𝑖 > 𝑙, 𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,
𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖−1) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1

̃︀𝑅𝑎1)𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙 ={︃
𝑖 6 𝑙, 𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙 ,

𝑖 > 𝑙, 𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,
𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖) =

{︃
𝑖 6 𝑙, (−1)𝑚−𝑖𝑖!𝑖!(𝑚− 𝑖)!(𝑙 − 𝑖)!,
𝑖 > 𝑙, (−1)(𝑚−𝑖)(𝑙+𝑖−1)𝑖!𝑙!(𝑚− 𝑖)!,

𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖) =

{︃
𝑖 6 𝑙, (−1)𝑚−𝑖𝑖!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!(𝑙 − 𝑖)!,
𝑖 > 𝑙, (−1)(𝑚−𝑖)(𝑙+𝑖−1)𝑙!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!,

𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

Так как 𝜃𝑗𝑗 и 𝜃𝑗+1𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1, одного знака, то в силу соотношений (19) ранг матрицы
Θ равен 𝑚, и выполняются равенства 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑚 = 0. Таким образом, для всех разбиений
𝜆 из условия выполняются неравенства 𝑚𝜆(𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚𝜆(Nm) 6 𝑚, и теорема доказана.

Теорема 3. Пусть 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, 𝑚 > 3, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0,

𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚− 1. Обозначим через 𝑙1 высоту крайнего справа столбца диаграммы 𝜆, 𝑙1 = 𝑘1, и
пусть 𝑙2 — высота второго справа столбца, 𝑙2 = 𝑘1 + 𝑘2, тогда

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑘2 + 1 = 𝑙2 − 𝑙1 + 1.

Доказательство. Докажем теорему по аналогии с ранее рассмотренными случаями.
Сначала покажем неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1.
В случае s = 0 разобьем множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов

(13) на 𝑙2 − 𝑙1 + 1 подмножеств

𝑆0
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋2 . . . 𝑋𝑙1𝑋

2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙1)𝑋𝑙1+1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1.

По предложению 3 и в силу тождеств (3), (6), (7) имеет место тождество

𝑥0𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋1 ≡ (−1)𝑚−1𝑥0𝑋1(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1,

поэтому при s = 1 следующие 𝑙2 − 𝑙1 + 1 множеств

𝑆1
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡𝑋2 . . . 𝑋𝑙1𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1,

задают разбиение множества всех различных по модулю тождеств Nm мономов (13).
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Если s > 2, то соответствующее множество всех различных по модулю тождеств (6), (7)
мономов (12) разобьем на подмножества

𝑆s
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡𝑋1 . . . 𝑋𝑙1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1.

Заметим, что в каждом случае все перечисленные мономы являются линейно независимыми по
модулю тождеств Nm, в чем можно убедиться, применив метод умножений из доказательства
предложения 6.

Зафиксируем таблицу Юнга 𝑇𝜆 и рассмотрим соответствующий полиоднородный много-
член ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) полистепени 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, где 𝑘 = 𝑚 при s > 1, иначе 𝑘 = 𝑙2.
В случае 𝑙2 = 𝑙1 для каждого s существует единственное множество 𝑆s

0 из одного элемента и
dim𝐿𝜆(Nm) 6 1. Так как 𝑚𝜆(𝐴𝑚) > 1, то 𝑚𝜆(Nm) = 𝑚𝜆(𝐴𝑚) = 1 при 𝑙2 = 𝑙1.

Далее на протяжении всего доказательства предполагается, что 𝑙2 > 𝑙1. Для всех под-
становок 𝜎 ∈ 𝑆𝑙1+1,𝑙2 (𝑆𝑙1+1,𝑙2 — подгруппа 𝑆𝑙2) в зависимости от значения полистепени ℎ𝑇𝜆

выполняются равенства

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝜎(𝑙1+1), . . . , 𝑥𝜎(𝑙2), . . .) = (−1)𝜎(s+1)ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑘 = 𝑙2,𝑚.

При этом для любой подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑙1+1,𝑙2 и элементов множества 𝑆s
𝑡 выполняются ра-

венства вида (16) с указанным условием. Следовательно, в пространстве 𝐿𝜆(Nm) полиодно-
родный элемент, соответствующий ℎ𝑇𝜆

, является линейной комбинацией не более 𝑙2 − 𝑙1 + 1
фиксированных элементов и 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1, s > 0, 𝑚 > 3.
По аналогии с доказательством теоремы 1 покажем неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1,
𝑚 = 3, 4, . . .. Пусть s = 0 и в алгебре 𝐴𝑚 выполняется тождество

𝑙2∑︁
𝑖=𝑙1

𝛼𝑖𝑔
′
𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ, 𝑔′𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖

̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋 𝑙2
̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙1 , 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

где 𝑔′𝑙2 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋 𝑙2
̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙1 . Чтобы определить значения 𝛼𝑖, составим однородную систему

уравнений, в которой коэффициенты получим в результате подстановок 𝜑𝑚+1−𝑗 (18) элементов
алгебры 𝐴𝑚 в многочлены 𝑔′𝑖, 𝑖, 𝑗 = 𝑙2, . . . , 𝑙1. Коэффициенты запишем в матрицу Θ = (𝜃𝑖𝑗),
1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1, которая будет транспонированной матрицей рассматриваемой системы
уравнений. Определим значения 𝜃𝑖𝑖, 𝜃𝑖+1𝑖,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖) =𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙1
=

𝜃(𝑙2+1−𝑖)(𝑙2+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1
𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2

𝜃(𝑙2+1−𝑖)(𝑙2+1−𝑖) = (−1)𝑖(𝑚−𝑖)+(𝑙1−1)(𝑙2−𝑖)𝑖!(𝑙2 − 𝑖)!𝑙1!, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖−1) =𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1

̃︀𝑅𝑎1)𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑙2
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙1
=

𝜃(𝑙2+2−𝑖)(𝑙2+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1
𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2

,

𝜃(𝑙2+2−𝑖)(𝑙2+1−𝑖) = (−1)𝑖(𝑚−𝑖)+(𝑙1−1)(𝑙2−𝑖)𝑙1!(𝑖− 1)!(𝑙2 + 1− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1 + 1.

Знаки элементов 𝜃𝑗𝑗 , 𝜃𝑗+1𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑙2 − 𝑙1, совпадают, причем во всех остальных случаях в
силу соотношений (19) имеем 𝜃𝑖𝑗 = −𝜃𝑖+1𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗. Следовательно, ранг Θ равен 𝑙2 − 𝑙1 + 1, и
система уравнений имеет единственное нулевое решение 𝛼𝑙1 = . . . = 𝛼𝑙2 = 0. Таким образом,
𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1 для s = 0.
В случае s > 1 покажем линейную независимость по модулю тождеств 𝐴𝑚 многочленов

𝑔′′𝑖 = 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋 𝑙2

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙1 , 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1.
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Рассуждая по аналогии с рассмотренным случаем, результатами подстановок (18) 𝜑𝑚+1−𝑗(𝑔
′′
𝑖 ),

𝑙1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙2, в алгебре 𝐴𝑚 являются 𝑙2 − 𝑙1 + 1 базисных элементов

𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
s+1𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1

𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

с коэффициентами, которые отличаются от соответствующих элементов матрицы Θ на нену-
левой множитель, общий для всех элементов в одном и том же столбце. Таким образом, ранг
соответствующей данному случаю матрицы коэффициентов равен 𝑙2 − 𝑙1 + 1, и выполняются
неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1, s = 0, 1, . . ., 𝑚 = 3, 4, . . .. Теорема доказана.
Заметим, что в работе [5] доказательства равенств

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴2) =

{︃
2, 𝜆 = ((s+ 1), s), s > 1,

1, 𝜆 = ((s+ 2), s), s > 0

аналогичны доказательствам теорем 2, 3. То есть авторы с помощью тождеств многообра-
зия N2 оценивали данные кратности сверху и с помощью определения алгебры 𝐴2 получали
равную оценку снизу. Следовательно, для данных разбиений 𝜆 авторами доказаны равенства
𝑚𝐿

𝜆 (𝐴2) = 𝑚𝐿
𝜆 (N2). При этом для разбиений 𝜆, отличных от данных и от рассматриваемых в

теореме 1 при 𝑚 = 2, в той же работе доказаны равенства 𝑚𝐿
𝜆 (N2) = 0.

Таким образом, в силу равенств 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), 𝑚 = 2, 3, . . ., и по предложению 2

Теорема 4. Многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) и заданное системой тождеств (1)–(4) многообразие
Nm совпадают, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) = Nm, 𝑚 = 2, 3, . . ..

Суммируем, в том числе приведенные в работе [5], утверждения о кратностях 𝑚𝐿
𝜆 (Nm),

𝑚 = 2, 3, . . ., в следующей теореме.

Теорема 5. Кратности 𝑚𝐿
𝜆 (Nm), 𝑚 = 2, 3, . . ., определяются следующим образом:

1. если 𝜆 = (1𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑚, то 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 1;

2. если 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, то 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚;

3. если 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0, 𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚 − 1, то

𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 𝑘2 + 1;

4. 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 0 для всех остальных 𝜆.

Заметим, что в работе [13] доказаны равенства

𝑐𝑛+1(𝐴𝑚) = (𝑛+ 1) dim𝐿𝑛(𝐴𝑚) = (𝑛+ 1)
∑︁
𝜆⊢𝑛

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚)𝑑𝜆, 𝑛 > 1, 𝑚 > 2,

позволяющие вычислять коразмерности 𝑐𝑛(Nm), 𝑛 > 2, без знания кратностей 𝑚𝜆(Nm). По-
этому вопрос определения кратностей 𝑚𝜆(Nm) представляет отдельный интерес.

Теорема 6. Все ненулевые кратности 𝑚𝜆(Nm), 𝑚 > 2, определяются следующим обра-
зом:

1. если удалением одной клетки из диаграммы 𝜆 может быть получена единственная
диаграмма 𝜇, для которой 𝑚𝐿

𝜇(Nm) > 0, то 𝑚𝜆(Nm) = 𝑚𝐿
𝜇(Nm);

2. если удалением одной клетки из диаграммы 𝜆 могут быть получены две различные диа-
граммы 𝜇1, 𝜇2, для которых𝑚

𝐿
𝜇1
(Nm),𝑚𝐿

𝜇2
(Nm) > 0, то𝑚𝜆(Nm)=𝑚𝐿

𝜇1
(Nm)+𝑚𝐿

𝜇2
(Nm).
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Доказательство. Для каждого 𝑛 > 1 определим пространство 𝐿𝑛,𝑛+1
∼= 𝐿𝑛, все

элементы которого в мономах на первой позиции вместо 𝑥0 имеют 𝑥𝑛+1, и Φ𝑆𝑛-модуль
𝐿𝑛,𝑛+1(Nm) ∼= 𝐿𝑛(Nm). Тогда Φ𝑆𝑛+1-модуль 𝑃𝑛+1(Nm) является индуцированным модулем
𝐿𝑛,𝑛+1(Nm), и все кратности𝑚𝜆(Nm), 𝜆 ⊢ 𝑛+1, определяются с помощью правила Литтлвуда-
Ричардсона (см. напр. [2], с. 114),

𝑚𝜆(Nm) 6
𝑡∑︁

𝑖=1

𝑚𝐿
𝜇𝑖
(Nm), 𝑡 = 𝑡(𝜆) 6 2,

где диаграммы Юнга 𝜇𝑖 получены из диаграммы 𝜆 в результате удаления одной клетки. При
этом 𝑡 6 2, так как для каждого 𝑛 существует не больше двух таких удовлетворяющих усло-
виям теоремы 5 диаграмм 𝜇𝑖, 𝜇𝑖 ⊢ 𝑛, из которых в результате присоединения одной клетки
получим одну и ту же диаграмму 𝜆.

При 𝑡 = 1, 𝜇 = 𝜇1, в пространстве 𝐿𝑛,𝑛+1 зафиксируем m = 𝑚𝐿
𝜇(Nm) линейно независимых

по модулю тождеств Nm элементов 𝑒𝑇 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1), 𝑇 = 𝑇𝜇, 𝑗 = 1, . . . ,m. Обозначим через
T таблицу Юнга с диаграммой 𝜆, полученную из таблицы 𝑇 добавлением клетки с числом
𝑛+ 1. Предположим, что в многообразии Nm выполняется тождество

m∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑒T𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ≡ 0, 𝛼𝑗 ∈ Φ, 𝑓𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1.

Представим слагаемое 𝑒T𝑓𝑗 в виде 𝑒T𝑓𝑗 = 𝑒𝑇 𝑓𝑗 + 𝑓 ′𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1), где во всех мономах мно-
гочлена 𝑓 ′𝑗 образующая 𝑥𝑛+1 находится не на первой позиции. По предложению 2 получили
следствие

m∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑒𝑇 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ≡ 0

и в силу линейной независимости равенства 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,m. Следовательно, элемен-
ты 𝑒T𝑓𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,m, по модулю тождеств Nm линейно независимы, и по предложению 1
выполняется неравенство 𝑚𝜆(Nm) > m. Таким образом, 𝑚𝜆(Nm) = m.

При 𝑡 = 2 зафиксируем следующую таблицу Юнга T = T𝜆, которая по теореме 5 имеет
форму

𝑚

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

...
}︀
𝑙1

n + 1
...

}︀
𝑙2

s
...
}︀
𝑙3

𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 > 0, 𝑠 6 𝑛.

Рисунок 1.

Обозначим через 𝑇𝑛+1 таблицу Юнга с диаграммой 𝜇1, которая получается из таблицы T
в результате удаления клетки с числом 𝑛 + 1, и пусть таблица 𝑇𝑠 с диаграммой 𝜇2 получена
из T удалением клетки с числом 𝑠.

Пусть пространство 𝐿𝑛,𝑠 получено из 𝐿𝑛,𝑛+1 транспозицией образующих 𝑥𝑛+1 и 𝑥𝑠 во
всех мономах, 𝐿𝑛,𝑠

∼= 𝐿𝑛,𝑛+1. То есть все мономы из 𝐿𝑛,𝑠 имеют 𝑥𝑠 на первой позиции.
И пусть симметрическая группа 𝐺 действует на множестве {1, . . . , ̂︀𝑠, . . . , 𝑛 + 1}, 𝐺 ∼= 𝑆𝑛.
Тогда Φ𝐺-модуль 𝐿𝑛,𝑠(Nm) = 𝐿𝑛,𝑠/(𝐿𝑛,𝑠 ∩ 𝐼𝑑(Nm)) и Φ𝑆𝑛-модуль 𝐿𝑛,𝑛+1(Nm) изоморф-
ны. Зафиксируем m1 = 𝑚𝐿

𝜇1
(Nm) линейно независимых по модулю тождеств Nm эле-

ментов 𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1 и m2 = 𝑚𝐿
𝜇2
(Nm) линейно независимых элементов
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𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑖 = 1, . . . ,m1, 𝑗 = 1, . . . ,m2. Предположим, что имеет место тожде-
ство

m1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒T𝑓𝑖 +

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑒Tℎ𝑗 ≡ 0, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ Φ, 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠,

которое представим в виде

m1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖 + 𝑓 ′𝑖) +

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗(𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 + ℎ′𝑗) ≡ 0,

где 𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, 𝑓 ′𝑖 /∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, 𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠, ℎ′𝑗 /∈ 𝐿𝑛,𝑠. В таблице T число 𝑛+1 находится вы-
ше 𝑠, и каждое из них расположено в угловых клетках, поэтому для всех 𝜎 ∈ 𝑅T, 𝜏 ∈ 𝐶T имеем
неравенство 𝜎𝜏(𝑛 + 1) ̸= 𝑠, и так как 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, то 𝑓 ′𝑖 /∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑖 = 1, . . . ,m1. Следовательно,
только 𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑗 = 1, . . . ,m2, и по предложению 2 получаем следствие

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ≡ 0,

в котором по условию все 𝛽𝑗 = 0. Следовательно, также выполняются равенства 𝛼𝑖 = 0,
𝑖 = 1, . . . ,m1. Таким образом, по предложению 1 выполняется неравенство 𝑚𝜆(Nm) > m1+m2.
Теорема доказана.

Определим все значения кодлин 𝑙𝐿𝑛 (Nm), 𝑙𝑛(Nm) для модулей 𝐿𝑛(Nm) и 𝑃𝑛(Nm) соответ-
ственно. Будем обозначать через ⌊𝑘⌋ — наибольшее целое число, меньшее или равное 𝑘, ⌈𝑘⌉ —
наименьшее целое число, большее или равное 𝑘.

Теорема 7. Пусть 𝑚 > 2. При 𝑛 > 𝑚 положим 𝑟 = 𝑛 −
⌊︀
𝑛
𝑚

⌋︀
, если 𝑚 не делит 𝑛, и

𝑟 = 𝑚 если 𝑚 делит 𝑛. Тогда выполняются следующие равенства

𝑙𝐿𝑛 (Nm) =

{︃
𝑚+

⌊︀
𝑟
2

⌋︀ ⌈︀
𝑟
2

⌉︀
+
⌊︀
𝑚−𝑟
2

⌋︀ ⌈︀
𝑚−𝑟
2

⌉︀
, 𝑛 > 𝑚,

1 +
⌊︀
𝑛
2

⌋︀ ⌈︀
𝑛
2

⌉︀
, 𝑛 6 𝑚.

Доказательство. По теореме 5 все диаграммы, которым соответствуют ненулевые крат-
ности 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), имеют не более 𝑚 строк. Зафиксируем такую диаграмму 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑛 > 𝑚, име-
ющую не более одного неполного (высоты меньше 𝑚) столбца, тогда высота крайнего справа
столбца диаграммы 𝜆 равна 𝑟. Так как диаграммы, соответствующие разбиениям из условия
теоремы 5, имеют не более двух неполных столбцов, то все другие такие диаграммы получа-
ются из 𝜆 разбиением крайнего справа столбца на два столбца и при 𝑟 6 𝑚 − 2 разбиением
находящегося в строках с номерами с 𝑟 + 1 по 𝑚 крайнего справа столбца на два. Таким
образом, в силу теоремы 5 при 𝑛 > 𝑚 выполняются равенства

𝑙𝐿𝑛 (Nm) = 𝑚+

⌊ 𝑟2⌋∑︁
𝑖=1

(𝑟 − 2𝑖+ 1) +

⌊𝑚−𝑟
2 ⌋∑︁

𝑖=1

(𝑚− 𝑟 − 2𝑖+ 1),

где 𝑚 = 𝑚𝐿
𝜆 (Nm), 𝑛 > 𝑚, и в скобках выписаны значения кратностей для диаграмм с двумя

неполными столбцами. Так как

⌊ 𝑘2⌋∑︁
𝑖=1

(𝑘 + 1− 2𝑖) =

⌊︂
𝑘

2

⌋︂⌈︂
𝑘

2

⌉︂
, (22)

то получаем требуемые равенства.
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При 𝑛 6 𝑚 диаграмма 𝜆 состоит из одного столбца, 𝜆 = (1𝑛), 𝑚𝐿
(1𝑛)(Nm) = 1, поэтому

𝑙𝐿𝑛 (Nm) = 1 +

⌊𝑛2 ⌋∑︁
𝑖=1

(𝑛− 2𝑖+ 1) = 1 +
⌊︁𝑛
2

⌋︁ ⌈︁𝑛
2

⌉︁
.

Теорема доказана.
Для определения значений 𝑙𝑛(Nm) используем так называемую нотацию Айверсона

(см. напр. [16], с. 42). Пусть 𝐵 — утверждение, которое является либо истинным, либо ложным,
тогда

[𝐵] =

{︃
1, если 𝐵 истинно,

0, если 𝐵 ложно.

Например, если число 𝑟 четное, то [2 | 𝑟] = 1, иначе [2 | 𝑟] = 0.

Теорема 8. Пусть 𝑚 > 2. Выполняется равенство 𝑙1(Nm) = 1. Если натуральное
𝑛 6 𝑚, то

𝑙𝑛+1(Nm) = 2 + 3
⌊︁𝑛
2

⌋︁ ⌈︁𝑛
2

⌉︁
− [2 | 𝑛] .

Пусть 𝑛 > 𝑚, положим 𝑟 = 𝑛−
⌊︀
𝑛
𝑚

⌋︀
, если 𝑚 не делит 𝑛, и 𝑟 = 𝑚 если 𝑚 делит 𝑛, тогда

𝑙𝑛+1(Nm) = 𝛼𝑚+ 𝛽
⌊︁𝑟
2

⌋︁ ⌈︁𝑟
2

⌉︁
− [2 | 𝑟] + 𝛾

⌊︂
𝑚− 𝑟

2

⌋︂⌈︂
𝑚− 𝑟

2

⌉︂
− [𝑟 6 𝑚− 2 и 2 | 𝑚− 𝑟] ,

где 𝛼 = 3, 𝛽 = 4, 𝛾 = 3 при 𝑚 < 𝑛 < 2𝑚. Если 𝑛 > 2𝑚, то 𝛼 = 3− [𝑟 = 𝑚], 𝛽 = 4, 𝛾 = 4.

Доказательство. Равенство 𝑙1(Nm) = 1 очевидно. По теореме 6 значение 𝑙𝑛+1(Nm)
равно сумме всех кратностей 𝑚𝐿

𝜇(Nm) > 0, 𝜇 ⊢ 𝑛, взятых столько раз, сколько существует
способов добавления одной клетки к соответствующим диаграммам 𝜇.

Существует два способа добавления одной клетки к любой прямоугольной диаграмме и три
способа для диаграммы 𝜇 ⊢ 𝑛 > 𝑚 с одним неполным (высоты меньше 𝑚) столбцом, поэтому
при 𝑛 6 𝑚 имеем 𝑚(1𝑛)(Nm) = 2, при 𝑚 < 𝑛 < 2𝑚 коэффициент 𝛼 = 3, и 𝛼 = 3− [𝑟 = 𝑚] при
𝑛 > 2𝑚.

Пусть диаграмма 𝜇 состоит из двух неполных столбцов и 𝑛 6 𝑚, тогда существует три
способа добавления клетки к диаграмме 𝜇, если столбцы имеют разную высоту, и два способа,
если столбцы одной высоты. При этом для любой диаграммы 𝜆, 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑛 > 2, с двумя непол-
ными столбцами равной высоты, такой что 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) > 0, по теореме 5 выполняется равенство
𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 1. Следовательно, в рассматриваемом случае для краткости сумму кратностей
(22), где 𝑘 = 𝑛, можем умножить на три и вычесть единицу, если 𝑛 четно. Получим требуе-
мые равенства для 𝑛 6 𝑚. Рассуждения при 𝑛 > 𝑚 для всех диаграмм 𝜇 с двумя неполными
столбцами аналогичны. Теорема доказана.

4. Заключение

В работе для многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 = 2, 3, . . ., определенных на основе алгебр 𝐴𝑚, по-
лучены системы определяющих тождеств. В случае 𝑚 = 2 определены значения кратностей
𝑚𝐿

(s2)(𝐴2) = 2, s > 2, и все кратности 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚), 𝑚 > 3, с помощью которых могут быть непо-

средственно вычислены требуемые значения коразмерностей 𝑐𝑛(𝐴𝑚), 𝑚 > 2. Таким образом, в
качестве частного случая получили все заявленные основными результаты работы [12]. Также
определены значения всех кодлин 𝑙𝐿𝑛 (𝐴𝑚) и приведен метод вычисления кратностей 𝑚𝜆(𝐴𝑚),
с помощью которого определены кодлины 𝑙𝑛(𝐴𝑚), 𝑚 > 2.

Автор выражает благодарность профессору Мищенко С. П. за ценные замечания и вни-
мание к работе.
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Н. М. Добровольский (г. Тула)

Аннотация

В работе дано новое общее определение алгебраической решётки. Доказывается, что
любое рациональное преобразование алгебраической решётки снова будет алгебраической
решёткой. Показано, что взаимная решётка к алгебраической решётки также будет ал-
гебраической решёткой, соответствующей тому же чисто-вещественному алгебраическому
полю 𝐹𝑠 над полем рациональных чисел Q.

Следуя за Б. Ф. Скубенко, изучаются фундаментальные системы из чисто-веществен-
ного алгебраического поля 𝐹𝑠 над полем рациональных чисел Q. Показана связь между
фундаментальными системами алгебраических чисел и алгебраическими решётками.

В работе доказаны оценки для норм матрицы перехода от произвольной невырожден-
ной матрицы к рациональной приближающей матрицы. С помощью леммы об оценки нор-
мы матрицы перехода и обратной матрицы перехода, связывающих произвольную невы-
рожденную матрицу и невырожденную рациональную приближающую матрицу, в работе
показано, что множество алгебраических решёток всюду плотно в метрическом простран-
стве решёток.

Доказанная теорема является частным случаем более общей теоремы о том, что для
любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 множество всех решёток рационально связанных с решёткой Λ
всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.

Аналогом данной теоремы является утверждение что для произвольной точки общего
положения из R𝑠 соответствующее 𝑠-мерное рациональное арифметическое пространство
будет всюду плотно в 𝑠-мерном вещественном арифметическом пространстве R𝑠.

Ключевые слова: алгебраические решётки, метрическое пространство решёток.
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1. Введение

Как известно (см. [7], стр.165) множество всех 𝑠-мерных решёток образуют полное метри-
ческое пространство относительно метрики 𝜌(Λ,Γ), которая задана равенствами

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
Λ=𝐴·Γ

‖𝐴− 𝐸𝑠‖, 𝜈 = inf
𝐵·Λ=Γ

‖𝐵 − 𝐸𝑠‖,

𝐸𝑠 =

⎛⎜⎝ 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

⎞⎟⎠ = (𝛿𝑖𝑗)16𝑖,𝑗6𝑠 , 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1, при 𝑖 = 𝑗,
0, при 𝑖 ̸= 𝑗,

‖𝐴‖ = 𝑠 · max
16𝑖,𝑗6𝑠

|𝑎𝑖𝑗 |.

Метрическое пространство решёток 𝑃𝑅𝑠 играло существенную роль в работах [5], [6], [9]–
[17], [21]–[24].

1Работа выполнена по грантам РФФИ № 15-01-01540a, №16-41-710194р_центр_а
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В 1976 году в работах К. К. Фролова [19], [20] было сделано существенное, принципиальное
продвижение в теоретико-числовом методе в приближенном анализе, основанное на примене-
нии алгебраических решёток. Ниже дадим общее определение алгебраической решётки.

Наряду с операциями сложения и вычитания векторов из R𝑠 рассмотрим операции поко-
ординатного умножения двух векторов и деления вектора на вектор общего положения:

𝑥⃗ · 𝑦⃗ = (𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠),
𝑥⃗

𝑦⃗
=

(︂
𝑥1
𝑦1
, . . . ,

𝑥𝑠
𝑦𝑠

)︂
(𝑦1 ̸= 0, . . . , 𝑦𝑠 ̸= 0).

Добавление операции покоординатного умножения превращает R𝑠 в коммутативное кольцо
с единицой 𝑒⃗ = (1, . . . , 1) и, кроме того, в алгебру над R ранга 𝑠.

Так как для стандартного базиса 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑠 справедливы равенства 𝑥⃗ · 𝑒⃗𝑗 = 𝑥𝑗 · 𝑒⃗𝑗 (𝑗 =
= 1, . . . , 𝑠), то умножение на 𝑥⃗ задаёт линейное преобразование пространства R𝑠. Матрицей
этого линейного преобразования в стандартном базисе является диагональная матрица 𝐷(𝑥⃗),

которая невырожденная только для точек 𝑥⃗ общего положения. Обозначим через 𝐷(0)
𝑠 (R) мно-

жество всех диагональных матриц, содержащее как подмножество 𝐷𝑠(R) — множество всех
невырожденных диагональных матриц, так и подмножество вырожденных диагональных мат-
риц, т. е. диагональных матриц, у которых на диагонали есть хотя бы один ноль. Соответствие
𝑥⃗ → 𝐷(𝑥⃗) задаёт регулярное R-представление пространства R𝑠 в стандартном базисе. Таким

образом всё R𝑠 отображается взаимно однозначно на 𝐷(0)
𝑠 (R), а множество точек общего по-

ложения — на 𝐷𝑠(R). При переходе к другим базисам регулярное представление меняется.
Согласно Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддееву [3] решёткой, повторяющейся умножением,

называется всякая решётка замкнутая относительно операции покоординатного умножения
точек. Таким образом, если решётка Λ, повторяется умножением, то для любого 𝑥⃗ ∈ Λ спра-
ведливо соотношение

𝑥⃗ · Λ = {(𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠) | 𝑦⃗ ∈ Λ} ⊂ Λ · Λ ⊂ Λ.

Ясно, что если 𝑥⃗ — точка общего положения, то 𝑥⃗ · Λ — подрешётка, повторяющаяся умно-
жением, решётки Λ, так как свойства дискретности и замкнутости относительно сложения,
вычитания и умножения для 𝑥⃗ · Λ сохраняются, кроме того линейно независимая система
векторов переходит в линейно независимую.

Таким образом, с алгебраической точки зрения всякая решётка Λ, повторяющаяся умно-
жением является, с одной стороны, коммутативным кольцом, а с другой стороны Z-модулем.

Определение 1. Точка 𝑥⃗ ̸= 0⃗ называется делителем нуля, если у неё есть координаты
равные 0.

Определение 2. Решётка не содержащая делителей нуля называется неприводимой.

Для решёток, повторяющихся умножением, рассмотрим более важное регулярное Z-
представление точек этой решётки. Если решётка Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), повторяется умножением,
то определены следующие целочисленные матрицы линейных преобразований:

𝐴𝑘 =
(︁
𝑎
(𝑘)
𝑖 𝑗

)︁
(16𝑖,𝑗6𝑠)

,

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆⃗𝑘 · 𝜆⃗1 = 𝑎

(𝑘)
1 1 𝜆⃗1 + . . .+ 𝑎

(𝑘)
𝑠 1 𝜆⃗𝑠

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜆⃗𝑘 · 𝜆⃗𝑠 = 𝑎
(𝑘)
1 𝑠 𝜆⃗1 + . . .+ 𝑎

(𝑘)
𝑠 𝑠 𝜆⃗𝑠

(𝑘 = 1, . . . , 𝑠). (1)

Если через 𝐴𝑥⃗ обозначим регулярное Z𝑠-представление точки 𝑥⃗ решётки Λ =
= Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), то через внутренние координаты 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 этой точки в базисе 𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠:
𝑥⃗ = 𝑚1𝜆⃗1 + . . .+𝑚𝑠𝜆⃗𝑠 матрица 𝐴𝑥⃗ выражается линейно в виде

𝐴𝑥⃗ = 𝑚1𝐴1 + . . .+𝑚𝑠𝐴𝑠.
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Определение 3. Назовём вектор 𝜆⃗ = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) ∈ R𝑠 целым алгебраическим, если
многочлен

𝑓
𝜆⃗
(𝑥) = (𝑥− 𝜆(1)) . . . (𝑥− 𝜆(𝑠)) ∈ Z[𝑥].

Вектор 𝜆⃗ = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) назовём алгебраическим, если найдется натуральное число 𝑛
такое, что вектор 𝜆⃗1 = 𝑛𝜆⃗ будет целым алгебраическим вектором.

Определение 4. Решётка Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 называется алгебраической, если любой вектор
𝜆 ∈ Λ будет алгебраическим вектором и Λ содержит неприводимую подрешётку Λ1, повто-
ряющуюся умножением.

Важным свойством алгебраических решёток является тот факт, что норменный минимум
𝑁(Λ), который определяется равенством

𝑁(Λ) = inf
𝑥⃗∈Λ, 𝑥̸⃗=0⃗

|𝑥1 . . . 𝑥𝑠|,

строго больше 0: 𝑁(Λ) > 0.

Пусть 𝐹𝑠 — чисто-вещественное алгебраическое поле степени 𝑠 над полем рациональных
чисел Q и 𝐹 (1)

𝑠 = 𝐹𝑠, 𝐹
(2)
𝑠 , . . . , 𝐹 (𝑠)

𝑠 — его алгебраически сопряжённые поля. Обозначим через
A(𝐹𝑠) множество всех алгебраических решёток Λ таких, что координаты любого вектора 𝑥⃗ ∈ Λ
являются алгебраически сопряженными числами из поля 𝐹𝑠, то есть 𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) и 𝑥𝑗 = 𝜃(𝑗)

(𝑗 = 1, . . . , 𝑠), где 𝜃(1) = 𝜃, 𝜃(2), . . . , 𝜃(𝑠) — полный набор алгебраически сопряженных чисел

𝜃(𝑗) ∈ 𝐹 (𝑗)
𝑠 для алгебраического числа 𝜃 ∈ 𝐹𝑠.

Целью данной работы является доказательство следующей основной теоремы о плотности
множества алгебраических решёток A(𝐹𝑠) в метрическом пространстве 𝑃𝑅𝑠.

Теорема 1. Для любого чисто-вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 степени 𝑠 над по-
лем рациональных чисел Q множество алгебраических решёток A(𝐹𝑠) всюду плотно в мет-
рическом пространстве 𝑃𝑅𝑠.

2. Свойства алгебраических решёток

Нам потребуется обозначение действия линейного преобразования, заданного матрицей
𝑀 , на решётку Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) с базисом 𝜆⃗1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆1,𝑠), . . . , 𝜆⃗𝑠 = (𝜆𝑠,1, . . . , 𝜆𝑠,𝑠) и базисной
матрицей 𝐴

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠

. . .
. . . . . .

𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠

⎞⎟⎠ .

Будем писать 𝑀 · Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = Λ(𝑀 · 𝜆⃗1, . . . ,𝑀 · 𝜆⃗𝑠),

𝑀 ·𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = 𝐴(𝑀 · 𝜆⃗1, . . . ,𝑀 · 𝜆⃗𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀

𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆𝜈,1 . . .

𝑠∑︀
𝜈=1

𝑚1,𝜈𝜆𝜈,𝑠

. . .
. . . . . .

𝑠∑︀
𝜈=1

𝑚𝑠,𝜈𝜆𝜈,1 . . .
𝑠∑︀

𝜈=1
𝑚𝑠,𝜈𝜆𝜈,𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом произвольный вектор 𝑥⃗ = 𝑚1𝜆⃗1 + . . .+𝑚𝑠𝜆⃗𝑠 под действием линейного преоб-
разования с матрицей 𝑀 переходит в вектор 𝑀 · 𝑥⃗ = 𝑚1𝑀 · 𝜆⃗1 + . . .+𝑚𝑠𝑀 · 𝜆⃗𝑠 и

𝑀 · 𝜆⃗𝜈 =
(︀
𝑚𝜈,1 . . . 𝑚𝜈,𝑠

)︀
·

⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠

. . .
. . . . . .

𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠

⎞⎟⎠ (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
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Приведём несколько лемм из работ [4], [13], [15] в нужной нам формулировке с полными
доказательствами и несколько новых лемм.

Лемма 1. Пусть

𝐴 =

(︂
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝑎𝑠𝑠

)︂
,

𝐴11 =

⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠−1

. . .
. . . . . .

𝑎𝑠−11 . . . 𝑎𝑠−1𝑠−1

⎞⎟⎠ , 𝐴12 =

⎛⎜⎝ 𝑎1𝑠
...

𝑎𝑠−1𝑠

⎞⎟⎠ , 𝐴21 =
(︀
𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠−1

)︀
.

Если det𝐴11 ̸= 0, 𝑎𝑠𝑠 ̸= 0 и

𝐵11 =

⎛⎜⎝ 𝑏11 . . . 𝑏1𝑠−1

. . .
. . . . . .

𝑏𝑠−11 . . . 𝑏𝑠−1𝑠−1

⎞⎟⎠ = 𝐴−1
11 , 𝐵12 = 𝐵11𝐴12,

𝐵21 =
(︀ 𝑎𝑠1

𝑎𝑠𝑠
. . . 𝑎𝑠𝑠−1

𝑎𝑠𝑠

)︀
, 0⃗𝑠−1 =

(︀
0 . . . 0

)︀
, 0⃗⊤𝑠−1 =

⎛⎜⎝ 0
...
0

⎞⎟⎠ ,

то справедливы равенства
𝐴 = 𝐴1 ·𝐴2,

где

𝐴1 =

(︂
𝐴11 0⃗⊤𝑠−1

0⃗𝑠−1 𝑎𝑠𝑠

)︂
, 𝐴2 =

(︂
𝐸𝑠−1 𝐵12

𝐵21 1

)︂
.

Доказательство. Перемножая клеточные матрицы, получим

𝐴1 ·𝐴2 =

(︂
𝐴11 𝐴11 ·𝐵12

𝑎𝑠𝑠 ·𝐵21 𝑎𝑠𝑠

)︂
.

Так как
𝐴11 ·𝐵12 = 𝐴11 ·𝐵11𝐴12 = 𝐴12, 𝑎𝑠𝑠 ·𝐵21 = 𝐴21,

то 𝐴1 ·𝐴2 = 𝐴 и лемма доказана. 2

Рассмотрим произвольную решётку Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ A(𝐹𝑠). Таким образом, решётки Λ
соответствует базисная матрица 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠):

𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆

(𝑠)
1

. . .
. . . . . .

𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆

(𝑠)
𝑠

⎞⎟⎠ , 𝜆(𝜇)𝜈 ∈ 𝐹 (𝜇)
𝑠 (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠), (2)

и для любого целочисленного вектора 𝑚⃗ = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠 соответствующая точка

𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑚⃗) = 𝑚⃗𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ Λ. Ясно, что 𝑥𝜇 = 𝑚1𝜆
(𝜇)
1 + . . .+𝑚𝑠𝜆

(𝜇)
𝑠 ∈ 𝐹 (𝜇)

𝑠 (1 6 𝜇 6 𝑠).

Назовём знаменателем алгебраического вектора 𝜆⃗𝑗 наименьшее натуральное число 𝑛𝑗 та-
кое, что 𝑛𝑗 𝜆⃗𝑗 — целый алгебраический вектор.

Множество алгебраических, линейно независимых чисел 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 согласно
Б. Ф. Скубенко называется фундаментальной системой (см. [13]), а если среди чисел фун-
даментальной системы есть единица, то такая система называется приведенной фундамен-
тальной системой.
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Лемма 2. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — произвольная фундаментальная система из 𝐹𝑠, а
𝜆 ∈ 𝐹𝑠 — произвольное алгебраическое число, тогда имеется однозначное представление

𝜆 = 𝑚1𝜆1 + . . .+𝑚𝑠𝜆𝑠, 𝑚𝑗 ∈ Q (1 6 𝑗 6 𝑠).

Доказательство. Действительно, согласно Г. Вейлю (см. [2]) каждое алгебраическое по-
ле 𝐹𝑠 степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q является рациональным пространством
размерности 𝑠 над полем рациональных чисел Q. Нетрудно видеть, что произвольная фунда-
ментальная система из 𝐹𝑠 является базисом 𝐹𝑠 как рационального пространства размерности 𝑠
над полем рациональных чисел Q. С другой стороны, каждый базис будет являться фундамен-
тальной системой из 𝐹𝑠. Из свойств базиса рационального векторного пространства следует
утверждение леммы. 2

Лемма 3. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — произвольная фундаментальная система из 𝐹𝑠 и
вектора 𝜆⃗𝑗 заданы равенствами

𝜆⃗𝑗 = (𝜆
(1)
𝑗 , . . . , 𝜆

(𝑠)
𝑗 ), 𝜆

(𝜇)
𝑗 ∈ 𝐹 (𝜇)

𝑠 (1 6 𝑗, 𝜇 6 𝑠),

тогда решётка Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) — алгебраическая решётка.

Доказательство. Действительно, рассмотрим целый алгебраический вектор 𝜆⃗* = 𝑛1𝜆⃗1,
который принадлежит решётки Λ. Рассмотрим целые алгебраические вектора 𝜆𝑗

*
= (𝜆⃗*)𝑗

(2 6 𝑗 6 𝑠). Из леммы 2 следует, что найдутся целые рациональные числа 𝑚2,1, . . . , 𝑚𝑠,𝑠 и
натуральные 𝑛2, . . . , 𝑛𝑠 такие, что (𝑚𝑗,1, . . . ,𝑚𝑗,𝑠, 𝑛𝑗) = 1 (2 6 𝑗 6 𝑠) и

𝜆𝑗
*
=

1

𝑛𝑗

𝑠∑︁
𝜈=1

𝑚𝑗,𝜈 𝜆⃗𝜈 (2 6 𝑗 6 𝑠).

Положим 𝑁 = [𝑛2, . . . , 𝑛𝑠], тогда каждый вектор

(𝑁𝜆⃗*)𝑗 =
𝑁 𝑗

𝑛𝑗

𝑠∑︁
𝜈=1

𝑚𝑗,𝜈 𝜆⃗𝜈 (2 6 𝑗 6 𝑠)

будет целым алгебраическим вектором, принадлежащим решётке Λ. Так как подрешётка
Λ1 = Λ(𝑁𝜆⃗*, (𝑁𝜆⃗*)2, . . . , (𝑁𝜆⃗*)𝑠) — решётка, повторяющаяся умножением, то утверждение
леммы доказано. 2

Обозначим через M𝑠(Q) множество всех рациональных квадратных матриц порядка 𝑠, а
через M*

𝑠(Q) — подмножество невырожденных матриц.

Лемма 4. Для базисной матрицы 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) вида (2) произвольной алгебраической
решётки Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) справедливо соотношение

𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ·𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)⊤ ∈M*
𝑠(Q). (3)

Доказательство. Положим 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ·𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)⊤, тогда

𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆

(𝑠)
1

. . .
. . . . . .

𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆

(𝑠)
𝑠

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 𝜆

(1)
1 . . . 𝜆

(1)
𝑠

. . .
. . . . . .

𝜆
(𝑠)
1 . . . 𝜆

(𝑠)
𝑠

⎞⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀

𝜇=1
𝜆
(𝜇)
1 𝜆

(𝜇)
1 . . .

𝑠∑︀
𝜇=1

𝜆
(𝜇)
1 𝜆

(𝜇)
𝑠

. . .
. . . . . .

𝑠∑︀
𝜇=1

𝜆
(𝜇)
𝑠 𝜆

(𝜇)
1 . . .

𝑠∑︀
𝜇=1

𝜆
(𝜇)
𝑠 𝜆

(𝜇)
𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Известно, что если алгебраическое число 𝜆 ∈ 𝐹𝑠 удовлетворяет алгебраическому уравнению

𝑓(𝜆) = 0, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠 + 𝑎𝑠−1𝑥
𝑠−1 + . . .+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 ∈ Q[𝑥],

то для следа Tr(𝜆) справедливо соотношение Tr(𝜆) = −𝑎𝑠−1 ∈ Q.
Используя функцию след, матрицу 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) можно записать в виде

𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

⎛⎜⎝ Tr(𝜆1𝜆1) . . . Tr(𝜆1𝜆𝑠)

. . .
. . . . . .

Tr(𝜆𝑠𝜆1) . . . Tr(𝜆𝑠𝜆𝑠)

⎞⎟⎠ ,

где 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — соответствующая фундаментальная система из 𝐹𝑠. Тем самым утвер-
ждение леммы доказано. 2

Лемма 5. Для любой рациональной, невырожденной матрицы 𝑀 ∈ M*
𝑠(Q) и алгебраи-

ческой решётки Λ ∈ A(𝐹𝑠) решётка Λ1 =𝑀Λ — алгебраическая: Λ1 ∈ A(𝐹𝑠).

Доказательство. Действительно, пусть Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) и базисная матрица
𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) имеет вид (2), а

𝑀 =

⎛⎜⎝ 𝑚1,1 . . . 𝑚1,𝑠

. . .
. . . . . .

𝑚𝑠,1 . . . 𝑚𝑠,𝑠

⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈,𝜇 ∈ Q (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠),

тогда базисная матрица 𝐴1 =𝑀 ·𝐴 имеет вид

𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀

𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆

(1)
𝜈 . . .

𝑠∑︀
𝜈=1

𝑚1,𝜈𝜆
(𝑠)
𝜈

. . .
. . . . . .

𝑠∑︀
𝜈=1

𝑚𝑠,𝜈𝜆
(1)
𝜈 . . .

𝑠∑︀
𝜈=1

𝑚𝑠,𝜈𝜆
(𝑠)
𝜈

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝑠∑︁

𝜈=1

𝑚𝜇,𝜈𝜆
(𝜇)
𝜈 ∈ 𝐹 (𝜇)

𝑠 (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠)

и лемма доказана. 2
Для алгебраических решёток и сама решётка, и её взаимная решётка не имеют ненулевых

точек с нулевым произведением координат. Для обоснования этого достаточно показать, что
координаты любой ненулевой точки взаимной решётки для алгебраической решетки образуют
полный набор алгебраически сопряженных чисел из одного и того же алгебраического чисто
вещественного поля степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q.

Рассмотрим алгебраическую решётку Λ = Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ∈ A(𝐹𝑠), заданную равенством

Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

{︃
𝑥⃗ =

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆(1)𝜈 𝑚𝜈 , . . . ,
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆(𝑠)𝜈 𝑚𝜈

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z

}︃
. (4)

Так как координаты любой ненулевой точки 𝑥⃗ ∈ Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) — алгебраически сопряжен-
ные алгебраические числа, то произведение 𝑥1 . . . 𝑥𝑠 — ненулевое рациональное число.

Из предыдущего следует, что каждая строка матрицы 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) состоит из полного
набора алгебраически сопряженных чисел, а все элементы 𝜈-ого столбца матрицы принад-
лежат одному и тому же алгебраическому полю 𝐹

(𝜈)
𝑠 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Так как точки решетки

Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) — целочисленные линейные комбинации строк матрицы 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), то коор-
динаты каждой точки 𝑥⃗ ∈ Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) — полный набор алгебраически сопряженных чисел,
а 𝜈-ая координата для любой точки этой решетки принадлежит одному и тому же алгебраи-
ческому полю 𝐹

(𝜈)
𝑠 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
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Покажем, что этим свойством обладает и взаимная решётка.
Обозначим через 𝑈𝜈 𝑗 = 𝑈𝜈 𝑗(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) элементы матрицы 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)

−1. Ясно, что из
симметричности матрицы 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) вытекает симметричность матрицы 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)

−1.
Обозначим через 𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) базисную матрицу взаимной решётки Λ*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) к ре-

шётке Λ(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), которая взаимна базисной матрице 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠).

Лемма 6. Справедливо равенство

𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

...
...

...
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Доказательство. Действительно, из равенства

𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) ·𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)⊤

вытекает 𝐴−1(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = 𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)
⊤ ·𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)

−1. Так как

𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = (𝐴−1(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠))
⊤

и 𝑄⊤(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) = 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), то из предыдущего следует

𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =
(︁
𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)

⊤ ·𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)
−1
)︁⊤

= 𝑄(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠)
−1 ·𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑈1 1 . . . 𝑈1 𝑠

𝑈2 1 . . . 𝑈2 𝑠
...

...
...

𝑈𝑠 1 . . . 𝑈𝑠 𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 𝜆

(1)
1 . . . 𝜆

(𝑠)
1

. . .
. . . . . .

𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆

(𝑠)
𝑠

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

...
...

...
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

и лемма доказана. 2

Лемма 7. Произвольная точка 𝑥⃗ решетки Λ*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) имеет вид

𝑥⃗ =

(︃
𝑠∑︁

𝑘=1

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝑈𝜈 𝑘𝑚𝜈

)︃
𝜆
(1)
𝑘 , . . . ,

𝑠∑︁
𝑘=1

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝑈𝜈 𝑘𝑚𝜈

)︃
𝜆
(𝑠)
𝑘

)︃
,

где 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 — произвольные целые числа.

Доказательство. Утверждение леммы вытекает из вида матрицы 𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠), так как
произвольная точка решётки Λ*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) является линейной целочисленной комбинацией
строк матрицы 𝐴*(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠). 2
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3. Основная теорема о плотности множества алгебраических ре-
шёток

Приступим к доказательству основной теоремы о плотности множества алгебраических
решёток, предварительно докажем лемму о норме обратной матрицы близкой к единичной
для этого нам потребуется одна лемма из [7] (см. стр. 158).

Лемма 8. Пусть матрица 𝐴 = 𝐸𝑠 +𝐵, причём ‖𝐵‖ < 1. Тогда матрица 𝐴 — невырож-

денная, причём матрица 𝐶 = 𝐸𝑠 −𝐴−1 удовлетворяет условию ‖𝐶‖ 6 ‖𝐵‖
1−‖𝐵‖ .

Доказательство. См. [7], стр. 158. 2

Лемма 9. Пусть для невырожденной матрице 𝐴:

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠

. . .
. . . . . .

𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎠
и натурального 𝑁 > 2‖𝐴−1‖𝑠 определены матрицы 𝐴𝑁 , Θ𝑁 , 𝐴 = 𝐴𝑁 +Θ𝑁 :

𝐴𝑁 =

⎛⎜⎝
𝑚11
𝑁 . . . 𝑚1𝑠

𝑁

. . .
. . . . . .

𝑚𝑠1
𝑁 . . . 𝑚𝑠𝑠

𝑁

⎞⎟⎠ , Θ𝑁 =

⎛⎜⎝
𝜃11
𝑁 . . . 𝜃1𝑠

𝑁

. . .
. . . . . .

𝜃𝑠1
𝑁 . . . 𝜃𝑠𝑠

𝑁

⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈𝜇 = [𝑁𝑎𝜈𝜇], 𝜃𝜈𝜇 = {𝑁𝑎𝜈𝜇}.

Тогда справедливы соотношения

𝐴=𝐴𝑁 (𝐸𝑠+𝐴
−1
𝑁 Θ𝑁 ), 𝐴𝑁 =𝐴(𝐸𝑠−𝐴−1Θ𝑁 ),

‖𝐴−1Θ𝑁‖6
𝑠‖𝐴−1‖
𝑁

, ‖𝐴−1
𝑁 Θ𝑁‖6

𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖
𝑁

,

𝐴=(𝐸𝑠+Θ𝑁𝐴
−1
𝑁 )𝐴𝑁 , 𝐴𝑁 =(𝐸𝑠−Θ𝑁𝐴

−1)𝐴,

‖Θ𝑁𝐴
−1‖6 𝑠‖𝐴

−1‖
𝑁

, ‖Θ𝑁𝐴
−1
𝑁 ‖6

𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖
𝑁

.

Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу неравенства 𝑁 > ‖𝐴−1‖𝑠 вы-

полняется оценка ‖𝐴−1Θ𝑁‖ 6 𝑠‖𝐴−1‖
𝑁 < 1, поэтому из леммы 8 вытекает, что матрица

𝐴𝑁 = 𝐴(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 ) — невырожденная матрица.
Так как согласно лемме 8 при 𝑁 > 2‖𝐴−1‖𝑠

‖𝐸𝑠 − (𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 ‖𝐴−1Θ𝑁‖
1− ‖𝐴−1Θ𝑁‖

6
𝑠‖𝐴−1‖

𝑁 − 𝑠‖𝐴−1‖
< 1,

то
‖(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 ‖𝐸𝑠‖+ ‖𝐸𝑠 − (𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 𝑠+ 1.

Поэтому

‖𝐴−1
𝑁 Θ𝑁‖ 6 ‖𝐴−1‖‖(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 𝑠(𝑠+ 1)‖𝐴−1‖

𝑁
.

Остальные соотношения доказываются аналогично и лемма полностью доказана. 2
Доказательство. [Основной теоремы] Рассмотрим произвольную решётку Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 c

базисной матрицей

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠

. . .
. . . . . .

𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠

⎞⎟⎠
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и базисом 𝜆⃗1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆1,𝑠), . . . , 𝜆⃗1 = (𝜆𝑠,1, . . . , 𝜆𝑠,𝑠), то есть Λ = Z𝑠·𝐴. Пусть𝑁 — достаточно
большое натуральное число, оценки для которого снизу укажем позднее. Рассмотрим фикси-
рованную алгебраическую решётку Λ0 = Λ0(𝜆⃗1,0, . . . , 𝜆⃗𝑠,0) ∈ A(𝐹𝑠), заданную равенством

Λ0(𝜆⃗1,0, . . . , 𝜆⃗𝑠,0) =

{︃
𝑥⃗ =

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆
(1)
𝜈,0𝑚𝜈 , . . . ,

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆
(𝑠)
𝜈,0𝑚𝜈

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z

}︃
, (5)

которой соответствует базисная матрица

𝐴0 =

⎛⎜⎜⎝
𝜆
(1)
1,0 . . . 𝜆

(𝑠)
1,0

. . .
. . . . . .

𝜆
(1)
𝑠,1 . . . 𝜆

(𝑠)
𝑠,0

⎞⎟⎟⎠
и базис 𝜆⃗1,0 = (𝜆

(1)
1,0, . . . , 𝜆

(𝑠)
1,0), . . . , 𝜆⃗𝑠,0 = (𝜆

(1)
𝑠,1, . . . , 𝜆

(𝑠)
𝑠,0), то есть Λ0 = 𝐴0 · Z𝑠.

Так как базисные матрицы 𝐴 и 𝐴0 — невырожденные, то найдётся невырожденная матрица

𝑀 = 𝐴 ·𝐴−1
0 , 𝑀−1 = 𝐴0 ·𝐴−1, 𝑀 =

⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠

. . .
. . . . . .

𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠

⎞⎟⎠
такая, что 𝐴 =𝑀 ·𝐴0, 𝐴0 =𝑀−1 ·𝐴 и решётки связаны равенствами Λ =𝑀 ·Λ0, Λ0 =𝑀−1 ·Λ.

Определим матрицы 𝑀𝑁 и Θ𝑁 из условий

𝑀𝑁 =

⎛⎜⎝
𝑚11
𝑁 . . . 𝑚1𝑠

𝑁

. . .
. . . . . .

𝑚𝑠1
𝑁 . . . 𝑚𝑠𝑠

𝑁

⎞⎟⎠ , Θ𝑁 =

⎛⎜⎝
𝜃11
𝑁 . . . 𝜃1𝑠

𝑁

. . .
. . . . . .

𝜃𝑠1
𝑁 . . . 𝜃𝑠𝑠

𝑁

⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈𝜇 = [𝑁𝑎𝜈𝜇], 𝜃𝜈𝜇 = {𝑁𝑎𝜈𝜇}

и рассмотрим алгебраическую решётку Λ𝑁 =Λ𝑁 (𝜆⃗1,0, . . . , 𝜆⃗𝑠,0)=𝑀𝑁 ·Λ0(𝜆⃗1,0, . . . , 𝜆⃗𝑠,0) ∈ A(𝐹𝑠).
Так как 𝑀 =𝑀𝑁 +Θ𝑁 , то для решёток Λ и Λ𝑁 справедливы соотношения

Λ = (𝐸𝑠 +Θ𝑁𝑀
−1
𝑁 )Λ𝑁 , Λ𝑁 = (𝐸𝑠 −Θ𝑁𝑀

−1)Λ.

Отсюда в силу леммы 9 следует, что

𝜌(Λ,Λ𝑁 ) 6 ln
𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖

𝑁
.

Поэтому, полагая 𝑁 > 𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖𝑒−𝜀, получим 𝜌(Λ,Λ𝑁 ) 6 𝜀, что и доказывает утверждение
теоремы. 2

4. Заключение

Рассмотрим произвольную решётку Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠. Согласно Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддееву [3]
решётка Λ и решётка Λ1 рационально связаны, если Λ1 =𝑀 ·Λ, Λ =𝑀−1 ·Λ1 и 𝑀 ∈M*

𝑠(Q).
Множество всех решёток Λ1 рационально связанных с решёткой Λ обозначим через Q(Λ).

Дословно повторяя доказательство основной теоремы можно доказать следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Для любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 множество всех решёток рационально свя-
занных с решёткой Λ всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.

Другими словами: Q(Λ) всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.
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Пусть (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) ∈ R𝑠 — произвольная точка общего положения, то есть 𝛼𝑗 ̸= 0
(1 6 𝑗 6 𝑠). Рассмотрим рациональное 𝑠-мерное арифметическое пространство Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) ⊂
⊂ R𝑠 над полем рациональных чисел Q, которое определяется равенством

Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) = {(𝑚1𝛼1, . . . ,𝑚𝑠𝛼𝑠)|𝑚⃗ = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Q𝑠}.

Нетрудно видеть, что справедлива следующая теорема

Теорема 3. Рациональное 𝑠-мерное арифметическое пространство Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) всюду
плотно в 𝑠-мерном вещественном арифметическом пространстве R𝑠.

Именно на этом факте основаны теоремы 1, 2 и 3 из работы [18].
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ1

В. Н. Чубариков, М. Л. Шарапова (г. Москва)

Аннотация

В настоящей работе построены эффективные многомерные интерполяционные форму-
лы для периодических функций, точные на классах многочленов Фурье. Эта работа про-
должает исследования Н.М.Коробова [5], В.С.Рябенького [11], С.М.Воронина [8] и других
учёных по применению теоретико-числового метода в приближённом анализе. Эти авторы
число узлов рассматриваемых ими сеток брали равным простому числу в кольце целых
рациональных чисел и в кольцах целых алгебраических чисел.

Здесь мы рассматриваем класс строго регулярных периодических функций
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), имеющих период единица по каждой переменной и разлагающихся в абсо-
лютно сходящийся ряд Фурье (см., например, [15], с.447) вида

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∞∑︁
𝑚1=−∞

· · ·
∞∑︁

𝑚𝑛=−∞
𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒

2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛),

где

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑒
−2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛.

Далее, выбирая число точек решётки 𝑁 в виде 𝑁 = 𝑁1 . . . 𝑁𝑛, где (𝑁𝑠, 𝑁𝑡) = 1 при
𝑠 ̸= 𝑡, 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛 и 𝑁𝑠 ≍ 𝑁1/𝑛, 1 ≤ 𝑛, и используя китайскую теорему об остатках,
строим интерполяционный многочлен вида

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑁1−1∑︁
𝑚1=0

· · ·
𝑁𝑛−1∑︁
𝑚𝑛=0

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+...𝑚𝑛𝑥𝑛),

где

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) =
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

𝑓

(︂
𝑀*

1 𝑘1
𝑁1

, . . . ,
𝑀*

𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖

(︂
𝑀*

1 𝑚1
𝑁1

+···+𝑀*
𝑛𝑚𝑛
𝑁𝑛

)︂
,

причём 𝑁𝑠𝑀𝑠 = 𝑁,𝑀𝑠𝑀
*
𝑠 ≡ 1 (mod 𝑁𝑠).

Ключевые слова: теоретико-числовой метод в приближённом анализе, точки решётки,
метод В.С.Рябенького, интерполяционный многочлен, кольца целых рациональных и це-
лых алгебраических чисел, китайская теорема об остатках.
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Abstract

In this paper we constructed effective multivariate interpolation formulas for periodic
functions, which are the precise on the Fourier polynomial classes. This paper continues
investigations by N.M.Korobov [5], V.S.Rjaben’kii [11], S.M.Voronin [8], and others scientists
on the application of the number-theoretic methods in numerical analysis. These authors was
given the number of knots of a network equals to a prime number in the ring of integer rational
numbers and in rings of integer numbers in algebraic numbers.

Here we consider the class of strictly regular periodic functions 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), having the
period on of one the each variables, and expanding in the absolute convergent Fourier series
(see, for example, [15], p. 447) of the form

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∞∑︁
𝑚1=−∞

· · ·
∞∑︁

𝑚𝑛=−∞
𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒

2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛),

where

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑒
−2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛.

Further, we select the number of lattice points 𝑁 in the form 𝑁 = 𝑁1 . . . 𝑁𝑛, where (𝑁𝑠, 𝑁𝑡) = 1
as 𝑠 ̸= 𝑡, 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛, and 𝑁𝑠 ≍ 𝑁1/𝑛, 1 ≤ 𝑛, and using the Chinesse theorem on remainders,
we construct the interpolation polynomial of the form

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑁1−1∑︁
𝑚1=0

· · ·
𝑁𝑛−1∑︁
𝑚𝑛=0

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+...𝑚𝑛𝑥𝑛),

where

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) =
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

𝑓

(︂
𝑀*

1 𝑘1
𝑁1

, . . . ,
𝑀*

𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖

(︂
𝑀*

1 𝑚1
𝑁1

+···+𝑀*
𝑛𝑚𝑛
𝑁𝑛

)︂
,

moreover 𝑁𝑠𝑀𝑠 = 𝑁,𝑀𝑠𝑀
*
𝑠 ≡ 1 (mod 𝑁𝑠).

Keywords: the number-theoretic method in the numerical analysis, a lattice points, the
V.S.Rjaben’kii method, the interpolation polynomial, rings of the integer rational and the
integer algebraic numbers, the Chinesse theorem on remainders.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение

В настоящей работе продолжены исследования В.С.Рябенького [11]по применению теоре-
тико-числового метода к задаче интерполяции периодической функции многих переменных
тригонометрическим многочленом. Этот многочлен называют интерполяционным, если при
возрастании числа узлов интерполяции погрешность, т.е. разность между значением функ-
ции и рассматриваемым тригонометрическим многочленом, при каком-либо способе взятия
предела стремится к нулю. Следуя Н.М.Коробову [5], в теоретико-числовом методе последо-
вательность 𝑁 чисел узлов интерполяции пробегала последовательность всех простых чисел.
Здесь мы берем эту последовательность в виде

𝑁 = 𝑁1 . . . 𝑁𝑛, 𝑁𝑟 ≍ 𝑁1/𝑛, (𝑁𝑠, 𝑁𝑡) = 1, 1 ≤ 𝑟, 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛, 𝑠 ̸= 𝑡,

где 𝑛 — число переменных интерполируемой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Заметим, что условие 𝑁𝑟 ≍ 𝑁1/𝑛, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, обеспечивает “равноправность” переменных

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, а условие (𝑁𝑠, 𝑁𝑡) = 1, 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛, 𝑠 ̸= 𝑡, имеет арифметический характер и связано
с применением китайской теоремы об остатках.

Для большей ясности изложения в качестве примера рассмотрим сначала случай функций
одной переменной.
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2. Одномерный случай

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐸𝛼
1 , 𝛼 > 1, и является периодической функцией, определенной на веществен-

ной оси и имеющей ограниченную вариацию на периоде, равном 1. Тогда она разлагается в
абсолютно сходящийся ряд Фурье вида

𝑓(𝑥) =

+∞∑︁
𝑚=−∞

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥, 𝑐(𝑚) = 𝑐(𝑚; 𝑓) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑥 𝑑𝑥.

Далее для любого натурального числа 𝑁 определим функцию

𝐹 (𝑥) = 𝐹𝑁 (𝑥) =
∑︁

𝑁/2<𝑚≤𝑁/2

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑥, 𝑐(𝑚) = 𝑐(𝑚; 𝑓) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂
𝑘

𝑁

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑘

𝑁 .

Пусть 𝑅(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐹 (𝑥) погрешность при замене функции 𝑓(𝑥) на функцию 𝐹 (𝑥). Оценим
сверху величины |𝑅(𝑥)| и

Δ2 = sup
𝑓

1∫︁
0

|𝑅(𝑥)|2 𝑑𝑥,

где 𝑓 принадлежит определённому выше классу функций.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема А. Δ2 ≪ 𝑁1−2𝛼.
Доказательство. Выразим коэффициенты 𝑐(𝑚) тригонометрического многочлена 𝐹 (𝑥) че-

рез коэффициенты Фурье функции 𝑓(𝑥). Для любых целых 𝑘 и 𝑚 имеем

𝑐
(︁
𝑚; 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥

)︁
=

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖(𝑘−𝑚)𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
1, если 𝑘 = 𝑚,
0, если 𝑘 ̸= 𝑚,

𝑐
(︁
𝑚; 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥

)︁
=

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑒2𝜋𝑖
(𝑘−𝑚)𝑙

𝑁 =

{︂
1, если 𝑘 ≡ 𝑚 (mod 𝑁),
0, если 𝑘 ̸≡ 𝑚 (mod 𝑁).

Таким образом, используя последние соотношения, находим

𝑐(𝑚) = 𝑐(𝑚; 𝑓) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂
𝑘

𝑁

)︂
𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑁 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

+∞∑︁
𝑙=−∞

𝑐(𝑙)𝑒2𝜋𝑖
𝑘𝑙
𝑁 𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑚

𝑁 =

+∞∑︁
𝑙=−∞

𝑐(𝑙)

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒2𝜋𝑖
𝑘(𝑙−𝑚)

𝑁 =

+∞∑︁
𝑙=−∞

𝑙≡𝑚 (mod 𝑁)

𝑐(𝑙).

Равенство Ляпунова–Парсеваля даёт

1∫︁
0

|𝑅(𝑥)|2 𝑑𝑥 =
∑︁

𝑁/2<𝑚≤𝑁/2

|𝑐(𝑚)− 𝑐(𝑚)|2 +
∑︁

−𝑁/2≤𝑚

|𝑐(𝑚)|2 +
∑︁

𝑚>𝑁/2

|𝑐(𝑚)|2.

Отсюда, используя предыдущее равенство, получим

1∫︁
0

|𝑅(𝑥)|2 𝑑𝑥 =
∑︁

−𝑁/2<𝑚≤𝑁/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑙=−∞

′

𝑙≡𝑚 (mod 𝑁)

𝑐(𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
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+
∑︁

𝑚≤−𝑁/2

|𝑐(𝑚)|2 +
∑︁

𝑚>𝑁/2

|𝑐(𝑚)|2 = 𝑅1 +𝑅2 +𝑅3,

где штрих в суммировании означает, что 𝑙 ̸= 𝑚.
Следовательно,

𝑅1 =
∑︁

−𝑁/2<𝑚≤𝑁/2

|
∑︁
|𝑞|≥1

𝑐(𝑁𝑞 +𝑚)|2 ≪
∑︁

0≤𝑚≤𝑁/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑞≥1

1

(𝑁𝑞 −𝑚)𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

≪ 𝑁−2𝛼+1,

𝑅2 +𝑅3 ≪ 𝑁−2𝛼+1.

Теорема доказана.
Теорема Б. Справедлива оценка

|𝑅(𝑥)| ≪ 𝑁−𝛼+1.

Доказательство. Имеем

𝑅(𝑥) =
∑︁

−𝑁/2<𝑚≤𝑁/2

(𝑐(𝑚)− 𝑐(𝑚))𝑒2𝜋𝑖𝑥 +
∑︁

𝑚≤−𝑁/2

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥 +
∑︁

𝑚>𝑁/2

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥.

Поскольку

𝑐(𝑚)− 𝑐(𝑚) =
+∞∑︁

𝑙=−∞

′

𝑙≡𝑚 (mod 𝑁)

𝑐(𝑙),

отсюда находим

|𝑅(𝑥)| ≤
∑︁

|𝑚|≤𝑁/2

|𝑐(𝑚)− 𝑐(𝑚)|+
∑︁

|𝑚|≥𝑁/2

|𝑐(𝑚)| ≪ 𝑁−𝛼+1.

Теорема доказана.

3. Многомерный случай

Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), имеющая период 1 по каждой переменной, разлагается в
абсолютно сходящийся ряд Фурье

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∞∑︁

𝑚1=−∞
· · ·

∞∑︁
𝑚𝑛=−∞

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛), (1)

причём будем предполагать, что 𝑓 ∈ 𝐸𝛼
𝑛 , 𝛼 > 1, то есть для всякого набора (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) ∈ Z𝑛,

справедливо неравенство

|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)| ≤ (𝑚1 . . .𝑚𝑛)
−𝛼, 𝑚̄ = max {1, |𝑚|}, (2)

и коэффициенты Фурье определяются равенствами

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) = 𝑐(𝑚̄; 𝑓) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑒
−2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛. (3)

Пусть, далее, 𝑁 = 𝑁1 . . . 𝑁𝑛, причём 𝑁𝑟 ≍ 𝑁1/𝑛, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛, (𝑁𝑠, 𝑁𝑡) = 1 при
𝑠 ̸= 𝑡, 1 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛. Наконец, найдем для 𝑀𝑠, определяемого условием 𝑀𝑠𝑁𝑠 = 𝑁, вычеты
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𝑀*
𝑠 из сравнения 𝑀𝑠𝑀̇

*
𝑠 ≡ 1 (mod 𝑁𝑠), 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛. Из китайской теоремы об остатках любой

вычет 𝑥 по модулю 𝑁 единственным способом представляется в виде

𝑥 ≡𝑀1𝑀
*
1𝑥1 + · · ·+𝑀𝑛𝑀

*
𝑛𝑥𝑛, (4)

где вычеты 𝑥𝑟 пробегают все классы вычетов по модулю 𝑁𝑟, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛.
Пусть min {𝑁1, . . . , 𝑁𝑛} = 𝐿. Определим при |𝑚1| ≤ 𝑁1, . . . , |𝑚𝑛| ≤ 𝑁𝑛, набор чисел

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) = 𝑐(𝑚̄) =
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

𝑓

(︂
𝑀*

1𝑘1
𝑁1

, . . . ,
𝑀*

𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
×

×𝑒
−2𝜋𝑖

(︂
𝑀*

1𝑚1𝑘1
𝑁1

+···+𝑀*
𝑛𝑚𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
, (5)

функцию

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

−𝑁1/2<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛/2<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛). (6)

Положим
𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). (7)

и

Δ2 = sup
𝑓∈𝐸𝛼

𝑛

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|2 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛. (8)

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝛼
𝑛 . Тогда тригонометрический многочлен 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), опреде-

лённый равенством (6), является интерполяционным и справедлива оценка Δ2 ≪ 𝑁2(1−𝛼)/𝑛.
Доказательство. Пользуясь равенством Ляпунова–Парсеваля, находим

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|2 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

=
∑︁

−𝑁1/2<𝑚1≤𝑁1

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛/2<𝑚𝑛≤𝑁𝑛

|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)− 𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)|2+

+
∑︁
𝑚1

· · ·
∑︁
𝑚𝑛

∃𝑠:|𝑚𝑠|>𝐿𝑠

|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)|2 .

Имеем для коэффициентов Фурье функции 𝑓(x̄) и тригонометрического многочлена 𝐹 (x̄)
при 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 ∈ Z следующие соотношения

𝑐(m̄; 𝑒2𝜋𝑖(k̄,x̄)) =

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖(k̄−m̄,x̄) 𝑑𝑥 =

{︂
1, если k̄ = m̄,
0, если k̄ ̸= m̄,

𝑐(m̄; 𝑒2𝜋𝑖(k̄,x̄)) =
1

𝑁

𝑁1−1∑︁
𝑙1=0

· · ·
𝑁𝑛−1∑︁
𝑙𝑛=0

𝑒
2𝜋𝑖

(︂
𝑀*

1 (𝑘𝑙−𝑚1)𝑙1
𝑁1

+···+𝑀*
𝑛(𝑘𝑛−𝑚𝑛)𝑙𝑛

𝑁𝑛

)︂
=

=

{︂
1, если k̄ ≡ m̄ (mod N̄),
0, если k̄ ̸≡ m̄ (mod N̄),
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где выражение k̄ ≡ m̄ (mod N̄) означает, что выполняются 𝑛 сравнений вида 𝑘𝑠 ≡ 𝑚𝑠

(mod 𝑁𝑠), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Наконец, имеем

𝑐(m̄) = 𝑐(m̄; 𝑓) =
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

𝑓

(︂
𝑀*

1𝑘1
𝑁1

, . . . ,
𝑀*

𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
exp

{︃
−2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑀*
𝑠 𝑘𝑠𝑚𝑠

𝑁𝑠

}︃
=

=
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

⎛⎝ +∞∑︁
𝑙1=−∞

· · ·
+∞∑︁

𝑙𝑛=−∞
𝑐(̄l) exp

{︃
2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑀*
𝑠 𝑘𝑠𝑙𝑠
𝑁𝑠

}︃⎞⎠ exp

{︃
−2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑀*
𝑠 𝑘𝑠𝑚𝑠

𝑁𝑠

}︃
=

=
+∞∑︁

𝑙1=−∞
· · ·

𝑁𝑛∑︁
𝑙𝑛=−∞

𝑐(̄l)
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

exp

{︃
2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑀*
𝑠 𝑘𝑠(𝑙𝑠 −𝑚𝑠)

𝑁𝑠

}︃
=

=
∑︁

𝑙1≡𝑚1 (mod 𝑁1)

· · ·
∑︁

𝑙𝑛≡𝑚𝑛 (mod 𝑁𝑛)

𝑐(𝑙1, . . . , 𝑙𝑛).

Таким образом, получим

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|2 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 = 𝑅1 +𝑅2,

где

𝑅1 =
∑︁

−𝑁1/2<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑙1≡𝑚1 (mod 𝑁1)

𝑙1 ̸=𝑚1

. . .
∑︁

𝑙𝑛≡𝑚𝑛 (mod 𝑁𝑛)

𝑙𝑛 ̸=𝑚𝑛

𝑐(𝑙1, . . . , 𝑙𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

,

𝑅2 =
∑︁
𝑚1

· · ·
∑︁
𝑚𝑛

∃𝑠:|𝑚𝑠|≥𝑁𝑠/2

|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)|2 .

Сначала оценим 𝑅1. Находим

𝑅1 ≪
∑︁

−𝑁1<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛/2<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+∞∑︁
𝑞1=1

· · ·
+∞∑︁
𝑞𝑛=1

(𝑁1𝑞1 +𝑚1 . . . 𝑁𝑛𝑞𝑛 +𝑚𝑛)
−𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

,

Поскольку при 𝑁𝑠 ≥ 1 и 𝑚𝑠 ≥ 0 (𝑠 = 1, . . . , 𝑛)

+∞∑︁
𝑞𝑠=1

(𝑁𝑠𝑞𝑠 +𝑚𝑠)
−𝛼 ≤ 1

(𝑁𝑠 +𝑚𝑠)𝛼
+

+∞∫︁
1

𝑑𝑥

(𝑁𝑠𝑥+𝑚𝑠)𝛼
≤ 𝛼

𝛼− 1

1

𝑁𝛼
𝑠

,

получим

𝑅1 ≤
(︂

𝛼

𝛼− 1

)︂𝑛

𝑁1−2𝛼.

Теперь оценим 𝑅2. Имеем

𝑅2 ≪
𝑛

𝛼− 1
𝑁2(1−𝛼)/𝑛.
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Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸𝛼
𝑛 . Тогда тригонометрический многочлен 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), определён-

ный равенством (6), является интерполяционным и для функции 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), определённой
равенством (7), справедлива оценка 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)≪ 𝑁 (1−𝛼)/𝑛.

Доказательство. По формуле (7) имеем

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

−𝑁1/2<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛/2<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+···+𝑚𝑛𝑥𝑛),

где

𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) = 𝑐(𝑚̄) =
1

𝑁

𝑁1∑︁
𝑘1=1

· · ·
𝑁𝑛∑︁

𝑘𝑛=1

𝑓

(︂
𝑀*

1𝑘1
𝑁1

, . . . ,
𝑀*

𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
×

×𝑒
−2𝜋𝑖

(︂
𝑀*

1𝑚1𝑘1
𝑁1

+···+𝑀*
𝑛𝑚𝑛𝑘𝑛
𝑁𝑛

)︂
.

Отсюда получим
|𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| ≤ 𝑅1 +𝑅2,

где

𝑅1 =
∑︁

−𝑁1/2<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑙1≡𝑚1 (mod 𝑁1)

𝑙1 ̸=𝑚1

. . .
∑︁

𝑙𝑛≡𝑚𝑛 (mod 𝑁𝑛)

𝑙𝑛 ̸=𝑚𝑛

𝑐(𝑙1, . . . , 𝑙𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

𝑅2 =
∑︁
𝑚1

· · ·
∑︁
𝑚𝑛

∃𝑠:|𝑚𝑠|≥𝑁𝑠/2

|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛)| .

Наконец, поскольку 𝑓 ∈ 𝐸𝛼
𝑛 , находим

𝑅1 ≪
∑︁

−𝑁1<𝑚1≤𝑁1/2

· · ·
∑︁

−𝑁𝑛/2<𝑚𝑛≤𝑁𝑛/2

⎛⎝+∞∑︁
𝑞1=1

· · ·
+∞∑︁
𝑞𝑛=1

(𝑁1𝑞1 +𝑚1 . . . 𝑁𝑛𝑞𝑛 +𝑚𝑛)
−𝛼

⎞⎠ .

Пользуясь оценкой
+∞∑︁
𝑞𝑠=1

(𝑁𝑠𝑞𝑠 +𝑚𝑠)
−𝛼 ≤ 𝛼

𝛼− 1

1

𝑁𝛼
𝑠

,

получим

𝑅1 ≤
(︂

𝛼

𝛼− 1

)︂𝑛

𝑁1−𝛼.

Теперь оценим 𝑅2. Имеем

𝑅2 ≪
𝑛

𝛼− 1
𝑁 (1−𝛼)/𝑛.

Теорема доказана.

4. Заключение

Отметим, что в настоящей работе в теоретико-числовом методе взяты простейшие узлы
интерполяции в многомерном случае, обеспечивающие интерполяционный характер рассмат-
риваемых формул, поэтому результаты теорем 1 и 2 могут быть улучшены. Естественно, если
известны условия “неравноправия” переменных, то изменяя соотвествующие условия порядка,
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приведенные выше, в этом случае получим интерполяционные формулы, в которых степени
интерполяционных тригонометрических многочленов по различным переменным будут отли-
чаться друг от друга.

Другая сторона, связанная с арифметикой количества узлов интерполяции и применением
китайской теоремы об остатках, также может быть модифицирована для большей привязки
к условию решаемой задачи.

Наконец, последнее замечание касается использования алгебраических полей, более точ-
но, арифметики колец целых чисел в них. Здесь будут продолжены исследования китайских
математиков Хуа Ло-кена [6] и Ван Юаня [7], а также развита теория С.М.Воронина [8], про-
долженная в работах Н.Т.Темиргалиева.
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Рис. 34: Ярослав Андреевич Ваграменко (01.01.1936–26.11.2017)

Российская наука обеднела ещё на одного талантливого человека —- ушел из жизни Вагра-
менко Ярослав Андреевич, оставив на этой земле свои научные труды, свершения в развитии
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российского образования и остроумные сатирические литературные произведения. Так, в од-
ной из своих притч-басен ещё в 2011 году он писал:

Кончается для путника банально

Дорожная вся эта канитель

Крестом, венком и словом поминальным.

Но разве это — всей затеи цель?

Но можно смело сказать — это не про него! Яркая жизнь Ваграменко Я. А. прожита
не зря, и память о нем останется не столько в словах, сколько в реализованных им делах.
Поэтому считаем необходимым для всех нас ещё раз вспомнить о его пути и достижениях, и
просто вспомнить его как интересного многогранного человека, чтобы в очередной раз понять
— каких замечательных людей дает российская земля!

Получив классическое базовое образование, которое до сих пор признается и ценится во
всем мире (в 1958 г. он окончил физико-технический факультет Днепропетровского государ-
ственного университета) Ярослав Андреевич начинает работать в сфере развития тогда ещё
советской космической отрасли. Он трудится над созданием высокозащитных стартовых ком-
плексов и уже в 1964 году в МГТУ им. Н. Э. Баумана защищает кандидатскую диссертацию,
содержащую решение актуальных задач газодинамики старта. С 1965 года он становится ра-
ботником Центрально-научного исследовательского института ракетно-космической техники
в г. Королеве, где в 1971–75 гг. возглавляет сначала лабораторию, а затем и головной науч-
ный отдел. В это же время он читает курс лекций в МИФИ по теории движения аппаратов с
различным аэродинамическим качеством, а в 1980 году получает звание профессора.

Преподавание и образовательная деятельность постепенно захватывают творческую нату-
ру Ваграменко, и в 1983 году он соглашается возглавить кафедру общетехнических дисциплин
на Индустриально-педагогическом факультете МОПИ им. Н. К. Крупской. С этим вузом судь-
ба связывает его на значительный период жизни — в 1987 году он становится проректором по
научной работе, и следует отметить, что именно под его руководством была развернута раз-
работка банка педагогических данных как современного средства оснащения педагогического
труда. Кроме того, примечательно, что по инициативе ВаграменкоЯ.А. впервые в Советском
Союзе и именно в МОПИ на индустриально-педагогическом факультете стали подготавливать
и выпускать учителей информатики, первый выпуск которых состоялся в 1988г.

Да, наступали новые времена — реформа школы, перестройка, усиление технологических
взглядов на образовательный процесс как понимание того, что новое время требует ново-
го образовательного подхода. В это время Ярослав Андреевич становится Членом Научно-
методического совета Министерства просвещения СССР по общетехническим дисциплинам, а
уже в 1990г. назначается Директором нового научного учреждения в системе Гособразования
СССР.

В 90-е годы компьютер входит в жизнь людей, и не только как средство игр и развлечений
— очень скоро профессионалам становится понятно, что настал период информатизации всего
социума, а значит, в первую очередь на запросы времени должна была ответить система
российского образования. Примером понимания этого становится работа Ваграменко Я. А.
"Электронная информационная среда для образования" [1].

Он понимает, что необходим переход в новые реалии на серьёзном научно-методологиче-
ском уровне, ведь российская практика математического и технического образования всегда
была сильна именно научным подходом. Именно решением задач в этом русле можно расце-
нить создание в России в 1996 году Межрегиональной Академии информатизации образования
(АИО) с Президентом Ваграменко Я. А. во главе.

Со свойственным ему неравнодушием ученого и практика он подключается к развитию
данного направления научно-практической деятельности в России — и как методолог, и как
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методист (см., например, его Учебную программу Теория и методика обучения информатики,
М., 2000 в соавторстве с академиком Монаховым В. М.)

В 2003-2004 гг. Ярослав Андреевич становится председателем Научно-технического Со-
вета Программы развития открытого образования Минобразования России, а также в каче-
стве главного редактора возглавляет журнала «Педагогическая информатика». Заботясь о
развитии потенциала российского образования в сфере информатизации, он является Предсе-
дателем Совета по защите докторских диссертаций Д.212.136.02 по специальностям «Теория
и методика преподавания информатики» и «Теория и методика преподавания математики».
Этот значительный период профессиональной деятельности (вплоть до 2010г.) связан уже с
МГОПУ им М. А. Шолохова — где в разное время, начиная с 1991г. Ваграменко возглавляет
кафедру, а затем и вошедший в состав вуза в 2000г. Институт информатизации образования
(ИНИНФО)

В это же время выходят его труды: «Педагогический виртуальный университет: основные
задачи, принципы построения, структуры информационных ресурсов» (соавтор Зобов В. К.)
[2], «Информатизация как направление развития образования» // «Современные проблемы
преподавания математики и информатики: материалы международ. науч. конф.; посвящен-
ной 100-летию академика С. М. Никольского» (Москва, 4–8 мая, 2005 год). Секция «Проблемы
преподавания информатики высшей и средней школы» [3]. Так, со свойственной ему прозор-
ливостью ученого, он предвосхищает наступление поры дистанционного обучения и возмож-
ностей онлайн образования.

Но наши воспоминания о Ярославе Андреевиче были бы не полными без освещения ещё
одной грани его одаренности, отмеченной не меньше, чем статус Члена Международного со-
общества писательских союзов. Конечно, имеются в виду его любимые стихотворные басни,
байки и притчи. Всегда злободневные, актуальные, остроумные и сатирически точные, они
стали ярким воплощением содержания нашего российского времени с его фарсами, трагедия-
ми, но и несомненными новациями и победами.

Для каждого случая как автор он находил подходяще точные слова и образы, позволяющие
лучше понять и его самого. Несомненно, у него сложился свой поэтический стиль, а сам факт
того, что «технарь» и математик замечательно реализовался на литературном поприще — ещё
один аргумент в пользу надуманности существования вечного спора «физиков и лириков».
Хочется, чтобы таким запомнили мы Ваграменко Ярослава Андреевича — ученого, педагога
и поэта-сатирика!
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