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Аннотация

Гипотеза Римана имеет много эквивалентных переформулировок. Часть из них являет-
ся арифметическими, то есть утверждениями о свойствах целых или натуральных чисел.
Простейшую логическую структуру имеют переформулировки из класса Π0

1 арифмети-
ческой иерархии, имеющие вид “для любых 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 имеет место 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)”, где 𝐴
– алгоритмически проверяемое отношение. Примером может служить переформулировка
гипотезы Римана в виде утверждения о том, что некоторое диофантово уравнение не имеет
решений (такое конкретное уравнение может быть явно указано).

Хотя логическая структура такой переформулировки очень проста, известные способы
построения такого диофантова уравнения приводят к уравнениям, требующим для своей
записи нескольких страниц. С другой стороны, известны весьма краткие по записи пере-
формулировки, также принадлежащие классу Π0

1. Примерами могут служить три крите-
рия справедливости гипотезы Римана, которые предложили Ж.-Л.Николас, Г. Робин, и
Дж.Лагариас. Недостатком этих переформулировок (по сравнению с диофантовым урав-
нением) является использование более “сложных” констант и функций, чем натуральные
числа и сложение и умножение, достаточные для построения диофантова уравнения.

В работе приводится система из 9 условий, налагаемых на 9 переменных. Для форму-
лировки этих условий используются только сложение, умножение, возведение в степень
(унарное, с фиксированным основанием 2), функция “остаток от деления”, неравенства,
сравнения по модулю и биномиальный коэффициент. Вся система может быть явно выпи-
сана на одной странице. Доказано, что построеная система условий несовместна в том и
только том случае, когда гипотеза Римана верна.

Ключевые слова: гипотеза Римана, биномиальные коэффициенты.

Библиография: 36 названий.

Для цитирования:
Ю. В. Матиясевич. Гипотеза Римана как чётность специальных биномиальных коэффициен-
тов // Чебышевcкий сборник, 2018, т. 19, вып. 3, с. 46–60.



Гипотеза Римана как чётность специальных биномиальных коэффициентов 47

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 19. No. 3.

UDC 511.313:511.331.1:511.526 DOI 10.22405/2226-8383-2018-19-3-46-60

The Riemann hypothesis as the parity

of special binomial coefficients

Matiyasevich Yuri Vladimirovich — doctor of physical and mathematical sciences, professor,
full member of Russian Academy of Sciences, RAS Counselor of St. Petersburg department of
Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, president of the St. Petersburg
Mathematical society.
e-mail: yumat@pdmi.ras.ru

Abstract

The Riemann Hypothesis has many equivalent reformulations. Some of them are arithmeti-
cal, that is, thewy are statements about properties of integers or natural numbers. Among
them the reformulations with the simplest logical structure are those from the class Π0

1 from
the arithmetical hierachy, that is, having the form “for every 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 relation 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)
holds”, where 𝐴 is decidable. As an example one can take the reformulation of the Riemann
Hypothsis as the assertion that certain Diophantine equation has no solution (such particular
equation can be given explicitly).

While the logical structure of this reformulation is indeed very simple, all known methods
for constructing such Diophantine equation produce equations occupying several pages. On
the other hand, there are known other reformulation also belonging to class Π0

1 but having
rather short wording. As examples one can mention the criteria of the validity of the Riemann
Hypothesis proposed by J.-L.Nicolas, by G.Robin, and by J. Lagarias. The shortcoming of these
reformulations (as compared to Diophantine equations) consists in the usage of constants and
funtions which are “more complicated” than integers and addition and multiplication sufficient
for constructing Diophantine equations.

The paper presents a system of 9 conditions imposed on 9 variables. In order to state these
conditions one needs only addition, multiplication, exponentiation (unary, with fixed base 2),
congruences and remainders, inequalities, and binomial coefficient. The whole system can be
written explicitly on a single sheet of paper. It is proved that the system is inconsistent if and
only if the Riemann Hypothesis is true.
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1. Введение

Гипотеза Римана, подобно большинству великих проблем, имеет огромное количество эк-
вивалентных переформулировок. Их обзору посвящено, например, недавно вышедшее двух-
томное издание [1, 2]. Такие переформулировки даются в очень разных терминах, но мощная
техника арифметизации, равитая К. Гёделем [3] позволяет легко превратить их в утверждения
о целых или о натуральных числах. В этой работе мы ограничися такими арифметическими
переформулировками.
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А.Тьюринг, внёсший большой вклад в верификацию гипотезы Римана (см., например,
[1, 4, 5, 6, 7]), интересовался также вопросом, сколь простой, с логической точки зрения,
может быть переформулировка гипотезы Римана. Он ввёл в [8] понятие теоретико-числовой
теоремы:

By a number-theoretic theorem we shall mean a theorem of the form “𝜃(𝑥) vanishes
for infinitely many natural numbers 𝑥”, where 𝜃(𝑥) is a primitive recursive function.
. . . An alternative form for number-theoretic theorems is “for each natural number 𝑥
there exists a natural number 𝑦 such that 𝑓(𝑥, 𝑦) vanishes”, where 𝑓(𝑥, 𝑦) is primitive
recursive.

Теоретико-числовые теоремы в смысле Тьюринга эквивалентны доказуемым формулам из
класса Π0

2 арифметической иерахии. Этот класс может быть описан как класс формул вида

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚∃𝑦1 . . . 𝑦𝑛𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), (1)

где 𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) – алгоритмически проверяемое отношение между натуральными
числами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛. Мотивируя свое определение, Тьюринг построил формулу из
класса Π0

2, эквивалентную гипотезе Римана.
Этот результат был усилен Г.Крайзелем [9], который дал переформулировку гипотезы

Римана посредством формулы из класса Π0
1, состоящего из формул вида

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚𝐴(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚). (2)

Такие формулы можно охарактеризовать, как эффективно опровергаемые: если формула (2)
является ложной, то для установления этого достаточно предъявить один конкретный набор
чисел 𝑥1 . . . 𝑥𝑛, не находящихся в отношении 𝐴. Пользуясь алгоритической разрешимостью
этого отношения, можно построить, например, машину Тьюринга (или написать программу
на каком-либо языке программирования), которая будет перебирать по очереди всевозмож-
ные значения 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 в поисках требуемого контпримера. Такая машина/программа будет
работать неограниченно долго в том и только случае, когда формула (2) истина.

Благодаря результату Крайзеля появилась возможность указать такую машину/програм-
му для гипотезы Римана, и в ряде работ это было сделано. С.Ааронсон и А.Едидиа [10]
построили машину Тьюринга с двухбуквенным ленточным алфавитом, которая, начав работу
с пустой лентой, никогда не остановится, если и только если гипотеза Римана верна. В [10]
машина имеет 5372 состояния; это было в дальнейшем улучшено до 744 состояний (см. [11]).
Х.Калуд, Е.Калуд и М.Динин [12, 13] и автор [14] построили разные версии регистровых
машин с аналогичным свойством.

В 1970 году автор сделал последний шаг в доказательстве того, что сейчас часто называется
ДПРМ-теоремой1. Этот результат позволяет по произвольной формуле из класса Π0

1 построить
эквивалентную ей формулу из того же класса, имеющую следующий специальный вид:

∀𝑥1 . . . 𝑥𝑚𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ̸= 0, (3)

где 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) – многочлен с целыми коэффициентами. В частности, можно явно указать
многочлен 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) такой, что гипотеза Римана эквивалентна утверждению о том, что
диофантово уравнение

𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 0 (4)

1По первым буквам фамилий авторов теоремы – М.Дейвиса, Х.Патнема, Дж.Робинсон и автора этой ста-
тьи; детальные доказательства теоремы приведены, например, в [15, 16].
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не имеет решений. Способы построения такого многочлена описаны в [17, раздел 2] и [16,
параграф 6.4]; больше деталей дано в [18, 19]; см. также [20].

Переформулировка гипотезы Римана в виде (3) имеет, несомненно, чрезвычайно простую
структуру : используются только кванторы общности, а проверяемое условие сводится к вы-
числению значения многочлена. С другой стороны, хотя в таком многочлене может быть всего
9 переменных ([21], детали см. в [22]), все ранее известные способы дают многочлены, требу-
ющие нескольких страниц для своего явного выписывания.

Известно немало других переформулировок гипотезы Римана в виде (2) со сложнее про-
веряемыми, но зато коротко записываемыми отношениями 𝐴; несколько таких примеров при-
ведено ниже.

Многие классические результаты близки по форме к (2), но используют, например, символ
𝑂-большое, содержащий скрытый квантор существования. Такой квантор можно устранить,
найдя явное значение соответствующей константы.

Для построения диофантова уравнения (4) в [17] и машины Тьюринга в [10] была исполь-
зована переформулировка гипотезы Римана, которую предложил Х.Шапиро (см. [17, раздел
2] и [1, раздел 10.2]). Она даётся в терминах функции Чебышева 𝜓(𝑛), которая определяется
следующим образом:

𝜓(𝑛) = ln(LCM(1, . . . , 𝑛)) = ln(2) log2(LCM(1, . . . , 𝑛)), (5)

где LCM обозначает наименьшее общее кратное. Гипотеза Римана эквивалентна утверждению,
что

𝜓(𝑛) = 𝑛+𝑂
√
𝑛 ln2(𝑛). (6)

Для устранения неявной константы, подразумеваемой здесь в символе 𝑂-большое, Шапиро
рассмотрел сумматорную функцию

𝜓1(𝑛) =
∑︁

16𝑚<𝑛

𝜓(𝑚) (7)

и доказал, что гипотеза Римана эквивалентна следующему неравенству с явной константой:⃒⃒⃒⃒
𝜓1(𝑚) − 𝑚2

2

⃒⃒⃒⃒
< 6𝑚

√
𝑚. (8)

Позднее Л.Шёнфельд ([23], см. также [1, теорема 4.9]) нашёл явное значение константы
в (6), а именно, доказал, что гипотеза Римана эквивалентна справедливости неравенства

|𝜓(𝑛) − 𝑛| < 1

8𝜋

√
𝑛 ln(𝑛)2, (9)

при 𝑛 > 74. Как раз использование этого критерия вместо (8) позволило упростить построение
многочлена (3) в [16] и уменьшить количество состояний у машины Тьюринга в [11].

Ж.-Л.Николас ([24], см. также [1, теорема 5.31]) установил, что гипотеза Римана эквива-
лентна неравенству

e𝛾 log(log(𝑁𝑛)) <
𝑁𝑛

𝜑(𝑁𝑛)
, (10)

где e = 2.71828 . . . , 𝛾 = 0.577215 . . . – постоянная Эйлера,𝑁𝑛 – произведение 𝑛 первых простых
чисел, 𝜑(𝑚) – функция Эйлера (количество чисел, которые меньше𝑚 и взаимно просты с этим
числом).

Г. Робин ([25], см. также [1, теорема 7.16]) установил, что гипотеза Римана эквивалентна
справедливости при 𝑛 > 5040 неравенства

𝜎(𝑛) < e𝛾𝑛 log(log(𝑛)), (11)
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где 𝜎(𝑛) – сумма всех делителей 𝑛. Это необходимое и достаточное условие известно также
как критерий Рамануджана–Робина, поскольку С.Рамануджан доказал неравенство (11) для
достаточно больших 𝑛 в предположении гипотезы Римана.

Дж.Лагариас ([26], см. также [1, Теорема 7.18]) заменил правую часть неравенства (11) и
получил ещё одно условие, необходимое и достаточное для справедливости гипотезы Римана:

𝜎(𝑛) < 𝐻𝑛 + e𝐻𝑛 log(𝐻𝑛), (12)

где 𝐻𝑛 = 1 + 1/2 + · · · + 1/𝑛 и 𝑛 может быть произвольным.
Условия типа (8)–(12) коротко записываются и алгоритмически проверяюся, однако они со-

держат константы и функции, такие как 𝜓(𝑛), 𝑁𝑛, 𝜑(𝑛), 𝜎(𝑛), которые являются “сложными”
по сравнению с целыми коэффициентами и операциями сложения и умножения, успользуемы-
ми в (4). Цель настоящей работы – предложить “компромисную” переформулировку гипотезы
Римана. Её преимущество перед диофантовым уравнением состоит в том, что все условия
можно явно выписать на одной странице. Недостатком по сравнению с (4), но преимуществом
по сравнению с (8)–(12), является набор используемых функции. Наряду со сложением и умно-
жением в нашем необходимом и достаточном условии участвуют лишь возведение в степень
(только унарное, с основанием 2), квадратный корень (легко устраняемый), rem(𝑎, 𝑏) (остаток
от деления 𝑎 на 𝑏), неравенства и сравнения по модулю, а также биномиальный коэффициент,
играющий ключевую роль.

Биномиальные коэффициенты обладают удивительно большой выразительной силой.
Х.Манн и Д.Шенкс [27] дали критерий простоты в виде делимости определённых элементов
треугольника Паскаля. Л.Шю и P.Шуе [28] перереформулировали Великую теорему Ферма
в виде равенства нулю некоторой комбинаторной суммы произведений биномиальных коэф-
фициентов. Автор [29] дал в виде делимости одного биномиального коэффициента критерии
того, что

1. число 𝑝 является простым;

2. числа 𝑝 и 𝑝+ 2 являются простыми числами-близнецами;

3. число 𝑝 является простым числом Ферма;

4. 𝑝 является простым числом Мерсенна.

В [30] автор переформулировал гипотезу (ныне теорему) о четырёх красках в виде
неделимости некоторого произведения биномиальных коэффициентов. В аналогичном виде
М.Маргенштерн и автор [31] переформулировали известную 3𝑥+ 1 проблему.

Конструкции в [29, 30, 31] основаны на следующем свойстве биномиальных коэффициен-
тов.

Теорема (Э.Куммер [32]). Пусть числа 𝑎 и 𝑏 следующим образом записываются в
позиционной системе счисления с простым основанием 𝑝:

𝑎 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑝
𝑘, 𝑏 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑝
𝑘, 0 6 𝑎𝑘 < 𝑝, 0 6 𝑏𝑘 < 𝑝, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚; (13)

тогда степень, с которой 𝑝 входит в разложение биномиального коэффициента
(︀
𝑎+𝑏
𝑎

)︀
, равна

количеству переносов из разряда в разряд при сложении чисел 𝑎 и 𝑏.

Этот результат Куммера долго оставался малоизвестным и был переоткрыт разными ав-
торами; доказательство теоремы можно найти также, например, в [16, 33].
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Мы будем использовать такое следствие теоремы Куммера для случая 𝑝 = 2 в (13). Будем
говорить, что 𝑎 маскирует 𝑏 (и писать 𝑎 ⪰ 𝑏), если 𝑎𝑘 > 𝑏𝑘 для 𝑘 = 0, . . . ,𝑚. Из теоремы
Куммера следует такая эквивалентность:(︂

𝑎

𝑏

)︂
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ 𝑎 ⪰ 𝑏. (14)

Это можно также вывести из частного случая теоремы Люка [34, раздел XXI]:(︂
𝑎

𝑏

)︂
≡
(︂
𝑎0
𝑏0

)︂
. . .

(︂
𝑎𝑚
𝑏𝑚

)︂
(mod 𝑝). (15)

2. Новая переформулировка гипотезы Римана

Исходным пунктом для нас будет неравенство (9), модифицированное по-разному в необ-
ходимом и достаточном условиях:

� из гипотезы Римана следует, что для всех 𝑛 > 1

𝜓(𝑛) > 𝑛−
√
𝑛 log22(𝑛); (16)

� если гипотеза Римана не верна, то существует бесконечно много значений 𝑛, для ко-
торых

𝜓(𝑛) < 𝑛− 20
√
𝑛 log22(𝑛). (17)

Мы будем использовать тот факт, что правая часть в необходимом условии (16) больше пра-
вой части в достаточном условии (17). Неравенство (16) при 𝑛 > 74 следует из неравества (9),
а недостающие случаи 𝑛 = 2, . . . , 73 проверяются непосредственным вычислением. Достаточ-
ность условия (17) следует из Ω±-результата для функции 𝜓(𝑛), который получил Е.Шмидт
([35], см. также [36, теорема 32], [1, теорема 4.8]).

Теорема 1. Рассмотрим систему условий

2𝑙 6 𝑛 < 2𝑙+1, (18)

2𝑚 6 2𝑞 < 2𝑚+1, (19)

𝑠 =
𝐵(𝑛+1)

(︀
𝐵(𝑛+1)𝑛 − 𝑛− 1

)︀
+ 𝑛(︀

𝐵(𝑛+1) − 1
)︀2 , (20)

𝑡 =
(2𝑚 − 1)

(︁
𝐵𝑛2 − 1

)︁
𝐵𝑛 − 1

, (21)

(︂
𝑡

𝑟

)︂
≡ 1 (mod 2), (22)

𝑢 = rem
(︀
𝑟𝑠,𝐵𝑛2−𝑛

)︀
, (23)
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𝑟𝑠− 𝑢 ≡ 𝐵𝑛2−𝑛 (𝐵𝑛 − 1)

𝐵 − 1
𝑞 (mod 𝐵𝑛2

), (24)

𝑝 = rem(𝑟,𝐵𝑛 + 1), (25)

𝑚𝑝 < 𝑛𝑞 − 15𝑙2𝑞
√
𝑛, (26)

в которой 𝐵 обозначает 2𝑙+𝑚+1.
(А) Если гипотеза Римана верна, то система (18)–(26) не имеет решений в положи-

тельных целых числах 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢.
(Б) Если гипотеза Римана не верна, то система (18)–(26) имеет бесконечно много таких

решений.

Доказательство части (А) мы проведём “от противного”. Предположим, что нашлись
числа 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡 и 𝑢, удовлетворяющие условиям (18)–(26).

Согласно (18),
𝑛 > 1 (27)

и
𝑙 = ⌊log2(𝑛)⌋. (28)

Очевидно, что
1 6 𝑙, 0 6 log2(𝑛) − 𝑙 < 1. (29)

Аналогично согласно (19)
𝑚 = ⌊log2(𝑞)⌋ + 1 (30)

и
0 < 𝑚− log2(𝑞) 6 1. (31)

Рассмотрим записи чисел 𝑠, 𝑡, 𝑟 и 𝑟𝑠 в позиционной системе счисления с основанием 𝐵.
Легко проверить, что из (20) следует, что

𝑠 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑗𝐵(𝑛−𝑗)(𝑛+1). (32)

Это означает, что единственными ненулевыми цифрами числа 𝑠 являются числа 1, . . . , 𝑛, и
они разделены блоками из 𝑛 нулей.

Аналогично из (21) следует, что

𝑡 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑚 − 1)𝐵(𝑘−1)𝑛, (33)

иными словами, все ненулевые цифры числа 𝑡 равны 2𝑚−1, и они разделены блоками из 𝑛−1
нуля.

Двоичная запись некоторого числа 𝑎 получается из его записи в системе счисления с осно-
ванием 𝐵 посредством замены каждой 𝐵-ичной цифры на её двоичную запись, при необходи-
мости дополненную спереди нулями до длины 𝑙+𝑚+ 1. По этой причине 𝑎 маскирует 𝑏 тогда
и только тогда, когда каждая 𝐵-ичная цифра 𝑎 маскирует соответствующую цифру числа 𝑏.

Согласно (14) из (22) следует, что 𝑡 ⪰ 𝑟 и, и потому число 𝑟 имеет вид

𝑟 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘𝐵
(𝑘−1)𝑛, (34)
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где
𝑟𝑘 6 2𝑚 − 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (35)

Пусть

𝑟𝑠 =

2𝑛2∑︁
𝑖=0

𝑑𝑖𝐵
𝑖, 0 6 𝑑𝑖 < 𝐵, 𝑖 = 0, . . . 2𝑛2. (36)

Согласно (32) и (34)

𝑟𝑠 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑗𝑟𝑘𝐵
(𝑛−𝑗)(𝑛+1)+(𝑘−1)𝑛. (37)

Легко проверить, что при 1 6 𝑗 6 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑛 среди чисел вида (𝑛− 𝑗)(𝑛+ 1) + (𝑘 − 1)𝑛 нет
двух одинаковых. Кроме того, из (18) и (34) следует, что

𝑗𝑟𝑘 6 𝑛(2𝑚 − 1) < 2𝑙+1(2𝑚 − 1) < 2𝑙+𝑚+1 = 𝐵. (38)

Таким образом, всевозможные произведения вида 𝑗𝑟𝑘 являются единственными ненулевыми
цифрами числа 𝑟𝑠, точнее,

𝑑𝑖 =

{︃
𝑗𝑟𝑘, если 𝑖 = (𝑛− 𝑗)(𝑛+ 1) + (𝑘 − 1)𝑛

0, в противном случае.
(39)

В частности, при 𝑗 = 𝑘 получаем, что

𝑑𝑛2−𝑘 = 𝑘𝑟𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (40)

Согласно (23) и (36)

𝑢 =
𝑛2−𝑛−1∑︁

𝑖=0

𝑑𝑖𝐵
𝑖. (41)

Иными словами, число 𝑢 – это “хвост” записи произведения 𝑟𝑠, состоящий из её последних
𝑛2 − 𝑛 цифр. Соответственно,

𝑟𝑠− 𝑢 =

2𝑛2∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑑𝑖𝐵
𝑖 ≡

𝑛2−1∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑑𝑖𝐵
𝑚 (mod 𝐵𝑛2

). (42)

Имеет место тождество

𝑛2−1∑︁
𝑖=𝑛2−𝑛

𝑞𝐵𝑖 =
(𝐵𝑛 − 1)𝐵𝑛2−𝑛

𝐵 − 1
𝑞, (43)

благодаря которому из (24), (40) и (42) следует, что

𝑘𝑟𝑘 = 𝑑𝑛2−𝑘 = 𝑞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (44)

Отсюда мы получаем следующие значения цифр числа 𝑟:

𝑟𝑘 =
𝑞

𝑘
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (45)

Согласно (44) 𝑞 делится на 1, . . . , 𝑛, следовательно,

LCM(1, . . . , 𝑛) 6 𝑞. (46)
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Из очевидного сравнения
𝐵𝑛 ≡ −1 (mod 𝐵𝑛 + 1) (47)

и равенства (34) следует, что

𝑝 ≡
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑟𝑘 (mod 𝐵𝑛 + 1). (48)

Слагаемые в знакопеременной сумме в (48) по абсолютной величине монотонно убывают, пер-
вое слагаемое равно 𝑞, следовательно, сумма положительна и не превосходит 𝑞. Таким образом,
в сравнении (48) левая и правая части не превосходят его модуля, следовательно, они равны.
Соответственно,

𝑝

𝑞
=

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑟𝑘
𝑞

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
≈

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

𝑘
= ln(2) (49)

и справедливы элементарные неравенства

1

2
6
𝑝

𝑞
,

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− ln(2)

⃒⃒⃒⃒
<

1

2𝑛
. (50)

Из (26) и (50) следует, что

𝑚 <
𝑛− 15𝑙2𝑝

√
𝑛

𝑝/𝑞
6 2𝑛. (51)

Далее, согласно (50), (51), (31), (5) и (27), имеем:

𝑝

𝑞
𝑚 >

(︂
ln(2) − 1

2𝑛

)︂
𝑚 = ln(2)𝑚− 𝑚

2𝑛
> ln(2) log2(𝑞) − 1 =

= ln(𝑞) − 1 > ln
(︀
LCM(1, . . . , 𝑛)

)︀
− 1 =

= 𝜓(𝑛) − 1 > 𝜓(𝑛) − 2
√
𝑛 log22(𝑛). (52)

С другой стороны, согласно (26) и (29)

𝑝

𝑞
𝑚 < 𝑛− 15𝑙2

√
𝑛 < 𝑛− 3

√
𝑛 log22(𝑛). (53)

Три неравенства, (16), (52) и (53), дают требуемое противоречие. Часть (А) доказана.
Доказательство части (Б). В качестве 𝑛 мы возьмём произвольное из чисел, превосходящих

1 и удовлетворяющих неравенству (17). Из доказательства части (А) видно, что значения
остальных переменных почти однозначно определяются значением 𝑛.

Выберем 𝑙 согласно (28), так что условие (18) будет выполнено и будут справедливы нера-
венства (29).

Положим
𝑞 = LCM(1, . . . , 𝑛), (54)

и выберем 𝑚 согласно (30), так что условие (19) будет выполнено и будут справедливы нера-
венства (31).

Выберем 𝑠 согласно (32), так что условие (20) будет выполнено.
Определим числа 𝑟𝑘 и 𝑟 согласно (45) и (34), при этом согласно (31) будут справедливы

неравенства (35) и (38). Поскольку двоичная запись числа 2𝑚−1 состоит из 𝑚 единиц, из (38)
следует, что

2𝑚 − 1 ⪰ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (55)
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Выберем 𝑡 согласно (33), так что условие (21) будет выполнено. Все ненулевые цифры
числа 𝑡 равны 2𝑚−1, и согласно (55) они маскируют соответствующие цифры числа 𝑟. Отсюда
следует, что 𝑡 ⪰ 𝑟 и, согласно (14), условие (22) выполнено.

Точно так же, как в доказатеьстве части (А) мы заключаем, что в представлении (36)
цифры 𝑑𝑖 определяются равенством (39) и его частным случаем (40).

Выберем 𝑢 согласно (41), тогда будут выполнены условие (23) и сравнение (42), в кото-
ром согласно (40) во второй сумме все 𝑑𝑖 равны 𝑞. Поскольку меет место тождество (43), то
выполнено и условие (24).

Точно так же, как в доказательстве части (А) мы заключаем, что справедливы неравен-
ства (50).

Согласно (54), (5) и (17)

log2(𝑞) = log2
(︀
LCM(1, . . . , 𝑛)

)︀
= 𝜓(𝑛)/ ln(2) < 2𝜓(𝑛) < 3𝑛. (56)

Используя, кроме того, (50), (31), (27), (17) и (29), отсюда получаем, что

𝑝

𝑞
𝑚 <

(︂
ln(2) +

1

2𝑛

)︂
(log2(𝑞) + 1) = 𝜓(𝑛) +

log2(𝑞)

2𝑛
+ ln(2) +

1

2𝑛
<

< 𝜓(𝑛) + 3
√
𝑛 log22(𝑛) < 𝑛− 17

√
𝑛 log22(𝑛) < 𝑛− 17

√
𝑛𝑙2 (57)

и, следовательно, условие (26) выполнено.
Часть (Б) доказана. Теорема доказана.

Замечание. Если разрешить возведение в степень произвольных чисел (а не только чис-
ла 2 как в (18)–(26)), то можно избежать использования биномиального коэффициента. А
именно, (︂

𝑡

𝑟

)︂
≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ rem((2𝑡 + 1)𝑡, 2𝑟𝑡+1) > 2𝑟𝑡. (58)

Заменив условие (22) на правую часть в (58), мы получим систему условий, каждое из которых
легко может быть преобразовано в экспоненциально диофантово уравнение за счёт введения
дополнительных неизвестных. Все эти уравнения могут быть объединены в одно экспонен-
циально диофантово уравнение, неразрешимость которого эквивалентна гипотезе Римана.
Стандартная техника позволяет преобразовать это экспоненциально диофантово уравнение
в эквивалентное ему диофантово уравнение с дополнительными переменными, допускающее
сравнительно короткую запись.

Заключение

Мы установили, что гипотеза Римана эквивалентна несовместности условий (18)–(26).
Представляется интересным исследовать системы условий, получающиеся из (18)–(26) уда-
лением одного из них или заменой его на более слабое. Например, допускают ли хорошее
описание решения системы, получающейся заменой биномиального условия (22) на вытекаю-
щее из него неравенство 𝑟 6 𝑡?
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21. Matijasevič Yu. V. On recursive unsolvability of Hilbert’s tenth problem // Studies in Logic
and the Foundations of Mathematics. — V. 74. — P. 89–110.

22. Jones J. P. Universal Diophantine equation. // J. Symb. Log. — 1982. — V. 47. — P. 549– 571.
— ISSN 0022-4812; 1943-5886/e. — DOI: 10.2307/2273588.

23. Schoenfeld L. Sharper bounds for the Chebyshev functions 𝜃(𝑥) and 𝜓(𝑥). II. // Math. Comput.
— 1976. — V. 30. — P. 337–360. — ISSN 0025-5718; 1088-6842/e. — DOI: 10.2307/2005976.

24. Nicolas J.-L. Petites valeurs de la fonction d’Euler // J. Number Theory. — 1983. — V. 17. —
P. 375–388. — ISSN 0022-314X; 1096-1658/e. — DOI: 10.1016/0022-314X(83)90055-0.

25. Robin G. Grandes valeurs de la fonction somme des diviseurs et hypothèse de Riemann // J.
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