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Аннотация

В статье рассмотрены основные положения метода подвижных кле-
точных автоматов, который предназначен для моделирования процес-
сов деформирования и разрушения материалов и сред в рамках мето-
да частиц на различных масштабах. Изначально метод частиц в ме-
ханике материалов применялся только для моделирования поведения
материалов на микроуровне в виде метода молекулярной динамики.
Дальнейшее его развитие привело к целой группе методов под общим
названием метода дискретных элементов, которые в основном приме-
няются для моделирования сыпучих и гранулированных материалов на
макроуровне. Рассматриваемый в работе метод подвижных клеточных
автоматов разработан для моделирования процессов деформирования
и разрушения материалов на различных масштабах: на мезоскопиче-
ском масштабе с явным учётом структуры материала и на макроско-
пическом масштабе в рамках среды с эффективными свойствами. В
работе изложены важные отличия и преимущества данного подхода
по сравнению с другими методами современной дискретной вычисли-
тельной механики. Эти преимущества обусловлены прежде всего тем,
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что представленный здесь подход основывается на двух базовых ме-
тодах дискретного моделирования: методе частиц и методе клеточных
автоматов. Использование формализма клеточных автоматов позволя-
ет явно описывать как процессы зарождения и развития повреждений
(разрушения), так и залечивания трещин и микросварки. Кроме того, в
рамках этого же формализма возможно описание процессов теплопро-
водности, химических и фазовых превращений. Вторым важным пре-
имуществом метода подвижных клеточных автоматов является много-
частичный характер взаимодействия его элементов. В результате ис-
пользования многочастичного взаимодействия удаётся избавиться от
искусственного влияния упаковки частиц и локальности их взаимодей-
ствия в точках контакта на поведение моделируемого материала, что
наиболее важно для моделирования его упруго-пластического течения.
В плане дальнейшего развития рассмотренного подхода в работе пред-
ложены способы описания в рамках метода частиц контактного взаи-
модействия поверхностей различных тел на микро- и мезоскопическом
масштабах.

Ключевые слова: вычислительная механика, метод частиц, клеточ-
ные автоматы, деформация и разрушение.
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MOVABLE CELLULAR AUTOMATON
METHOD AS A TREND IN DISCRETE

COMPUTATIONAL MECHANICS
S. G. Psakhie, A. Yu. Smolin, A. I. Dmitriev, E. V. Shilko,

S. Yu. Korostelev (Tomsk)

Abstract

The paper presents the basics of movable cellular automaton method
aimed for simulating deformation and fracture of materials and media
at different scales. Initially, the particle method has been employed in
mechanics of materials only at microscale as molecular dynamics. Its
further development has been led to a group of methods which are usually
called as discrete element method and used for simulation of loose and
granular materials at the macroscale. The presented method of movable
cellular automata was developed for simulating deformation and fracture
of materials at different scales: at mesoscale with an explicit account for
material structure, and at macroscale within the framework of a media with
effective properties. The main advantages and differences of the approach
compared with the other methods of discrete computational mechanics
are considered. These advantages, first of all, are determined by the fact
that the considered approach is based on two basic methods of discrete
simulation: particle method and cellular automaton method. Employing
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the formalism of cellular automata allows explicit description of both
processes of damage generation and evolution as well as of crack healing
and microwelding. More of that, it is possible to describe heat transfer,
chemical reactions and phase transitions as well. The second important
advantage of the movable cellular automaton method is the many-body
type of interaction among its elements. The use of many-body interaction
allows us to avoid artificial effect of the particle packing and locality of
their interaction on the resulting behavior of the modeled material that
is extremely important for modeling elastic-plastic matereials. As a further
development of the considered approach, two techniques are discussed which
enable to describe contact interaction of solid bodies surfaces at the micro-
and mesoscopic scales within the framework of the particle method.

Keywords: computational mechanics, particle method, cellular automata,
deformation and fracture.

Bibliography: 31 titles.

1. Введение

Механика — это наука о движении в самом общем смысле этого понятия.
Если говорить о механике материалов и сред, то объектом её описания может
быть как некий континуум, так и множество взаимодействующих частиц (вы-
деленных элементов среды). Эти два различных подхода были предложены
соответственно Огюстеном Луи Коши и Анри Навье ещё в начале 1820-х го-
дов [1]. Преимущественное развитие континуального подхода на протяжении
последующих более чем ста пятидесяти лет было обусловлено более широки-
ми возможностями аналитического описания.

Важный этап развития механики, — разработка и создание численных
методов, — был связан с появлением вычислительной техники. Вычисли-
тельную механику можно смело рассматривать как самостоятельный раздел
механики, дополняющий теоретические и экспериментальные исследования.
Для неё характерны как теоретический, так и экспериментальный аспекты.
По этой причине компьютерное моделирование часто называют компьютер-
ным экспериментом.

Специфика численного решения уравнений механики сплошных сред тре-
бует дискретизации изучаемого объекта, что приводит к ряду дополнитель-
ных проблем, связанных в первую очередь со сходимостью и устойчивостью
получаемых решений. Большинство этих проблем, а также проблема опи-
сания процессов возникновения и развития несплошностей в рамках кон-
тинуума были успешно решены [2, 3]. Успехи современной континуальной
вычислительной механики трудно переоценить. Её инженерные приложения
совершили своеобразную революцию в технических науках и проектирова-
нии [4].

Дискретная вычислительная механика вначале развивалась главным об-
разом на атомном уровне как молекулярная динамика. Необходимо отме-
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тить, что хотя молекулярная динамика и получила исключительно широ-
кое развитие во многих областях современной науки начиная от физики и
кончая биологией, она, безусловно, не исчерпывает всех возможностей дис-
кретного подхода. 40–45 лет назад появились работы, в которых метод ча-
стиц использовался для описания различных сред, в том числе гранулиро-
ванных и сыпучих. Это в первую очередь работы таких зарубежных учё-
ных, как P.A. Cundall, H. J. Herrmann, O.R. Walton, S. Luding, T. Pöschel,
D. Greenspan, G. P. Ostermeyer и др. [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Фактически все
эти работы были основаны на технике и уравнениях движения молекулярной
динамики, с той лишь разницей, что добавлялись уравнения для вращения
частиц. Т. е. использовались классические уравнения движения Ньютона-
Эйлера. В рамках этого подхода информация о взаимодействии частиц (в том
числе атомов) передается в радиусе ближайших соседей за один шаг инте-
грирования уравнений движения (т. е. практически мгновенно) [16, 17]. Если
для описания поведения систем на атомном уровне это обосновано в рамках
адиабатического приближения, то для частиц на мезо- и макроуровне это яв-
ляется более грубым приближением и требует использования искусственных
приёмов при интегрировании уравнений движения.

В настоящее время наиболее известным представителем дискретной вы-
числительной механики является так называемый метод дискретных элемен-
тов (discrete element method — DEM). Точнее говоря, под этим термином по-
нимается целая группа методов, в которых моделируемый объект представ-
ляется набором взаимодействующих частиц различной формы (элементов).
Главное отличие различных представителей этих методов заключается в ап-
проксимации деформации этих элементов. И здесь можно выделить два под-
хода: отдельных элементов (distinct elements) и однородно деформируемых
элементов (simply deformable elements) [14, 15]. В первом случае дискретные
элементы рассматриваются как абсолютно жёсткие тела, связанные между
собой пружинами с заданными жёсткостями и вязкостями. Второй метод яв-
ляется более строгим и учитывает возможность деформирования образца в
линейном приближении распределения смещений в объёме элемента. Фак-
тически данное приближение подразумевает, что напряжения и деформации
однородно распределены в объёме элемента.

Таким образом, подходы, основанные на классических уравнениях дви-
жения Ньютона-Эйлера, хотя и включают в себя уравнения для вращения,
фактически описывают поведение точечных масс в парном приближении.
Данный подход хорошо подходит для описания упруго-хрупких материалов
и сред, однако при описании больших упругих, а также пластических дефор-
маций сказывается искусственное влияние упаковки частиц и локальность их
взаимодействия в точках контакта.

Новый вид уравнений движения, позволяющий преодолеть данное про-
тиворечие был получен в рамках метода подвижных клеточных автоматов
[18, 19, 20, 21, 22].
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2. Описание моделируемой системы

В рамках метода подвижных клеточных автоматов (movable cellular
automata — МСА) моделируемая система представляет собой ансамбль вза-
имодействующих автоматов (элементов), имеющих конечный размер. Кон-
цепция метода МСА основана на введении нового типа состояний в подходе
классических клеточных автоматов — состояния пары автоматов. Это позво-
лило сделать принципиально важный шаг — перейти к использованию про-
странственной переменной как параметра переключения. В качестве такого
параметра было выбрано перекрытие пары автоматов (рис. 1):

ℎ𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑗 − 𝑟𝑖𝑗0 , (1)

где 𝑟𝑖𝑗 — расстояние между автоматами 𝑖 и 𝑗 (верхние индексы в данной
работе будут обозначать номера автоматов); нижний индекс 0 обозначает
начальный момент времени (недеформируемая конфигурация, расстояние в
которой вычисляется как 𝑟𝑖𝑗0 = (𝑑𝑖 + 𝑑𝑗)/2, где параметр 𝑑𝑖 характеризует
размер автомата 𝑖).

ijq jiq

d jdi

ijh

r ij

ji

Рис. 1: Пространственные параметры пары подвижных клеточных автоматов
𝑖 и 𝑗.

В простейшем случае существует два состояния пар автоматов: связан-
ное (linked) и несвязанное (unlinked). Связанное состояние означает наличие
химических связей между элементами (они образуют единый фрагмент кон-
солидированного тела), а несвязанное — отсутствие каких-либо химических
связей (элементы принадлежат раздельным фрагментам разрушенного тела
или различным телам). Следует подчеркнуть, что данный параметр имеет
пространственную размерность. Это приводит к качественно новому свой-
ству клеточных автоматов — способности изменять своё пространственное



444 С. Г. ПСАХЬЕ, А. Ю. СМОЛИН, А. И. ДМИТРИЕВ . . .

положение и как результат, — изменять пространственную конфигурацию
всей системы. Таким образом, изменение состояния пар автоматов опреде-
ляется (управляется) относительными смещениями (в общем случае также
поворотами) автоматов, образующих пару. Поскольку названные состояния
являются устойчивыми, то среда, образуемая парами таких автоматов, мо-
жет рассматриваться как бистабильная.

Рассмотрим пару автоматов 𝑖𝑗. Состояние данной пары однозначно опре-
деляется двумя типами полей ℎ𝛼𝛽(𝑡). Первый тип связан с состоянием самой
пары 𝑖𝑗 — ℎ𝑖𝑗(𝑡), второй — с состояниями соседних пар, а именно: пар 𝑖𝑘 —
ℎ𝑖𝑘(𝑡) и 𝑗𝑙 — ℎ𝑗𝑙(𝑡) Следует отметить, что эти поля по существу определя-
ют локальные деформации (деформации элементов среды) и, следовательно,
определяют распределение и потоки упругой энергии в моделируемой среде.
Производная по времени от параметра перекрытия может быть определена
подобно тому как это делается в модели Винера-Розенблюта [23]. В этом слу-
чае рассматриваемая система может быть описана на основе соотношения:

Δℎ𝑖𝑗

Δ𝑡
= 𝑓(ℎ𝑖𝑗) +

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘)𝐼(ℎ𝑖𝑘) +
∑︁
𝑙 ̸=𝑖

𝐶(𝑖𝑗, 𝑗𝑙)𝐼(ℎ𝑗𝑙), (2)

где функция 𝑓(ℎ𝑖𝑗) имеет смысл нормальной составляющей относительной
скорости автоматов 𝑖 и 𝑗 (𝑉 𝑖𝑗

𝑛 ); 𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘) — коэффициент, связанный с перено-
сом параметра ℎ от пары 𝑖𝑘 к паре 𝑖𝑗; 𝐼(ℎ𝑖𝑘) — явная функция от ℎ𝑖𝑘, которая
определяет перераспределение параметра ℎ𝑖𝑘 между парами: 𝑖𝑗 и 𝑖𝑘 (рис. 2).

Рис. 2: Параметры перекрытия соседних пар элементов 𝑖𝑗, 𝑖𝑘 и 𝑗𝑙.

В рамках линейного приближения функция 𝐼(ℎ𝑖𝑘) может быть представ-



МЕТОД ПОДВИЖНЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ . . . 445

лена как:
𝐼(ℎ𝑖𝑘) = 𝜓(𝛼𝑖𝑗,𝑖𝑘)𝑉 𝑖𝑘

𝑛 , (3)

В общем случае множитель 𝜓(𝛼𝑖𝑗,𝑖𝑘) определяется взаимным расположением
автоматов 𝑖𝑗 и 𝑖𝑘 и является комбинацией тригонометрических функций, а
𝛼𝑖𝑗,𝑖𝑘 — набор значений соответствующих углов, определяемых относитель-
ной упаковкой.

Таким образом, изменение параметра перекрытия автоматов ℎ𝑖𝑗 опреде-
ляется следующими факторами:

1. относительной скоростью 𝑉 𝑖𝑗
𝑛 между автоматами 𝑖 и 𝑗;

2. изменением перекрытий Δℎ𝑖𝑗 𝑖-го автомата с его соседями;

3. изменением перекрытий Δℎ𝑗𝑙 𝑗-го автомата с его соседями.

3. Уравнения движения подвижных клеточных
автоматов

Как следует из соотношения (2) система, состоящая из подвижных кле-
точных автоматов, будет описываться следующими уравнениями движения
для трансляционного поведения:

𝑑2ℎ𝑖𝑗

𝑑𝑡2
=
(︁ 1

𝑚𝑖
+

1

𝑚𝑗

)︁
𝑝𝑖𝑗 +

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘)𝜓(𝛼𝑖𝑗,𝑖𝑘)
1

𝑚𝑖
𝑝𝑖𝑘 +

∑︁
𝑙 ̸=𝑖

𝐶(𝑖𝑗, 𝑗𝑙)𝜓(𝛼𝑖𝑗,𝑗𝑙)
1

𝑚𝑗
𝑝𝑗𝑙.

(4)

В уравнении (4) вклад
𝑑𝑉 𝑖𝑗

𝑛

𝑑𝑡
был представлен как

1

𝑚𝑖
𝑝𝑖𝑘, где 𝑝𝑖𝑘 — сила

нормального взаимодействия между автоматами 𝑖 и 𝑘, 𝑚𝑖 — масса автомата
𝑖. Коэффициент 𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘) как и в соотношении (2), связан с переносом пара-
метра ℎ от пары 𝑖𝑘 к паре 𝑖𝑗. Член 𝜓(𝛼𝑖𝑗,𝑖𝑘) определяется коэффициентом
Пуассона и соответственно связан со взаимным расположением пар элемен-
тов 𝑖𝑗 и 𝑖𝑘.

Уравнения движения для поворотов могут быть записаны в виде:

𝑑𝜔𝑖𝑗

𝑑𝑡
=
(︁𝑞𝑖𝑗
𝐽 𝑖

+
𝑞𝑗𝑖

𝐽 𝑗

)︁
𝜏 𝑖𝑗 +

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝑆(𝑖𝑗, 𝑖𝑘)
𝑞𝑖𝑘

𝐽 𝑖
𝜏 𝑖𝑘 +

∑︁
𝑙 ̸=𝑖

𝑆(𝑖𝑗, 𝑗𝑙)
𝑞𝑗𝑙

𝐽 𝑗
𝜏 𝑗𝑙. (5)

Здесь 𝜔𝑖𝑗 скорость относительного поворота элементов (сам относительный
поворот тоже является параметром переключения подобно ℎ𝑖𝑗); 𝑞𝑖𝑗 — рассто-
яние от центра автомата 𝑖 до точки его контакта с автоматом 𝑗; 𝜏 𝑖𝑗 — сила
парного тангенциального взаимодействия; 𝐽 𝑖 — момент инерции автомата 𝑖.
Коэффициент 𝑆(𝑖𝑗, 𝑖𝑘) связан с переносом относительного вращения от па-
ры 𝑖𝑘 к паре 𝑖𝑗. Важность учёта вращений при моделировании методом MCA
отражена в работе [24].
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Хорошо видно, что если положить 𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘(𝑗𝑙)) = 1 и 𝑆(𝑖𝑗, 𝑖𝑘(𝑗𝑙)) = 1, то
уравнения (4) и (5) полностью эквивалентны уравнениям Ньютона-Эйлера
для многочастичного взаимодействия.

Как отмечалось выше, члены с множителями 𝐶(𝑖𝑗, 𝑖𝑘(𝑗𝑙)) определяют пе-
ренос параметра ℎ от пар 𝑖𝑘 или 𝑗𝑙 к паре 𝑖𝑗. Таким образом, уравнения
движения (4) и (5) явно учитывают некоторое «запаздывание» 𝛿𝑡𝑖𝑗,𝑖𝑘 и 𝛿𝑡𝑖𝑗,𝑗𝑙

влияния параметров перекрытия пар 𝑖𝑘 и 𝑗𝑙, соответственно, на взаимодей-
ствие пары элементов 𝑖𝑗 (см. рис. 2). Время «запаздывания» определяется
размерами автоматов, продольной и поперечной скоростями звука, а так-
же взаимным расположением пары 𝑖𝑗 и пар 𝑖𝑘 𝑗𝑙. Очевидно, что эффекты,
связанные с генерацией и распространением ударных волн, требуют специ-
ального рассмотрения.

4. Явный учёт отклика, обусловленного измене-
нием объёма

Уравнения движения (4) и (5) могут быть записаны в следующем виде
[22]: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚𝑖𝑑
2�⃗�𝑖

𝑑𝑡2
=
∑︁
𝑗

𝐹 𝑖𝑗
pair + 𝐹 𝑖

Ω

𝐽 𝑖𝑑�⃗�
𝑖

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑗

�⃗� 𝑖𝑗

, (6)

где �⃗�𝑖 — вектор положения, �⃗�𝑖 — скорость вращения, 𝑚𝑖 — масса, 𝐽 𝑖 — мо-
мент инерции автомата 𝑖, соответственно, 𝐹 𝑖𝑗

pair = 𝑝𝑖𝑗 + �⃗� 𝑖𝑗 — общая парная

сила взаимодействия автоматов 𝑖 и 𝑗, 𝐹 𝑖
Ω — объёмно-зависящая сила, дей-

ствующая на автомат 𝑖 и обусловленная давлением со стороны окружающих
автоматов, �⃗� 𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝑗(�⃗�𝑖𝑗×𝐹 𝑖𝑗

pair)+�⃗�
𝑖𝑗
rot — вращательный момент, действующий

на автомат 𝑖, 𝑞𝑖𝑗 — расстояние от цнентра автомата 𝑖 до точки его взаимодей-
ствия с автоматом 𝑗, �⃗�𝑖𝑗 = (�⃗�𝑗 − �⃗�𝑖)

⧸︀
𝑟𝑖𝑗 — единичный вектор, направленный

от центра автомата 𝑖 к центру автомата 𝑗, 𝑟𝑖𝑗 — расстояние между центрами
автоматов, �⃗�𝑖𝑗

rot — вращательный момент, вызванный относительным враще-
нием автоматов пары [21, 22].

В рамках подхода модели «погруженной частицы», аналогичной модели
погруженного атома в молекулярной динамике [25], объёмно-зависящая сила
может быть представлена как [21, 22]

𝐹 𝑖
Ω =

∑︁
𝑗

(1− 2𝐺𝑗

3𝐾𝑗
)𝑃 𝑗𝐴𝑖𝑗�⃗�𝑖𝑗 (7)

где индекс 𝑗(𝑗 = 1 . . . 𝑁 𝑖) нумерует автоматы, взаимодействующие с автома-
том 𝑖; 𝑃 𝑗 — давление 𝑗-го соседнего автомата; 𝐴𝑖𝑗 — площадь контакта 𝑖-го
автомата с 𝑗-м; 𝐺𝑗 — модуль сдвига, 𝐾𝑗 — модуль сжатия материала автома-
та 𝑗. Давление автомата определяется изменением его объёма. В простейшем
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(линейном) случае эта зависимость имеет вид:

𝑃 𝑗 = 𝐾𝑗Ω
𝑗 − Ω𝑗

0

Ω𝑗
0

(8)

где Ω𝑗
0 — начальный (равновесный) объём автомата; Ω𝑗 — его текущий объём.

Изменение объёма автомата за время Δ𝑡 в простейшем приближении мож-
но определить исходя из соответствующих изменений расстояний от центра
этого автомата до точек его контакта с соседями Δ𝑞𝑗𝑘 из соотношения:

ΔΩ𝑗 =
∑︁
𝑘

Δ𝑞𝑗𝑘𝐴𝑗𝑘. (9)

5. Функция отклика подвижного клеточного ав-
томата

Как известно из механики сплошной среды формоизменение при дефор-
мировании описывается девиатором тензора деформаций или вторым ин-
вариантом этого тензора (интенсивностью деформаций 𝜀). Соответственно
напряжения сдвига характеризуются вторым инвариантом тензора напря-
жений (интенсивностью напряжений 𝜎). Как показано в работах [21, 22], в
приближении однородно деформируемого элемента можно вычислить сред-
ние значения этих величин в подвижном клеточном автомате через силы
в точках его взаимодействия с соседними автоматами. В случае линейно-
упругого тела значения интенсивности напряжений пропорциональны зна-
чениям интенсивности деформаций с коэффициентом пропорциональности,
равном утроенному модулю сдвига. В случае пластического течения часто
постулируется наличие единой кривой упрочнения, как 𝜎 = 𝑓(𝜀) для про-
извольного типа нагружения. Экспериментально это подтверждено для про-
стого нагружения.

В методе подвижных клеточных автоматов зависимость 𝜎 = 𝑓(𝜀) приня-
то называть функцией отклика. Она является аналогом определяющих соот-
ношений механики деформируемого твёрдого тела и характеризует силовой
отклик материала автомата при деформировании.

Можно выделить четыре основных типа функции отклика автоматов, ис-
пользуемых при описании различных материалов и сред (рис. 3). В простей-
шем случае межавтоматное взаимодействие полагается упругим и линейным.
Вид такой функции показан на рис. 3, а. Следует отметить, что в этом слу-
чае нагрузка и разгрузка идут по одной и той же линии. Переключение пары
автоматов из состояния linked в состояние unlinked происходит когда их пе-
рекрытие достигает значения, соответствующего нагрузке 𝜎c.

Для того чтобы учесть генерацию повреждений на масштабном уровне,
меньшем чем размер автомата, линейная функция оклика должна быть мо-
дифицирована. Простейшая такая модификация показана на рис. 3, б, где
приведён вид функции отклика типичной для бетонов. Хорошо известно,
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Рис. 3: Примеры функций отклика: 𝜎d – предел упругого поведения (точка
деградации); 𝜎c — прочность.

что для подобных материалов начиная с некоторой нагрузки (выше точки
деградации 𝜎d) эффективный модуль упругости понижается в результате ге-
нерации микроповреждений. Это означает, что линейный отклик имеет место
при нагрузке в диапазоне [0, 𝜎d], в диапазоне же [𝜎d, 𝜎c] генерируются повре-
ждения и функция отклика ведёт себя нелинейно. Кроме того, по этой же
причине разгрузка определяется новым модулем упругости (см. пунктирные
линии на рис. 3, б). Из рис. 3, б хорошо видно, что каждой точке такой функ-
ции отклика (например, точкам 1 и 2) из диапазона [𝜎d, 𝜎c] соответствует
свой модуль упругости, который и будет определять поведение материала
при разгрузке.

Функции отклика показанные на рис. 3, а и б могут быть использованы
для моделирования разрушения хрупких материалов типа керамики, бетона,
и т. п.

Примеры функций отклика для необратимого поведения материала при-
ведены на рис. 3, в и г. Случай, показанный на рис. 3, в, соответствует пла-
стической деформации, а функция отклика, приведённая на рис. 3, г — ком-
бинации пластического течения и процессов деградации материала (генера-
ции микроповреждений). Следует подчеркнуть, что примеры, показанные на
рис. 3, в и г носят иллюстративный характер. Определение функции отклика
для описания необратимого поведения, особенно пластической деформации,
является сложной задачей и подразумевает достаточно глубокие знания о
закономерностях инициирования и развития пластического течения [27, 26].

Таким образом, для моделирования поведения образцов, структур, кон-



МЕТОД ПОДВИЖНЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ . . . 449

струкций (или их частей) в рамках метода подвижных клеточных автоматов
необходимо знание конкретных функций отклика, примеры которых пока-
заны на рис. 3. В случае композитных систем необходимо знание функций
отклика для всех составляющих компонент. Подобная информация может
быть получена как экспериментальным путем, так и на основе теоретическо-
го рассмотрения.

6. Метод отрезков и описание взаимодействия
контактирующих поверхностей

При моделировании контактирующих поверхностей в рамках метода ча-
стиц возникает серьёзная проблема, связанная с корректным заданием их
структуры и взаимодействия. Очевидно, что при рассмотрении тела как на-
бора частиц, поверхности являются искусственно шероховатыми. Характе-
ристики шероховатости, как можно видеть из рис. 4, связаны с размерами
элементов.

Рис. 4: Искусственная шероховатость поверхностей двух соприкасающихся
тел, рассматриваемых как набор частиц.

В общем случае при описании реальной поверхности можно выделить
три масштабных уровня: макро- (масштаб моделируемого тела как целого),
микро- (масштаб отдельных «бугорков», «впадин», повреждений и неболь-
ших трещин) и мезо- (промежуточный уровень, комбинирующий особенности
макро- и микромасштабных уровней) [28, 29].

Следовательно, существует два способа для моделирования поверхности
контакта:

1. Задать размеры автоматов настолько малыми, чтобы непосредствен-
но (топологически) описать реальный рельеф поверхности. Это позво-
ляет исследовать процессы на всех трёх перечисленных масштабных
уровнях. В этом случае поверхностная шероховатость, неоднородность
материала, другие структурные дефекты типа повреждений, трещин и
прочих задаются явным образом через топологию поверхностного слоя.

2. Задать размеры автоматов достаточно большими для того, чтобы рас-
сматривать контактирующие поверхности как плоские с косвенным
заданием шероховатости через шероховатость меньшего масштабного
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уровня. Такое приближение позволяет охватить макро- и мезомасштаб-
ные уровни. В этом случае, взаимодействие двух контактирующих по-
верхностей можно описать путем введения сил, зависящих от микропа-
раметров поверхностей.

Даже с учётом мощностей современных компьютеров первый способ поз-
воляет исследовать только малые области контактирующих поверхностей
(см. рис. 5, a), поскольку для описания реальных материалов необходимо
огромное число элементов. Следовательно, такое приближение может быть
использовано для изучения механизмов очень сложных процессов в поверх-
ностном слое материала, например возникновение и накопление поврежде-
ний, распространение трещин, изменение поверхностного профиля, структу-
ры и состава материала возле поверхности и другие. Результаты подобных
исследований могут быть очень полезными для понимания причин и тен-
денций явления на мезомасштабном уровне поскольку характерные размеры
моделируемой системы соответствуют данному масштабу. Но этого недоста-
точно для анализа и описания взаимодействия между двумя поверхностями
для реального (макро-) масштабного уровня.

Рис. 5: Два способа описания контактирующих поверхностей: на микромас-
штабном уровне шероховатость поверхности задается явным образом (а);
опосредованное (мезомасштабное) описание шероховатости на основе при-
ближения отрезков в методе МСА (б).

В рамках второго способа описания контактирующие поверхности рас-
сматриваются как совокупность отрезков в двумерном случае и площадок в
трёхмерном. В двумерном случае для описания взаимодействия между по-
движными автоматами контактирующих поверхностей был разработан но-
вый подход названный методом отрезков. Схема данного подхода приведена
на рис. 5, б. Здесь автоматы 𝑖 и 𝑗 соответствуют нижней контактирующей
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поверхности, автомат 𝑘 соответствует верхней поверхности. Пара 𝑖𝑗 рассмат-
ривается как отрезок, взаимодействующий с автоматом 𝑘. Вводятся два типа
взаимодействия между автоматом и отрезком: нормальное (действующее по
нормали к отрезку) потенциальное взаимодействие и тангенциальная сила
трения.

Нормальное взаимодействие определяется высотой ℎ между автоматом 𝑘
и отрезком 𝑖 − 𝑗. Нормальная сила прикладывается к каждому автомату в
треугольнике 𝑘 − 𝑖 − 𝑗 в следующем соотношении. Cила, действующая на
автомат 𝑘 со стороны отрезка 𝑖− 𝑗:

𝐹 𝑘(𝑖𝑗)
(︀
ℎ𝑘(𝑖𝑗)𝑛

)︀
= 𝐸

(︂
ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
𝑛 − ℎ

𝑘(𝑖𝑗)
0

ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
0

)︂
. (10)

Cила, действующая со стороны автомата 𝑘 на автомат 𝑖 как часть отрезка
𝑖− 𝑗:

𝐹 (𝑖𝑗)𝑘
(︀
ℎ𝑘(𝑖𝑗)𝑛

)︀
=
𝐸𝑙𝑗

𝑟𝑖𝑗

(︂
ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
𝑛 − ℎ

𝑘(𝑖𝑗)
0

ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
0

)︂
. (11)

Cила, действующая со стороны автомата 𝑘 на автомат 𝑗 как часть отрезка
𝑖− 𝑗:

𝐹 (𝑗𝑖)𝑘
(︀
ℎ𝑘(𝑖𝑗)𝑛

)︀
=
𝐸𝑙𝑖

𝑟𝑖𝑗

(︂
ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
𝑛 − ℎ

𝑘(𝑖𝑗)
0

ℎ
𝑘(𝑖𝑗)
0

)︂
. (12)

Равновесное расстояние (высота) ℎ0 для взаимодействия «отрезок – автомат»
определяется как ℎ0 =

√
3𝑅 где 𝑅 — радиус автомата. Можно видеть, что

𝐹 𝑘(𝑖𝑗) = 𝐹 (𝑖𝑗)𝑘 + 𝐹 (𝑗𝑖)𝑘.
Тангенциальное взаимодействие двух контактирующих поверхностей опи-

сывается диссипативной силой трения. В рамках предложенного подхода ме-
зофрагменты соприкасающихся поверхностей рассматриваются как плоские.
Тогда тангенциальное взаимодействие «отрезок – автомат» можно записать
следующим образом (по аналогии с (10)–(12)):

𝐹
𝑘(𝑖𝑗)
R

(︀
𝑉𝜏
)︀
= 𝐹R, (13)

𝐹
(𝑖𝑗)𝑘
R

(︀
𝑉𝜏
)︀
=
𝐹R𝑙

𝑗

𝑟𝑖𝑗
, (14)

𝐹
(𝑗𝑖)𝑘
R

(︀
𝑉𝜏
)︀
=
𝐹R𝑙

𝑖

𝑟𝑖𝑗
. (15)

где 𝐹R — локальная сила трения.
Сопротивление относительному тангенциальному смещению определя-

ется характеристиками шероховатости поверхностей на микромасштабном
уровне. В данной работе общее выражение для локальной силы трения на
мезомасштабном уровне имеет вид:

𝐹R = 𝜇0𝑉𝜏 + 𝑓(𝜇1, 𝐾𝜇, 𝜎N, 𝜎0, 𝑉𝜏 ), (16)
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где первое слагаемое в правой части описывает вязкое трение, а второе —
трение, как результат взаимодействия контактирующих областей поверхно-
стей. Здесь 𝑉𝜏 — относительная тангенциальная скорость; 𝜇0 — коэффици-
ент вязкого трения; 𝑓 — некоторая функция; 𝜇1 — коэффициент трения при
контакте сухих поверхностей; 𝜎N — локальное значение силы нормального
сжатия; 𝜎0 — предел упругости; 𝐾𝜇 — специальная переменная, эффективно
отражающая локальное сопротивление тангенциальному смещению контак-
тирующих поверхностей благодаря их зацеплению на микроуровне.

В общем случае параметры 𝜇0, 𝜇1, 𝐾𝜇, 𝜎N и являются сложными функци-
ями различных факторов микроуровня, таких как локальный профиль кон-
такта поверхностей 𝑥, локальное состояние поверхностей и история их вза-
имодействия 𝐿, относительная тангенциальная скорость 𝑉𝜏 локальное зна-
чение нормального сжимающего напряжения 𝜎local

N локальная температура
𝑇 local и т. д. Переменная 𝐾𝜇 также является функцией средней площади кон-
такта 𝑆.

Для учёта зависимости перечисленных параметров уравнения (16) от
микро- и мезоуровневых переменных могут быть использованы различные
теоретические подходы и результаты экспериментов. Использование различ-
ных форм зависимости позволит описать и исследовать в деталях различ-
ные эффекты, возникающие в процессе трения, на мезо- и макромасштабном
уровнях [29, 30].

Таким образом, предложенная модель даёт возможность непосредствен-
но изучать взаимодействие контактирующих поверхностей на двух последо-
вательных масштабных уровнях: мезо- и макро-, а также непосредственно
исследовать влияние параметров микроуровня.

Использование мезоскопических моделей трения и износа является очень
важным для получения практически важной обобщенной информации об из-
менениях поверхности (например, сглаживании рельефа) и характеристиках
трения.

На практике часто используются макрохарактеристики трения, такие как
коэффициент трения двух поверхностей

𝜇dr =
𝐹dr

𝐹N

, (17)

где 𝐹dr — сила сопротивления контактирующих тел относительному танген-
циальному движению; 𝐹N — приложенная нормальная сила. В зависимости
от мезомодели трения можно получить различные формы зависимости 𝜇dr

от времени и частоты трения, пройденного пути, начальной температуры и
состояния поверхностей, а также других используемых на практике харак-
теристик.



МЕТОД ПОДВИЖНЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ . . . 453

7. Эффективный учёт микрошероховатости по-
верхности

Для переменной 𝐾𝜇, описывающей микрошероховатость, очень сложная
реальная зависимость 𝐾𝜇(𝑥) (см. рис. 6, a) аппроксимируется суперпозицией
двух кусочно-периодических функций (см. рис. 6, б). Периодические фраг-
менты аппроксимирующей функции описываются фрагментами синусоид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐾𝑛 =
𝐴𝑛

1

𝐴
sin
(︁
𝜋
𝑥𝑛1 − ℓ1
ℓ1

)︁
+
𝐴𝑛

2

𝐴
sin
(︁
𝜋
𝑥𝑛2 − ℓ2
ℓ2

)︁
,

𝑥𝑛1 = 𝑥𝑛−1
1 + 𝑉 𝑛

𝜏 Δ𝑡,
𝑥𝑛2 = 𝑥𝑛−1

2 + 𝑉 𝑛
𝜏 Δ𝑡.

(18)

Здесь 𝑛 — номер временного шага; 𝐴1(2) и ℓ1(2) — амплитуда и полупериод си-
нусоиды, соответственно; 𝑥 — текущее значение координаты на оси, направ-
ленной вдоль линии контакта поверхностей (тангенциальное направление),
индексы 1 и 2 отмечают номер синусоиды; 𝐴 — размер представительного
мезообъема.

Рис. 6: Действительная (а) и аппроксимирующая (б, в) зависимости мезоко-
эффициента 𝐾𝜇 от характеристик зацепления поверхностей на микроуровне
(то есть, рельефа контакта).

Первая из синусоид (номер 1) в выражении (18) рассматривается как пер-
вое (грубое) приближение реальной зависимости 𝐾𝜇(𝑥). Вторая синусоида
позволяет получать более точное (тонкое) приближение к реальному профи-
лю (см. рис. 6, б).

Каждая синусоидальная компонента сложной кривой 𝐾𝜇(𝑥) имеет свое
собственное значение амплитуды 𝐴, которое коррелирует с заданными сред-
ними значениями амплитуд первой и второй синусоид 𝐴av

1(2) (см. рис. 6, в).
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Для оценки характерной длины регулярного (периодического) участков
кривой 𝐾𝜇(𝑥) были введены параметры регулярности 𝑑1 и 𝑑2 (см. рис. 6, в).
Каждый периодический (синусоидальный) участок кривой имеет свою соб-
ственную длину, которая коррелирует со средним заданным значением 𝑑1(2).

Очевидно, что значения параметров 𝑑1(2) как и 𝐴max
1(2) и ℓ1(2) могут быть

получены из экспериментов или теоретических оценок на основе других мо-
делей [28, 30, 31].

В общем случае кривая 𝐾𝜇(𝑥) колеблется около некоторой средней вели-
чины 𝐾av

𝜇 большей нуля. Эта величина не зависит от 𝐹N и определяется толь-
ко профилем контакта самих поверхностей. Вообще говоря, условие 𝐾av

𝜇 > 0
определяется тем, что на мезоуровне на характерной длине 𝑅 укладывает-
ся множество элементарных единиц поверхности («выпуклостей», «впадин»
и т. д.). Так на микроуровне при рассмотрении взаимодействия двух сцеп-
ленных «выпуклостей» неизбежно реализуется механизм stick-slip (преры-
вистого скольжения) и, следовательно, здесь 𝐾av

𝜇 = 0. При взаимодействии
двух клеточных автоматов на мезоуровне вне зависимости от взаимодействия
элементарных единиц всегда будет существовать некоторое зацепление по-
верхностей (тем большее, чем больше отношение 𝑅 к характерному размеру
элементарной единицы поверхности), и, следовательно, 𝐾min

𝜇 > 0. Также за-
метим, что при увеличении 𝑅 относительное значение амплитуды колебаний
𝐾𝜇 (по отношению к 𝐾av

𝜇 . будет уменьшаться до нуля.
Таким образом, при увеличении отношения размера клеточного автомата

𝑅 к характерному размеру элементарных единиц поверхности величина 𝐾av
𝜇

будет расти и достигнет некоторого максимального значения при выходе𝑅 на
макромасштабный уровень. Относительное значение амплитуды колебаний
при этом должно спадать до нуля.

8. Заключение

В работе изложены основы метода подвижных клеточных автоматов и его
отличия от других методов частиц, предназначенных для моделирования де-
формации материалов и сред. Главным существенным отличием MCA явля-
ется запись уравнений движения с учётом многочастичности взаимодействия
элементов. Подробно изложены способы описания поверхностей контактиру-
ющих тел в рамках метода MCA. Следует отметить, что данный метод не
является закрытым и позволяет применять различные подходы и модели
для описания моделируемых сред. Так, в зависимости от функции отклика
клеточного автомата, существует возможность описания процессов в твёрдом
теле как на мезомасштабном уровне (с явным учётом анизотропии предста-
вительных объёмов), так и на макроуровне (в приближении изотропности
автоматов).

Важным преимуществом метода МСА в сравнении с методами механики
сплошной среды является возможность прямого моделирования процессов
разрушения. Такая возможность напрямую вытекает из постулатов метода,
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поэтому не нуждается в искусственных построениях.
К сожалению, в рамках одной статьи невозможно охватить все составля-

ющие метода МСА. В частности, не было рассмотрено использование этого
метода для многоуровневого моделирования структурированных материалов
и сред. Следует отметить, что в настоящее время созданы и апробированы
два основных подхода. Первый основан на совместном использовании ме-
тода MCA (мезоуровень) с численными методами континуальной механики
(макроуровень). Второй подход предполагает поэтапное моделирование ме-
тодом MCA представительных элементов всех структурных уровней. Для
этого проводятся серии расчётов начиная с самого нижнего уровня, где все
структурные элементы учитываются явно. На основе анализа результатов
этих расчётов определяются функции отклика подвижных клеточных авто-
матов следующего структурного уровня и функции случайного распределе-
ния параметров функций отклика. Полученная таким образом информация
позволяет проводить серии расчётов на представительных образцах следу-
ющего структурного уровня, и так далее. Подобный подход был успешно
применён для моделирования наноструктурной керамики и металлокерами-
ческих композитов.

Необходимо отметить, что перспективы развития метода МСА являют-
ся достаточно широкими. Так, ведётся работа по развитию на основе MCA
так называемого метода гибридных клеточных автоматов, предназначенно-
го для решения двумерных и трёхмерных задач деформирования флюидо- и
газонасыщенных сред.

Таким образом, благодаря своим преимуществам метод МСА открывает
новые возможности для непосредственного моделирования таких сложных
процессов, как перемешивание масс, возникновение и накопление поврежде-
ний, распространение трещин, фазовые переходы и химические реакции и т.
д.
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Frattura ed Integrità Strutturale, vol. 24. pp. 26-59.

22. Shilko, E.V., Psakhie, S.G., Schmauder, S., Popov, V. L., Astafurov, S.V. &
Smolin, A.Yu. 2015, “Overcoming the limitations of distinct element method
for multiscale modeling of materials with multimodal internal structure”,
Computational Materials Science, vol. 102. pp. 267-285.

23. Mikhailov, A. S. 1994, Foundations of Synergetics I. Distributed Active
Systems. Springer, Berlin.

24. Smolin, A.Y., Roman, N.V., Dobrynin, S.A. & Psakhie, S.G. 2009, “On
rotation in the movable cellular automaton method”, Physical Mesomechanics
vol. 12. № 2. pp. 17-22.

25. Foiles, S.M., Baskes, M. I. & Daw, M. S. 1986, Embeded-atom-method
functions for the f.c.c. metals Cu, Ag, Au, Ni, Pd, Pt and their alloys”,
Physical Review B, vol. 33. No. 12. pp. 7983-7991.

26. Psakhie, S.G., Zolnikov, K. P. & Kryzhevich, D. S. 2008, “Protodefect as
a basis of multilevel nanoscale plasticity of crystal materials”, American
Institute of Physics, vol. 999. pp. 20-31.



460 С. Г. ПСАХЬЕ, А. Ю. СМОЛИН, А. И. ДМИТРИЕВ . . .

27. Korchuganov, A.V., Zolnikov, K.P., Kryzhevich, D. S. Chernov, V.M. &
Psakhie, S.G. 2016, “MD simulation of plastic deformation nucleation in
stressed crystallites under irradiation”, Physics of Atomic Nuclei, vol. 79.
iss. 7. pp. 1193-1198.

28. Kragelskii, I. V. 1962, Friction and Wear, Mashgiz, Moscow.

29. Tworzydlo, W.W., Cecot, W., Oden, J. T. & Yew, C.H. 1999, “Computational
micro- and macroscopic models of contact and friction: formulation, approach
and applications”, Wear, vol. 220. P. 113-140.

30. Rozman, M.G., Urbakh, M. & Klafter, J. 1998, “Stick-slip dynamics of
interfacial friction”, Physica A, vol. 249. pp. 184-189.

31. Raharijaona, F., Roizard, X. & Stebut, J. 1999. “Usage of 3D roughness
parameters adapted to the experimental simulation of sheet-tool contact
during a drawing operation”, Tribology International, vol. 32, pp. 59-67.

Получено 22.05.2017
принято в печать 14.09.2017


