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À. Ð. Åñàÿí, Í. Í. Äîáðîâîëüñêèé (ã. Òóëà)

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ñòàòüå äàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî �ãèïîòåçû î öåíòðîèäàõ�, âûäâèíóòîé â ðàáîòå
�Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå ãèïîòåç â GeoGebra� è îïóáëèêîâàííîé â òåêóùåì íîìå-
ðå �×åáûøåâñêîãî ñáîðíèêà�. Ôîðìóëèðóåòñÿ ýòà ãèïîòåçà òàê: �Ïóñòü â íåâûðîæäåííîì

òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ìåäèàíû. Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàç-

áèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ öåíòðîèäû

ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå�. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû ïðîâîäèòñÿ ñ îïîðîé íà ñèìâîëüíûå
âû÷èñëåíèÿ, ðåàëèçîâàííûå â ïÿòè ïàêåòàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè GeoGebra, Mathcad

Prime, Maxima, Maple è Mathematica [2-8]. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñèìâîëüíûõ
âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíûé ìàòåðèàë äëÿ ñðàâ-
íèòåëüíîé îöåíêè âîçìîæíîñòåé ýòèõ ñèñòåì. Â çàâåðøàþùåé ÷àñòè ñòàòüè ïðåäëàãàåò-
ñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äðóãîå óòâåðæäåíèå � �ãèïîòåçà î öåíòðàõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé�.
Ôîðìóëèðóåòñÿ îíà òàê: �Ïóñòü òðè ÷åâèàíû ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà â öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ

íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî öåíòðû èõ îïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå�. Äàííàÿ ãèïîòåçà áûëà âûäâèíóòà è ïîëó÷èëà ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé â GeoGebra

Êëþ÷åâûå ñëîâà: GeoGebra, äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå, öåíòðîèä,
Mathcad Prime, Maxima, Mathematica, Maple.

Áèáëèîãðàôèÿ: 12 íàçâàíèé.

A COMPUTER PROOF OF THE HYPOTHESIS ABOUT
OF CENTROIDS

A. R. Åsàyan, N. N. Dobrovolsky (Tula)

Abstract

This article provides a proof of the �hypothesis about of centroids�, which is given in the
�Experimental validation of hypotheses in GeoGebra� and published in the current issue of the
�Ñhebyshevskiy sbornik�. This hypothesis is formulated as follows: �Let are a non-degenerate
triangle from each vertex held the median. Then the original triangle is split into six triangles
without common interior points so that their centroids lie on the same ellipse�. The proof of
the hypothesis is based on symbolic computation, implemented in �ve packages of computer
mathematics GeoGebra, Mathcad Prime, Maxima, Maple and Mathematica [2-8]. The use of
di�erent systems of symbolic computation for solving a problem allows to obtain visual material
for comparative assessment of these systems. In the �nal part of the article o�ers to consider
another statement � �the hypothesis about of circumcenters�. It is formulated so: �Let the three

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÔÃÁÍÓ ¾Èíñòèòóò ñòðàòåãèè ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè îáðàçîâàíèÿ¿ íà 2017-2019 ãîäû (�27.6122.2017/Á×) ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �
16-41-710194 ð_à.
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cevian intersect inside acute-angled triangle in the circumcenter. Then the original triangle is
split into six triangles without common interior points so that their circumcenters lie on the
same ellipse�. This hypothesis was proposed and con�rmed experimentally, using a dynamic
model constructed in GeoGebra.

Keywords: GeoGebra, dynamic model, conic, centroid, Mathcad Prime, Maxima, Mathema-
tica, Maple.

Bibliography: 12 titles.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå [12] ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ãèïîòåç, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïîëîæåíèåì îïðåäåëåííûõ òî-
÷åê òðåóãîëüíèêà íà òîé èëè èíîé êîíèêå. Âûäâèíóòû îíè áûëè, âåðîÿòíî, íà îñíîâå ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ ìîäåëÿìè â îäíîé èç ñèñòåì äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè òèïà GeoGebra. Â ñòàòüå
[11] ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî íå âñå ïðèâåäåííûå â [12] ãèïîòåçû ñïðàâåäëèâû, íî äëÿ îäíîé èç
íèõ, à èìåííî �ãèïîòåçå îá èíöåíòðàõ�, ïðèâîäèòñÿ êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå Maple. Â ñòàòüå �Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå
ãèïîòåç â GeoGebra�, îïóáëèêîâàííîé â òåêóùåì íîìåðå �×åáûøåâñêîãî ñáîðíèêà�, âûäâè-
íóòà ñåðèÿ íîâûõ ãèïîòåç, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïîëîæåíèåì íåêîòîðûõ òðåóãîëüíûõ öåíòðîâ íà
òîé èëè èíîé êîíèêå. Â ýòîé ñòàòüå, êàê âûäâèæåíèå ãèïîòåç, òàê è èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå
îáîñíîâàíèå ðåàëèçóþòñÿ íà òåõ æå ñàìûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ñðåäè âûäâèíóòûõ ãè-
ïîòåç èìååòñÿ è �ãèïîòåçà î öåíòðîèäàõ� (<6), êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
�Ïóñòü â íåâûðîæäåííîì òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû ïðîâåäåíû ìåäèàíû. Òîãäà èñ-
õîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê,
÷òî èõ öåíòðîèäû ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå�. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé
ãèïîòåçû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïðè÷åì â íåñêîëüêèõ ñèñòåìàõ êîìïüþ-
òåðíîé ìàòåìàòèêè: GeoGebra, Mathcad Prime, Maxima, Maple è Mathematica [2-8]. Èñïîëü-
çîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è, âî-ïåðâûõ,
óìåíüøàåò ðèñê âîçìîæíîé îøèáêè, à âî-âòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíûé ìàòåðèàë
äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè âîçìîæíîñòåé ýòèõ ñèñòåì.

2. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû <6
Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå ãèïîòåçû î öåíòðîèäàõ áûëî ïðîâåäåíî ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïðè÷åì â íåñêîëüêèõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè:
GeoGebra,Mathcad Prime, Maxima,Maple è Mathematica [2-8]. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýòè âû÷èñëåíèÿ
ïðèâåëè ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó � ïîòâåðæäåíèþ ãèïîòåçû, ÷òî è ïîçâîëÿåò ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü åå â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Òåîðåìà îá öåíòðîèäàõ. Ïóñòü â íåâûðîæäåííîì òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé
âåðøèíû ïðîâåäåíû ìåäèàíû. Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëü-
íèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ öåíòðîèäû ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ìåäèàí ∆ABC è ÷åðåç
E, F è G � îñíîâàíèÿ ýòèõ ìåäèàí. Äàëåå, ïóñòü H, I, J, K, L è M � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí
â ïîëó÷åííûõ ∆DAE, ∆DEC, ∆ÂÑF, ∆DFB, ∆DBG è ∆DGA, òî åñòü èõ öåíòðîèäû. Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïóñòü x1, y1, x2, y2 x3 è y3 �
êîîðäèíàòû âåðøèí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà: A=A(x1,y1), B=B(x2,y2) è Ñ=Ñ (x3,y3). Òîãäà
êîîðäèíàòû öåíòðîèäîâ H, I, J, K, L è M ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç ýòè êîîðäèíàòû, òî
åñòü îíè çàâèñÿò îò øåñòè ïàðàìåòðîâ. Äàëüíåéøàÿ ðàáîòà ñ âåëè÷èíàìè, ñâÿçàííûìè ñ øå-
ñòüþ ïàðàìåòðàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ñîâñåì ïðîñòîé è, ïî êðàéíåé ìåðå, âåñüìà ãðîìîçäêîé.
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Îäíàêî ïðè ïðîâåäåíèè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè òàêèå óñëî-
âèÿ. Âåðøèíà A ðàñïîëîæåíà â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî åñòü èìååò êîîðäèíàòû A(0, 0). Ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ñòîðîíà AB ∆ABC ðàñïî-
ëîæåíà íà ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè àáñöèññ, òî åñòü âåðøèíà B èìååò êîîðäèíàòû
B(W,0). Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà. Äàëåå, ïóñòü êîîðäèíàòû
âåðøèíû Ñ=Ñ (U,V ). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû öåíòðîèäîâ çàäàþòñÿ
âûðàæåíèÿìè, çàâèñÿùèìè âñåãî ëèøü îò òðåõ ïàðàìåòðîâ U, V è W (ñì. ðèñ. 1). Ïðè ýòîì
èç íåâûðîæäåííîñòè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî W 6=0 è V 6=0.

D = D
(
U+W

3 , V3
)

;

H = H
(

5U+2W
18 , 5V

18

)
, K = K

(
5U+11W

18 , 5V
18

)
,

I = I
(

11U+2W
18 , 11V

18

)
, L = L

(
2U+11W

18 , V9
)
,

J = J
(

11U+5W
18 , 11V

18

)
, M = M

(
2U+5W

18 , V9
)
.

Ðèñ. 1: Êîîðäèíàòû öåíòðîèäîâ ∆DAE,∆DEC,∆D!F,∆DFB,∆DBG è ∆DGA

Òåïåðü óæå ìîæíî áûëî áû ïðèñòóïàòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, íî ìû ïîïðîáóåì èçáà-
âèòüñÿ åùå îò îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåìû äëÿ ëþáûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè A(0, 0), B(1, 0) è Ñ (x 3, y3), òî åñòü äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ ïàðàìåòðîâ. Íî òîãäà îíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè A(0, 0), B(1, 0)
è Ñ (U/W, U /W ) ïðè ëþáûõ U, V, W (W 6=0). Ýòîò ñëó÷àé äåìîíñòðèðóåòñÿ ñëåâà íà ðèñ. 2,
à ñïðàâà îò íåãî âûïèñàíû êîîðäèíàòû âñåõ öåíòðîèäîâ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ.

D = D
(
U+W
3W , V

3W

)
;

H = H
(

5U+2W
18W , 5V

18W

)
, K = K

(
5U+11W

18W , 5V
18W

)
,

I = I
(

11U+2W
18W , 11V

18W

)
, L = L

(
2U+11W

18W , V
9W

)
,

J = J
(

11U+5W
18W , 11V

18W

)
, J = J

(
2U+5W

18W , V
9W

)
.

Ðèñ. 2: Êîîðäèíàòû öåíòðîèäîâ ∆DAE,∆DEC,∆DCF, ∆DFB, ∆DBG è ∆DGA
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Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íàáîð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé a,
b, c, d, e è f òàêèõ, ÷òî öåíòðîèäû H, I, J, K, L è M, ïîêàçàííûå ñïðàâà íà ðèñ. 2, ëåæàò íà
êîíèêå

a · x2 + b · x · y + c · y2 + d · x+ e · y − f = 0 (1)

è, êðîìå òîãî, ýòîé êîíèêîé ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ. Ïîäñòàâëÿÿ â (1) êîîðäèíàòû òî÷åê H, I, J, K,
L è M, ïîëó÷èì:


a ·
(

5U+2W
18W

)2
+ b ·

(
5U+2W

18W

)
·
(

5V
18W

)
+ c ·

(
5V

18W

)2
+ d ·

(
5U+2W

18W

)
+ e ·

(
5V

18W

)
− f = 0,

... ... ...

a ·
(

2U+5W
18W

)2
+ b ·

(
2U+5W

18W

)
·
(

2V
18W

)
+ c ·

(
2V

18W

)2
+ d ·

(
2U+5W

18W

)
+ e ·

(
2V

18W

)
− f = 0.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:


a ·
(

5U+2W
18

)2
+ b ·

(
5U+2W

18

)
·
(

5V
18

)
+ c ·

(
5V
18

)2
+ d1 ·

(
5U+2W

18

)
+ e1 ·

(
5V
18

)
− f1 = 0,

... ... ...

a ·
(

2U+5W
18

)2
+ b ·

(
2U+5W

18

)
·
(

2V
18

)
+ c ·

(
2V
18

)2
+ d1 ·

(
2U+5W

18

)
+ e1 ·

(
2V
18

)
− f1 = 0,

(2)

ãäå d1=d .W, e1=e.W, f 1=f .W 2. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòðîèäû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 1, ëåæàò
íà êîíèêå

a · x2 + b · x · y + c · y2 + d1 · x+ e1 · y − f1 = 0. (3)

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êîíèêà (3), êàê è (1), çàäàåò ýëëèïñ. Ïóñòü det � ôóíêöèÿ âû-
÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [9, c. 41] òèï êîíèêè (1) îïðåäåëÿåòñÿ
èíâàðèàíòàìè:

S = a+ c, δ = det

[
a b/2
b/2 c

]
, ∆ = det

 a b/2 d/2
b/2 c e/2
d/2 e/2 −f

 , (4)

à òèï êîíèêè (3) � èíâàðèàíòàìè:

S1 = a+ c, δ1 = det

[
a b/2
b/2 c

]
, ∆1 = det

 a b/2 d ·W/2
b/2 c e ·W/2

d ·W/2 e ·W/2 −f ·W 2

 . (5)

Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî S1 = S, δ1 = δ 8 ∆1 = ∆ ·W 2. Äàëåå, ïîñêîëüêó (1) ýëëèïñ, òî
δ>0, ∆.S<0 [9, c. 41], íî òîãäà δ1>0, ∆1.S 1<0, òî åñòü (3) � òàêæå ýëëèïñ, ÷òî è òðåáîâàëîñü
óñòàíîâèòü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ äâóìÿ ïà-
ðàìåòðàìè, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2 ïðèW=1. È ìîæíî ïðèñòóïàòü ê ñèìâîëüíûì ðàñ÷åòàì
â ðàçëè÷íûõ óïîìÿíóòûõ âûøå ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû <6 â GeoGebra
Ñèñòåìà GeoGebra (ver. 5.0.231.0). Â GeoGebra-äîêóìåíòå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3, ïðèâå-

äåíû âñå íåîáõîäèìûå ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîìïüþòåðíûì äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû î öåíòðîèäàõ. Ðåàëèçóþòñÿ îíè â ðåäàêòîðå CAS � Computer Algebra System è ñâî-
äÿòñÿ ê ñëåäóþùèì äåéñòâèÿì:

1-7) âûïèñûâàåòñÿ ìàòðèöà de êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2) ïðè W=1;
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8) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2), òî åñòü Determinant [de]. Îí îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèëüíîå ðåøåíèå;

9-16) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé èç (2) ïðè d=-1 óäàëåíèåì ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ
è ïåðåíåñåíèåì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìèðóþòñÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ms
è âåêòîð ñâîáîäíûõ bs;

17) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü è ðàíã ms. Ïîñêîëüêó ∆ABC � íåâûðîæäåííûé, òî ïà-
ðàìåòð V 6=0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Determinant [ms]=-V 4/12966=0. Ñëåäîâàòåëüíî �óñå÷åííàÿ� ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ms.x=bs èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;

18-20) íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ms.x=bs ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ôóíêöèè Solve íå óäàåòñÿ.
Ïîýòîìó, ñíà÷àëà äëÿ ms íàõîäèòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà mi= Invert [ms], ïðîâåðÿåòñÿ ïðàâèëü-
íîñòü âû÷èñëåíèé, à çàòåì ïî mi îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå sol=mi*bs;

21-27) èç âåêòîðíîé çàïèñè ðåøåíèÿ sol ôîðìèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ a, b, c, e
è f (d=-1);

28-33) ïî íàéäåííûì êîýôôèöèåíòàì îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòû (1);

S =
3

4V 2
, δ = − 7

144V 2
, ∆ = −7 · U

2 + V 2 − U + 1

144
;

34) ïîñêîëüêó V 6= 0 è U2 − U + 1 =
(
U − 1

2

)2
+ 3

4 > 0, òî δ>0, ∆.S<0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñòðîåííàÿ êîíèêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ðèñ. 3: Êîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ â ñèñòåìå GeoGebra
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4. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû <6 â Mathcad Prime
Ñèñòåìà Mathcad Prime(ver. 3.1). ÂMathcad -äîêóìåíòå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 4, ðåàëèçî-

âàíû âñå íåîáõîäèìûå ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîìïüþòåðíûì äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû î öåíòðîèäàõ. È ñâîäÿòñÿ îíè ê ñëåäóþùèì äåéñòâèÿì. Â ïóíêòàõ 1 è 2 âûïèñûâàåòñÿ
ìàòðèöà ma êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2) è äëÿ íåå ñèìâîëüíî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü
è ðàíã. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü îêàçàëñÿ ðàâíûì íóëþ, òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(2) ñóùåñòâóåò è âñå öåíòðîèäû H, I, J, K, L è M äåéñòâèòåëüíî ëåæàò íà îäíîé êîíèêå. Íî
ïðè ðàíãe ma, ðàâíîì 5, îäíî èç íåèçâåñòíûõ ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì, íàïðèìåð, d=-1, à
äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ a, b, c, å è f âûäåëèòü èç (2) ñèñòåìó ïÿòè óðàâíåíèé.
Ñäåëàòü ýòî ìîæíî óäàëåíèåì èç (2) ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ è ïåðåíåñåíèåì ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà
â ïðàâóþ ÷àñòü.

Ïîñêîëüêó äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî èìåòü ëèøü ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû � ms è ñòîëáåö åå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � bs, òî èìåííî îíè è âûïèñàíû â
ïóíêòå 3 äîêóìåíòà.

Äàëåå, â ïóíêòå 4 ïîäñ÷èòàí îïðåäåëèòåëü è ðàíã ìàòðèöû ms: det(ms)= -V 4/1296 è
rank(ms)=5. Èç íåâûðîæäåííîñòè èñõîäíîãî ∆ABC âûòåêàåò, ÷òî V 6=0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
det(ms)6=0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ms.x=bs èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è íàõî-
äèòñÿ ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ôóíêöèè lsolve(ms, bs). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äëÿ a,
b, ñ, e è f (d=-1), âûðàæåííûå ÷åðåç ïàðàìåòðû U è V.

Íàêîíåö â ïóíêòå 5 äîêóìåíòà ïðîâîäÿòñÿ âñå çàâåðøàþùèå âû÷èñëåíèÿ, à èìåííî, ñèì-
âîëüíî âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû S, δ è ∆ è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî δ>0 è S.∆<0. À çíà÷èò
ïðîâåäåííàÿ êîíèêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ðèñ. 4: Êîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ â ñèñòåìå Mathcad Prime
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Â êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ Maxima, Maple è Mathematica ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ ïðîâîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è â ñèñòåìàõ
GeoGebra è Mathcad Prime. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì ôðàãìåíòîâ äîêóìåíòîâ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè äåéñòâèÿìè áåç èõ êîììåíòèðîâàíèÿ.

5. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû <6 â Maxima
Ñèñòåìà Maxima (wxMaxima ver. 16.12.0). Maxima-äîêóìåíò ñ ñîîòâåñòâóþùèìè âû-

÷èñëåíèÿìè ïîêàçàí íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5: Êîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ â ñèñòåìå Maxima

6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû <6 â Maple
Ñèñòåìà Maple (ver. 2016.0). Maple-äîêóìåíò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âû÷èñëåíèÿìè ïî-

êàçàí íà ðèñ. 6.
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Ðèñ. 6: Êîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ â ñèñòåìå Maple

7. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû <6 â Mathematica
Ñèñòåìà Mathematica (ver. 11). Mathematica-äîêóìåíò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âû÷èñëå-

íèÿìè ïîêàçàí íà ðèñ. 7.

{Det[ma],MatrixRank[ma]} {0, 5}
ms := Drop[ma, {4}, {4}]; bs := Drop[Take[ma, {1, 6}, {4}], {4}];
{MatrixForm[ms],MatrixForm[bs]}
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{a, b, c, e, f} = Flatten[Simplify[LinearSolve[ms, bs]]];
d := −1; {a, b, c, d, e, f}

S = a+ c; m1={{a,b/2},{b/2,c}}; m2={{a,b/2,d/2},{b/2,c,e/2},{d/2,e/2,-f}};
{MatrixForm[m1],MatrixForm[m2]}

S := a+ c;
{δ,∆} := {Det [m1] , S ∗Det [m2]} ;
{S, δ,∆}

Reduce[δ > 0] V < 0||V > 0
Reduce [∆ < 0]
U ∈ Reals&&(V < 0||V > 0)

Ðèñ. 7: Êîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá öåíòðîèäàõ â ñèñòåìå Mathematica

8. Çàêëþ÷åíèå

Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ãèïîòåçà îá èíöåíòðàõ
ïåðåâåäåíà â äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå [11]. Òî æå ñàìîå ñäåëàíî â äàííîé ñòàòüå ñ ãèïîòåçîé
îá öåíòðîèäàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â GeoGebra áûëà ñîçäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîâåð-
êè ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå ãèïîòåç (Xk, 6Xk) (k=1, 2, . . . ), ãäå Xk � òðåóãîëüíûé öåíòð â
îáîçíà÷åíèÿõ áèáëèîòåêè Êèìáåðëèíãà [12].

Ãèïîòåçû (Xk, 6Xk). Ïóñòü òðè ÷åâèàíû ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè íåâûðîæäåííîãî òðå-
óãîëüíèêà â òðåóãîëüíîì öåíòðå Xk (k=1, 2, . . . ). Òîãäà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà
øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî èõ òðåóãîëüíûå öåíòðû Xk ëåæàò
íà îäíîì ýëëèïñå.

Ïðè k=1 ãèïîòåçà (X 1, 6X 1) � ýòî òåïåðü óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå îá èíöåíòðàõ, ïðè
k=2 ãèïîòåçà (X 2, 6X 2) � ýòî òåïåðü óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå î öåíòðîèäàõ. Óïîìÿíóòàÿ
ìîäåëü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç (Xk, 6Xk) (k=1, 2, . . . ) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 8. Íå îñòàíàâëè-
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Ðèñ. 8: Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç òèïà <k=(Xk, 6Xk) (k=1, 2, . . . )

âàÿñü íà ïîäðîáíîì îïèñàíèè ìîäåëè îòìåòèì, ÷òî íîìåð k òðåóãîëüíîãî öåíòðà Xk (k=1, 2,
. . . ) çàäàåòñÿ íà íåé ïîëçóíêîì, à ïðè èçìåíåíèè íà ìîäåëè çíà÷åíèé k è ïîçèöèé ñâîáîä-
íûõ òî÷åê A, B è C îïåðàòèâíî èçìåíÿþòñÿ è ïåðåìåííûå ÷àñòè èíôîðìàöèîííûõ íàäïèñåé.
Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ ïîçâîëèëè ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåðû äëÿ ãèïîòåç (Xk,
6Xk) ïðè k=1, 2, . . . , 100 (äàëåå ïðîâåðêà íå ïðîâîäèëàñü). Îäíàêî, åñëè èñõîäíûé òðåóãîëü-
íèê ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì, òî óòâåðæäåíèå (X 3, 6X 3) îïðîâåðãíóòü íå óäàëîñü è, âåðîÿòíî,
îíî ñïðàâåäëèâî. Ïîñêîëüêó X 3 � ýòî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî çàâåðøèòü ñòàòüþ ìû
ìîæåì ôîðìóëèðîâàíèåì ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ãèïîòåçà î öåíòðàõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé . Ïóñòü òðè ÷åâèàíû ïåðåñåêàþòñÿ
âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà â öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà èñõîäíûé òðå-
óãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü òðåóãîëüíèêîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê òàê, ÷òî öåíòðû
èõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîì ýëëèïñå.
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