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Аннотация

В работе изучаются гамильтоново простые алгебры и решетки гамиль-
тоново замкнутых подалгебр в классе алгебр с одним оператором. Ре-
зультаты, полученные для алгебр с произвольной основной сигнатурой,
используются для описания гамильтоново простых алгебр и решеток га-
мильтоново замкнутых подалгебр в классе унаров с мальцевской опера-
цией, определенной В. К. Карташовым. Унаром с мальцевской операцией
называется алгебра, сигнатура которой состоит из мальцевской операции
и унарной операции, действующей как эндоморфизм относительно первой
операции.

Универсальная алгебра A называется гамильтоновой, если носитель
любой ее подалгебры является классом некоторой конгруэнции алгебры
A. А. Г. Пинус определил понятие гамильтонова замыкания на произволь-
ной универсальной алгебре. А именно, гамильтоновым замыканием B по-
далгебры B универсальной алгебры A называется наименьшая подалгебра
алгебры A, включающая в себя B и являющаяся классом некоторой кон-
груэнции алгебры A. Подалгебра B универсальной алгебры A называется
гамильтоново замкнутой, если B = B. Cовокупность всех гамильтоново
замкнутых подалгебр алгебры A, пополненная пустым множеством, об-
разует решетку относительно включения. Универсальная алгебра A на-
зывается гамильтоново простой, если гамильтоново замыкание любой ее
неодноэлементной непустой подалгебры совпадает с A.

Получены необходимые условия гамильтоновой простоты для произ-
вольных алгебр с оператором, все основные операции которых имеют по-
ложительную арность и являются идемпотентными. Для таких алгебр по-
строены семейства подалгебр, образующих цепи в их решетках гамиль-
тоново замкнутых подалгебр. В случае, когда унарный редукт алгебры
связен, необходимые условия гамильтоновой простоты получены для ал-
гебр с оператором, имеющих произвольную основную сигнатуру. Показано
также, что эти условия не являются достаточными. Для произвольной ал-
гебры с оператором, все основные операции которой идемпотентны, полу-
чены необходимые условия того, что ее решетка гамильтоново замкнутых
подалгебр является цепью.

Найдены необходимые и достаточные условия гамильтоновой просто-
ты для унаров с мальцевской операцией, определенной В. К. Карташовым.
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Получено описание строения решеток гамильтоново замкнутых подалгебр
для алгебр данного класса. Для таких решеток найдены необходимые и
достаточные условия их дистрибутивности и модулярности, а также усло-
вия, при которых решетка является цепью. Описано строение атомов и
коатомов этих решеток.

Ключевые слова: гамильтоново замыкание подалгебры, гамильтоново
простая алгебра, решетка гамильтоново замкнутых подалгебр, алгебра с
операторами, мальцевская операция
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ON HAMILTONIAN CLOSURE ON CLASS OF
ALGEBRAS WITH ONE OPERATOR

V. L. Usol’tsev (Volgograd)

Abstract

In this article we study Hamiltonian simple algebras and lattices of Hamil-
tonian closed subalgebras in class of algebras with one operator. Obtained for
algebras with arbitrary basic signature results are used for the description of
Hamiltonian simple algebras and lattices of Hamiltonian closed subalgebras
from class of unars with Mal’tsev operation that by V. K. Kartashov were
defined. Unar with Mal’tsev operation is an algebra with one Mal’tsev opera-
tion p(x, y, z) and one unary operation acting as endomorphism with respect
to operation p(x, y, z).

Universal algebra A is called Hamiltonian if every subuniverse of A is a
block of some congruence of the algebra A. A. G. Pinus defined a Hamiltonian
closure on an arbitrary universal algebra. Precisely, the Hamiltonian closure
B of a subalgebra B of a universal algebra A is the smallest subalgebra of
algebra A containing B that coincides with some block of some congruence on
algebra A. Subalgebra B of universal algebra A is called Hamiltonian closed
if B = B. Set of all Hamiltonian closed subalgebras of algebra A with added
empty set is lattice with respect to inclusion. A universal algebra A is called a
Hamiltonian simple algebra if B = A for each non-empty and non-one-element
subalgebra B of A.

We found necessary conditions of Hamiltonian simplicity for arbitrary
algebras with one operator and idempotent basic operations of positive arity.
For these algebras families of their subalgebras forming chains with respect to
inclusion in their lattices of Hamiltonian closed subalgebras are constructed.
We also found necessary conditions of Hamiltonian simplicity for arbitrary
algebras with one operator and with connected unary reduct. It is showed
these conditions are not sufficient. For arbitrary algebras with one operator and
idempotent basic operations necessary conditions of their lattice of Hamiltoni-
an closed subalgebras is chain are obtained.
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We found necessary and sufficient conditions of Hamiltonian simplicity
for unars with Mal’tsev operation that by V. K. Kartashov were defined.
The structure of lattices of Hamiltonian closed subalgebras for algebras from
this class is described. For these lattices necessary and sufficient conditions
of their distributivity and modularity are obtained. We also found necessary
and sufficient conditions when a lattice of Hamiltonian closed subalgebras of
algebras from given class is a chain. The structure of atoms and coatoms of
such lattices is described.

Keywords: Hamiltonian closure of a subalgebra, Hamiltonian simple al-
gebra, lattices of Hamiltonian closed subalgebras, algebra with operators,
Mal’tsev operation
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1. Введение

В работе [1] А. Г. Пинус вводит понятие гамильтонова замыкания на универ-
сальных алгебрах — некоторой операции замыкания на решетке SubA подалгебр
алгебры A, связанной со свойством гамильтоновости.

Свойство гамильтоновости для универсальных алгебр было введено в рас-
смотрение Б. Чакань [2] и К. Шода [3], как естественное обобщение понятия
гамильтоновой группы.

Универсальная алгебра A называется гамильтоновой, если носитель любой
ее подалгебры является классом некоторой конгруэнции алгебры A. Многооб-
разие алгебр называется гамильтоновым, если любая его алгебра гамильтонова.
Гамильтоновыми являются, в частности, абелевы группы, модули, унарные ал-
гебры.

Гамильтоновы алгебры и многообразия изучались в ряде работ (см., напри-
мер, [4] – [7]). В [4] показано, что если декартов квадрат алгебры гамильтонов,
то сама алгебра абелева. В той же работе доказано, что из гамильтоновости мно-
гообразия следует его абелевость, а для локально конечных многообразий свой-
ства абелевости и гамильтоновости эквивалентны. В [5] гамильтоновы многооб-
разия характеризуются с помощью строгих мальцевских условий. Е. В. Киш [6]
охарактеризовал гамильтоновы алгебры в терминах полиномиальных функций.
В [7] описаны гамильтоновы алгебры в классах абелевых полугрупп, конечных
и абелевых группоидов с единицей, а также доказано, что любая конечная абе-
лева квазигруппа является гамильтоновой.

Заметим, что, помимо гамильтоновости, изучается и ряд других свойств,
связывающих конгруэнц-классы и подалгебры универсальных алгебр. Обзор
таких свойств можно найти в [8].

Гамильтоновым замыканием [1] B подалгебры B универсальной алгебры A
называется наименьшая подалгебра алгебры A, включающая в себя B и явля-
ющаяся классом некоторой конгруэнции алгебры A.
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Подалгебра B универсальной алгебры A называется гамильтоново замкну-
той [1], если B = B. Таким образом, все подалгебры гамильтоновой алгебры
гамильтоново замкнуты. Заметим, что подалгебры с таким свойством рассмат-
ривались в работе [9] и были названы нормальными.

Cовокупность всех гамильтоново замкнутых подалгебр алгебры A обозна-
чается через SubHA. Чтобы обеспечить возможность рассматривать ее как ре-
шетку относительно теоретико-множественного включения, в [1] решетка ConA
конгруэнций алгебры A формально пополняется пустым отношением. Оно рас-
сматривается как конгруэнция с единственным конгруэнц-классом: пустым
множеством. Тогда пустая подалгебра алгебры A (в случае ее вхождения в
SubA) гамильтоново замкнута, и является нулем решетки SubHA. Далее вез-
де будем считать пустое множество подалгеброй.

В [1] также вводится в рассмотрение свойство, в некотором смысле проти-
воположное гамильтоновости — гамильтонова простота.

Универсальная алгебра A называется гамильтоново простой, если гамиль-
тоново замыкание любой ее неодноэлементной (непустой) подалгебры совпада-
ет с A. Гамильтоново простыми (но не простыми) являются, например, любые
недвухэлементные булевы алгебры.

В настоящей работе изучаются гамильтоново простые алгебры и решетки
гамильтоново замкнутых подалгебр в классе алгебр с одним оператором. Ре-
зультаты, полученные для алгебр с произвольной основной сигнатурой, исполь-
зуются для описания гамильтоново простых алгебр и решеток гамильтоново
замкнутых подалгебр в классе унаров с мальцевской операцией, определенной
В. К. Карташовым в [18].

Алгеброй с операторами (см. [10], §13) называется универсальная алгебра с
дополнительной системой операторов — унарных операций, действующих как
эндоморфизмы относительно основных операций. Другими словами, операторы
перестановочны с любой основной операцией.

Алгебры с операторами естественным образом связаны с другим классом
универсальных алгебр — унарами, то есть, алгебрами с одной унарной опера-
цией (см., напр., [11] – [13]). Если f — унарная операция из сигнатуры Ω, то
унар ⟨A, f⟩ называется унарным редуктом алгебры ⟨A,Ω⟩. Мы используем ап-
парат теории унаров для изучения алгебр с операторами в терминах их унарных
редуктов.

Мальцевской операцией называется тернарная операция d(x, y, z), удовле-
творяющая тождествам Мальцева

d(x, y, y) = d(y, y, x) = x. (1)

Алгебрам с мальцевской операцией (как сигнатурной, так и термальной)
уделяется значительное внимание в современной универсальной алгебре и ее
приложениях (см., например, [15], [16]).

Мальцевская операция d(x, y, z) называется функцией Пиксли, если она удо-
влетворяет тождествам Пиксли d(y, y, x) = d(x, y, y) = d(x, y, x) = x [17].
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Унаром с мальцевской операцией [18] называется алгебра ⟨A, d, f⟩ с унар-
ной операцией f и тернарной операцией d, на которой выполняются тождества
Мальцева (1) и тождество перестановочности f(d(x, y, z)) = d(f(x), f(y), f(z)).

В [18] показано, что на любом унаре ⟨A, f⟩ можно так задать тернарную
операцию p, что алгебра ⟨A, p, f⟩ становится унаром с мальцевской операцией.
Эта операция определяется следующим образом. Пусть ⟨A, f⟩ — произвольный
унар и x, y ∈ A. Для любого элемента z ∈ A через fn(z) обозначается результат
n-кратного применения операции f к элементу z; f 0(z) = z.

Положим
Mx,y = {n ∈ N ∪ {0} | fn(x) = fn(y)},

а также k(x, y) = min Mx,y, если Mx,y ̸= ∅, и k(x, y) = ∞, если Mx,y = ∅.
Положим далее

p(x, y, z)
def
=

{
z, если k(x, y) 6 k(y, z)
x, если k(x, y) > k(y, z).

(2)

Простые и псевдопростые алгебры ⟨A, p, f⟩ из класса, введеного в рассмотре-
ние в [18], были полностью описаны в [21]. В [14] было получено полное описание
строго простых алгебр, в [22] — полиномиально полных, а в [19] — гамильтоно-
вых алгебр данного класса.

2. Основные определения и конструкции
Через SubA обозначается решетка подалгебр алгебры A, через ConA — ре-

шетка ее конгруэнций. Класс конгруэнции θ, порожденный элементом x, обо-
значается через [x]θ. Алгебра называется простой, если она имеет в точности
две конгруэнции (единичную ▽ и нулевую △). ЧерезN обозначается множество
натуральных чисел.

Через N5 и M3 обозначаются решетки, называемые пентагоном и диаман-
том соответственно (см. [20, с. 87]).

Пусть ⟨A, f⟩ — произвольный унар. Для любых чисел n > 0, m > 0 положим

Cm
n = ⟨a|fm(a) = fn+m(a)⟩.

Унар C0
n называется циклом длины n. Элемент a унара называется цикличе-

ским, если подунар, порожденный этим элементом, является циклом.
Элемент a унара называется периодическим, если f t(a) = f t+n(a) для неко-

торых t > 0 и n > 1, и непериодическим, в противном случае. Через T (A) и
D(A) обозначаются, соответственно, множества периодических и непериодиче-
ских элементов унара A. Унар ⟨A, f⟩ называется периодическим, если A = T (A),
и унаром без кручения, если A = D(A). Если a — периодический элемент, то
наименьшее из чисел t, для которых f t(a) = f t+n(a) при некоторых n > 1, назы-
вается глубиной элемента a и обозначается через t(a). Глубиной t(A) унара A
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называется наибольшая из глубин его периодических элементов, если T (A) ̸= ∅.
Если множество {t(a) | a ∈ T (A)} не ограничено, то говорят, что унар имеет
бесконечную глубину.

Объединение двух непересекающихся унаров B и C называется их суммой
и обозначается через B + C. Унар ⟨A, f⟩ называется связным, если для любых
x, y ∈ A выполняется условие fn(x) = fm(y) при некоторых n,m > 0. Мак-
симальный по включению связный подунар унара A называется компонентой
связности унара A. Через F1 обозначается свободный однопорожденный унар.

Элемент a унара ⟨A, f⟩ называется неподвижным, если f(a) = a. Связный
унар с неподвижным элементом называется корнем.

Пусть ⟨A, f⟩ является корнем. Тогда через Dm обозначается его подунар, со-
стоящий из всех элементов с глубиной, не превосходящей m. Если t(A) конечна,
то 0 6 m 6 t(A); в противном случае, 0 6 m < t(A).

Пусть n ∈ N . Через σn обозначается конгруэнция алгебры ⟨A,Ω⟩ с операто-
ром f ∈ Ω, определенная как Kerfn. Определение корректно, так как операция
f является эндоморфизмом алгебры ⟨A,Ω⟩. Положим также σ0 = △.

В [21] на унаре ⟨A, f⟩ определено бинарное отношение σ:

xσy ⇔ ∃n > 0 (fn(x) = fn(y)),

и показано, что оно является конгруэнцией любой алгебры ⟨A,Ω⟩ с оператором
f ∈ Ω.

Пусть B — подунар произвольного унара ⟨A, f⟩. Через θB обозначается кон-
груэнция унара ⟨A, f⟩, определенная по правилу [13]: условие xθBy для x, y ∈ A
выполняется тогда и только тогда, когда либо x = y, либо x, y ∈ B.

3. Алгебры с одним оператором
Лемма 1. Пусть ⟨A,Ω⟩ — произвольная алгебра с оператором f ∈ Ω, унар-

ный редукт ⟨A, f⟩ которой является связным унаром с неподвижным элемен-
том. Тогда алгебра ⟨A,Ω⟩ может иметь не более одной нульарной операции.

Доказательство. Пусть a, b ∈ Ω — различные нульарные операции алгеб-
ры ⟨A,Ω⟩. Так как оператор f является эндоморфизмом относительно основных
операций, то f(a) = a и f(b) = b, что противоречит связности унара ⟨A, f⟩. 2

Предложение 1. Пусть ⟨A,Ω⟩ — произвольная алгебра с оператором
f ∈ Ω, унарный редукт ⟨A, f⟩ которой является связным унаром с неподвиж-
ным элементом. Тогда для всех m < t(A) подунар Dm унара ⟨A, f⟩ является
гамильтоново замкнутой подалгеброй алгебры ⟨A,Ω⟩.

Доказательство. Пусть 0 6 m < t(A), n > 0, x1, . . . , xn ∈ Dm, φ ∈ Ω —
основная n-арная операция алгебры A, a — неподвижный элемент унара ⟨A, f⟩.
Обозначим элемент φ(x1, . . . , xn) через v. Тогда fm(v) = fm(φ(x1, . . . , xn)) =
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φ(fm(x1), . . . , f
m(xn)). Поскольку x1, . . . , xn ∈ Dm, то t(x1) 6 m, . . . , t(xn) 6 m.

Отсюда, fm(x1) = . . . = fm(xn) = a. Тогда fm(v) = φ(a, a, . . . , a). В то же
время, элемент φ(a, a, . . . , a) совпадает с неподвижным элементом a, поскольку
f(φ(a, a, . . . , a)) = φ(f(a), f(a), . . . , f(a)) = φ(a, a, . . . , a). Отсюда, fm(v) = a и,
значит, t(v) 6 m, то есть, v ∈ Dm.

Пусть e ∈ Ω — нульарная операция алгебры ⟨A,Ω⟩. Тогда f(e) = e, то есть,
e = a ∈ Dm. При этом, по лемме 1, алгебра ⟨A,Ω⟩ не имеет нульарных операций,
отличных от e.

Таким образом, Dm — подалгебра алгебры ⟨A,Ω⟩.
Докажем, что Dm = [a]σm. Пусть x ∈ Dm. Тогда t(x) 6 m. Отсюда, fm(x) =

a = fm(a), что влечет xσma и x ∈ [a]σm. Пусть теперь x ∈ [a]σm. Тогда fm(x) =
fm(a) = a, откуда t(x) 6 m и x ∈ Dm. Таким образом, Dm = Dm. 2

Следствие 1. Пусть ⟨A,Ω⟩ — произвольная алгебра с оператором f ∈
Ω, унарный редукт ⟨A, f⟩ которой является связным унаром с неподвижным
элементом. Если алгебра ⟨A,Ω⟩ является гамильтоново простой, то t(A) 6 1.

Доказательство. Пусть t(A) > 1. По предложению 1, D1 — гамильтоново
замкнутая подалгебра алгебры ⟨A,Ω⟩. Так как t(A) > 1, то D1 — неодноэле-
ментная собственная подалгебра в ⟨A,Ω⟩. 2

Замечание 1. Необходимое условие гамильтоновой простоты алгебры
⟨A,Ω⟩, приведенное в следствии 1, не является достаточным.

Доказательство. Рассмотрим алгебру ⟨A, d, f⟩ с тернарной операцией d и
оператором f , заданными следующим образом: A = {a, b, c}, f(a) = a, f(b) = a,
f(c) = a, d(a, b, c) = d(c, b, a) = a, d(a, c, b) = d(b, a, c) = d(b, c, a) = d(c, a, b) = b и
d(x, y, y) = d(y, y, x) = d(x, y, x) = x для любых x, y,∈ A.

Из определений операций d и f следует, что для унара ⟨A, f⟩ выполняется
условие t(A) 6 1, а подмножество {a, c} множества A является подалгеброй
алгебры ⟨A, d, f⟩. Непосредственная проверка показывает, что отношение θ{a,c}
на унаре ⟨A, f⟩ является конгруэнцией на ⟨A, d, f⟩, имеющей класс {a, c}. Таким
образом, ⟨A,Ω⟩ не является гамильтоново простой. 2

Предложение 2. Пусть произвольная алгебра ⟨A,Ω⟩ с оператором f ∈ Ω
имеет идемпотентные основные операции только положительной арности и
несвязный унарный редукт ⟨A, f⟩, содержащий компоненту связности B, име-
ющую неподвижный элемент. Тогда компонента B и любой ее подунар вида
Dm, где 0 6 m < t(B), являются гамильтоново замкнутыми подалгебрами
алгебры ⟨A,Ω⟩.

Доказательство. В случае, когда B одноэлементна, утверждение очевид-
но, поэтому далее считаем, что |B| > 1. Докажем, что B — подалгебра алгебры
⟨A,Ω⟩.

Так как B — компонента связности, то множество B замкнуто относитель-
но операции f . Пусть n > 0, x1, . . . , xn ∈ B и φ ∈ Ω — основная n-арная



О ГАМИЛЬТОНОВОМ ЗАМЫКАНИИ НА КЛАССЕ . . . 291

операция алгебры A. Так как ⟨B, f⟩ — корень, то он содержит неподвижный
элемент a. Обозначим через m наибольшую из глубин элементов x1, . . . , xn.
Тогда fm(x1) = . . . = fm(xn) = a. С учетом идемпотентности операции φ,
имеем fm(φ(x1, . . . , xn)) = φ(fm(x1), . . . , f

m(xn)) = φ(a, a, . . . , a) = a. Тогда
t(φ(x1, . . . , xn)) 6 m, откуда φ(x1, . . . , xn) ∈ B.

Покажем теперь, что множество B является классом конгруэнции σ ∈
∈ Con⟨A,Ω⟩. Пусть x ∈ B. Обозначим t(x) через n. Отсюда, fn(x) = a = fn(a),
что влечет xσa, откуда B ⊆ [a]σ. Пусть теперь x ∈ [a]σ. Тогда fn(x) = fn(a)
для некоторого n > 0. Учитывая, что fn(a) = a, получаем fn(x) = a, откуда
x ∈ B. Окончательно, B = [a]σ. Тогда B = B.

Для подунаров унара ⟨B, f⟩, имеющих вид Dm, где 0 6 m < t(B), рассуж-
дения аналогичны доказательству предложения 1, за исключением того, что
φ(a, a, . . . , a) = a следует из идемпотентности операции φ. 2

Следствие 2. Если произвольная алгебра ⟨A,Ω⟩ с оператором f ∈ Ω, име-
ющая идемпотентные основные операции только положительной арности и
несвязный унарный редукт ⟨A, f⟩, является гамильтоново простой, то унар
⟨A, f⟩ не содержит неодноэлементных компонент связности, имеющих не-
подвижный элемент.

Замечание 2. Необходимое условие гамильтоновой простоты алгебры
⟨A,Ω⟩, приведенное в следствии 2, не является достаточным.

Доказательство. Рассмотрим алгебру ⟨A, d, f⟩ с тернарной операцией d и
оператором f , заданными следующим образом: A = {a, b, c}, f(a) = a, f(b) = b,
f(c) = c, d(a, b, c) = d(c, b, a) = a, d(a, c, b) = d(b, a, c) = d(b, c, a) = d(c, a, b) = b и
d(x, y, y) = d(y, y, x) = d(x, y, x) = x для любых x, y,∈ A.

Из определений операций d и f следует, что унар ⟨A, f⟩ несвязен, операция
d идемпотентна, а подмножество {a, c} множества A является подалгеброй ал-
гебры ⟨A, d, f⟩. Непосредственная проверка показывает, что отношение θ{a,c} на
унаре ⟨A, f⟩ является конгруэнцией на ⟨A, d, f⟩, имеющей класс {a, c}. Таким
образом, ⟨A,Ω⟩ не является гамильтоново простой. 2

Предложение 3. Пусть ⟨A,Ω⟩ — произвольная алгебра с оператором
f ∈ Ω и идемпотентными основными операциями. Если решетка SubH⟨A,Ω⟩
является цепью, то унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A,Ω⟩ содержит не более
одного одноэлементного подунара.

Доказательство. Пусть унар ⟨A, f⟩ содержит одноэлементные подунары
B и C. Так как основные операции алгебры ⟨A,Ω⟩ идемпотентны, то B и C
являются ее подалгебрами, причем, очевидно, гамильтоново замкнутыми. При
этом, B и C не сравнимы в SubH⟨A,Ω⟩. 2
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4. Унары с мальцевской операцией
Далее везде через ⟨A, p, f⟩ будем обозначать алгебру с оператором f и маль-

цевской операцией p(x, y, z), определенной по правилу (2). Заметим, что в си-
лу (2), любой подунар унарного редукта ⟨A, f⟩ этой алгебры является ее по-
далгеброй. Пустое множество также будем считать подалгеброй в ⟨A, p, f⟩. Че-
рез SubHA обозначается решетка гамильтоново замкнутых подалгебр алгебры
⟨A, p, f⟩.

Лемма 2. Пусть θ ∈ Con⟨A, p, f⟩, θ ̸= ▽, a, b ∈ A. Тогда из условия aθb
следует, что k(a, b) <∞.

Доказательство. Пусть k(a, b) = ∞. Предположим, что aθb. Так как θ ̸=
▽, то найдется элемент c /∈ [b]θ. Поскольку k(c, a) 6 ∞ = k(a, b), то из (2)
имеем p(c, a, b) = b. С другой стороны, p(c, a, a) = c и, следовательно, bθc, что
противоречит выбору элемента c. 2

Лемма 3. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ несвязен, θ ∈
Con⟨A, p, f⟩ и θ ̸= ▽. Тогда любой класс конгруэнции θ содержится в некото-
рой компоненте связности унара ⟨A, f⟩.

Доказательство. Пусть K — произвольный класс конгруэнции θ. Обо-
значим его порождающий элемент через b. Поскольку b ∈ A, то b ∈ B для
некоторой компоненты связности B унара ⟨A, f⟩. Если класс K одноэлементен,
то утверждение леммы очевидно.

Пусть K неодноэлементен. Тогда он содержит такой элемент a ∈ A, что
a ̸= b. Предположим, что a /∈ B. Тогда a содержится в компоненте связности,
отличной от B. Последнее влечет k(a, b) = ∞. По лемме 2, имеем (a, b) /∈ θ, что
противоречит условию a, b ∈ K. 2

Следствие 3. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ несвязен. То-
гда гамильтоново замыкание любой подалгебры B алгебры ⟨A, p, f⟩, унарный
редукт ⟨B, f⟩ которой также несвязен, совпадает с A.

Лемма 4. Пусть ⟨A, f⟩ — связный унар, имеющий неодноэлементный по-
дунар C, на котором операция f инъективна, причем C содержится в любом
подунаре унара ⟨A, f⟩. Тогда алгебра ⟨A, p, f⟩ является гамильтоново простой.

Доказательство. Если подунар C — несобственный, то операция f инъ-
ективна на A. По теореме 2 [21], алгебра ⟨A, p, f⟩ является простой, а, следова-
тельно, и гамильтоново простой.

Пусть теперь подунар C — собственный. Предположим, что алгебра ⟨A, p, f⟩
не является гамильтоново простой. Тогда для некоторой неодноэлементной по-
далгебры B алгебры ⟨A, p, f⟩ имеем B ̸= A. Очевидно, унарный редукт ⟨B, f⟩
подалгебры B является подунаром унара ⟨A, f⟩. По условию, C ⊆ B и, сле-
довательно, C ⊆ B. Так как подунар C неодноэлементен, то найдутся несов-
падающие элементы a, b ∈ C ⊆ B. Обозначим через θ конгруэнцию алгебры
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⟨A, p, f⟩, для которой B является конгруэнц-классом. Тогда aθb. В то же время,
поскольку B ̸= A, то θ ̸= ▽. Отсюда, (c, b) /∈ θ для некоторого элемента c ∈ A.
Поскольку элементы a и b различны и операция f инъективна, то k(a, b) = ∞,
откуда p(c, a, b) = b. С другой стороны, p(c, a, a) = c и, следовательно, bθc, что
противоречит выбору элемента c. 2

Лемма 5. Пусть ⟨A, f⟩ — несвязный унар, не содержащий неодноэлемент-
ных компонент связности, имеющих неподвижные элементы. Тогда алгебра
⟨A, p, f⟩ является гамильтоново простой.

Доказательство. Пусть унар ⟨A, f⟩ удовлетворяет условиям леммы.
Предположим, что алгебра ⟨A, p, f⟩ не является гамильтоново простой. Тогда
для некоторой неодноэлементной подалгебры B алгебры ⟨A, p, f⟩ имеем B ̸= A.
Так как B является классом некоторой конгруэнции θ ∈ Con⟨A, p, f⟩, то из
B ̸= A следует, что θ ̸= ▽.

По лемме 3, B содержится в некоторой компоненте связностиD унара ⟨A, f⟩.
Так как B неодноэлементна, то и D является неодноэлементной. Поскольку D
связна, то она является либо унаром без кручения, либо периодическим унаром.

В первом случае D имеет такой подунар C ∼= F1, что любой подунар унара
⟨D, f⟩ содержит C, а значит, C ⊆ B ⊆ B. При этом, C неодноэлементен и
операция f на нем инъективна.

Во втором случае D содержит такой подунар C, изоморфный C0
n для некото-

рого n ∈ N , что любой подунар унара ⟨D, f⟩ содержит C, а значит, снова имеем
C ⊆ B ⊆ B. По условию леммы, n > 1, то есть C неодноэлементен. Кроме того,
операция f на C инъективна.

Далее, с помощью рассуждений, аналогичных проведенным в доказатель-
стве леммы 4, в обоих случаях получаем противоречие. 2

Теорема 1. Алгебра ⟨A, p, f⟩ с оператором f , где p — операция, определен-
ная по правилу (2), является гамильтоново простой тогда и только тогда,
когда выполнено одно из условий:
(1) ⟨A, f⟩ — связный унар без кручения;
(2) ⟨A, f⟩ изоморфен C0

1 ;
(3) ⟨A, f⟩ — связный унар, содержащий подунар, изоморфный C0

n для некото-
рого n > 1;
(4) ⟨A, f⟩ содержит такой элемент a, что f(x) = a для любого x ∈ A;
(5) ⟨A, f⟩ — несвязный унар, не имеющий неодноэлементных компонент связ-
ности, содержащих неподвижный элемент.

Доказательство. Необходимость. Пусть ⟨A, f⟩ — связный унар, не удо-
влетворяющий условиям (1)–(4) теоремы. Тогда ⟨A, f⟩ периодичен, неодноэле-
ментен, содержит подунар, изоморфный C0

1 , и такой элемент b ∈ A, что t(b) > 1.
Последнее означает, что t(A) > 1. По следствию 1 из предложения 1, алгебра
⟨A, p, f⟩ не является гамильтоново простой.
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Пусть теперь унар ⟨A, f⟩ несвязен и содержит неодноэлементную компонен-
ту связности, имеющую неподвижный элемент. Из определения (2) следует, что
операция p идемпотентна. Тогда алгебра ⟨A, p, f⟩ удовлетворяет условиям след-
ствия 2 из предложения 2 и, следовательно, снова не является гамильтоново
простой.

Достаточность. Пусть унар ⟨A, f⟩ — связный. Если ⟨A, f⟩ ∼= C0
1 , то алгебра

⟨A, p, f⟩ одноэлементна, и утверждение теоремы очевидно.
Если ⟨A, f⟩ содержит такой элемент a, что f(x) = a для любого x ∈ A,

то по теореме 2 [21], алгебра ⟨A, p, f⟩ является простой, а, следовательно, и
гамильтоново простой.

В случаях, когда ⟨A, f⟩ либо является унаром без кручения, либо содержит
подунар, изоморфный C0

n для некоторого n > 1, алгебра ⟨A, p, f⟩ удовлетворяет
условиям леммы 4. Действительно, если ⟨A, f⟩ — унар без кручения, то любой
его подунар содержит подунар, изоморфный F1, то есть, неодноэлементный по-
дунар с инъективной операцией. Если же ⟨A, f⟩ имеет подунар, изоморфный
C0
n для некоторого n > 1, то этот подунар также неодноэлементен, операция f

на нем инъективна, и он содержится в любом подунаре унара ⟨A, f⟩. По лемме
4, алгебра ⟨A, p, f⟩ гамильтоново проста.

Если унар ⟨A, f⟩ несвязен, то утверждение теоремы следует из леммы 5. 2

Лемма 6. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ не содержит
одноэлементных подунаров. Тогда решетка SubHA является двухэлементной
цепью {∅, A}.

Доказательство. Если унар ⟨A, f⟩ связен, то, учитывая условия леммы,
он либо является унаром без кручения, либо содержит подунар C0

n для некото-
рого n > 1. По лемме 4, в этих случаях гамильтоново замыкание любой непустой
подалгебры алгебры ⟨A, p, f⟩ совпадает с A. Отсюда, поскольку пустая подал-
гебра гамильтоново замкнута, то SubHA — двухэлементная цепь.

Если унар ⟨A, f⟩ несвязен, то, с учетом отсутствия в ⟨A, f⟩ одноэлементных
подунаров, утверждение следует из леммы 5. 2

Лемма 7. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ является связ-
ным унаром с одноэлементным подунаром. Нетривиальными гамильтоново
замкнутыми подалгебрами в ⟨A, p, f⟩ являются подалгебры вида Dm, где 0 6
m < t(A), и только они.

Доказательство. Пусть B — произвольная непустая подалгебра алгебры
⟨A, p, f⟩. Тогда ⟨B, f⟩ — подунар унара ⟨A, f⟩.

В случае, когда t(A) = 0, утверждение леммы очевидно. Рассмотрим слу-
чай, когда t(A) конечна и не равна нулю. В силу конечности t(A), множество
глубин элементов в любой системе порождающих подунара ⟨B, f⟩ ограничено
сверху, а значит, имеет наибольший элемент. Докажем, что наибольшая глубина
элементов во всех системах порождающих ⟨B, f⟩ одинакова.
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Пусть S1, S2 — системы порождающих ⟨B, f⟩. Обозначим через n и m наи-
большие из глубин элементов, входящих в S1 и S2 соответственно. Предполо-
жим, что n ̸= m, и без ограничения общности положим m > n. Пусть b ∈ S2

— элемент глубины m. Так как S1 — система порождающих, то b = fd(c) для
некоторых c ∈ S1 и d > 0. Отсюда, поскольку t(c) 6 n, то и t(b) 6 n, что
противоречит условию m > n.

Таким образом, во всех системах порождающих подунара ⟨B, f⟩ наибольшая
глубина элементов совпадает. Обозначим ее через m и докажем, что гамильто-
ново замыкание подалгебры B алгебры ⟨A, p, f⟩ совпадает с Dm. При m = 0 это
очевидно, поэтому далее считаем, что m > 0.

По предложению 1, если m < t(A), то Dm — подалгебра алгебры ⟨A, p, f⟩,
являющаяся классом некоторой ее конгруэнции. Это же утверждение верно и
при m = t(A), так как тогда Dm = A. Кроме того, из определения Dm следует,
что B ⊆ Dm. По определению гамильтонова замыкания, B ⊆ Dm.

Пусть x ∈ Dm, то есть, t(x) 6 m. По условию, найдется элемент b ∈ B, для
которого t(b) = m. Из определения гамильтонова замыкания следует, что b ∈ B,
f(b) ∈ B и bθf(b) для некоторой θ ∈ Con⟨A, p, f⟩. Поскольку m > 0, то b ̸= f(b),
откуда t(f(b)) < t(b). По лемме 10 [21], k(b, f(b)) = t(b) = m.

Если t(x) < m = t(b), то k(x, b) = t(b). По определению (2), p(x, b, f(b)) =
f(b). Если же t(x) = m = t(b), то, по лемме 10 [21], k(x, b) 6 t(b). Отсюда, снова
имеем p(x, b, f(b)) = f(b). Тогда f(b) = p(x, b, f(b))θp(x, b, b) = x, а, следователь-
но, xθb, откуда x ∈ B. Отсюда, Dm ⊆ B и, окончательно, B = Dm.

Пусть теперь t(A) бесконечна. Рассуждая, как в случае ее конечности, по-
лучаем, что либо во всех системах порождающих подунара ⟨B, f⟩ множество
глубин их элементов не ограничено, либо все его системы порождающих имеют
одну и ту же наибольшую глубину элементов m. Во втором случае, аналогично
доказанному выше, B = Dm.

Пусть множество глубин элементов в некоторой системе порождающих по-
дунара ⟨B, f⟩ не ограничено. Предположим, что B ̸= A. Тогда существуют
такой элемент c ∈ A, что c /∈ B, и такая конгруэнция θ ∈ ConA, что θ ̸= ▽
и B — конгруэнц-класс θ. По условию, найдется также такой элемент b ∈ B,
что t(b) > t(c). Из последнего, по лемме 10 [21], получаем k(c, b) = t(b). Кроме
того, f(b) ∈ B, так как B — подунар в ⟨A, f⟩. Поскольку t(b) > t(c), то t(b) > 0,
откуда b ̸= f(b) и t(f(b)) < t(b). Тогда, снова по лемме 10 [21], k(b, f(b)) = t(b).
Отсюда, p(c, b, f(b)) = f(b). Учитывая, что p(c, b, b) = c, получаем f(b)θc, что
противоречит условию c /∈ B. Отсюда, B = A.

Таким образом, с учетом предложения 1, нетривиальными гамильтоново за-
мкнутыми подалгебрами в ⟨A, p, f⟩ являются подалгебры вида Dm, где 0 6 m <
t(A), и только они. 2

Следствие 4. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ является
связным унаром с одноэлементным подунаром. Если t(A) конечна, то решет-
ка SubHA является цепью длины t(A) + 1. Если же t(A) бесконечна, то ре-
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шетка SubHA изоморфна частично упорядоченному множеству ⟨N ∪ {0},6⟩
с присоединенной внешней единицей.

Лемма 8. Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ несвязен и содер-
жит хотя бы один одноэлементный подунар. Тогда решетка SubHA изоморф-
на кардинальной сумме цепей, пополненной внешними нулем и единицей, где
слагаемым суммы взаимно однозначно соответствуют компоненты связно-
сти унара ⟨A, f⟩, содержащие одноэлементный подунар. Для каждой компо-
ненты связности B c одноэлементным подунаром, соответствующее ей сла-
гаемое кардинальной суммы либо является цепью длины t(B) (в случае, если
t(B) конечна), либо изоморфно цепи ⟨N ∪ {0},6⟩ с присоединенной внешней
единицей (если t(B) бесконечна).

Доказательство. По следствию 3 из леммы 3, гамильтоновы замыкания
всех подалгебр алгебры ⟨A, p, f⟩, имеющих несвязный унарный редукт, совпа-
дают с A. Таким образом, далее достаточно рассмотреть подалгебры, унарные
редукты которых содержатся в компонентах связности унара ⟨A, f⟩.

Пусть B — подалгебра алгебры ⟨A, p, f⟩, унарный редукт ⟨B, f⟩ которой
лежит в некоторой компоненте связности E унара ⟨A, f⟩.

В случае, если E не содержит одноэлементный подунар, она имеет подунар
C, изоморфный либо F1, либо C0

n для некоторого n > 1, то есть, неодноэле-
ментный подунар с инъективной операцией. При этом, C ⊆ B. Рассуждая по
аналогии с доказательством леммы 4, получаем, что B = A.

Пусть теперь E имеет одноэлементный подунар. Если t(E) = n < ∞, то,
как и в лемме 7, получаем, что B = Di для некоторого 0 6 i 6 n. Отсюда, га-
мильтоновы замыкания всех непустых подалгебр, содержащихся в E, образуют
в решетке SubHA цепь длины n.

Если же t(E) = ∞, то также по аналогии с леммой 7, получаем, что га-
мильтоновы замыкания всех непустых подалгебр, содержащихся в E, образуют
в решетке SubHA цепь, изоморфную ⟨N ∪ {0},6⟩, пополненную наибольшим
элементом E (так как, по предложению 2, E является гамильтоново замкнутой
подалгеброй в ⟨A, p, f⟩).

Поскольку компоненты связности унара не пересекаются, то совокупность
всех нетривиальных гамильтоново замкнутых подалгебр алгебры ⟨A, p, f⟩ изо-
морфна кардинальной сумме цепей, откуда следует утверждение леммы. 2

Из лемм 6, 8 и следствия 4 вытекает

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
(1) Если унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ не содержит одноэлементных
подунаров, то решетка SubHA является двухэлементной цепью {∅, A}.
(2) Пусть унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ является связным унаром с
одноэлементным подунаром. Если t(A) конечна, то решетка SubHA является
цепью длины t(A)+1. Если же t(A) бесконечна, то решетка SubHA изоморфна
частично упорядоченному множеству ⟨N ∪ {0},6⟩ с присоединенной внешней
единицей.
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(3) Если унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ несвязен и содержит хотя бы
один одноэлементный подунар, то решетка SubHA изоморфна кардинальной
сумме цепей, пополненной внешними нулем и единицей, где слагаемым сум-
мы взаимно однозначно соответствуют компоненты связности унара ⟨A, f⟩,
содержащие одноэлементный подунар. Для каждой компоненты связности B
c одноэлементным подунаром, соответствующее ей слагаемое кардинальной
суммы либо является цепью длины t(B) (в случае, если t(B) конечна), либо
изоморфно цепи ⟨N ∪ {0},6⟩ с присоединенной внешней единицей (если t(B)
бесконечна).

Следствие 5. Атомами решетки SubHA являются либо одноэлементные
подалгебры алгебры ⟨A, p, f⟩, либо, в случае их отсутствия, сама алгебра A.
Других атомов в SubHA нет.

Следствие 6. Если унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ не содержит
одноэлементных подунаров, то единственным коатомом решетки SubHA яв-
ляется пустая подалгебра. В противном случае, если ⟨A, f⟩ связный, то ре-
шетка SubHA имеет единственный коатом Dt(A)−1 только при условии t(A) <
∞; при t(A) = ∞ коатомов в SubHA нет. Если же ⟨A, f⟩ несвязен, то коато-
мами SubHA являются его компоненты связности, содержащие одноэлемент-
ные подунары, и только они.

Следствия 5 и 6 вытекают непосредственно из теоремы 2.

Следствие 7. Решетка SubHA является цепью тогда и только тогда,
когда унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ содержит не более одного одно-
элементного подунара.

Доказательство. Необходимость утверждения вытекает из Предложе-
ния 3. Докажем его достаточность.

Если ⟨A, f⟩ содержит не более одного одноэлементного подунара, то он либо
не имеет одноэлементных подунаров, либо является корнем, либо изоморфен
сумме корня и подунара, не содержащего неподвижных элементов. Во всех этих
случаях, по теореме 2, SubHA является цепью. 2

Лемма 9. Если унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ имеет подунар,
изоморфный C1

1 + C0
1 , то решетка SubHA содержит подрешетку N5.

Доказательство. Пусть B — подунар унара ⟨A, f⟩, изоморфный C1
1 +C0

1 .
Положим B = {a, b, c} и f(a) = a, f(b) = a, f(c) = c. Так как множество {a, b}
— подунар в ⟨A, f⟩, то оно будет и подалгеброй в ⟨A, p, f⟩. Очевидно, {c} = {c}
и {a} = {a} ⊂ {a, b}. Кроме того, {c} ̸⊆ {a, b}, так как c и {a, b} лежат в
разных компонентах связности. Таким образом, все элементы множества S =
{∅, {a}, {a, b}, {c}, A} различны.

Докажем, что S образует подрешетку вида N5 в SubHA. Поскольку {a, c}
— подунар в ⟨A, f⟩, то {a} ∨ {c} = {a, c} в SubA. По следствию 3 из леммы 3,
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получаем {a}∨{c} = A. Аналогично, {a, b}∨{c} = A. Остальные соотношения,
показывающие, что S замкнуто относительно ∨ и ∧, очевидны. 2

Лемма 10. Если унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ имеет подунар,
изоморфный C0

1 + C0
1 + C0

1 , то решетка SubHA содержит подрешетку M3.

Доказательство. Пусть B — подунар унара ⟨A, f⟩, изоморфный C0
1 +C0

1+
+C0

1 . Положим B = {a, b, c} и f(a) = a, f(b) = b, f(c) = c.
Как и выше, одноэлементные подунары {a}, {b}, {c} в B являются гамиль-

тоново замкнутыми подалгебрами алгебры ⟨A, p, f⟩, причем, они не сравни-
мы между собой по включению. Их попарные пересечения пусты, а решеточ-
ные суммы, по следствию 3 из леммы 3, совпадают с A. Отсюда, множество
M = {∅, {a}, {b}, {c}, A} образует подрешетку вида M3 в SubHA. 2

Теорема 3. Решетка SubHA является дистрибутивной тогда и только
тогда, когда унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ либо содержит не более
одного одноэлементного подунара, либо изоморфен C0

1 + C0
1 , либо изоморфен

C0
1 + C0

1 +B, где B — произвольный подунар, не имеющий неподвижных эле-
ментов.

Доказательство. Необходимость. Пусть унар ⟨A, f⟩ содержит более од-
ного одноэлементного подунара, и не изоморфен ни C0

1 + C0
1 , ни C0

1 + C0
1 + B.

Если число одноэлементных подунаров в ⟨A, f⟩ составляет 3 и более, то, по
лемме 10 и теореме 1 [20, с. 87], SubHA не дистрибутивна.

Пусть теперь ⟨A, f⟩ содержит в точности два одноэлементных подунара. Так
как он не изоморфен ни C0

1+C0
1 , ни C0

1+C0
1+B, то хотя бы одна из его компонент

связности E, содержащая C0
1 , неодноэлементна. Тогда E имеет подунар вида

C1
1 , а это означает, что в ⟨A, f⟩ содержится подунар, изоморфный C1

1 + C0
1 . По

лемме 9 и теореме 1 [20, с. 87], SubHA не дистрибутивна.
Достаточность. Следует из теоремы 2 и теоремы 1 [20, с. 87]. 2

Теорема 4. Решетка SubHA является модулярной тогда и только тогда,
когда унарный редукт ⟨A, f⟩ алгебры ⟨A, p, f⟩ либо содержит не более одного
одноэлементного подунара, либо все его одноэлементные подунары являются
компонентами связности.

Доказательство. Необходимость. Пусть унар ⟨A, f⟩ содержит более од-
ного одноэлементного подунара и найдется его одноэлементный подунар, не
совпадающий с содержащей его компонентой связности. Последнее означает,
что для некоторой компоненты связности B унара ⟨A, f⟩ существуют такие ее
элементы a, b, что f(a) = a, f(b) = a, то есть, B содержит подунар, изоморф-
ный C1

1 . Поскольку в ⟨A, f⟩ содержится более одного одноэлементного подунара,
то алгебра ⟨A, p, f⟩ удовлетворяет условиям леммы 9, откуда, с учетом теоре-
мы 2 [20, с. 87], SubHA не модулярна.

Достаточность. Следует из теоремы 2 и теоремы 2 [20, с. 87]. 2
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