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Аннотация

В статье изучаются атомы решеток конгруэнций и подпрямая неразложимость алгебр
с одним оператором и основной операцией меньшинства, определенной специальным обра-
зом и называемой симметрической. Операцией меньшинства называется тернарная опера-
ция 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧), удовлетворяющая тождествам 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥. Алгебра
подпрямо неразложима, если она имеет наименьшую ненулевую конгруэнцию. Алгеброй с
операторами называется универсальная алгебра, сигнатура которой состоит из двух непу-
стых непересекающихся частей: основной, которая может содержать произвольные опе-
рации, и дополнительной, состоящей из операторов. Операторами называются унарные
операции, действующие как эндоморфизмы относительно основных операций, то есть пе-
рестановочные с основными операциями. Решетка с нулем называется атомной, если любой
ее элемент содержит некоторый атом. Решетка с нулем называется точечной (atomistic),
если любой ее ненулевой элемент представляется как решеточное объединение некоторого
множества атомов.

Показано, что решетка конгруэнций алгебр с одним оператором и основной симметри-
ческой операцией является атомной. Описано строение атомов в решетках конгруэнций
алгебр данного класса. Получено полное описание подпрямо неразложимых алгебр в дан-
ном классе, а также алгебр, имеющих точечную решетку конгруэнций.

Ключевые слова: подрямо неразложимая алгебра, решетка конгруэнций, атом решетки
конгруэнций, атомная решетка, алгебра с операторами.
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Abstract

In that paper we study atoms of congruence lattices and subdirectly irreducibility of algebras
with one operator and the main symmetric operation. A ternary operation 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) satisfying
identities 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥 is called a minority operation. The symmetric
operation is a minority operation defined by specific way. An algebra 𝐴 is called subdirectly
irreducible if 𝐴 has the smallest nonzero congruence. An algebra with operators is an universal
algebra whose signature consists of two nonempty non-intersectional parts: the main one which
can contain arbitrary operations, and the additional one consisting of operators. The operators
are unary operations that act as endomorphisms with respect to the main operations, i.e., one
that permutable with main operations. A lattice 𝐿 with zero is called atomic if any element of
𝐿 contains some atom. A lattice 𝐿 with zero is called atomistic if any nonzero element of 𝐿 is
a join of some atom set.

It shown that congruence lattices of algebras with one operator and main symmetric
operation are atomic. The structure of atoms in the congruence lattices of algebras in given
class is described. The full describe of subdirectly irreducible algebras and of algebras with an
atomistic congruence lattice in given class is obtained.
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Введение

Подпрямо неразложимые алгебры играют важную роль в универсальной алгебре. Алгебра
подпрямо неразложима, если она имеет наименьшую ненулевую конгруэнцию, называемую
монолитом. Хорошо известно (см., например, [1]), что любая алгебра разлагается в подпрямое
произведение подпрямо неразложимых алгебр, а любое многообразие алгебр вполне опреде-
ляется своими подпрямо неразложимыми алгебрами. Известно также, что любая алгебра сиг-
натуры, содержащей не менее одной операции арности большей либо равной двум, вложима
в некоторую подпрямо неразложимую алгебру той же сигнатуры. Более того, в некоторых
классах алгебр любая алгебра изоморфна фактор-алгебре некоторой подпрямо неразложимой
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алгебры по ее монолиту [2]. В связи с изложенным выше, естественный интерес вызывает
задача описания подпрямо неразложимых алгебр в различных классах алгебр (см. [3]–[9]).

В терминах теории решеток неодноэлементная алгебра подпрямо неразложима тогда и
только тогда, когда решетка ее конгруэнций имеет атом, содержащийся во всех ненулевых
конгруэнциях алгебры. Элемент 𝑎 решетки ⟨𝐿,6⟩ с нулем 0 называется атомом, если для лю-
бого 𝑥 ∈ 𝐿 из 0 < 𝑥 6 𝑎 следует, что 𝑥 = 𝑎. Решетка с нулем называется атомной, если любой
ее элемент содержит некоторый атом. Таким образом, описание атомов и изучение условий
атомарности решеток конгруэнций облегчает исследование подпрямо неразложимых алгебр.
В [10] были описаны атомы в решетках конгруэнций унаров, то есть алгебр с одной унарной
операцией. Там же были получены необходимые и достаточные условия, при которых решетка
конгруэнций унара является точечной. Решетка с нулем называется точечной (atomistic), если
любой ее ненулевой элемент представляется как решеточное объединение некоторого множе-
ства атомов.

В настоящей работе изучаются атомы решеток конгруэнций и подпрямо неразложимые
алгебры в классе алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ с оператором 𝑓 и основной операцией меньшинства 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧),
определенной ниже. Алгеброй с операторами называется универсальная алгебра, сигнатура
которой состоит из двух непустых непересекающихся частей: основной, которая может со-
держать произвольные операции, и дополнительной, состоящей из операторов. Операторами
называются унарные операции, действующие как эндоморфизмы относительно основных опе-
раций, то есть перестановочные с основными операциями. Свойства алгебр с дополнительной
унарной операцией, связанные с подпрямой неразложимостью, рассматривались в [11]. Под-
прямо неразложимые алгебры с операторами изучались в [6], [12].

Алгебры с операторами естественным образом связаны с унарами. Если 𝑓 — унарная опе-
рация из сигнатуры Ω, то унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется унарным редуктом алгебры ⟨𝐴,Ω⟩. Мы
изучаем алгебры с операторами в терминах их унарных редуктов. Это позволяет с единых
позиций рассматривать алгебры с операторами, имеющие различные основные сигнатуры.

Операцией меньшинства (см., например, [13]) называется тернарная операция 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧),
удовлетворяющая тождествам 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥. Из определения следует,
что операция меньшинства является мальцевской.

В [14] на произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ задается тернарная операция 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), перестано-
вочная с операцией 𝑓 . Основные результаты, полученные при изучении свойств конгруэнций
алгебр ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩ с оператором 𝑓 , приводятся в [15]. В [12] полностью описаны подпрямо нераз-
ложимые алгебры в классе алгебр ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩. В [16] получено описание атомов решеток кон-
груэнций алгебр данного класса, а также алгебр этого класса, имеющих точечную решетку
конгруэнций.

В [17] показано, что на любом унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ можно так задать тернарную операцию 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧),
что алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ становится алгеброй с оператором 𝑓 . Предложенная конструкция восхо-
дит к [14]. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный унар и 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Для любого элемента 𝑧 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩
через 𝑓𝑛(𝑧) обозначается результат 𝑛-кратного применения операции 𝑓 к элементу 𝑧; при этом
𝑓0(𝑧) = 𝑧. Положим 𝑀𝑥,𝑦 = {𝑛 ∈ N ∪ {0} | 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦)}, а также 𝑘(𝑥, 𝑦) = min 𝑀𝑥,𝑦, если
𝑀𝑥,𝑦 ̸= ∅, и 𝑘(𝑥, 𝑦) =∞, если 𝑀𝑥,𝑦 = ∅. Положим далее

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑦, если 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(1)

Из (1) следует, что операция 𝑠 удовлетворяет тождествам 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑥, 𝑦)
= 𝑥, то есть является операцией меньшинства. Таким образом, класс алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ содер-
жится в многообразии, определенном тождествами операции меньшинства и тождеством пере-
становочности 𝑓(𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑠(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑧)). Отсюда, в свою очередь, вытекает, что данный



260 В. Л. Усольцев

класс является конгруэнц-модулярным.
Слабой операцией почти единогласия (WNU, weak near-unanimity operation) (см., напри-

мер, [18]) называется идемпотентная n-арная операция 𝑑, где 𝑛 > 1, для которой выпол-
няются тождества 𝑑(𝑦, 𝑥, . . . , 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑥) = . . . = 𝑑(𝑥, 𝑥, . . . , 𝑦). Алгебры, имеющие
термальную слабую операцию почти единогласия находят применение в рамках алгебраи-
ческого подхода [19] к исследованию вычислительной сложности ограничений задачи CSP
(Constraint Satisfaction Problem) и в смежных областях алгебры. Поскольку 𝑠(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥 и
𝑠(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑥, 𝑥) для любых 𝑥, 𝑦, то операция 𝑠 является тернарной слабой
операцией почти единогласия. В духе работы [18] операция 𝑠 была названа в [17] симметриче-
ской. В [20] были описаны простые, абелевы и полиномиально полные алгебры в классе алгебр
⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, в [21] — гамильтоновы алгебры данного класса.

Основные определения и обозначения

Обозначим через Con𝐴 решетку конгруэнций универсальной алгебры 𝐴, а через ▽𝐴 и
△𝐴 — единичную и нулевую конгруэнции алгебры 𝐴 соответственно. Класс конгруэнции 𝜃,
порожденный элементом 𝑥, обозначим через [𝑥]𝜃.

Для любых чисел 𝑛 > 0, 𝑚 > 0 положим 𝐶𝑚𝑛 = ⟨𝑎|𝑓𝑚(𝑎) = 𝑓𝑚+𝑛(𝑎)⟩. Унар 𝐶0
𝑛 называется

циклом длины 𝑛. Элемент унара называется циклическим, если подунар, порожденный этим
элементом, является циклом; в противном случае будем называть элемент нециклическим. Че-
рез 𝐶∞𝑛 обозначается объединение возрастающей последовательности унаров 𝐶𝑡1𝑛 ⊆ 𝐶𝑡2𝑛 ⊆ . . .,
где 𝑛 > 0 и 0 6 𝑡1 < 𝑡2 < . . . . Элемент 𝑎 унара называется периодическим, если 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎)
для некоторых 𝑡 > 0 и 𝑛 > 1, и непериодическим в противном случае. Через 𝑇 (𝐴) и 𝐷(𝐴)
обозначаются множества всех периодических и непериодических элементов унара 𝐴 соответ-
ственно. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется периодическим, если 𝐴 = 𝑇 (𝐴), и унаром без кручения,
если 𝐴 = 𝐷(𝐴). Если 𝑎 — периодический элемент, то наименьшее из чисел 𝑡, для которых
𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) при некоторых 𝑛 > 1, называется глубиной элемента 𝑎 и обозначается через
𝑡(𝑎). Глубиной 𝑡(𝐴) унара 𝐴 называется наибольшая из глубин его периодических элементов,
если 𝑇 (𝐴) ̸= ∅. Если множество {𝑡(𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴)} не ограничено, глубина унара принима-
ется формально равной бесконечности. Объединение двух непересекающихся унаров 𝐵 и 𝐶
называется их суммой и обозначается через 𝐵+𝐶. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется связным, если для
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется условие 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑚(𝑦) при некоторых 𝑛 > 0, 𝑚 > 0. Макси-
мальный по включению связный подунар унара 𝐴 называется компонентой связности унара
𝐴. Элемент 𝑎 унара называется узловым, если найдутся такие различные элементы 𝑏 и 𝑐 (воз-
можно, циклические), отличные от 𝑎, что 𝑓(𝑏) = 𝑎 = 𝑓(𝑐). Элемент 𝑎 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется
неподвижным, если 𝑓(𝑎) = 𝑎. Связный унар с неподвижным элементом называется корнем.
Корнем без нетривиальных узлов называется корень, не имеющий узловых элементов, кроме,
может быть, неподвижного. Через ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩𝑓 обозначается подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩, порожден-
ный элементами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴. Если элементы 𝑎, 𝑏 удовлетворяют условию 𝑎 /∈ ⟨𝑏⟩𝑓 , 𝑏 /∈ ⟨𝑎⟩𝑓 ,
то будем говорить, что они 𝑓 -независимы.

Пусть 𝐵 — подунар произвольного унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Через 𝜃𝐵 обозначается конгруэнция унара
⟨𝐴, 𝑓⟩, определенная по правилу [3]: условие 𝑥𝜃𝐵𝑦 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только
тогда, когда либо 𝑥 = 𝑦, либо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵.

Пусть 𝑣 — узловой элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Через 𝜃𝑣 обозначается конгруэнция унара ⟨𝐴, 𝑓⟩,
определенная по правилу [12]: условие 𝑥𝜃𝑣𝑦 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только
тогда, когда либо 𝑥 = 𝑦, либо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑣).

Пусть 𝑘 ∈ N. Через 𝜎𝑘 обозначается конгруэнция 𝐾𝑒𝑟𝑓𝑘 алгебры ⟨𝐴,Ω∪{𝑓}⟩ с оператором
𝑓 и произвольной основной сигнатурой Ω. Положим также 𝜎0 = △𝐴.
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Атомы решеток конгруэнций алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩
Далее везде через ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ обозначается алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧),

определенной по правилу (1).

Лемма 1. Отношение 𝜃𝑣 на унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩, содержащем узловой элемент 𝑣, является
атомарной конгруэнцией алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.

Доказательство. Докажем, что отношение 𝜃𝑣 стабильно относительно операции 𝑠.
Пусть 𝑥1𝜃𝑣𝑥2, 𝑦1𝜃𝑣𝑦2, 𝑧1𝜃𝑣𝑧2 для 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐴. Отсюда, 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2),

𝑓(𝑦1) = 𝑓(𝑦2) и 𝑓(𝑧1) = 𝑓(𝑧2). Обозначим 𝑎1 = 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑎2 = 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2). Предположим, что
(𝑎1, 𝑎2) ̸∈ 𝜃𝑣. Тогда 𝑎1 ̸= 𝑎2, причем 𝑎1 ̸∈ 𝑓−1(𝑣) или 𝑎2 ̸∈ 𝑓−1(𝑣). Учитывая перестановочность
операций 𝑓 и 𝑠, имеем 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)) = 𝑠(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑦1), 𝑓(𝑧1)) = 𝑠(𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑦2), 𝑓(𝑧2)) =
𝑓(𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)) = 𝑓(𝑎2). Из полученного равенства следует, что утверждения 𝑎1 ̸∈ 𝑓−1(𝑣) и
𝑎2 ̸∈ 𝑓−1(𝑣) выполняются одновременно.

По определению (1), достаточно рассмотреть шесть случаев:
1) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑧1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑦2;
2) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑧1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑥2,
3) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑦1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑧2;
4) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑦1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑥2,
5) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑥1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑧2;
6) 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑥1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑦2.

Рассмотрим случай 1). По предположению, 𝑧1 ̸= 𝑦2 и, как показано выше, 𝑧1 /∈ 𝑓−1(𝑣),
𝑦2 /∈ 𝑓−1(𝑣). Последнее, по определению отношения 𝜃𝑣, влечет 𝑦1 = 𝑦2, 𝑧1 = 𝑧2. При этом
𝑥1 ̸= 𝑥2, так как 𝑎1 ̸= 𝑎2. Тогда 𝑓(𝑥1) = 𝑣 = 𝑓(𝑥2). Из условий 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑧1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑦2
вытекают соотношения

𝑘(𝑥1, 𝑦1) < 𝑘(𝑦1, 𝑧1), 𝑘(𝑥2, 𝑦1) = 𝑘(𝑦1, 𝑧1). (2)

Заметим, что поскольку 𝑦1 = 𝑦2 /∈ 𝑓−1(𝑣) и 𝑥1 ∈ 𝑓−1(𝑣), то 𝑘(𝑥1, 𝑦1) ̸= 0, 𝑘(𝑥1, 𝑦2) ̸= 0. Если
𝑘(𝑥1, 𝑦1) = ∞, то получаем противоречие с (2). Утверждение 𝑘(𝑥2, 𝑦1) = ∞ противоречит
условию 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2).

Пусть 𝑘(𝑥1, 𝑦1) = 𝑛 для некоторого 𝑛 ∈ N. Тогда 𝑓𝑛(𝑦1) = 𝑓𝑛(𝑥1) = 𝑓𝑛−1(𝑣) = 𝑓𝑛−1(𝑓(𝑥2))
= 𝑓𝑛(𝑥2), откуда 𝑘(𝑥2, 𝑦1) < ∞ и, более того, 𝑘(𝑥2, 𝑦1) 6 𝑘(𝑥1, 𝑦1). Аналогично, если 𝑘(𝑥2, 𝑦1)
конечно, то 𝑘(𝑥1, 𝑦1) < ∞ и 𝑘(𝑥1, 𝑦1) 6 𝑘(𝑥2, 𝑦1). Таким образом, в случае конечности одного
из чисел 𝑘(𝑥1, 𝑦1), 𝑘(𝑥2, 𝑦1) имеем 𝑘(𝑥1, 𝑦1) = 𝑘(𝑥2, 𝑦1), что снова противоречит (2).

Случаи 3), 4), 6) приводятся к противоречию аналогично случаю 1).
Рассмотрим случай 2). По предположению, 𝑧1 ̸= 𝑥2 и 𝑧1 /∈ 𝑓−1(𝑣), 𝑥2 /∈ 𝑓−1(𝑣). Из опре-

деления отношения 𝜃𝑣 получаем 𝑥1 = 𝑥2, 𝑧1 = 𝑧2. При этом 𝑦1 ̸= 𝑦2, так как 𝑎1 ̸= 𝑎2. Тогда
𝑓(𝑦1) = 𝑣 = 𝑓(𝑦2). Из условий 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑧1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑥2 вытекают соотношения

𝑘(𝑥2, 𝑦1) < 𝑘(𝑦1, 𝑧2), 𝑘(𝑥2, 𝑦2) > 𝑘(𝑦2, 𝑧2). (3)

Используя условие𝑓(𝑦1)=𝑣 =𝑓(𝑦2), по аналогии со случаем 1) получаем 𝑘(𝑥2, 𝑦1)=𝑘(𝑥2, 𝑦2)
и 𝑘(𝑦1, 𝑧2) = 𝑘(𝑦2, 𝑧2), что противоречит (3).

Случай 5) приводится к противоречию аналогично случаю 2).
Таким образом, 𝜃𝑣 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.
Теперь докажем, что 𝜃𝑣 — атом Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Предположим, что△𝐴 < 𝛾 < 𝜃𝑣 для некоторой

конгруэнции 𝛾 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Тогда (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃𝑣 для некоторой пары (𝑏, 𝑐) /∈ 𝛾, откуда 𝑏 ̸= 𝑐 и
𝑓(𝑏) = 𝑣 = 𝑓(𝑐). Так как △𝐴 < 𝛾, то (𝑑, 𝑒) ∈ 𝛾 для некоторых различных элементов 𝑑, 𝑒 ∈ 𝐴.
Из 𝛾 < 𝜃𝑣 следует (𝑑, 𝑒) ∈ 𝜃𝑣, а значит 𝑓(𝑑) = 𝑣 = 𝑓(𝑒). Тогда 𝑘(𝑒, 𝑑) = 1 и 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑒),
откуда 𝑘(𝑏, 𝑒) 6 1, 𝑘(𝑐, 𝑒) 6 1.
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Если 𝑘(𝑏, 𝑒) < 1, то 𝑏 = 𝑒. Отсюда, 𝑑 = 𝑠(𝑏, 𝑒, 𝑑)𝛾𝑠(𝑏, 𝑑, 𝑑) = 𝑏, то есть, 𝑑𝛾𝑏. При 𝑘(𝑐, 𝑒) < 1
получаем 𝑐 = 𝑒, откуда 𝑑 = 𝑠(𝑐, 𝑒, 𝑑)𝛾𝑠(𝑐, 𝑑, 𝑑) = 𝑐. Тогда 𝑏𝛾𝑑𝛾𝑐, что противоречит выбору
пары (𝑏, 𝑐). Если же 𝑘(𝑐, 𝑒) = 1, то 𝑒 = 𝑠(𝑐, 𝑒, 𝑑)𝛾𝑠(𝑐, 𝑑, 𝑑) = 𝑐, откуда 𝑏𝛾𝑑𝛾𝑒𝛾𝑐, что опять ведет
к противоречию.

Если 𝑘(𝑏, 𝑒) = 1, то 𝑒 = 𝑠(𝑏, 𝑒, 𝑑)𝛾𝑠(𝑏, 𝑑, 𝑑) = 𝑏. Если 𝑘(𝑐, 𝑒) < 1, то есть, 𝑒 = 𝑐, то получаем
противоречие с выбором пары (𝑏, 𝑐). Если же 𝑘(𝑐, 𝑒) = 1, то 𝑒 = 𝑠(𝑐, 𝑒, 𝑑)𝛾𝑠(𝑐, 𝑑, 𝑑) = 𝑐, что
снова ведет к противоречию. 2

Из лемм 1 [22] и 11.2 [23] вытекает следующая лемма.

Лемма 2. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит цикл неединичной длины, а 𝜃 — нетривиальная
конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Тогда любой класс конгруэнции 𝜃 содержит не более одного
циклического элемента унара ⟨𝐴, 𝑓⟩.

Лемма 3. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар с единственным узловым эле-
ментом 𝑣, содержащий цикл неединичной длины ℎ. Тогда любой неодноэлементный класс
произвольной ненулевой конгруэнции 𝜃 алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ содержит циклический элемент.

Доказательство. Пусть 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 — различные нециклические элементы, причем 𝑏𝜃𝑐.
Рассмотрим сначала случай, когда один из них выражается через другой с помощью операции
𝑓 . Пусть, для определенности, 𝑐 = 𝑓𝑚(𝑏) для некоторого 𝑚 > 0. Отсюда, 𝑏𝜃𝑓𝑘𝑚(𝑏) для любого
𝑘 ∈ N. Тогда при подходящем 𝑙 выполнится условие 𝑙𝑚 > 𝑡(𝑏), откуда 𝑓 𝑙𝑚(𝑏) — искомый
циклический элемент.

Пусть теперь элементы 𝑏 и 𝑐 𝑓 -независимы. Положим сначала, что 𝑡(𝑏) = 𝑡(𝑐) = 𝑝 ∈
N. Разделим 𝑝 на ℎ с остатком: 𝑝 = 𝑑ℎ + 𝑟, где 𝑑 > 0 и 0 6 𝑟 < ℎ. Обозначим через 𝑎
такой циклический элемент из 𝐴, что 𝑓 𝑟(𝑎) = 𝑣. Тогда 𝑓𝑝(𝑏) = 𝑣 = 𝑓𝑑ℎ(𝑓 𝑟(𝑎)) = 𝑓𝑝(𝑎).
При этом, для любых 𝑙 < 𝑝 имеем 𝑓 𝑙(𝑎) ̸= 𝑓 𝑙(𝑏), поскольку элемент 𝑓 𝑙(𝑏) нециклический.
Отсюда, 𝑘(𝑎, 𝑏) = 𝑝. Из условия 𝑡(𝑏) = 𝑡(𝑐) = 𝑝 имеем 𝑓𝑝(𝑏) = 𝑓𝑝(𝑐). Предположение, что
𝑓 𝑙(𝑏) = 𝑓 𝑙(𝑐) для некоторого 𝑙 < 𝑝 противоречит условию единственности узлового элемента.
Отсюда, 𝑘(𝑏, 𝑐) = 𝑝 = 𝑘(𝑎, 𝑏). Тогда 𝑠(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑏. С другой стороны, 𝑠(𝑎, 𝑏, 𝑏) = 𝑎, откуда 𝑎𝜃𝑏𝜃𝑐.

Теперь положим 𝑡(𝑏) ̸= 𝑡(𝑐). Без ограничения общности примем, что 𝑡(𝑏) = 𝑡(𝑐) + 𝑚 для
некоторого 𝑚 > 0. Разделим 𝑚 на ℎ с остатком: 𝑚 = 𝑑ℎ + 𝑟, 𝑑 > 0, 0 6 𝑟 < ℎ. Из условия
𝑏𝜃𝑐 и леммы 11.2 [23] следует, что 𝑓𝑝(𝑏) = 𝑓𝑝(𝑐) для некоторого 𝑝. Поскольку для всех 𝑙 < 𝑡(𝑏)
в силу единственности узлового элемента выполняется условие 𝑓 𝑙(𝑏) ̸= 𝑓 𝑙(𝑐), то 𝑝 > 𝑡(𝑏).
Запишем 𝑝 = 𝑡(𝑏) + 𝑘, 𝑘 > 0. Тогда верны следующие равенства: 𝑓𝑝(𝑏) = 𝑓 𝑡(𝑏)+𝑘(𝑏) = 𝑓𝑘(𝑣),
𝑓𝑝(𝑐) = 𝑓 𝑡(𝑏)+𝑘(𝑐) = 𝑓 𝑡(𝑐)+𝑚+𝑘(𝑐) = 𝑓 𝑡(𝑐)+𝑑ℎ+𝑟+𝑘(𝑐) = 𝑓𝑑ℎ+𝑟+𝑘(𝑣) = 𝑓 𝑟+𝑘(𝑣), откуда получаем
𝑓𝑘(𝑣) = 𝑓 𝑟+𝑘(𝑣). Так как 𝑓𝑘(𝑣) — циклический элемент, а 𝑟 < ℎ, то 𝑟 = 0. Таким образом,
𝑡(𝑏) = 𝑡(𝑐) + 𝑑ℎ, откуда 𝑓 𝑡(𝑏)(𝑏) = 𝑣 = 𝑓 𝑡(𝑐)+𝑑ℎ(𝑐) = 𝑓 𝑡(𝑏)(𝑐) и, окончательно, 𝑘(𝑏, 𝑐) = 𝑡(𝑏).

Разделим 𝑡(𝑏) на ℎ с остатком: 𝑡(𝑏) = 𝑡ℎ + 𝑞, где 𝑡 > 0, 0 6 𝑞 < ℎ. Обозначим через 𝑎
циклический элемент 𝑓ℎ−𝑞(𝑣). Тогда 𝑣 = 𝑓 𝑞(𝑎) = 𝑓 𝑞+𝑡ℎ(𝑎). Отсюда, 𝑘(𝑎, 𝑏) = 𝑡(𝑏) = 𝑘(𝑏, 𝑐). Из
последнего равенства, как и выше, получаем 𝑎𝜃𝑐. 2

Лемма 4. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар с единственным узловым эле-
ментом 𝑣, содержащий цикл неединичной длины ℎ, 𝜃 — нетривиальная конгруэнция алгебры
⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, 𝑥, 𝑎 ∈ 𝐴, где 𝑎 — циклический элемент, 𝑥 — нециклический элемент, для которого
|[𝑥]𝜃| > 1, и 𝑟 — остаток от деления 𝑡(𝑥) на ℎ. Тогда условие 𝑎𝜃𝑥 выполняется в том и
только в том случае, когда 𝑎 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣).

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑎𝜃𝑥. По лемме 11.2 [23], 𝑘(𝑎, 𝑥) = 𝑝 для неко-
торого 𝑝 ∈ N, а значит, 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓𝑝(𝑥) и, следовательно, элемент 𝑓𝑝(𝑥) — циклический. Тогда,
по определению глубины элемента, 𝑡(𝑥) 6 𝑝, откуда 𝑝 = 𝑡(𝑥) + 𝑚 для некоторого 𝑚 > 0.
Отсюда, 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓 𝑡(𝑥)+𝑚(𝑥) = 𝑓𝑚(𝑓 𝑡(𝑥)(𝑥)) = 𝑓𝑚(𝑣). Так как операция 𝑓 на цикле инъективна,
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то 𝑓𝑝−𝑚(𝑎) = 𝑣, откуда 𝑓 𝑡(𝑥)(𝑎) = 𝑣. По условию, 𝑡(𝑥) = 𝑑ℎ+ 𝑟 для некоторого 𝑑 > 0. Тогда из
𝑓𝑑ℎ+𝑟(𝑎) = 𝑣 следует 𝑎 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣).
Достаточность. Пусть 𝑎 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣). Так как |[𝑥]𝜃| > 1, то по лемме 3 найдется такой цикли-
ческий элемент 𝑧 ∈ 𝐴, что 𝑧𝜃𝑥. Тогда 𝑓 𝑡(𝑥)(𝑧)𝜃𝑓 𝑡(𝑥)(𝑥) = 𝑣. Так как 𝑓 𝑡(𝑥)(𝑧) и 𝑣 — циклические
элементы, то по лемме 2 имеем 𝑓 𝑡(𝑥)(𝑧) = 𝑣. Поскольку по условию, 𝑡(𝑥) = 𝑑ℎ+ 𝑟 для некото-
рого 𝑑 > 0, то 𝑣 = 𝑓𝑑ℎ+𝑟(𝑧) = 𝑓 𝑟(𝑧), откуда 𝑧 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣) = 𝑎. 2

Лемма 5. Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит собственный подунар 𝐵, изоморфный 𝐶1
1 , причем

для всех 𝑥 ∈ 𝐴∖𝐵 выполняется 𝑓(𝑥) ̸= 𝑎, где 𝑎 — неподвижный элемент 𝐵. Тогда отношение
𝜃𝐵 — атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.

Доказательство. В общем случае унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ можно представить как 𝐸 + 𝐷, где 𝐸 —
компонента связности, содержащая подунар 𝐵, а 𝐷 — либо произвольный подунар, либо ∅ (в
случае связности ⟨𝐴, 𝑓⟩).

Пусть 𝑥1𝜃𝐵𝑥2, 𝑦1𝜃𝐵𝑦2, 𝑧1𝜃𝐵𝑧2 для 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐴. Обозначим 𝑎1 = 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),
𝑎2 = 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) и предположим, что (𝑎1, 𝑎2) /∈ 𝜃𝐵. Рассуждая как при доказательстве леммы
1, получаем, что 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2), условия 𝑎1 /∈ 𝐵, 𝑎2 /∈ 𝐵 выполняются одновременно, и без огра-
ничения общности достаточно рассмотреть лишь два из возникающих случаев для значений
𝑎1, 𝑎2, а именно, случаи 𝑎1 = 𝑥1, 𝑎2 = 𝑧2 и 𝑎1 = 𝑧1, 𝑎2 = 𝑦2.

Рассмотрим сначала случай, когда 𝑎1 = 𝑥1, 𝑎2 = 𝑧2. По предположению, 𝑥1 ̸= 𝑧2, 𝑥1 /∈ 𝐵,
𝑧2 /∈ 𝐵. Тогда из 𝑥1𝜃𝐵𝑥2, 𝑧1𝜃𝐵𝑧2 следует, что 𝑥1 = 𝑥2, 𝑧1 = 𝑧2. Так как 𝑎1 ̸= 𝑎2, то 𝑦1 ̸= 𝑦2, а
значит, {𝑦1, 𝑦2} = 𝐵. Из условий 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑥1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑧2 вытекают соотношения

𝑘(𝑥1, 𝑦1) > 𝑘(𝑦1, 𝑧1), 𝑘(𝑥1, 𝑦2) < 𝑘(𝑦2, 𝑧1). (4)

Так как 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2), то элементы 𝑥1, 𝑧2 лежат в одной компоненте связности.
Пусть 𝑥1, 𝑧2 = 𝑧1 ∈ 𝐸. Тогда из 𝑥1, 𝑧1 /∈ 𝐵 вытекает 𝑡(𝑥1) > 𝑡(𝑦1), 𝑡(𝑥1) > 𝑡(𝑦2), 𝑡(𝑧1) > 𝑡(𝑦1),
𝑡(𝑧1) > 𝑡(𝑦2) и, следовательно, по лемме 10 [24], 𝑘(𝑥1, 𝑦1) = 𝑡(𝑥1) = 𝑘(𝑥1, 𝑦2) и 𝑘(𝑦1, 𝑧1) = 𝑡(𝑧1) =
𝑘(𝑦2, 𝑧1), что противоречит (4). Пусть теперь 𝑥1, 𝑧2 = 𝑧1 ∈ 𝐷 (в случае, если ⟨𝐴, 𝑓⟩ несвязен).
Тогда 𝑘(𝑥1, 𝑦1) =∞ = 𝑘(𝑥1, 𝑦2) и 𝑘(𝑦1, 𝑧1) =∞ = 𝑘(𝑦2, 𝑧1), что снова ведет к противоречию.

Теперь рассмотрим случай, когда 𝑎1 = 𝑧1, 𝑎2 = 𝑦2. По предположению, 𝑧1 ̸= 𝑦2 и 𝑧1, 𝑦2 /∈ 𝐵.
Последнее, по определению отношения 𝜃𝐵, влечет 𝑦1 = 𝑦2, 𝑧1 = 𝑧2. При этом 𝑥1 ̸= 𝑥2, так
как 𝑎1 ̸= 𝑎2. Тогда {𝑥1, 𝑥2} = 𝐵. Из условий 𝑠(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) = 𝑧1, 𝑠(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑦2 вытекают
соотношения

𝑘(𝑥1, 𝑦1) < 𝑘(𝑦1, 𝑧1), 𝑘(𝑥2, 𝑦1) = 𝑘(𝑦1, 𝑧1). (5)

Пусть 𝑦1 ∈ 𝐸. Из 𝑦1 /∈ 𝐵 вытекает 𝑡(𝑦1) > 𝑡(𝑥1), 𝑡(𝑦1) > 𝑡(𝑥2) и, следовательно, по лемме 10
[24], 𝑘(𝑥1, 𝑦1) = 𝑡(𝑦1) = 𝑘(𝑥2, 𝑦1). Последнее равенство противоречит условию (5). Если 𝑦1 ∈ 𝐷,
то 𝑘(𝑥1, 𝑦1) =∞ = 𝑘(𝑥2, 𝑦1), что также ведет к противоречию.

Атомарность конгруэнции 𝜃𝐵 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ следует из ее определения. 2

Лемма 6. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар с единственным узловым эле-
ментом 𝑣 и циклом длины ℎ > 1. Пусть также элементы 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 различны и не цикличны,
𝑡(𝑥) 6 𝑝, 𝑡(𝑦) 6 𝑝 и 𝑓𝑝(𝑥) = 𝑓𝑝(𝑦) для некоторого 𝑝 > 0. Тогда 𝑡(𝑥) ≡ 𝑡(𝑦)(ℎ).

Доказательство. Так как ℎ > 1, то 𝑓 𝑡(𝑥)(𝑥) = 𝑣 = 𝑓 𝑡(𝑦)(𝑦). Из условий 𝑡(𝑥) 6 𝑝, 𝑡(𝑦) 6 𝑝
следует, что 𝑝 = 𝑡(𝑥) + 𝑙, 𝑝 = 𝑡(𝑦) + 𝑘 для некоторых 𝑙, 𝑘 > 0. Отсюда, 𝑓 𝑡(𝑥)+𝑙(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑦)+𝑘(𝑦),
𝑓 𝑙(𝑓 𝑡(𝑥)(𝑥)) = 𝑓𝑘(𝑓 𝑡(𝑦)(𝑦)) и 𝑓 𝑙(𝑣) = 𝑓𝑘(𝑣). Поскольку 𝑣 — циклический элемент, то 𝑙 ≡ 𝑘(ℎ),
откуда, учитывая 𝑡(𝑥) + 𝑙 = 𝑡(𝑦) + 𝑘, имеем 𝑡(𝑥) ≡ 𝑡(𝑦)(ℎ). 2

Теорема 1. Если ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной
по правилу (1), то решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является атомной.
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Доказательство. Если алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ проста, то утверждение теоремы очевидно, по-
этому далее полагаем, что ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет нетривиальную конгруэнцию.

Докажем сначала, что решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет хотя бы один атом. По теореме 9 [20],
унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен корню глубины 1, а операция 𝑓 неинъективна на 𝐴. Тогда найдутся
такие различные элементы 𝑢,𝑤 ∈ 𝐴, что 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑤). Если 𝑓(𝑢) /∈ {𝑢,𝑤}, то элемент 𝑓(𝑢)
— узловой, и по лемме 1 решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет атом 𝜃𝑓(𝑢). В противном случае либо 𝑢,
либо 𝑤 является неподвижным элементом. Без ограничения общности положим, что 𝑓(𝑢) = 𝑢.
Если элемент 𝑢 — узловой, то 𝜃𝑢 — атом. В противном случае {𝑢,𝑤} — подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩,
удовлетворяющий условиям леммы 5, и по этой лемме, конгруэнция 𝜃{𝑢,𝑤} — атом.

Очевидно, что единичная конгруэнция включает любой атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Зафик-
сируем произвольную нетривиальную конгруэнцию 𝜙 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ и докажем, что она содер-
жит некоторый атом. Поскольку 𝜙 нетривиальна, то 𝑎𝜙𝑏 для некоторых различных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.
Тогда либо эти элементы 𝑓 -независимы, либо один выражается через другой с помощью опе-
рации 𝑓 . Кроме того, по лемме 11.2 [23], 𝑘(𝑎, 𝑏) = 𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ N, то есть 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓𝑝(𝑏).

Случай 1. Пусть 𝑎 /∈ ⟨𝑏⟩𝑓 , 𝑏 /∈ ⟨𝑎⟩𝑓 .
Обозначим элемент 𝑓𝑝(𝑎) через 𝑣. Из определения 𝑘(𝑎, 𝑏) следует, что 𝑓𝑝−1(𝑎) ̸= 𝑓𝑝−1(𝑏).

Пусть сначала элемент 𝑣 не является неподвижным. Если 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓𝑝−1(𝑎) или 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓𝑝−1(𝑏),
то либо 𝑓𝑝−1(𝑎), либо 𝑓𝑝−1(𝑏) — неподвижный, что противоречит предположению. Отсюда,
элемент 𝑣 — узловой, и тогда по лемме 1 конгруэнция 𝜃𝑣 — атом. Из условия 𝑎𝜙𝑏 следует
𝑓𝑝−1(𝑎)𝜙𝑓𝑝−1(𝑏). С другой стороны, 𝑓(𝑓𝑝−1(𝑎)) = 𝑣 = 𝑓(𝑓𝑝−1(𝑏)), откуда 𝑓𝑝−1(𝑎)𝜃𝑣𝑓

𝑝−1(𝑏).
Тогда 𝜙 ∩ 𝜃𝑣 ̸= △𝐴, что влечет 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙.

Пусть теперь 𝑓(𝑣) = 𝑣. Тогда 𝑎, 𝑏 — периодические элементы. Положим 𝑡(𝑎) = 𝑡(𝑏). Тогда
из условия 𝑘(𝑎, 𝑏) = 𝑝 следует 𝑡(𝑎) = 𝑝 = 𝑡(𝑏) и ⟨𝑎⟩𝑓∩⟨𝑏⟩𝑓 = {𝑣}. Отсюда |𝑓𝑝−1(𝑎), 𝑣, 𝑓𝑝−1(𝑏)| = 3
и 𝑓𝑝−1(𝑎)𝜃𝑣𝑓

𝑝−1(𝑏). Тогда, как и выше, 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙.
Предположим теперь, что 𝑡(𝑎) ̸= 𝑡(𝑏) и без ограничения общности положим 𝑡(𝑎) > 𝑡(𝑏).

Поскольку 𝑡(𝑓(𝑎)) = 𝑡(𝑎) − 1, 𝑡(𝑓(𝑏)) = 𝑡(𝑏) − 1, то по лемме 10 [24], 𝑘(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) = 𝑡(𝑎) − 1 и
𝑘(𝑓(𝑏), 𝑏) = 𝑡(𝑏), откуда 𝑘(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) > 𝑘(𝑓(𝑏), 𝑏). Тогда 𝑠(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑏) ∈ {𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)}. С другой
стороны, 𝑠(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎), 𝑏) = 𝑏. Так как 𝑓(𝑎)𝜙𝑓(𝑏), то 𝑏𝜙𝑓(𝑏). Из последнего следует, что все
элементы подунара ⟨𝑎, 𝑏⟩𝑓 принадлежат классу [𝑣]𝜙. Поскольку 𝑎 ̸= 𝑏 и 𝑓𝑝(𝑎) = 𝑓𝑝(𝑏), то
найдутся такие наименьшие числа 𝑚 6 𝑡(𝑎), 𝑞 6 𝑡(𝑏), что 𝑓𝑚(𝑎) = 𝑓 𝑞(𝑏). Обозначим элемент
𝑓𝑚(𝑎) через 𝑤. По условию случая 1 имеем 𝑚 > 0, 𝑞 > 0. Тогда 𝑓𝑚−1(𝑎) ̸= 𝑓 𝑞−1(𝑏), то есть,
элемент 𝑤 — узловой. Отсюда, (𝑓𝑚−1(𝑎), 𝑓 𝑞−1(𝑏)) ∈ 𝜙 ∩ 𝜃𝑤, что влечет 𝜃𝑤 ⊆ 𝜙.

Случай 2. Пусть, без ограничения общности, 𝑏 = 𝑓𝑘(𝑎) для некоторого 𝑘 > 0. Тогда 𝑓𝑝(𝑎) =
𝑓𝑘(𝑓𝑝(𝑎)), то есть, элемент 𝑓𝑝(𝑎) — циклический, и ⟨𝑎⟩𝑓 ∼= 𝐶𝑡ℎ для некоторых 𝑡 > 0, ℎ > 1. По
лемме 2, элементы 𝑎, 𝑏 не могут быть циклическими одновременно. Отсюда элемент 𝑎 — не
циклический и 0 < 𝑡(𝑎) 6 𝑝.

Пусть ℎ > 1. Тогда подунар ⟨𝑎⟩𝑓 имеет единственный узловой элемент 𝑣 = 𝑓 𝑡(𝑎)(𝑎), и
𝑡 = 𝑡(𝑎). Предположим сначала, что элемент 𝑏 — циклический. В этом случае подунар ⟨𝑎⟩𝑓
удовлетворяет условиям леммы 4, а значит, из 𝑎𝜙𝑏 следует 𝑏 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣), где 𝑟 — остаток от
деления 𝑡(𝑎) на ℎ. Отсюда 𝑡(𝑎) = 𝑑ℎ + 𝑟 для некоторого 𝑑 > 0. При 𝑟 > 0 имеем 𝑓 𝑟−1(𝑏) =
𝑓ℎ−1(𝑣). Тогда 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏) = 𝑓𝑑ℎ+𝑟−1(𝑏) = 𝑓 𝑟−1(𝑏). Из 𝑎𝜙𝑏 получаем 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎)𝜙𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏) =
𝑓 𝑟−1(𝑏). В то же время, из 𝑓(𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎)) = 𝑣 = 𝑓(𝑓 𝑟−1(𝑏)) следует 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎)𝜃𝑣𝑓

𝑟−1(𝑏), а значит,
𝜃𝑣 ⊆ 𝜙. Если же 𝑟 = 0, то 𝑏 = 𝑓ℎ(𝑣) = 𝑣 и 𝑓𝑑ℎ(𝑎) = 𝑏. Тогда (𝑓𝑑ℎ−1(𝑎), 𝑓𝑑ℎ−1(𝑏)) ∈ 𝜙 ∩ 𝜃𝑣, и
снова 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙.

Пусть теперь элемент 𝑏 — нециклический. Из 𝑡(𝑎) 6 𝑝 следует 𝑡(𝑏) 6 𝑝. Тогда по лемме 6,
𝑡(𝑎) ≡ 𝑡(𝑏)(ℎ), откуда 𝑡 = 𝑡(𝑎) = 𝑡(𝑏)+𝑑ℎ для некоторого 𝑑 > 0. Отсюда 𝑓 𝑡−1(𝑏) = 𝑓 𝑡(𝑏)+𝑑ℎ−1(𝑏) =
𝑓𝑑ℎ−1(𝑣) = 𝑓ℎ−1(𝑣). Учитывая 𝑓(𝑓 𝑡−1(𝑎)) = 𝑣 = 𝑓(𝑓ℎ−1(𝑣)), получаем 𝑓 𝑡−1(𝑎)𝜃𝑣𝑓

ℎ−1(𝑣) =
𝑓 𝑡−1(𝑏). Тогда (𝑓 𝑡−1(𝑎), 𝑓 𝑡−1(𝑏)) ∈ 𝜙 ∩ 𝜃𝑣, что влечет 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙.

Положим теперь ℎ = 1. Тогда ⟨𝑎⟩𝑓 содержит подунар 𝐵 ∼= 𝐶1
1 . Обозначим его неподвижный

элемент через 𝑣 и положим 𝐵 = {𝑐, 𝑣}, то есть, 𝑓(𝑐) = 𝑣, откуда 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎) = 𝑐. Так как
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𝑏 = 𝑓𝑘(𝑎), то 𝑡(𝑎) = 𝑡(𝑏) + 𝑘. Отсюда, 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏) = 𝑓 𝑡(𝑏)+𝑘−1(𝑏) = 𝑓𝑘−1(𝑣) = 𝑣.
По условию, 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎)𝜙𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏). Если элемент 𝑣 — узловой, то 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎)=𝑐𝜃𝑣𝑣=𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏)

и, следовательно, 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙. В противном случае 𝐵, являющийся подунаром также и унара
⟨𝐴, 𝑓⟩, удовлетворяет условиям леммы 5, и значит, 𝜃𝐵 — атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Поскольку
𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑏) = 𝑣𝜃𝐵𝑐 = 𝑓 𝑡(𝑎)−1(𝑎), то получаем 𝜃𝐵 ⊆ 𝜙. 2

Следствие 1. Неодноэлементная алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима тогда и толь-
ко тогда, когда решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет единственный атом.

Вытекает из следствия 19.3 [1, с. 71].

Теорема 2. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной
по правилу (1). Атомами решетки конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ являются те и только те
конгруэнции, которые определены одним из следующих способов:
1) ▽𝐴, если операция 𝑓 инъективна на 𝐴, либо унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является корнем глубины 1;
2) 𝜃𝑣, если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен корню глубины 1 и содержит узловой элемент 𝑣;
3) 𝜃𝐵, если унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен корню глубины 1 и имеет собственный подунар 𝐵 ∼= 𝐶1

1 ,
где для всех 𝑥 ∈ 𝐴 ∖𝐵 элемент 𝑓(𝑥) не совпадает с неподвижным элементом подунара 𝐵.

Доказательство. Достаточность. В случае 1) утверждение следует из теоремы 9 [20].
Для случаев 2) и 3) оно вытекает из лемм 1 и 5 соответственно.

Необходимость. Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не про-
ста. Тогда, по теореме 9 [20], операция 𝑓 не инъективна на 𝐴, а унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен корню
глубины 1. Пусть 𝜙 — атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. В силу нетривиальности 𝜙 найдутся такие
различные 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, что 𝑎𝜙𝑏. Рассуждая как в доказательстве теоремы 1, получаем, что во всех
рассматриваемых случаях выполняется либо 𝜃𝑣 ⊆ 𝜙, либо 𝜃𝐵 ⊆ 𝜙, где элемент 𝑣 и подунар 𝐵
унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяют условиям случаев 2) и 3) соответственно. Учитывая атомарность
𝜙, отсюда и из лемм 1, 5 имеем 𝜙 = 𝜃𝑣, либо 𝜙 = 𝜃𝐵. 2

Следствие 2. Пусть алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима. Тогда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет
не более одного узлового элемента.

Подпрямо неразложимые алгебры в классе алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩
Лемма 7. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар без кручения. Алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо нераз-

ложима тогда и только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет единственный узловой элемент, либо
операция 𝑓 инъективна.

Доказательство. Необходимость. Пусть операция 𝑓 не инъективна на 𝐴 и ⟨𝐴, 𝑓⟩ либо
имеет более одного узлового элемента, либо не содержит узловых элементов. В первом случае
по следствию 2 алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не является подпрямо неразложимой. Предположим, что ⟨𝐴, 𝑓⟩
не содержит узловых элементов. Поскольку 𝑓 не инъективна, то 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) для некоторых
различных 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. По предположению, 𝑓(𝑎) ∈ {𝑎, 𝑏}, то есть, какой-то из элементов 𝑎, 𝑏
является неподвижным, что противоречит условию.

Достаточность. Если 𝑓 инъективна на 𝐴, то по теореме 9 [20] алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ проста.
Если же ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет единственный узловой элемент 𝑣, то из теоремы 9 [20], теоремы 2 и
отсутствия периодических элементов в ⟨𝐴, 𝑓⟩ следует, что 𝜃𝑣 — единственный атом Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.
Тогда, по следствию 1, ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима. 2

Лемма 8. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар, содержащий собственный подунар 𝐵 ∼= 𝐶0
ℎ,

ℎ > 1. Алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет
единственный узловой элемент.
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Доказательство. По теореме 9 [20] алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не проста. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет един-
ственный узловой элемент 𝑣. Поскольку ℎ > 1, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ не содержит неподвижных элемен-
тов. Отсюда, по теореме 2 единственным атомом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является 𝜃𝑣. Обратно,
поскольку подунар 𝐵 — собственный и ℎ > 1, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет узловой элемент, а его един-
ственность вытекает из следствия 2. 2

Лемма 9. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — неодноэлементный корень с неподвижным элементом 𝑎. Ал-
гебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ — корень без нетри-
виальных узлов.

Доказательство. Необходимость. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ не изоморфен корню без нетривиальных
узлов. Тогда он имеет узловой элемент 𝑣 ̸= 𝑎. Отсюда, |𝐴| > 3 и 𝑡(𝐴) > 2. Тогда найдется
такой элемент 𝑏 ∈ 𝐴, что 𝑎 = 𝑓(𝑏). Обозначим 𝐵 = {𝑎, 𝑏}. Поскольку множество 𝐵 замкнуто
относительно операции 𝑓 и |𝐴| > 3, то 𝐵 — собственный подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Если элемент
𝑎 не узловой, то подунар 𝐵 удовлетворяет условиям леммы 5 и значит, 𝜃𝐵 — атом решетки
Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. По теореме 2 конгруэнция 𝜃𝑣 также является атомом. Так как 𝜃𝑣 ̸= 𝜃𝐵, то по
следствию 1 алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не является подпрямо неразложимой. Если же элемент 𝑎 узловой,
то утверждение вытекает из следствия 2.

Достаточность. Пусть 𝑎 — узловой элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. По условию, он единственен.
Если 𝑡(𝐴) = 1, то по теореме 9 [20] алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ проста, а значит, и подпрямо неразложима.
Если 𝑡(𝐴) > 1, то по теореме 2 конгруэнция 𝜃𝑎 — неединичный атом. В силу связности унар
⟨𝐴, 𝑓⟩ не содержит подунаров, удовлетворяющих условиям леммы 5. Тогда 𝜃𝑎 — единственный
атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.

Пусть теперь унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ не содержит узловых элементов. Тогда он изоморфен 𝐶𝑡1 для
некоторого 𝑡 ∈ N∪{∞} и, следовательно, содержит подунар𝐵 ∼= 𝐶1

1 . Если𝐵 = 𝐴, то по теореме
9 [20] алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ проста. Если же 𝐵 — собственный подунар в ⟨𝐴, 𝑓⟩, то 𝑓(𝑥) ̸= 𝑎 для всех
𝑥 ∈ 𝐴 ∖𝐵, то есть, 𝐵 удовлетворяет условиям леммы 5. Так как унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный, то он
не содержит других таких подунаров. Отсюда 𝜃𝐵 — единственный атом решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩.
2

Теорема 3. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной
по правилу (1). Алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда унар
⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет одному из следующих условий:
1) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар с инъективной операцией;
2) ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {∞};
3) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар, имеющий единственный узловой элемент, который
является циклическим;
4) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар без кручения, имеющий единственный узловой элемент;
5) ⟨𝐴, 𝑓⟩ является суммой одной компоненты связности вида 2)–4) и произвольного числа
компонент вида 1).

Доказательство. Достаточность. В случае 1) утверждение следует из теоремы 9 [20].
Для случаев 2), 3) и 4) оно вытекает из лемм 9, 8 и 7 соответственно. В случае 5) оно следует
из лемм 7–9 и леммы 11.8 [23].

Необходимость. По следствию 2 достаточно рассмотреть случай, когда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет
не более одного узлового элемента. Положим сначала, что он имеет единственный узловой
элемент 𝑣. Тогда ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен унарам из пунктов 1), 2) условия теоремы. Если ⟨𝐴, 𝑓⟩
— связный, то по леммам 7–9 достаточно рассмотреть случай, когда он имеет неподвижный
элемент 𝑎, не совпадающий с 𝑣. В этом случае элемент 𝑎 не является узловым и 𝑎 = 𝑓(𝑏)
для некоторого 𝑏 ∈ 𝐴. Обозначим подунар {𝑎, 𝑏} через 𝐵. По теореме 2, отношения 𝜃𝑣 и 𝜃𝐵
являются несовпадающими атомами решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, что противоречит следствию 1.
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Если ⟨𝐴, 𝑓⟩ несвязен, то его можно разложить в сумму компоненты𝐷, содержащей элемент
𝑣, и подунара 𝐸. Предположим, что подунар𝐷 неизоморфен ни одному из унаров, перечислен-
ных в пунктах 2)–4) условия теоремы, или операция 𝑓 на подунаре 𝐸 не инъективна. В первом
из этих случаев, как и выше, Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ содержит более одного атома, то есть, по следствию
1, ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не является подпрямо неразложимой. Во втором случае найдутся такие различ-
ные элементы 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸, что 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). В силу отсутствия в подунаре 𝐸 узловых элементов,
получаем, что 𝑓(𝑎) ∈ {𝑎, 𝑏}. Таким образом, унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит собственный подунар 𝐵,
изоморфный 𝐶1

1 и удовлетворяющий условиям леммы 5. Поскольку 𝑣 /∈ 𝐸, то 𝜃𝑣 ̸= 𝜃𝐵, откуда
⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ снова не будет подпрямо неразложимой.

Пусть теперь унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ не содержит узловых элементов. В этом случае любая его ком-
понента связности либо изоморфна 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {∞}, либо операция 𝑓 на ней инъективна.
Если ⟨𝐴, 𝑓⟩ неизоморфен унарам из условия теоремы, то он имеет более одной компоненты
связности, изоморфной 𝐶𝑡1. Тогда из леммы 5 вытекает, что Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет более одного
атома. 2

Лемма 10. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с неинъективным оператором 𝑓 . Тогда решеточное
объединение всех атомов Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ совпадает с конгруэнцией 𝜎1.

Доказательство. Если алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ проста, то по теореме 9 [20], унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ изомор-
фен корню глубины 1. Тогда, по лемме 1 [24], 𝜎1 = ▽𝐴.

Пусть теперь ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не проста. Обозначим через {𝜙𝑗 |𝑗 ∈ 𝐽} совокупность всех атомов
решетки Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, а через 𝜋 — решеточное объединение всех ее атомов.

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎1. Тогда 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Если 𝑓(𝑥) /∈ {𝑥, 𝑦}, то 𝑓(𝑥) — узловой
элемент, откуда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜃𝑓(𝑥). По теореме 2, 𝜃𝑓(𝑥) — атом, следовательно, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜋. Если же
𝑓(𝑥) ∈ {𝑥, 𝑦}, то без ограничения общности положим 𝑓(𝑥) = 𝑥. Если элемент 𝑥 — узловой,
то рассуждения аналогичны приведенным выше. В ином случае {𝑥, 𝑦} является подунаром,
удовлетворяющим условию леммы 5. Тогда 𝜃{𝑥,𝑦} — атом, и (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜃{𝑥,𝑦} влечет (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜋.

Пусть теперь(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜋. Тогда найдется такое 𝑘 ∈ N, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜙𝑗1 ∘ 𝜙𝑗2 ∘ . . . ∘ 𝜙𝑗𝑘 , где
𝑗𝑖 ∈ 𝐽 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Отсюда 𝑥𝜙𝑗1𝑧1, 𝑧1𝜙𝑗2𝑧2, . . . , 𝑧𝑘−1𝜙𝑗𝑘𝑦 для некоторых 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘−1 ∈ 𝐴.
Так как ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ не проста, то из теоремы 2 следует, что для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 и любого атома 𝜙𝑗 ,
𝑗 ∈ 𝐽 условие 𝑎𝜙𝑗𝑏 влечет 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). Отсюда, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦), и значит, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎1. 2

Следствие 3. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — неодноэлементная алгебра с оператором 𝑓 и операци-
ей 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной по правилу (1). Решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является точечной тогда и
только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет одному из следующих условий:
1) операция 𝑓 инъективна на 𝐴;
2) унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит такой элемент 𝑎, что 𝑓(𝑥) = 𝑎 для любого 𝑥 ∈ 𝐴.

Доказательство. Достаточность следует из теоремы 9 [20]. Докажем необходимость
утверждения.

Пусть Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — точечная решетка и операция 𝑓 не инъективна на 𝐴. Поскольку
|𝐴| > 1, то ▽𝐴 ̸= △𝐴. Отсюда, ▽𝐴 является решеточным объединением некоторого множества
атомов Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. Тогда, по лемме 10, ▽𝐴 ⊆ 𝜎1, откуда ▽𝐴 = 𝜎1. Отсюда по лемме 1 [24]
получаем, что унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является корнем глубины 1, то есть на ⟨𝐴, 𝑓⟩ выполняется условие
2) теоремы. 2
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7. Ésik, Z. & Imreh, B. 1981, “Subdirectly irreducible commutative automata“, Acta Cybernetica,
vol. 5, no. 3, pp. 251–260.

8. Chajda, I. & Länger, H. 2016, “Subdirectly irreducible commutative multiplicatively idempotent
semirings“, Algebra Universalis, vol. 76, pp. 327–337. DOI: 10.1007/s00012-016-0403-2

9. Kozhukhov, I. B. & Haliullina, A.R. 2015, “A characterization of subdirectly irreducible acts“,
Prikladnaya diskretnaya matematika, vol. 1, pp. 5–16 (Russian).

10. Berman, J. 1972, “On the congruence lattices of unary algebras“, Proceedings of the American
Mathematical Society, vol. 36, pp. 34–38. DOI: 10.1090/S0002-9939-1972-0309833-6

11. Loi, N. V. & Wiegandt, R. 2005, “Subdirect irreducibility of algebras and acts with an additional
unary operation“, Miskolc Mathematical Notes, vol. 6, no. 2, pp. 217–224.

12. Usoltsev, V. L. 2005, “On subdirectly irreducible unars with Mal’tsev operation“, Izvestiya
Volgogradskokgo gosudarstvennogo pedagogicheskogo universiteta. Seriya "Estestvennye i fiziko-
matematicheskie nauki", vol. 4, pp. 17–24 (Russian).



270 В. Л. Усольцев

13. Szendrei, A. 1986, “Clones in universal algebra“, Les presses de l’Université de Montréal,
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