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Аннотация

В статье рассматриваются вопросы трансцендентности и алгебраической независимо-
сти, формулируются и доказываются теоремы для некоторых элементов прямых произ-
ведений 𝑝-адических полей. Пусть Q𝑝 — пополнение Q по 𝑝-адической норме, поле Ω𝑝 —
пополнение алгебраического замыкания Q𝑝, 𝑔 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 — произведение различных про-
стых чисел, а пополнение Q по 𝑔-адической псевдонорме это кольцо Q𝑔, иными словами
Q𝑝1
⊕. . .⊕Q𝑝𝑛

. Рассматривается кольцо Ω𝑔
∼= Ω𝑝1⊕. . .⊕Ω𝑝𝑛 , содержащее Q𝑔 в качестве под-

кольца. Вопросы о трансцендентности и алгебраической независимости над Q𝑔 элементов
Ω𝑔 привели к результатам полученным в статье. При соблюдении некоторых условий мож-

но делать соответствующие выводы не только для чисел вида 𝛼 =
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , где 𝑎𝑘 ∈ Z𝑔, а

неотрицательные рациональные числа 𝑟𝑘 образуют возрастающую и стремящуюся к +∞
при 𝑗 → +∞ последовательность. Но и для чисел вида 𝑓(𝛼), где 𝑓(𝑧) =

∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]].

Кроме того, пусть ̂︀Q ∼= ∏︀
𝑝
Q𝑝 — кольцо полиадических чисел, тогда, рассматривая эле-

менты кольца ̂︀Ω =
∏︀
𝑝

Ω𝑝, можно делать аналогичные выводы для чисел вида 𝑓(𝛼), где

𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]], 𝛼 =

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , 𝑎𝑘 ∈ Z𝑔, 𝑔 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, . . .).

Ключевые слова: 𝑝-адические числа, 𝑔-адические числа, полиадические числа, транс-
цендентность, алгебраическая независимость.
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Abstract
The article takes a look at transcendence and algebraic independence problems, introduces

statements and proofs of theorems for some kinds of elements from direct product of 𝑝-adic fields
and polynomial estimation theorem. Let Q𝑝 be the 𝑝-adic completion of Q, Ω𝑝 be the completion
of the algebraic closure of Q𝑝, 𝑔 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 be a composition of separate prime numbers, Q𝑔

be the 𝑔-adic completion of Q, in other words Q𝑝1
⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛

. The ring Ω𝑔
∼= Ω𝑝1

⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛
, a

subringQ𝑔, transcendence and algebraic independence overQ𝑔 are under consideration. Here are

appropriate theorems for numbers not only like 𝛼 =
∞∑︀
𝑗=0

𝑎𝑗𝑔
𝑟𝑗 where 𝑎𝑗 ∈ Z𝑔, and non-negative

rationals 𝑟𝑗 increase strictly unbounded. But, for numbers 𝑓(𝛼), where 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]].

Furthermore, let ̂︀Q ∼= ∏︀
𝑝
Q𝑝 be the ring of polyadic numbers, then, the article takes a look at

̂︀Ω =
∏︀
𝑝

Ω𝑝, there are similar results for numbers like 𝑓(𝛼), where 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]],

𝛼 =
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , 𝑎𝑘 ∈ Z𝑔, 𝑔 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, . . .).
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Введение

Используются следующие обозначения: 𝑝 — простое число, Z𝑝 — кольцо целых 𝑝-адических
чисел, |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 — 𝑝-адическая норма; Q𝑝 — поле 𝑝-адических чисел, это пополнение поля
рациональных чисел по 𝑝-адической норме; Ω𝑝, оно же C𝑝 — пополнение алгебраического
замыкания Q𝑝; 𝐾[𝑥] — кольцо многочленов с коэффициентами из кольца 𝐾, например Q𝑝[𝑥],
𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] — кольцо многочленов от 𝑚 переменных над кольцом 𝐾.

Для 𝑔-адических чисел используются следующие обозначения: 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произве-
дение различных простых чисел, Z𝑔 — кольцо целых 𝑔-адических чисел, |𝑥|𝑔 — 𝑔-адическая
псевдонорма; Q𝑔 — кольцо 𝑔-адических чисел, пополнение множества рациональных чисел по
𝑔-адической псевдонорме; построено кольцо Ω𝑔 — расширение кольца Q𝑔, Ω𝑔

∼= Ω𝑝1⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛 .
Для полиадических чисел используются следующие обозначения: все простые числа про-

нумерованы 𝑝1 = 2, 𝑝2 = 3, 𝑝3 = 5, . . .; ̂︀Z =
∏︀
𝑝
Z𝑝 — кольцо целых полиадических чисел;

̂︀Q =
∏︀
𝑝
Q𝑝, ̂︀Ω =

∏︀
𝑝

Ω𝑝.
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Основные понятия и определения

Определение 1. Обозначим Φ : Q𝑔 → Q𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Q𝑝𝑛 — прямой изоморфизм колец, а
Ψ : Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛 → Q𝑔 — обратный.

Замечание 1. Описание изоморфизма Q𝑔 ∼= Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛 см. в [22], с. 59.

Утверждение 1. Множество Ω𝑝1⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛 — кольцо, которое содержит кольцо Q𝑝1⊕
. . .⊕Q𝑝𝑛 в качестве подкольца.

Содержание этого утверждения очевидно.

Замечание 2. Пространство Q𝑔 представляет из себя множество {Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)}, где
(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) пробегает множество Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛.

Теперь мы построим пространство Ω𝑔. В силу предыдущего замечания, мы можем допол-
нить множество Q𝑔 недостающими элементами и обозначить их Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), где (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
пробегает множество Ω𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Ω𝑝𝑛 . Более того, продолжение изоморфизма Ψ, которое мы
построим, будет отображать элементы (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) в Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), поэтому совпадение обо-
значений не приведет к конфликту.

Определение 2. Пусть Ω𝑔 = {Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)}, где (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) пробегает Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛.
Алгебраическую структуру заимствуем из кольца Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛.

Утверждение 2. Кольцо Ω𝑔 содержит Q𝑔 в качестве подкольца. Существует про-
должение изоморфизма Ψ : Ω𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Ω𝑝𝑛 → Ω𝑔 и продолжение обратного изоморфизма
Φ : Ω𝑔 → Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛.

Доказательство. В силу замечания 2 и определения 2, очевидно, что кольцо Ω𝑔 содержит
Q𝑔 в качестве подкольца. Продолжение изоморфизма Ψ определим следующим образом, пусть
Ψ отображает элемент (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) в Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛). Такое отображение будет изоморфизмом в
силу определения 2. Изоморфизм Φ продолжим, как обратный к Ψ.

Замечание 3. Далее, нет смысла упоминать названия изоморфизмов, они будут опуще-
ны, поскольку обозначения не вызывают разночтений. Если 𝛼 ∈ Ω𝑔, то 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛),
где 𝛽𝑘 ∈ Ω𝑝𝑘 . Аналогично, если 𝛼 ∈ Q𝑔, то 𝛽𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 , если 𝛼 ∈ Z𝑔, то 𝛽𝑘 ∈ Z𝑝𝑘 . Любой
многочлен 𝐺 ∈ Q𝑔[𝑥] можно представить в виде

𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛), где 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥]

и вычислить по формуле

𝐺(𝛼) = (𝑃1(𝛽1), 𝑃2(𝛽2), . . . , 𝑃𝑛(𝛽𝑛)), где 𝛼 ∈ Ω𝑔, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛).

Аналогично, если 𝐺 ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚], то 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑚].

Определение 3. Обозначим ̂︀Z =
∏︀
𝑝
Z𝑝 — кольцо целых полиадических чисел, ̂︀Q =

∏︀
𝑝
Q𝑝,̂︀Ω =

∏︀
𝑝

Ω𝑝.

Замечание 4. Кольцо ̂︀Q ⊃ ̂︀Z содержит в себе кольцо целых полиадических чисел в ка-
честве подкольца, а кольцо ̂︀Ω ⊃ ̂︀Q содержит в себе кольцо ̂︀Q в качестве подкольца.
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Замечание 5. Если 𝛼 ∈ ̂︀Ω, то 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, . . .), где 𝛽𝑘 ∈ Ω𝑝𝑘 . Аналогично, если
𝛼 ∈ ̂︀Q, то 𝛽𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 , если 𝛼 ∈ ̂︀Z, то 𝛽𝑘 ∈ Z𝑝𝑘 . Любой многочлен 𝐺 ∈ ̂︀Q[𝑥] можно представить
в виде

𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .), где 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥]

и вычислить по формуле

𝐺(𝛼) = (𝑃1(𝛽1), 𝑃2(𝛽2), . . . , 𝑃𝑛(𝛽𝑛), . . .), где 𝛼 ∈ ̂︀Ω, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, . . .).

Аналогично, если 𝐺 ∈ ̂︀Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚], то 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑚].

Определение 4. Обозначим 𝑈𝑝 := {𝛽 ∈ Q𝑝 : |𝛽|𝑝 = 1}.

Определение 5. Обозначим Z*𝑔 := {𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛) ∈ Z𝑔 : ∀𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝛽𝑘 ̸= 0}.
Обозначим ̂︀Z* := {𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, . . .) ∈ ̂︀Z : ∀𝑘 ∈ N, 𝛽𝑘 ̸= 0}.

Хотелось бы ввести обозначение 𝐴∖̂︀0, которое бы исключало из множества 𝐴, являющегося
прямым произведением, все такие элементы, что хотя бы одна из компонент тождественно
равна нулю, иными словами, исключить нули и делители нуля. Это обозначение представим
в следующем виде.

Определение 6. Z𝑔∖̂︀0 := Z*𝑔, ̂︀Z∖̂︀0 := ̂︀Z*, Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 := {𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥] : ∀𝑘 ∈
{1, . . . , 𝑛}, 𝑃𝑘 ̸≡ 0}, ̂︀Q[𝑥]∖̂︀0 := {𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥] : ∀𝑘 ∈ N, 𝑃𝑘 ̸≡ 0} и так далее.

Замечание 6. Следующие определения раскрывают смысл глобального соотношения, ко-
торое говорит о наличии соответствующего соотношения для каждой компоненты.

Определение 7. Пусть 𝛼 ∈ Ω𝑔, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛). Будем называть 𝛼 глобально
трансцендентным над Q𝑔 элементом Ω𝑔, если для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена
𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝛽𝑘) ̸= 0.

Определение 8. Пусть 𝛼𝑖 ∈ Ω𝑔, 𝛼𝑖 = (𝛽𝑖,1, 𝛽𝑖,2, . . . , 𝛽𝑖,𝑛), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Будем назы-
вать 𝛼𝑖 глобально алгебраически независимыми над Q𝑔 элементами Ω𝑔, если для любого
𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется нера-
венство 𝑃𝑘(𝛽1,𝑘, . . . , 𝛽𝑚,𝑘) ̸= 0.

Определение 9. Пусть 𝛼 ∈ ̂︀Ω, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛, . . .). Будем называть 𝛼 глобально
трансцендентным над ̂︀Q элементом ̂︀Ω, если для любого 𝑘 ∈ N и любого многочлена 𝐺 =
(𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝛽𝑘) ̸= 0.

Определение 10. Пусть 𝛼𝑖 ∈ ̂︀Ω, 𝛼𝑖 = (𝛽𝑖,1, 𝛽𝑖,2, . . . , 𝛽𝑖,𝑛, . . .), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Будем на-
зывать 𝛼𝑖 глобально алгебраически независимыми над ̂︀Q элементами ̂︀Ω, если для любого
𝑘 ∈ N и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется неравен-
ство 𝑃𝑘(𝛽1,𝑘, . . . , 𝛽𝑚,𝑘) ̸= 0.

Определение 11. Степенной ряд 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]], 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛), будем назы-

вать глобально трансцендентным над Q𝑔, если для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена
𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝑓𝑘) ̸≡ 0.

Определение 12. Степенные ряды 𝑓𝑖(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑖,𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]], 𝑓𝑖 = (𝑓𝑖,1, . . . , 𝑓𝑖,𝑛),

𝑖 = 1, . . . ,𝑚, будем называть глобально алгебраически независимыми над Q𝑔, если для лю-
бого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется
неравенство 𝑃𝑘(𝑓1,𝑘, . . . , 𝑓𝑚,𝑘) ̸≡ 0.
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Определение 13. Степенной ряд 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]], 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, . . .), будем

называть глобально трансцендентным над ̂︀Q, если для любого 𝑘 ∈ N и любого многочлена
𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝑓𝑘) ̸≡ 0.

Определение 14. Степенные ряды 𝑓𝑖(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑖,𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]], 𝑓𝑖 = (𝑓𝑖,1, . . . , 𝑓𝑖,𝑛, . . .), 𝑖 =

1, . . . ,𝑚, будем называть глобально алгебраически независимыми над ̂︀Q, если для любого 𝑘 ∈
N и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется неравенство
𝑃𝑘(𝑓1,𝑘, . . . , 𝑓𝑚,𝑘) ̸≡ 0.

Формулировки теорем и сведение доказательств и рассуждений
к 𝑝-адическому случаю

Лемма 1. Пусть
1) числа 𝑟𝑘 и 𝑠𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . являются неотрицательными и рациональными, 𝑟1, 𝑟2, . . .
образуют возрастающую и стремящуюся к +∞ последовательность;
2) существует бесконечное множество номеров 𝑗 таких, что число 𝑟𝑗+1 не является ли-
нейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑗 и чисел 𝑠𝑘;
3) числа 𝑟′𝑘 такие, что разность 𝑟′𝑘 − 𝑟𝑘 является неотрицательным целым числом, анало-
гично для 𝑠′𝑘 − 𝑠𝑘;
4) неубывающая последовательность 𝑡𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . является упорядоченной 𝑟′𝑘.

Тогда существует бесконечное множество номеров 𝑗 таких, что число 𝑡𝑗+1 не является
линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑗 и чисел 𝑠′𝑘.

Замечание 7. Последовательность 𝑟′𝑘 стремится к +∞, поэтому неубывающая 𝑡𝑘 су-
ществует, а четвертый пункт условия является корректным.

Доказательство. Предположим противное, тогда множество подходящих номеров ко-
нечно. Пусть номер 𝑛0 последний из таких, что число 𝑡𝑛0 не является линейной комбинацией
с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0−1 и чисел 𝑠′𝑘. Если нет ни одного подходящего
номера, пусть 𝑛0 = 1. Поскольку 𝑡𝑛0+1 является линейной комбинацией с целыми коэффициен-
тами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0 и чисел 𝑠′𝑘. Получается, что 𝑡𝑛0+2, как линейная комбинация с целыми
коэффициентами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0+1 и чисел 𝑠′𝑘, является линейной комбинацией с целыми
коэффициентами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0 и чисел 𝑠′𝑘. Таким образом, каждое следующее число в по-
следовательности 𝑡𝑚, при 𝑚 > 𝑛0, является линейной комбинацией с целыми коэффициентами
чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0 и чисел 𝑠′𝑘.

Получается, что существует лишь конечное множество из чисел 𝑡𝑘 таких, что их нельзя
представить линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛0 и чисел 𝑠′𝑘.
Поскольку в распоряжении есть число 1, нету разницы в том, использовать ли числа 𝑡𝑘, 𝑠

′
𝑘

или числа 𝑟𝑘, 𝑠𝑘, существование линейной комбинации от этого не зависит. Значит, существует
лишь конечное множество из чисел 𝑟𝑘 таких, что их нельзя представить линейной комбинацией
с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑠𝑘 и фиксированного конечного подмножества чисел 𝑟𝑘.
Но это, очевидно, противоречит второму условию леммы.

Теорема 1. Пусть 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛,

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]],

∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]]∖̂︀0,
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𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ Ω𝑔, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ Z*𝑔, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇;
3) не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым числом.

Тогда элементы 𝑓(𝛼𝜇) представляют собой глобально алгебраически независимые над Q𝑔
элементы Ω𝑔.

Доказательство. Предположим противное, тогда числа 𝑓(𝛼1), . . . , 𝑓(𝛼𝑚) не являют-
ся глобально алгебраически независимыми над Q𝑔 элементами Ω𝑔 при некотором 𝑚 > 1.
При 𝑚 = 1 подразумеваем, что число 𝑓(𝛼1) не является глобально трансцендентным над
Q𝑔 элементом Ω𝑔. Следовательно, считая 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛), 𝛼𝜇 = (𝛼𝜇,1, . . . , 𝛼𝜇,𝑛), 𝑓(𝛼𝜇) =
(𝑓1(𝛼𝜇,1), . . . , 𝑓𝑛(𝛼𝜇,𝑛)), существуют 𝑡 ∈ N, 1 6 𝑡 6 𝑛, и 𝐺 = (𝐺1, . . . , 𝐺𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . ,
𝑥𝑚]∖̂︀0 такие, что 𝐺𝑡(𝑓𝑡(𝛼1,𝑡), . . . , 𝑓𝑡(𝛼𝑚,𝑡)) = 0. Значит, числа 𝑓𝑡(𝛼𝜇,𝑡) представляют собой ал-
гебраически зависимые над Q𝑝𝑡 элементы Ω𝑝𝑡 . Пусть 𝑎𝑘,𝜇 = (𝑎𝑘,𝜇,1, . . . , 𝑎𝑘,𝜇,𝑛), тогда

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇,𝑡𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , где 𝑎𝑘,𝜇,𝑡 ∈ Z𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Поскольку 𝑎𝑘,𝜇 ∈ Z*𝑔, воспользуемся тем, что 𝑝𝑡 = (𝑝𝑡/𝑔)𝑔, (𝑝𝑡/𝑔) ∈ 𝑈𝑝𝑡 и освободим коэффи-
циенты от целых степеней 𝑝𝑡,

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑔
𝑟′𝑘,𝜇 , где 𝑎′𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Воспользуемся леммой 1 и упорядочим числа 𝑟′𝑘,𝜇 отдельно для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, получим

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑔
𝑡𝑘,𝜇 , где 𝑎′𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Поскольку не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым чис-
лом, значит, для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 неотрицательные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют
возрастающую и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность, и существует бес-
конечное множество номеров 𝑘 таких, что число 𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с
целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇. Таким
образом доказательство сводится к следующему 𝑝-адическому случаю.

Теорема 2. Пусть

𝑓𝑡(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝑡𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]],

где 𝑐𝑗,𝑡 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 ∈ N,

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑔
𝑡𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇,𝑡 ∈ Ω𝑝𝑡 , 𝑎

′
𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.
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Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и
чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓𝑡(𝛼𝜇,𝑡) представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝𝑡 элемен-
ты Ω𝑝𝑡 .

Доказательство будет проведено позднее, в более удобных обозначениях.

Теорема 3. Пусть 𝑔 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .),

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]],

∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]]∖̂︀0,

𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ ̂︀Ω, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ ̂︀Z*, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇;
3) не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым числом.

Тогда элементы 𝑓(𝛼𝜇) представляют собой глобально алгебраически независимые над ̂︀Q
элементы ̂︀Ω.

Доказательство повторяет предыдущее, тем не менее, есть некоторые отличия, которые
полезно представить в явном виде. Предположим противное, тогда числа 𝑓(𝛼1), . . . , 𝑓(𝛼𝑚) не
являются глобально алгебраически независимыми над ̂︀Q элементами ̂︀Ω при некотором 𝑚 > 1.
При 𝑚 = 1 подразумеваем, что число 𝑓(𝛼1) не является глобально трансцендентным над ̂︀Q
элементом ̂︀Ω. Следовательно, считая 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, . . .), 𝛼𝜇 = (𝛼𝜇,1, . . . , 𝛼𝜇,𝑛, . . .), 𝑓(𝛼𝜇) =

(𝑓1(𝛼𝜇,1), . . . , 𝑓𝑛(𝛼𝜇,𝑛), . . .), существуют 𝑡 ∈ N и 𝐺 = (𝐺1, . . . , 𝐺𝑛, . . .) ∈ ̂︀Q[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 такие,
что 𝐺𝑡(𝑓𝑡(𝛼1,𝑡), . . . , 𝑓𝑡(𝛼𝑚,𝑡)) = 0. Значит, числа 𝑓𝑡(𝛼𝜇,𝑡) представляют собой алгебраически
зависимые над Q𝑝𝑡 элементы Ω𝑝𝑡 . Пусть 𝑎𝑘,𝜇 = (𝑎𝑘,𝜇,1, . . . , 𝑎𝑘,𝜇,𝑛, . . .), тогда

𝛼𝜇,𝑡 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇,𝑡𝑝
𝑟𝑘,𝜇
𝑡 , где 𝑎𝑘,𝜇,𝑡 ∈ Z𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Поскольку 𝑎𝑘,𝜇 ∈ Z*𝑔, освободим коэффициенты от целых степеней 𝑝𝑡,

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑝
𝑟′𝑘,𝜇
𝑡 , где 𝑎′𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Воспользуемся леммой 1 и упорядочим числа 𝑟′𝑘,𝜇 отдельно для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, получим

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑝
𝑡𝑘,𝜇
𝑡 , где 𝑎′𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.
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Поскольку не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым чис-
лом, значит, для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 неотрицательные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют
возрастающую и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность, и существует бес-
конечное множество номеров 𝑘 таких, что число 𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с
целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇. Таким
образом доказательство сводится к 𝑝-адическому случаю, который можно сформулировать
следующим образом.

Теорема 4. Пусть

𝑓𝑡(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝑡𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]],

где 𝑐𝑗,𝑡 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 ∈ N,

𝛼𝜇,𝑡 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑝
𝑡𝑘,𝜇
𝑡 , 𝛼𝜇,𝑡 ∈ Ω𝑝𝑡 , 𝑎

′
𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и
чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓𝑡(𝛼𝜇,𝑡) представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝𝑡 элемен-
ты Ω𝑝𝑡 .

Доказательство. Это теорема 2, при 𝑔 = 𝑝𝑡.

Теорема 5. Пусть 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛, функции

𝑓𝜆(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]], 𝜆 = 1, . . . , 𝑙,

являются глобально алгебраически независимыми над Q𝑔.

𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ Ω𝑔, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ Z*𝑔, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇, 𝜇′ = 1, . . . ,𝑚;
3) не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым числом.

Тогда элементы 𝑓𝜆(𝛼𝜇) представляют собой глобально алгебраически независимые над Q𝑔
элементы Ω𝑔.

Доказательство. Повторяя ход рассуждений, использовавшихся для теоремы 1, пред-
положим существование алгебраической зависимости

𝐺𝑡(𝑓1,𝑡(𝛼1,𝑡), . . . , 𝑓1,𝑡(𝛼𝑚,𝑡); . . . ; 𝑓𝑙,𝑡(𝛼1,𝑡), . . . , 𝑓𝑙,𝑡(𝛼𝑚,𝑡)) = 0,

и сведем к следующему 𝑝-адическому случаю.



244 А. С. Самсонов

Теорема 6. Пусть

𝑓𝜆,𝑡(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆,𝑡𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]], 𝜆 = 1, . . . , 𝑙,

являются алгебраически независимыми над Q𝑝,

𝛼𝜇,𝑡 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑔
𝑡𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇,𝑡 ∈ Ω𝑝𝑡 , 𝑎

′
𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и
чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓𝜆,𝑡(𝛼𝜇,𝑡), где индексы пробегают значения 𝜆 = 1, . . . , 𝑙, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚,
представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝𝑡 элементы Ω𝑝𝑡 .

Доказательство будет проведено позднее, в более удобных обозначениях.

Теорема 7. Пусть 𝑔 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .), функции

𝑓𝜆(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆𝑧
𝑗 ∈ ̂︀Z[[𝑧]], 𝜆 = 1, . . . , 𝑙,

являются глобально алгебраически независимыми над ̂︀Q.

𝛼𝜇 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ ̂︀Ω, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ ̂︀Z*, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇, 𝜇′ = 1, . . . ,𝑚;
3) не существует номеров 𝑘, 𝑘′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑘,𝜇 − 𝑟𝑘′,𝜇 является целым числом.

Тогда элементы 𝑓𝜆(𝛼𝜇) представляют собой глобально алгебраически независимые над ̂︀Q
элементы ̂︀Ω.

Доказательство. Повторяя ход рассуждений, использовавшихся для теорем 3 и 5, учи-
тывая отличия, сведем к 𝑝-адическому случаю, который можно сформулировать следующим
образом.

Теорема 8. Пусть

𝑓𝜆,𝑡(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆,𝑡𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]], 𝜆 = 1, . . . , 𝑙,

являются алгебраически независимыми над Q𝑝,

𝛼𝜇,𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎′𝑘,𝜇,𝑡𝑝
𝑡𝑘,𝜇
𝑡 , 𝛼𝜇,𝑡 ∈ Ω𝑝𝑡 , 𝑎

′
𝑘,𝜇,𝑡 ∈ 𝑈𝑝𝑡 , 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.
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Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑡𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑡𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑡1,𝜇, . . . , 𝑡𝑘,𝜇 и
чисел 𝑡𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓𝜆,𝑡(𝛼𝜇,𝑡), где индексы пробегают значения 𝜆 = 1, . . . , 𝑙, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚,
представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝𝑡 элементы Ω𝑝𝑡.

Доказательство. Это теорема 6, при 𝑔 = 𝑝𝑡.

Завершение доказательств, разбор 𝑝-адических случаев

Для начала сформулируем в удобных обозначениях теоремы 2 и 6, которые осталось до-
казать.

Теорема 9. Пусть 𝑔 = 𝑝1, . . . , 𝑝𝜈 — произведение различных простых чисел, 𝜈 > 1,
простое число 𝑝 является одним из членов этого произведения,

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]],

где 𝑐𝑗 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 ∈ N,

𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ Ω𝑝, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ 𝑈𝑝, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓(𝛼𝜇) представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝 элементы
Ω𝑝.

Замечание 8. Условие 𝑐𝑗 ̸= 0 подразумевает, что степенной ряд 𝑓(𝑧), рассматриваемый
как функция, отличается от константы. Положительность 𝑟𝑘,𝜇 обеспечивает сходимость
при вычислении значений 𝑓(𝛼𝜇).

Теорема 10. Пусть 𝑔 = 𝑝1, . . . , 𝑝𝜈 — произведение различных простых чисел, 𝜈 > 1,
простое число 𝑝 является одним из членов этого произведения, функции

𝑓𝜆(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]], 𝜆 = 1, . . . , 𝑙,

являются алгебраически независимыми над Q𝑝,

𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ Ω𝑝, 𝑎𝑘,𝜇 ∈ 𝑈𝑝, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.
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Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑘,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число
𝑟𝑘+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑘,𝜇 и
чисел 𝑟𝑘′,𝜇′ при любых 𝑘′ и 𝜇′ ̸= 𝜇.

Тогда элементы 𝑓𝜆(𝛼𝜇) представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝 элементы
Ω𝑝.

Лемма 2. Пусть 𝐿|𝐾 расширение некоторого поля 𝐾, степенные ряды 𝑓1, . . . , 𝑓𝑙 ∈ 𝐾[[𝑧]]
являются алгебраически независимыми над 𝐿, тогда и только тогда, когда они являются
алгебраически независимыми над 𝐾.

Доказательство этого факта, по сути, но в частном случае, приведено у Шидловского
[23], лемма 2 на 91 с. Очевидно, что из алгебраической независимости над 𝐿, следует алгеб-
раическая независимость над 𝐾, остается показать, что при наличии алгебраической зави-
симости 𝑃 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑙) = 0, над 𝐿, существует многочлен 𝑃 * с коэффициентами из 𝐾 такой,
что 𝑃 *(𝑓1, . . . , 𝑓𝑙) = 0. Для этого, считая коэффициенты многочлена 𝑃 неопределенными пе-
ременными, вычисляя и приравнивая к нулю коэффициенты перед степенями 𝑧, составим
систему из счетного числа линейных однородных уравнений с коэффициентами из поля 𝐾.
Из этой системы можно выбрать минимальную линейно независимую подсистему, и она имеет
нетривиальное решение, в силу существования 𝑃 . Поскольку система однородная, то можно
выбрать решение из поля 𝐾, так мы получим коэффициенты многочлена 𝑃 *.

Лемма 3. Пусть степенной ряд

𝜙(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]]

такой, что 𝑑𝑗 ̸= 0 для некоторого 𝑗 ∈ N,

𝛼 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , 𝛼 ∈ Ω𝑝, 𝑎𝑘 ∈ 𝑈𝑝.

Пусть
1) положительные рациональные числа 𝑟𝑘 образуют возрастающую и стремящуюся к +∞
при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) существует бесконечное множество номеров 𝑘 таких, что число 𝑟𝑘+1 не является ли-
нейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘.

Тогда из 𝜙′(𝛼) ̸= 0 следует 𝜙(𝛼) ̸= 0.

Замечание 9. Есть некоторые очевидные соображения, но на них стоит обратить вни-
мание, поскольку они неоднократно будут использоваться. Можно вычислить формальную
производную

𝜙(𝑖)(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=𝑖

𝑗 . . . (𝑗 − 𝑖+ 1)𝑑𝑗𝑧
𝑗−𝑖.

Поскольку ⃒⃒⃒⃒
𝑗!

𝑖!(𝑗 − 𝑖)!
𝑑𝑗𝛼

𝑗−𝑖
⃒⃒⃒⃒
𝑝

=
⃒⃒⃒
(𝑗𝑖 )𝑑𝑗𝛼

𝑗−𝑖
⃒⃒⃒
𝑝
6 |𝛼|𝑗−𝑖𝑝

и |𝛼|𝑝 < 1, значит

ord𝑝
𝜙(𝑖)(𝛼)

𝑖!
> 0,

это помогает увидеть сходимость рядов там, где она может быть не сразу очевидна.
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Доказательство. Предположим противное, пусть 𝜙′(𝛼) ̸= 0, но 𝜙(𝛼) = 0. Положим

𝛼(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 .

Тогда ord𝑝(𝛼
(𝑛) − 𝛼) = 𝑟𝑛+1, поскольку 𝜙(𝛼) = 0, получим

𝜙(𝛼(𝑛)) = 𝜙(𝛼+ (𝛼(𝑛) − 𝛼)) = 𝜙′(𝛼)(𝛼(𝑛) − 𝛼) +
𝜙′′(𝛼)

2!
(𝛼(𝑛) − 𝛼)2 + . . .

Для достаточно больших 𝑛

ord𝑝 𝜙(𝛼(𝑛)) = ord𝑝(𝜙
′(𝛼)(𝛼(𝑛) − 𝛼)) = ord𝑝 𝜙

′(𝛼) + 𝑟𝑛+1.

Из этого равенства мы и получим противоречие, представляя ord𝑝 𝜙
′(𝛼(𝑛)), ord𝑝 𝜙(𝛼), а значит

и 𝑟𝑛+1 в виде линейных комбинаций чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛.
Во-первых, число

𝜙′(𝛼) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑗𝑑𝑗

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘

)︃𝑗−1
отлично от нуля. Как конечная линейная комбинация, ord𝑝 𝜙

′(𝛼) = 𝑢 + 𝑢1𝑟1 + . . . + 𝑢ℎ𝑟ℎ, где
𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢ℎ — неотрицательные целые числа. Значит, достаточно выбрать 𝑛 > ℎ.

Во-вторых, каждое слагаемое из

𝜙(𝛼(𝑛)) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘

)︃𝑗
имеет порядок, являющийся линейной комбинацией чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 с неотрицательными
коэффициентами.

Таким образом, для любого достаточно большого 𝑛, число 𝑟𝑛+1 представляет собой линей-
ную комбинацию чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 с целыми коэффициентами, что противоречит условиям
леммы.

Лемма 4. Пусть

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]],

где 𝑐𝑗 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 ∈ N,

𝛼 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , 𝛼 ∈ Ω𝑝, 𝑎𝑘 ∈ 𝑈𝑝.

Тогда 𝑓 ′(𝛼) ̸= 0.

Доказательство. Пусть натуральное число 𝑞 минимальное из тех, что 𝑓 (𝑞)(𝛼) ̸= 0, в
силу условий для 𝑓 такое 𝑞 должно существовать, в противном случае

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝛼) + 𝑓 ′(𝛼)(𝑧 − 𝛼) + . . . = 𝑓(𝛼).

Предположим, что 𝑞 > 1, определим

𝜙(𝑧) = 𝑓 (𝑞−1)(𝑧) ∈ Z𝑝[[𝑧]],

значит 𝜙(𝛼) = 0 и 𝜙′(𝛼) ̸= 0, но это противоречит лемме 3. Таким образом, 𝑞 = 1, 𝑓 ′(𝛼) ̸= 0.
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Замечание 10. Мы показали, что при обращении в нуль всех производных в некоторой
точке, ряд состоит только из первого слагаемого — константы.

Утверждение 3. Пусть 𝑓1, . . . , 𝑓𝑙 имеют вид

𝑓𝜆(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗,𝜆𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]]

и являются алгебраически независимыми над Q𝑝,

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , 𝛼 ∈ Ω𝑝, 𝑎𝑘 ∈ 𝑈𝑝.

Тогда 𝑓1(𝛼), . . . , 𝑓𝑙(𝛼) являются алгебраически независимыми над Q𝑝.

Доказательство. Пусть 𝑃 ∈ Z𝑝[𝑋1, . . . , 𝑋𝑙] отличный от константы, определим 𝜙(𝑧) =
𝑃 (𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑙(𝑧)). Тогда,

𝜙(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑝[[𝑧]],

и достаточно показать, что 𝜙(𝛼) ̸= 0. Очевидно, существует такое 𝑞 ∈ N, что 𝜙(𝑞)(𝛼) ̸= 0,
поскольку 𝜙′(𝛼) = 𝜙′′(𝛼) = . . . = 0 означало бы, что 𝜙 является константой, 𝜙(𝑧) = 𝑑0,

𝑃 (𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑙(𝑧)) = 𝑑0,

это противоречит алгебраической независимости 𝑓1, . . . , 𝑓𝑙 над Q𝑝.
Рассмотрим функцию 𝜙(𝑞−1)(𝑧), которая не может быть константой, а благодаря лемме

3 можно утверждать, что 𝜙(𝑞−1)(𝛼) ̸= 0. Если 𝑞 = 1, тогда 𝜙(𝛼) ̸= 0, что эквивалентно
𝑃 (𝑓1(𝛼), . . . , 𝑓𝑙(𝛼)) ̸= 0. Если 𝑞 > 1, повторим рассуждение и рассмотрим отличную от кон-
станты функцию 𝜙(𝑞−2)(𝑧), причем 𝜙(𝑞−2)(𝛼) ̸= 0, и так далее, пока не получится, что 𝜙(𝛼) ̸= 0,
а это и требовалось доказать.

Замечание 11. Следующие две леммы нужны для доказательства теоремы 10, они
немного обобщают и повторяют то, что уже было сказано.

Лемма 5. Пусть 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 удовлетворяют условиям теоремы 9.
Для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, пусть

𝜙𝜇(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗,𝜇𝑧
𝑗 ,

где все 𝑑𝑗,𝜇 ∈ Z𝑝[[𝛼1, . . . , 𝛼𝜇−1, 𝛼𝜇+1, . . . , 𝛼𝑚]], причем 𝑑𝑗,𝜇 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 = 𝑗(𝜇) ∈ N.
Тогда из 𝜙′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0 следует 𝜙𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0.

Доказательство. Предположим противное, тогда 𝜙′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0, но 𝜙𝜇(𝛼𝜇) = 0 для неко-
торого 𝜇 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Определяя 𝛼(𝑛)

𝜇 как n-ую частичную сумму

𝛼(𝑛)
𝜇 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 ,

ряда для 𝛼𝜇 в теореме 9, получаем

𝜙(𝛼(𝑛)
𝜇 ) = 𝜙′𝜇(𝛼𝜇)(𝛼(𝑛)

𝜇 − 𝛼𝜇) +
𝜙′′𝜇(𝛼𝜇)

2!
(𝛼(𝑛)

𝜇 − 𝛼𝜇)2 + . . .
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Поскольку 𝜙′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0, значит порядок вхождения 𝑝 в правую часть равенства равен
ord𝑝(𝜙

′
𝜇(𝛼𝜇)(𝛼

(𝑛)
𝜇 − 𝛼𝜇)) для каждого достаточно большого 𝑛 > 𝑛𝜇, значит

ord𝑝 𝜙𝜇(𝛼(𝑛)
𝜇 ) = ord𝑝 𝜙

′
𝜇(𝛼𝜇) + 𝑟𝑛+1,𝜇. (1)

Для оценки ord𝑝 𝜙
′
𝜇(𝛼𝜇) заметим, что

𝜙′𝜇(𝛼𝜇) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑗𝑑𝑗,𝜇𝛼
𝑗−1
𝜇

𝑑𝑗,𝜇 ∈ Z𝑝[[𝛼1, . . . , 𝛼𝜇−1, 𝛼𝜇+1, . . . , 𝛼𝑚]].

Определение для 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 в теореме 9 дает понять, что 𝜙′𝜇(𝛼𝜇) это сумма произведений
элемента из 𝑈𝑝 и рациональной степени 𝑔, которая получается как конечная линейная комби-
нация с целыми неотрицательными коэффициентами чисел 1 и 𝑟𝑘,𝜇, где 𝑘 ∈ N, 𝜇 ∈ {1, . . . ,𝑚}.
Тут надо заметить, что избавиться от натуральных степеней 𝑝 в коэффициентах действи-
тельно возможно, поскольку 𝑝 = (𝑝/𝑔)𝑔, где 𝑝/𝑔 ∈ 𝑈𝑝. Таким образом ord𝑝 𝜙

′
𝜇(𝛼𝜇) является

некоторой линейной комбинацией, которую можно зафиксировать. Обозначим 𝑘𝜇 самый боль-
шой из таких первых индексов 𝑘, что 𝑟𝑘,𝑣 появляется для некоторого 𝑣 ∈ {1, . . . ,𝑚} с целым
положительным коэффициентом в зафиксированной линейной комбинации.

Аналогичное рассмотрение и оценка значения ord𝑝 𝜙𝜇(𝛼
(𝑛)
𝜇 ) позволяет сказать, что это зна-

чение является конечной линейной комбинацией с целыми неотрицательным коэффициентами
чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑛,𝜇 и 𝑟𝑘,𝜇′ , где 𝜇′ ∈ {1, . . . , 𝜇−1, 𝜇+1, . . . ,𝑚}. Учитывая равенство (1), получа-
ется, что для каждого достаточно большого 𝑛 > max{𝑛𝜇, 𝑘𝜇}, число 𝑟𝑛+1,𝜇 является конечной
линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑛,𝜇 и некоторых 𝑟𝑘,𝜇′ , где
𝜇′ ̸= 𝜇. Но это противоречит предположению об элементах 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚.

Лемма 6. Для 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 и 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚 соответствующих условиям леммы 5,

𝜙′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0

для 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Доказательство. Для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует минимальное 𝑞𝜇 ∈ N такое, что
𝜙
(𝑞𝜇)
𝜇 (𝛼𝜇) ̸= 0. Если 𝑞𝜇 = 1, доказано. При 𝑞𝜇 > 1 рассмотрим функцию

𝜓𝜇(𝑧) = 𝜙
(𝑞𝜇−1)
𝜇 (𝑧) ∈ Z𝑝[[𝛼1, . . . , 𝛼𝜇−1, 𝛼𝜇+1, . . . , 𝛼𝑚]],

которая удовлетворяет условиям леммы 5. Если 𝜓′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0, получается 𝜓𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0, значит
𝜙
(𝑞𝜇−1)
𝜇 (𝛼𝜇) ̸= 0, что противоречит выбору 𝑞𝜇, значит 𝑞𝜇 = 1.

Далее докажем теорему 9 индукцией по 𝑚. Начнем с 𝑚 = 1, напишем 𝛼 = 𝛼1 =
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , как в лемме 3. Положим 𝛾 = 𝑓(𝛼), и пусть 𝑃 ∈ Z𝑝[𝑋] является многочленом ми-

нимальной степени таким, что 𝑃 (𝛾) = 0, предполагая противное, а именно, что 𝛾 является
алгебраическим над Q𝑝. Как и в доказательстве леммы 3, пусть 𝛼(𝑛) обозначает 𝑛-ую частич-
ную сумму ряда для 𝛼, положим 𝛾(𝑛) = 𝑓(𝛼(𝑛)).

Далее мы должны исследовать разницу 𝛾(𝑛) − 𝛾. Очевидно,

𝛾(𝑛) − 𝛾 = 𝑓(𝛼(𝑛))− 𝑓(𝛼) = 𝑓 ′(𝛼)(𝛼(𝑛) − 𝛼) +
𝑓 ′′(𝛼)

2!
(𝛼(𝑛) − 𝛼)2 + . . . ,

где, как мы знаем благодаря лемме 4, 𝑓 ′(𝛼) ̸= 0. Таким образом,

ord𝑝(𝛾
(𝑛) − 𝛾) = ord𝑝 𝑓

′(𝛼) + ord𝑝(𝛼
(𝑛) − 𝛼) (2)
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для любого достаточно большого 𝑛.
В силу выбора 𝑃

𝑃 (𝛾(𝑛)) = 𝑃 ′(𝛾)(𝛾(𝑛) − 𝛾) +
𝑃 ′′(𝛾)

2!
(𝛾(𝑛) − 𝛾)2 + . . . = 𝑃 ′(𝛾)(𝛾(𝑛) − 𝛾) + 𝑃 *(𝛾(𝑛) − 𝛾), (3)

где ряд 𝑃 *(𝑋) =
∞∑︀
𝑖=2

(𝑃 (𝑖)(𝛾)/𝑖!)𝑋𝑖 ∈ C𝑝[[𝑋]] и ord𝑝(𝑃
(𝑖)(𝛾)/𝑖!) > 0. Для достаточно больших

𝑛 порядок правой части равенства (3) равен ord𝑝(𝑃
′(𝛾)(𝛾(𝑛) − 𝛾)), учитывая равенство (2) и

𝑃 ′(𝛾) ̸= 0, получается

ord𝑝 𝑃 (𝛾(𝑛)) = ord𝑝 𝑃
′(𝛾) + ord𝑝 𝑓

′(𝛼) + ord𝑝(𝛼
(𝑛) − 𝛼) (4)

для любого достаточно большого 𝑛.
Теперь попытаемся получить желаемое противоречие из равенства (4). Как и в доказа-

тельстве леммы 3, существует такое ℎ ∈ N, что

ord𝑝 𝑓
′(𝛼) = 𝑢+ 𝑢1𝑟1 + . . .+ 𝑢ℎ𝑟ℎ, ord𝑝 𝑃

′(𝛾) = 𝑣 + 𝑣1𝑟1 + . . .+ 𝑣ℎ𝑟ℎ,

где 𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢ℎ, 𝑣, 𝑣1, . . . , 𝑣ℎ ∈ N0. Очевидно, что ord𝑝(𝛼
(𝑛) − 𝛼) = 𝑟𝑛+1. Также, посмотрим на

ord𝑝 𝑃 (𝛾(𝑛)). Считая 𝑒0, . . . , 𝑒𝐽 ∈ Z𝑝 это коэффициентами 𝑃 , получим

𝑃 (𝛾(𝑛)) =
𝐽∑︁
𝑖=0

𝑒𝑖𝑓(𝛼(𝑛))𝑖 =
𝐽∑︁
𝑖=0

𝑒𝑖

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘

)︃𝑗⎞⎠𝑖

.

Следовательно, ord𝑝 𝑃 (𝛾(𝑛)) является линейной комбинацией чисел 1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 с неотрица-
тельным целыми коэффициентами. Как можно заключить из равенства (4), для любого до-
статочно большого числа 𝑛 > ℎ, число 𝑟𝑛+1 представляется линейной комбинацией чисел
1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 с целыми коэффициентами, что противоречит условию теоремы 9.

Для осуществления шага индукции, определим

𝛾𝜇 = 𝑓(𝛼𝜇), 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Мы предполагаем, что 𝑚 > 1, а элементы 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚 являются алгебраически зависимы-
ми над Q𝑝, но любые 𝑚 − 1 элементов являются алгебраически независимыми. Пусть 𝑃 ∈
Z𝑝[𝑋1, . . . , 𝑋𝑚] это отличный от константы многочлен минимальной степени по совокупности
переменных такой, что

𝑃 (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) = 0. (5)

Согласно предположению индукции, 𝑃 зависит от каждой переменной 𝑋𝜇 и

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) ̸= 0, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, (6)

в силу минимальности 𝑃 . Тогда, из равенства (5)

𝑃 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) =
𝑚∑︁
𝜇=1

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)(𝑋𝜇 − 𝛾𝜇) + 𝑃 *(𝑋1 − 𝛾1, . . . , 𝑋𝑚 − 𝛾𝑚), (7)

где каждый моном полинома 𝑃 *, выраженный через 𝑋1 − 𝛾1, . . . , 𝑋𝑚 − 𝛾𝑚, имеет степень не
ниже двух и коэффициент неотрицательного порядка.
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Определим

𝛼(𝑛)
𝜇 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , 𝐴(𝑛)

𝜇 = 𝛼(𝑛)
𝜇 − 𝛼𝜇 = −

∑︁
𝑘>𝑛

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇 , (8)

и
𝛾(𝑛)𝜇 = 𝑓(𝛼(𝑛)

𝜇 ), (9)

тогда

𝛾(𝑛)𝜇 − 𝛾𝜇 =
∞∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)(𝛼𝜇)

𝑖!
(𝐴(𝑛)

𝜇 )𝑖. (10)

Для некоторых 𝑛1, . . . , 𝑛𝑚 ∈ N0, значения которых мы планируем уточнить позже, можно
заключить из (7) и (10), что

𝑃 (𝛾
(𝑛1)
1 , . . . , 𝛾(𝑛𝑚)

𝑚 ) =
𝑚∑︁
𝜇=1

𝑓 ′(𝛼𝜇)
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇 +

+

𝑚∑︁
𝜇=1

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)

∞∑︁
𝑖=2

𝑓 (𝑖)(𝛼𝜇)

𝑖!
(𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇 )𝑖 + 𝑃 *(𝛾

(𝑛1)
1 − 𝛾1, . . . , 𝛾(𝑛𝑚)

𝑚 − 𝛾𝑚). (11)

Из (6) и леммы 4 получаем

𝐵𝜇 = 𝑓 ′(𝛼𝜇)
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) ̸= 0, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚,

и определяя 𝑏𝜇 = ord𝑝𝐵𝜇, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, не умаляя общности, можно предположить, что

𝑏1 > . . . > 𝑏𝑚. (12)

Поскольку

𝑓 ′(𝛼𝜇) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑗𝑐𝑗𝛼
𝑗−1
𝜇 =

∞∑︁
𝑗=1

𝑗𝑐𝑗

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇

)︃𝑗−1
,

𝑝-адические порядки членов, которые не были взаимно уничтожены в правой части равенства,
являются конечными линейными комбинациями с целыми неотрицательными коэффициента-
ми чисел 1, 𝑟1,𝜇, 𝑟2,𝜇, . . .. Аналогично для членов в правой части равенства

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) =

∑︁
𝑒𝜇(𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)𝑓(𝛼1)

𝑖1 . . . 𝑓(𝛼𝑚)𝑖𝑚 , 𝑒𝜇(. . .) ∈ Z𝑝,

где сумма распространяется на конечное число комбинаций (𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ N𝑚0 и имеет порядки,
которые являются конечными линейными комбинациями с целыми неотрицательными коэф-
фициентами чисел 1 и всех 𝑟𝑘,𝑣, где 𝑘 ∈ N, 𝑣 = 1, . . . ,𝑚. Поэтому, можно утверждать, что
каждое 𝑏𝜇 является конечной линейной комбинацией с целыми неотрицательными коэффи-
циентами чисел 1 и всех 𝑟𝑘,𝑣. Для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, можно зафиксировать подобную
линейную комбинацию для 𝑏𝜇 и среди всех 𝑘 ∈ N выбрать максимальное значение из таких,
что хотя бы одно из чисел 𝑟𝑘,𝑣 встречается хотя бы в одной из 𝑚 упомянутых линейных
комбинаций, пусть 𝑛0 будет этим максимальным.

Теперь выберем 𝑛1 > 𝑛0 согласно следующим условиям:

𝑟𝑛1+1,1 > 𝑏1, (13){︃
𝑟𝑛1+1,1 не является конечной линейной комбинацией с целыми коэффициентами
чисел 1, 𝑟1,1, . . . , 𝑟𝑛1,1, и чисел 𝑟𝑘,𝜇′ , где 𝜇′ ∈ {2, . . . ,𝑚}.

(14)
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Наконец, зафиксируем такие 𝑛2, . . . , 𝑛𝑚 ∈ N0, что

𝑏1 + 𝑟𝑛1+1,1 < . . . < 𝑏𝑚 + 𝑟𝑛𝑚+1,𝑚, (15)

учитывая неравенство (12),
𝑟𝑛1+1,1 < . . . < 𝑟𝑛𝑚+1,𝑚. (16)

Поскольку ord𝑝𝐴
(𝑛𝜇)
𝜇 = 𝑟𝑛𝜇+1,𝜇, то для достаточно больших 𝑛𝜇, учитывая равенства (8), пред-

положения о последовательностях 𝑟 и неравенство (15), можно получить

ord𝑝

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝜇=1

𝑓 ′(𝛼𝜇)
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇

⎞⎠ = 𝑏1 + 𝑟𝑛1+1,1. (17)

Остается изучить порядки второго и третьего выражений из правой части равенства (11).
Понятно, что для любых 𝑖 > 2, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 получается

ord𝑝

(︃
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜇
(𝛾1, . . . , 𝛾𝑚)

𝑓 (𝑖)(𝛼𝜇)

𝑖!
(𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇 )𝑖

)︃
> 2𝑟𝑛𝑖+1,1 > 𝑏1 + 𝑟𝑛1+1,1,

в силу неравенств (13) и (16). Как уже отмечалось, степени мономов для выражения
𝑃 *(𝛾

(𝑛1)
1 −𝛾1, . . . , 𝛾(𝑛𝑚)

𝑚 −𝛾𝑚) не ниже двух, значит порядки не меньше, чем 2𝑟𝑛1+1,1>𝑏1+𝑟𝑛1+1,1.
Тогда, вместе с напоминанием о равенстве (17), можно заключить, что 𝑃 (𝛾

(𝑛1)
1 , . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
𝑚 ) не

обнуляется, поскольку
ord𝑝 𝑃 (𝛾

(𝑛1)
1 , . . . , 𝛾(𝑛𝑚)

𝑚 ) = 𝑏1 + 𝑟𝑛1+1,1. (18)

С другой стороны, из равенств (8) и (9) видно, что

𝛾(𝑛)𝜇 = 𝑓(𝛼(𝑛)
𝜇 ) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝜇𝑔
𝑟𝑘,𝜇

)︃𝑗
,

таким образом, можно вычислить ord𝑝 𝑃 (𝛾
(𝑛1)
1 , . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
𝑚 ) как линейную комбинацию с целыми

неотрицательными коэффициентами чисел 1, 𝑟1,1, . . . , 𝑟𝑛1,1, . . . , 𝑟1,𝑚, . . . , 𝑟𝑛𝑚,𝑚. Однако, учиты-
вая равенство (18), получаем искомое противоречие с условиями 𝑛1 > 𝑛0 и (14). Теорема 9
доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 10. Также, рассуждение индукцией по 𝑚. Ба-
за индукции, при 𝑚 = 1, уже была доказана в утверждении 3, теперь необходимо осуще-
ствить переход. Предположим, что 𝑚 > 1, теорема уже доказана для каждого подмножества
{𝛼1, . . . , 𝛼𝜇−1, 𝛼𝜇+1, . . . , 𝛼𝑚}, а требуется провести доказательство для {𝛼1, . . . , 𝛼𝑚}. Предпо-
ложим противное, а именно, пусть 𝑙 · 𝑚 чисел 𝑓𝜆(𝛼𝜇), 𝜆 = 1, . . . , 𝑙, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, являются
алгебраически зависимыми над Q𝑝. Пусть отличный от константы многочлен

𝑃 ∈ Z𝑝[𝑋] = 𝑍𝑝[𝑋1,1, . . . , 𝑋1,𝑚; . . . ;𝑋𝑙,1, . . . , 𝑋𝑙,𝑚] (19)

такой, что
𝑃 (𝛾) = 𝑃 (𝛾1,1, . . . , 𝛾1,𝑚; . . . ; 𝛾𝑙,1, . . . , 𝛾𝑙,𝑚) = 0, (20)

где 𝛾𝜆,𝜇 = 𝑓𝜆(𝛼𝜇). В силу предположения индукции, не может произойти такого, что для
некоторого 𝜇, многочлен 𝑃 не зависит от набора переменных (𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇).

Из соотношений (19) и (20) получается, что

𝑃 (𝑋) =
𝑚∑︁
𝜇=1

𝑙∑︁
𝜆=1

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜆,𝜇
(𝛾)(𝑋𝜆,𝜇 − 𝛾𝜆,𝜇) + 𝑃 *(𝑋 − 𝛾), (21)
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где каждый моном полинома 𝑃 *, состоит из произведения разностей вида 𝑋𝜆,𝜇 − 𝛾𝜆,𝜇, имеет
степень не меньше двух и коэффициент неотрицательного порядка.

Пусть 𝛼(𝑛)
𝜇 и 𝐴(𝑛)

𝜇 определены согласно соотношениям (8), а 𝛾(𝑛)𝜆,𝜇 = 𝑓𝜆(𝛼
(𝑛)
𝜇 ). Перед тем, как

подставить в соотношение (21) вместо переменных 𝑋𝜆,𝜇 значения 𝛾(𝑛)𝜆,𝜇, сделаем предваритель-
ные вычисления:

𝛾
(𝑛)
𝜆,𝜇 − 𝛾𝜆,𝜇 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑓
(𝑖)
𝜆 (𝛼𝜇)

𝑖!
(𝐴(𝑛)

𝜇 )𝑖 = 𝑓 ′𝜆(𝛼𝜇)𝐴(𝑛)
𝜇 +

∑︁
𝑖>2

. . . (22)

Считая, что 𝑛 зависит от 𝜇, будем записывать 𝑛𝜇, из (21) и (22) получаем:

𝑃 (𝛾
(𝑛1)
1,1 , . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
1,𝑚 ; . . . ; 𝛾

(𝑛1)
𝑙,1 , . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
𝑙,𝑚 ) =

=
𝑚∑︁
𝜇=1

𝑙∑︁
𝜆=1

𝑓 ′𝜆(𝛼𝜇)
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜆,𝜇
(𝛾)𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇 +

∑︁
𝜇

∑︁
𝜆

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜆,𝜇
(𝛾)
∑︁
𝑖>2

𝑓
(𝑖)
𝜆 (𝛼𝜇)

𝑖!
(𝐴

(𝑛𝜇)
𝜇 )𝑖+

+ 𝑃 *(𝛾
(𝑛1)
1,1 − 𝛾1,1, . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
1,𝑚 − 𝛾1,𝑚; . . . ; 𝛾

(𝑛1)
𝑙,1 − 𝛾𝑙,1, . . . , 𝛾

(𝑛𝑚)
𝑙,𝑚 − 𝛾𝑙,𝑚) (23)

Теперь докажем, что для каждого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, сумма

𝐵*𝜇 =

𝑙∑︁
𝜆=1

𝑓 ′𝜆(𝛼𝜇)
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝜆,𝜇
(𝛾)

не обнуляется. Рассмотрим многочлен

𝑄𝜇(𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇) = 𝑃 (𝛾1,1, . . . , 𝑋1,𝜇, . . . , 𝛾1,𝑚; . . . ; 𝛾𝑙,1, . . . , 𝑋𝑙,𝜇, . . . , 𝛾𝑙,𝑚), (24)

тут, если посмотреть на равенство (20), 𝑋𝜆,𝜇 заменяет 𝛾𝜆,𝜇 для каждого 𝜆 = 1, . . . , 𝑙. Покажем,
что 𝑄𝜇(𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇) ̸≡ 0. В противном случае наличие решения 𝑃 (𝛾) = 0 говорит о том,
что значения переменных 𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇 можно изменить любым образом и получить новое
решение. Понятно, что существует набор значений 𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇 ∈ Z𝑝, при котором 𝑃 (𝑋) ̸≡ 0,
иначе очевидно, что многочлен не зависит от остальных переменных, а это противоречит
предположению индукции. С другой стороны, подставляя такой набор значений 𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇

в многочлен 𝑃 , получится новый многочлен, который зависит лишь от оставшихся перемен-
ных и его существование противоречит предположению индукции. Значит, 𝑄𝜇(𝑋1,𝜇, . . . , 𝑋𝑙,𝜇)
отличный от константы многочлен с коэффициентами из

Z𝑝[𝛾1,1, . . . , 𝛾1,𝜇−1, 𝛾1,𝜇+1, . . . , 𝛾1,𝑚; . . . ; 𝛾𝑙,1, . . . , 𝛾𝑙,𝜇−1, 𝛾𝑙,𝜇+1, . . . , 𝛾𝑙,𝑚].

Поскольку функции 𝑓1, . . . , 𝑓𝑙 являются алгебраически независимыми над Q𝑝, в силу лем-
мы 2, функции являются алгебраически независимыми над C𝑝, значит каждая функция

𝜙𝜇(𝑧) = 𝑄𝜇(𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑙(𝑧)), 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 (25)

отлична от константы. Учитывая равенство (24), получаем:

𝜙′𝜇(𝛼𝜇) =
𝑙∑︁

𝜆=1

𝑓 ′𝜆(𝛼𝜇)
𝜕𝑄𝜇
𝜕𝑋𝜆,𝜇

(𝛾1,𝜇, . . . , 𝛾𝑙,𝜇) = 𝐵*𝜇. (26)

С другой стороны, функции 𝜙𝜇(𝑧), заданные соотношением (25), представляются степенными
рядами, как в лемме 5, значит, благодаря лемме 6, мы знаем, что 𝜙′𝜇(𝛼𝜇) ̸= 0, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚, а
в силу (26), 𝐵*𝜇 ̸= 0.
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Определим 𝑏*𝜇 = ord𝑝𝐵
*
𝜇, не умаляя общности

𝑏*1 > . . . > 𝑏*𝑚.

Опять же, каждое из 𝑏*𝜇 представляет конечную линейную комбинацию с целыми неотрица-
тельными коэффициентами чисел 1 и 𝑟𝑘,𝑣. При каждом 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 зафиксируем линейную
комбинацию для 𝑏*𝜇. Далее, используя 𝑏*𝜇 вместо 𝑏𝜇, повторим ход рассуждения для теоремы
9, выберем новые 𝑛1, . . . , 𝑛𝑚, достаточно большие, чтобы

ord𝑝

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝜇=1

𝐵*𝜇𝐴
(𝑛𝜇)
𝜇

⎞⎠ = 𝑏*1 + 𝑟𝑛1+1,1.

И так же, как при доказательстве теоремы 9, получаем противоречие, поскольку в силу выбора
чисел 𝑛𝜇, возвращаясь к равенству (23), порядок правой части равен 𝑏*1 + 𝑟𝑛1+1,1 и представ-
ляется недопустимой линейной комбинацией, которая получается при вычислении порядка в
левой части равенства.

Заключение

Данная статья, как исследование, продолжает некоторые работы П. Бундшу и В.Г. Чир-
ского. Доказанные теоремы обобщают некоторые результаты из [5], [6] в том смысле, что для
частного случая 𝑔 = 𝑝 уже были доказаны в соответствующих формулировках.
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