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Аннотация

В экстремальных задачах теории приближения функций важную роль играют точные
неравенства, содержащие оценки величины наилучшего полиномиального приближения
посредством усредненных значений модулей непрерывности высших порядков производ-
ных функций. В настоящей работе приводится неравенство типа А.А. Лигуна – двух-
сторонняя оценка наилучших весовых приближений аналитических в единичном круге
функций из пространства Бергмана 𝐵2,𝛾 . Полученные неравенства позволяют установить
новые связи между конструктивными и структурными свойствами функций а также для
соответствующих классов функций дают оценку сверху поперечников. Вычислены точные
значения бернштейновских, колмогоровских, гельфандовских, линейных и проекционных
𝑛-поперечников классов аналитических в единичном круге функций, задаваемых усред-
ненными с положительным весом модулями непрерывности высших порядков производных
функций в пространстве 𝐵2,𝛾 .
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Abstract
In extremal problems of the theory of approximation of functions an important role is played

be exact inequalities of the value of the best polynomial approximation by means of averaged
values of the modules of continuity of higher orders of the derived functions. In this paper
we present an inequality of type Ligun-two-sided estimate for the best weighted approximate
analytic functions in the unit disc from the Bergman space 𝐵2,𝛾 . The resulting inequalities
allow us to establish new connections between the constructive and structural properties of the
functions and for the corresponding classes of functions give an estimate from the top of the
widths. The exact values of Bernstein, Kolmogorov, Gelfand, linear and projection n-widths of
classes of analytic functions in unit discs defined by modules of continuity of higher orders of
the derived functions in the space 𝐵2,𝛾 averaged with positive weight are calculated.
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Введение

К настоящему времени задаче, связанной с нахождением точных констант в неравенствах
типа Джексона–Стечкина для функций одной действительной переменной, посвящено значи-
тельное множество работ (см., например, работы [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] и литературу в них).

Используя вопросы наилучшего приближения функций тригонометрическими полинома-
ми М.Ш. Шабозов и Г.А. Юсупов обобщили результаты А.А.Лигуна [3], полученные для 2𝜋
периодических функций. Ими было доказано, что если 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ 2, 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛,
𝜙(𝑡) ≥ 0, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, то справедливы неравенства

1

𝐴𝑟,𝑚𝑛,ℎ,𝑝(𝜙)
≤ sup

𝑓∈𝐿(𝑟)
2

𝑓(𝑟) ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐸𝑛(𝑓)2⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝜔𝑝𝑚

(︁
𝑓 (𝑟), 𝑡

)︁
2
𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝
≤ 1

inf
𝑛≤𝑘<+∞

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝜙)
, (1)

где

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝜙) = 2𝑚/2

⎛⎝𝑘𝑟𝑝 ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

,



Неравенства типа Джексона — Стечкина и поперечники классов функций . . . 137

и

𝜔𝑚

(︁
𝑓 (𝑟), 𝛿

)︁
= sup
|𝑡|≤𝛿

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑚𝑓
(𝑟)(𝑥+ 𝑘𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦

– модуль непрерывности 𝑚-го порядка производной 𝑓 (𝑟)(𝑥) ∈ 𝐿(𝑟)
2 .

В настоящей работе мы распространяем неравенства (1) на случай аналитических в еди-
ничном круге функций 𝑓(𝑧), принадлежащих весовому пространству Бергмана 𝐵𝑞,𝛾 , где
1 ≤ 𝑞 ≤ ∞, 𝛾 = 𝛾(|𝑧|) > 0 (см. [8]).

Пусть N – множество натуральных чисел, Z+ = N ∪ {0}. Известно, что аналитическая в
единичном круге функция

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 0 ≤ 𝜌 < 1

принадлежит весовому пространству Бергмана 𝐵𝑞,𝛾 , если

‖𝑓‖𝐵𝑞,𝛾 =

⎛⎝ 1

2𝜋

1∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜌𝛾(𝜌)|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|𝑞𝑑𝜌𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞

<∞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞,

где 𝛾(𝜌) ≥ 0 – суммируемая на [0, 1] функция. Множество всех комплексных алгебраических
полиномов степени ≤ 𝑛− 1 обозначим

𝒫𝑛 =

{︃
𝑝𝑛(𝑧) : 𝑝𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 ∈ C

}︃
.

Через
𝐸𝑛(𝑓)𝐵𝑞,𝛾 = inf{‖𝑓 − 𝑝𝑛−1‖𝐵𝑞,𝛾 : 𝑝𝑛−1 ∈ 𝒫𝑛−1}

обозначим наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐵𝑞,𝛾 множеством 𝒫𝑛−1.
Величину 𝜔𝑚(𝑓, 𝑡)𝐵𝑞,𝛾 = sup

{︀
‖Δ𝑚

ℎ (𝑓, ·, ·)‖𝐵𝑞,𝛾 : |ℎ| ≤ 𝑡
}︀

= sup

{︃(︂
1

2𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0
𝜌𝛾(𝜌)|Δ𝑚

ℎ (𝑓 ; 𝜌, 𝑢)|𝑞𝑑𝜌𝑑𝑢
)︂1/𝑞

: |ℎ| ≤ 𝑡

}︃
,

где

Δ𝑚
ℎ (𝑓 ; 𝜌, 𝑢) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑚𝑓
(︁
𝜌𝑒𝑖(𝑢+𝑘ℎ)

)︁
– разность 𝑚-го порядка функции 𝑓

(︀
𝜌𝑒𝑖𝑡
)︀

по аргументу 𝑡 с шагом ℎ, назовем интегральным
модулем непрерывности 𝑚-го порядка.

Для 𝑟 ∈ Z+ обычную производную 𝑟-го порядка функции 𝑓(𝑧) обозначим через 𝑓 (𝑟)(𝑧) =
𝑑𝑟𝑓/𝑑𝑧𝑟 (𝑓 (0)(𝑧) ≡ 𝑓(𝑧)). Всюду далее полагаем

ℬ(𝑟)𝑞,𝛾 =

{︂
𝑓(𝑧) ∈ 𝐵𝑞,𝛾 :

⃦⃦⃦
𝑧𝑟𝑓 (𝑟)

⃦⃦⃦
𝑞,𝛾

<∞
}︂
, 𝑟 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞.

Введем в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑝(𝜙, ℎ) = sup
𝑓∈ℬ(𝑟)2,𝛾

𝑓(𝑟) ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

2𝑚/2𝐸𝑛(𝑓)2,𝛾⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝
, (2)
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где 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 0 < 𝑝 <∞, 𝜙(𝑡) ≥ 0, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛.
Пусть 𝑋 банахово пространство, 𝑆 – единичный шар в 𝑋, N – выпуклое центрально-

симметричное подмножество 𝑋, Λ𝑛 ⊂ 𝑋 – 𝑛-мерное подпространство, Λ𝑛 ⊂ 𝑋 – подпростран-
ство коразмерности 𝑛, ℒ : 𝑋 – непрерывный линейный оператор, ℒ⊥ : 𝑋 → Λ𝑛 – непрерывный
оператор линейного проектирования.

Величины
𝑏𝑛(N, 𝑋) = sup {sup {𝜀 > 0; 𝜀𝑆 ∩ Λ𝑛+1 ⊂ N} : Λ𝑛+1 ⊂ 𝑋} ,

𝑑𝑛(N, 𝑋) = inf {sup {‖𝑓‖𝑋 : 𝑓 ∈ N ∩ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝑋} ,

𝑑𝑛(N, 𝑋) = inf {sup {inf {‖𝑓 − 𝜙‖𝑋 : 𝜙 ∈ Λ𝑛} : 𝑓 ∈ N} : Λ𝑛 ⊂ 𝑋} ,

𝜆𝑛(N, 𝑋) = inf {inf {sup {‖𝑓 − ℒ𝑓‖𝑋 : 𝑓 ∈ N} : ℒ𝑋 ⊂ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝑋} ,

𝜋𝑛(N, 𝑋) = inf
{︁

inf
{︁

sup
{︁
‖𝑓 − ℒ⊥𝑓‖𝑋 : 𝑓 ∈ N

}︁
: ℒ⊥𝑋 ⊂ Λ𝑛

}︁
: Λ𝑛 ⊂ 𝑋

}︁
,

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линейным и
проекционным 𝑛-поперечниками в пространстве 𝑋. Поскольку 𝑋 – гильбертово пространство,
то между перечисленными выше 𝑛-поперечниками выполняются соотношения [9]:

𝑏𝑛(N, 𝑋) ≤ 𝑑𝑛(N, 𝑋) ≤ 𝑑𝑛(N, 𝑋) = 𝜆𝑛(N, 𝑋) = Π𝑛(N, 𝑋). (3)

Также полагаем
ℰ𝑛(N) := sup{𝐸𝑛(𝑓) : 𝑓 ∈ N}.

Пусть Φ(𝑡) (𝑡 ≥ 0) – произвольная возрастающая функция такая, что Φ(0) = 0. Через
𝑊

(𝑟)
𝑚,𝑝(ℎ,Φ), 𝑚, 𝑟 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ 2, обозначим класс функций 𝑓 ∈ ℬ(𝑟)𝑞,𝛾 , для которых при любых

ℎ > 0 выполняется неравенство⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

𝑡𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

≤ Φ(ℎ).

Положим

(1− cos𝑛𝑡)𝑚* =

{︃
(1− cos𝑛𝑡)𝑚, если 𝑛𝑡 < 𝜋,

2𝑚, если 𝑛𝑡 ≥ 𝜋.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 0 < 𝑝 < 2, 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛, 𝜙 – неотрицательная сум-
мируемая на отрезке [0, ℎ] не эквивалентная нулю функция. Тогда справедливы неравенства

{𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)}−1 ≤ 𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑝(𝜙, ℎ) ≤
{︂

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)

}︂−1
, (4)

где

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ) =

⎛⎝𝛼𝑝𝑘,𝑟
ℎ∫︁

0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2 𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

, (5)

𝛼𝑘,𝑟 = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) · . . . · (𝑘 − 𝑟 + 1), 𝑘 > 𝑟.
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Доказательство. Известно [8], что для произвольной аналитической функции 𝑓(𝑧) ∈
ℬ(𝑟)𝑞,𝛾 имеет место соотношение

𝜔2
𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾 = 2𝑚 sup

|𝑢|≤𝑡

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘|2 (1− cos 𝑘𝑢)𝑚

∫︁ 1

0
𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌. (6)

Воспользуемся следующим неравенством [10]

⎛⎝ ℎ∫︁
0

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑓𝑘(𝑡)|2
)︃𝑝/2

𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

≥

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝ ℎ∫︁
0

|𝑓𝑘(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

⎞⎠2/𝑝
⎞⎟⎠

1/2

,

справедливым при 0 < 𝑝 ≤ 2 и любом ℎ ∈ R+. С учетом соотношения (6) имеем

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

≥

⎧⎪⎨⎪⎩
ℎ∫︁

0

⎡⎣2𝑚
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘|2(1− cos 𝑘𝑡)𝑚

1∫︁
0

𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌 [𝜙(𝑡)]2/𝑝

⎤⎦𝑝/2 𝑑𝑡
⎫⎪⎬⎪⎭

1/𝑝

≥ 2𝑚/2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︁
𝑘=𝑛

⎡⎢⎣|𝑐𝑘|𝑝𝛼𝑝𝑘,𝑟
ℎ∫︁

0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌

⎞⎠𝑝/2
⎤⎥⎦
2/𝑝
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

1/2

= 2𝑚/2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘|2

⎡⎢⎣
⎛⎝𝛼𝑝𝑘,𝑟

ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠⎛⎝ 1∫︁
0

𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌

⎞⎠𝑝/2
⎤⎥⎦
2/𝑝
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

1/2

= 2𝑚/2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘|2

⎡⎢⎣(𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ))𝑝

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌

⎞⎠𝑝/2
⎤⎥⎦
2/𝑝
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

1/2

≥ 2𝑚/2 inf
𝑛≤𝑘<∞

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘|2
1∫︁

0

𝜌2𝑘+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌

⎞⎠1/2

= 2𝑚/2 inf
𝑛≤𝑘<∞

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)𝐸𝑛(𝑓)2,𝛾 .

Таким образом,

2𝑚/2𝐸𝑛(𝑓)2,𝛾(︃
ℎ∫︀
0

𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾𝜙(𝑡)𝑑𝑡

)︃1/𝑝
≤
{︂

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)

}︂−1
, (7)



140 М. Р. Лангаршоев

и оценка сверху получена. Чтобы получить оценки снизу в неравенстве (4) введем в рас-
смотрение функцию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ ℬ(𝑟)𝑞,𝛾 . Для этой функции непосредственными вычислениями
получаем

𝐸𝑛(𝑓0)2,𝛾 =

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜌2𝑛+1𝛾(𝜌)𝑑𝜌

⎞⎠1/2

,

𝜔𝑚

(︁
𝑧𝑟𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡

)︁
2,𝛾

= 2𝑚/2𝛼𝑛,𝑟 (1− cos𝑛𝑡)𝑚/2𝐸𝑛(𝑓0)2,𝛾 .

Используя два последних соотношения, будем иметь

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑝(𝜙, ℎ) ≥ 2𝑚/2𝐸𝑛(𝑓0)2,𝛾⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝜔𝑝𝑚

(︁
𝑧𝑟𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡

)︁
2,𝛾
𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

=
1⎛⎝𝛼𝑝𝑛,𝑟 ℎ∫︁

0

(1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝
= {𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)}−1 . (8)

Сравнивая оценку сверху (7) и оценку снизу (8), получаем утверждение теоремы 1.
Отметим, что неравенства типа (4) при 𝑝 = 2 для классов аналитических функций в

пространстве Харди 𝐻𝑝 и классов аналитических функций в пространстве Бергмана 𝐵𝑝 были
получены Г.А. Юсуповым [11] и М.Р. Лангаршоевым [12] соответственно.

Лемма. Пусть весовая функция 𝜙(𝑡) ≥ 0 непрерывно дифференцируемо на отрезке [0, ℎ]
и пусть для всех 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ, 1 ≤ 𝑝 ≤ 2 выполнено неравенство(︃

𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑝

𝑘 − 𝑠
− 1

𝑘

)︃
𝜙(𝑡)− 1

𝑘
𝑡𝜙

′
(𝑡) ≥ 0. (9)

Если
inf

𝑛≤𝑘<∞
𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ) = 𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ),

то
𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑝(𝜙, ℎ) = {𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ)}−1 . (10)

Доказательство. Используя вид величины (5) достаточно показать, что при выполнении
неравенства (9) функция

𝑦(𝑘) = 𝛼𝑝𝑘,𝑟

ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡 (11)

при 𝑘 ≥ 𝑛 является возрастающей. Из соотношения (11) имеем

𝑦
′
(𝑘) = 𝛼𝑝𝑘,𝑟

𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑝

𝑘 − 𝑠

ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡

+𝛼𝑝𝑘,𝑟

ℎ∫︁
0

𝑑

𝑑𝑘
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡. (12)
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Воспользовавшись очевидным тождеством

𝑑

𝑑𝑘
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2 =

𝑡

𝑘
· 𝑑
𝑑𝑡

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2

и методом интегрирования по частям, из равенства (12) в силу (9) получаем

𝑦
′
(𝑘) = 𝛼𝑝𝑘,𝑟

𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑝

𝑘 − 𝑠

ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝜙(𝑡)𝑑𝑡

+𝛼𝑝𝑘,𝑟
1

𝑘

ℎ∫︁
0

[𝑡𝜙(𝑡)]𝑑
[︁
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2

]︁
= 𝛼𝑝𝑘,𝑟

{︃
1

𝑘
ℎ𝜙(ℎ)(1− cos 𝑘ℎ)𝑚𝑝/2

+

ℎ∫︁
0

(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2

[︃(︃
𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑝

𝑘 − 𝑠
− 1

𝑘

)︃
𝜙(𝑡)− 1

𝑘
𝑡𝜙

′
(𝑡)

]︃
𝑑𝑡

}︃
≥ 0.

Отсюда вытекает, что inf {𝑦(𝑘) : 𝑘 ≥ 𝑛} = 𝑦(𝑛). Таким образом

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝑏𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ) = 𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜙;ℎ),

из которого в силу двойного неравенства (4) получаем (10). Лемма доказано. Из доказанной
леммы вытекает следствие.

Следствие 1. Пусть 𝜙(𝑡) ≡ 𝑡, 𝑚, 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+,
2

𝑘

(︃
𝑟−1∑︁
𝑠=0

1

𝑘 − 𝑠

)︃−1
≤ 𝑝 ≤ 2, 0 < ℎ ≤

𝜋/𝑛. Тогда имеет место равенство

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑝(𝑡, ℎ) = {𝑏𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝑡;ℎ)}−1 = 𝛼−1𝑛,𝑟

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑡(1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2𝑑𝑡

⎞⎠−1/𝑝 . (13)

Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 2/𝑟 < 𝑝 ≤ 2 и функция Φ при любых значениях ℎ ∈ R+

удовлетворяет условию

(𝑛ℎ)2Φ𝑝(ℎ)

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡 ≥ 𝜋2Φ𝑝(𝜋/𝑛)

ℎ∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2* 𝑑𝑡. (14)

Тогда справедливо равенство
𝜎𝑛

(︁
𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝 (ℎ,Φ) , 𝐵2,𝛾

)︁

=
1

2(𝑝𝑚+2)/(2𝑝)𝑛2/𝑝𝛼𝑛,𝑟

⎛⎜⎝ 1

𝜋2

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
−1/𝑝

Φ (𝜋/𝑛) , (15)

где 𝜎𝑛(·) – любой из вышеперечисленных 𝑛-поперечников.
Доказательство. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵(𝑟)

2,𝛾 из соотношение (13) имеем

𝐸𝑛(𝑓)𝐵2,𝛾 ≤ 2−𝑚/2𝛼−1𝑛,𝑟

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑡(1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2𝑑𝑡

⎞⎠−1/𝑝⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)2,𝛾𝜙(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑝

.



142 М. Р. Лангаршоев

Полагая в этом неравенстве ℎ =
𝜋

𝑛
, с учётом определения класса 𝑊 (𝑟)

𝑚,𝑝(ℎ,Φ) запишем оценки
сверху для проекционного 𝑛-поперечника

Π𝑛

(︁
𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝 (ℎ,Φ) , 𝐵2,𝛾

)︁
≤ ℰ𝑛

(︁
𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝 (ℎ,Φ) , 𝐵2,𝛾

)︁

≤ 1

2(𝑝𝑚+2)/(2𝑝)𝑛2/𝑝𝛼𝑛,𝑟

⎛⎜⎝ 1

𝜋2

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
−1/𝑝

Φ (𝜋/𝑛) . (16)

Для получения соответствующей оценки снизу для бернштейновского 𝑛-поперечника
𝑏𝑛

(︁
𝑊

(𝑟)
𝑚,𝑝 (ℎ,Φ) , 𝐵2,𝛾

)︁
введём в рассмотрение шар

𝑆𝑛+1

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝑝𝑛 : ‖𝑝𝑛(𝑧)‖ ≤ 1

2(𝑝𝑚+2)/2𝑝𝑛2/𝑝𝛼𝑛,𝑟

⎛⎜⎝ 1

𝜋2

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
−1/𝑝

Φ (𝜋/𝑛)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

Покажем, что 𝑆𝑛+1 ∈𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝(ℎ,Φ). Для произвольного 𝑝𝑛(𝑧) ∈ 𝐵2,𝛾 из соотношение (6) имеем

𝜔2
𝑚(𝑧𝑟𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2,𝛾 ≤ 2𝑚𝛼2

𝑛,𝑟 (1− cos𝑛𝑡)𝑚* ‖𝑝𝑛‖
2. (17)

В силу условия (14) и неравенства (17), с учётом определения класса 𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝(ℎ,Φ) получаем

2

ℎ2

ℎ∫︁
0

𝑡𝜔𝑝𝑚(𝑧𝑟𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2,𝛾𝑑𝑡

≤ 2

ℎ2
· 2𝑚𝑝/2𝛼𝑝𝑛,𝑟

ℎ∫︁
0

𝑡(1− cos𝑛𝑡)
𝑚𝑝/2
* 𝑑𝑡

×

⎡⎢⎢⎣ 1

2(𝑝𝑚+2)/(2𝑝)𝑛2/𝑝𝛼𝑛,𝑟

⎛⎜⎝ 1

𝜋2

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
−1/𝑝

Φ (𝜋/𝑛)

⎤⎥⎥⎦
𝑝

=
(︁ 𝜋
𝑛ℎ

)︁2
·

ℎ∫︁
0

𝑡(1− cos𝑛𝑡)
𝑚𝑝/2
* 𝑑𝑡

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

Φ𝑝(𝜋/𝑛) ≤ Φ𝑝(ℎ).

Отсюда следует, что шар 𝑆𝑛+1 содержится в классе 𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝(ℎ,Φ). Используя определение берн-

штейновского 𝑛-поперечника, запишем соответствующую оценку снизу

𝑏𝑛

(︁
𝑊 (𝑟)
𝑚,𝑝 (ℎ,Φ) , 𝐵2,𝛾

)︁

≥ 1

2(𝑝𝑚+2)/(2𝑝)𝑛2/𝑝𝛼𝑛,𝑟

⎛⎜⎝ 1

𝜋2

𝜋/𝑛∫︁
0

𝑡 (1− cos𝑛𝑡)𝑚𝑝/2 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
−1/𝑝

Φ (𝜋/𝑛) . (18)

Из сопоставления неравенств (16) и (18) с учётом неравенства (3) получим утверждение тео-
ремы 2.
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Заключение

В настоящей работе аппроксимативные неравенства типа А.А. Лигуна для 2𝜋-периодиче-
ских функций распространены на случай аналитических в единичном круге функций, принад-
лежащих весовому пространству Бергмана. Для некоторых классов функций в пространстве
Бергмана 𝐵2,𝛾 вычислены точные значения 𝑛-поперечников по Бернштейну, Гельфанду и Кол-
могорову, а также линейных и проекционных 𝑛-поперечников.

Автор искренне признателен В.И.Иванову за ценные замечания при подготовке статьи к
печати.
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