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Аннотация

Приводятся основные уравнения и определяющие соотношения, определяющие напря-
женно-деформированное пластическое состояние металлических материалов с учетом их
физико-структурных параметров. Подход к формулировке определяющих соотношений
основывается на включении в число критериальных, наряду с традиционными макроме-
ханическими, физико-структурных параметров. К ним относится, в первую очередь, па-
раметр повреждаемости материала дефектами деформационного происхождения. На ос-
нове экспериментов установлена связь между напряжением, необходимым для движения
заблокированной дислокации, и мерой повреждаемости деформационными микродефек-
тами, необходимая для определения предела текучести и, далее, эволюции поверхности
нагружения с учетом влияющих на нее факторов. Проведенные опыты по двухэтапному
растяжению образцов из сплава AlMg3 показали существенное влияние деформационной
повреждаемости на напряженное состояние.
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Abstract

Basic equations and determining relations are given, which determine stressed-deformed
plastic state of metal materials taking into account their physical and structural parameters.
The approach to the formulation of defining relationships is based on the inclusion in the number
of criterion, along with traditional macro-mechanical, physical and structural parameters. These
include, first of all, the parameter of material damage by defects of deformation origin. On
the basis of experiments, a connection was established between the stress necessary for the
movement of the blocked dislocation and the measure of damage by deformation microfects,
necessary for determining the yield strength and, further, the evolution of the loading surface
taking into account the factual factors affecting it. The two-stage stretching tests of the AlMg3
alloy samples showed a significant effect of strain resistance on the stress state.
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1. Введение

В статье развивается кинетический подход к анализу и проектированию процессов пласти-
ческого формоизменения металлов с прогнозированием их деформационой повреждаемости. В
число критерильных параметров, наряду с механическими, включаются физико-структурные
характеристики деформируемых металлов. К физико-структурным параметрам, существенно
влияющим на эксплуатационные свойства конструкционых металлических материалов, отно-
сятся характеристики поврежденности деформационными микродефектами, величины зерна
поликристаллических агрегатов структуры материала и внутренней энергии упрочнения [1].
Анализ и определение технологических возможностей процессов пластического деформиро-
вания также часто требует учета физико-структурных изменений обрабатываемых металлов
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(кинетики роста и размножения микродефектов, изменение средней величины зерна). Многие
сложные вопросы анализа, проектирования и разработки технологических процессов пласти-
ческого формообразования изделий связаны с их математическим моделированием и остаются
недостаточно изученными. К ним относятся вопросы, связанные с распределением напряже-
ний, скоростей течения и деформаций с учетом физико-структурных параметров обрабаты-
ваемых материалов.

2. Основные уравнения

Анализ и моделирование процессов пластического формоизменения с прогнозируемой де-
формационной повреждаемостью требует определения полей напряжений и деформаций, с
учетом реологического поведения обрабатываемых материалов. Решение этих вопросов ос-
новывается на использовании связанной системы уравнений для механических и физико-
структурных параметров пластически деформируемых материалов. Следуя опубликованным
работам [2, 3, 4, 5, 6], за основной физико-структурный параметр принимается параметр повре-
ждаемости материала дефектами деформационного происхождения (𝜔). Пластическое фор-
моизменение материалов с прогнозируемой деформационной повреждаемостью описывается
в ортогональной системе криволинейных координат 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) следующими основными и
определяющими уравнениями [1]:

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑖

= 0, (1)

∇𝑖𝜈𝑖 +
1

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 0, (2)

𝑓(𝑠𝑖𝑗 ,Λ, 𝑇 ) = 0, (3)

𝑒̇𝑖𝑗 = 𝜆̇
𝑑𝑓

𝑑𝑠𝑖𝑗
, (4)

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝜔̇(Λ, 𝜎, 𝑇 ), (5)

где 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряжений; 𝜈𝑖 — компоненты вектора скорости; 𝑠𝑖𝑗 — девиатор-
ные компоненты напряжений; 𝑒̇𝑖𝑗 — компоненты тензора скорости деформации; Λ — степень
деформации сдвига (параметр Одквиста); 𝜎 = 𝜎/𝑇 — параметр трехосности напряженного со-
стояния (𝜎 — среднее напряжение, 𝑇 — интенсивность касательных напряжений); 𝑓(𝑠𝑖𝑗 ,Λ, 𝑇 )—
пластический потенциал; 𝑇 — термодинамическая температура; 𝜔 — параметр повреждаемо-
сти (физико-структурный параметр); 𝜆̇ — скалярная величина, пропорциональная мощности
пластической деформации; 𝜌 — плотность материала; 𝑡 — время.

Система (1)–(5) состоит из дифференциальных уравнений равновесия (1), условия сплош-
ности (2), уравнения поверхности текучести (3), условия градиентности скоростей деформации
(4) и кинетического уравнения деформационной повреждаемости (5).

Шесть уравнений (4) не являются взаимно независимыми и сводятся к трем уравнениям
соосности:

𝑒̇𝑖𝑗
𝜎𝑖𝑗

=
𝑒̇𝑖𝑖 − 𝑒̇𝑗𝑗
𝜎𝑖𝑖 − 𝜎𝑗𝑗

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗) (6)

и условию подобия

𝜑𝑒̇ = 𝜑𝜎 (7)

девиаторов скорости деформации 𝐷𝑒̇ и напряжения 𝐷𝜎 (𝜑𝑒̇, 𝜑𝜎 — фазовые углы девиаторов).
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В дальнейшем в качестве поверхности нагружения 𝑓 = 0 принимается обобщенная функ-
ция текучести Мизеса [6]

𝑓(𝑠𝑖𝑗 ,Λ, 𝑇 ) =
1

2
(𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗)− 𝜏2𝑆(Λ, 𝑇 ) = 0, (8)

где 𝜏𝑆 — предел текучести материала при сдвиге.
Как показали многочисленные эксперименты [7, 8, 9, 10], обобщенная функция текучести

(8) вполне удовлетворительно описывает поведение металлических конструкционных матери-
алов при больших конечных деформациях.

Степень деформации сдвига (параметр Одквиста [11])

Λ =

∫︁
𝑆

√︁
2(𝑑𝑒𝑖𝑗𝑑𝑒𝑖𝑗 − 𝑑𝑒𝑖𝑖𝑑𝑒𝑗𝑗), (9)

где 𝑑𝑒𝑖𝑗 — компоненты девиатора приращения деформации 𝐷𝑑𝑒.
Интенсивность скоростей деформации сдвига 𝐻 связана с параметром Одквиста Λ него-

лономным уравнением:
𝑑Λ

𝑑𝑡
= 𝐻. (10)

Значения параметра Λ определяются интегрированием соотношения (9) для каждого из-
вестного пути деформации 𝑠, когда приращения деформации 𝑑𝑒𝑖𝑗 известны.

Уравнение поверхности нагружения (3) совместно с соотношениями (4) определяют ас-
социированный закон пластического течения металлов. Условие градиентности (4) позволя-
ет построить определяющие соотношения между скоростями 𝑒̇𝑖𝑗 (или приращениями 𝑑𝑒𝑖𝑗),
деформациями 𝑒𝑖𝑗 и напряжениями 𝑠𝑖𝑗 для больших пластических деформаций. Структура
соотношений (4), удовлетворяющих функции нагружения (3), устанавливается из принципа
минимума работы истинных напряжений на приращениях пластической деформации [11]:

𝜕𝜆 = 𝜆̇𝑑𝑡 = ℎ𝑑′𝑓, (11)

где ℎ > 0 — функция переменных параметров, определяющих физико-механическое состояние
материала; 𝑑′𝑓 — дифференциал поверхности нагружения 𝑓 = 0 при неизменных деформаци-
ях.

Соотношения (4) с учетом равенства (11) принимают следующий вид:

𝑑𝑒𝑖𝑗 = ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑠𝑖𝑗
𝑑′𝑓. (12)

Дифференциал функции нагружения при неизменных деформациях [11]:

𝑑′𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑠𝑖𝑗
𝑑𝑠𝑖𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑇
𝑑(𝑇 − 𝛿𝑇𝑆) > 0, (13)

где 𝛿𝑇𝑆 — приращение температуры, связанное с диссипативной функцией 𝑤 = 𝑠𝑖𝑗 𝑒̇𝑖𝑗 .
Неравенство 𝑑′𝑓 > 0 является условием активного нагружения (для последующего про-

должения пластической деформации).

3. Построение определяющих соотношений

Для определения скалярного множителя 𝜕𝜆 = ℎ 𝑑′𝑓 необходимо построить функцию те-
кучести Мизеса. Экспериментальные данные свидетельствуют о сильном влиянии на предел
текучести степени, температуры, и повреждаемости материала, т.е.:

𝜎𝑆 = 𝜏𝑆
√
3 = 𝜎𝑆(𝑒𝑖, 𝑇, 𝜔), (14)
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где 𝑒𝑖 = (1/
√
3)Λ — интенсивность накопленных деформаций.

Зависимость (14) изображается для каждого материала гиперповерхностью 𝑓 = 0 в про-
странстве 𝜎𝑆 , 𝑒𝑖, 𝑇 , 𝜔. Поверхность 𝑓 = 0 можно задавать для каждого материала с помощью
опорных кривых, построенных на основе опытов с варьируемыми условиями деформации. На
основе систематизированных экспериментальных данных используется следующая структура
опорных неизотермических кривых упрочнения [1]:

𝜎𝑆 = 𝜎из𝑆 exp
[︁
−𝛼
(︁ 𝑇 − 𝑇0
𝑇max − 𝑇0

)︁𝑞]︁
, (15)

где 𝜎из𝑆 = 𝜎из𝑆 (𝑒𝑖, 𝑇0, 𝜔) — изотермическая кривая упрочнения, построенная при начальной тем-
пературе 𝑇0; 𝑇max — максимальная температура обработки; 𝛼, 𝑞 — параметры температурной
зависимости предела текучести.

Характер температурной зависимости предела текучести 𝜎𝑆(𝑇 ) описывается снижением
энергии активации, т.е. уменьшением энергетического порога для движения дислокаций вслед-
ствие термических флуктуаций. Экспоненциальная зависимость предела текучести от темпе-
ратуры (15) выводится из основных соотношений термодинамики для деформируемого ме-
талла [12, 13]. Задача построения неизотермических кривых для материалов с переменной
структурой сильно усложняется необходимостью определения величин 𝑇 , 𝛼, 𝑞, которые зави-
сят от исходного состояния и пути деформации 𝑠. Изменение температуры 𝑇 связано как с
эффектом тепловыделения в процессе деформации, так и отводом (или притоком) тепла от
обрабатываемого материала.

Рассмотрим определение величин, входящих в зависимость (15). Изменение изотермиче-
ского предела текучести связывается со степенью деформации 𝑒𝑖 и повреждаемостью 𝜔. Вели-
чина внутренней энергии упрочнения влияет на связь эффекта тепловыделения с диссипацией
энергии формоизменения и учитывается при расчете температуры деформации. Таким обра-
зом,

𝜎из𝑆 = 𝜎из𝑆 (𝑒𝑖, 𝑇0, 𝜔). (16)

Зависимость изотермического предела текучести от степени деформации может быть аппрок-
симирована степенной трехпараметрической зависимостью:

𝜎из𝑆 = 𝜎0,2 +𝐵𝑒
(𝑛0−𝑛1𝑒𝑖)
𝑖 , (17)

где 𝜎0,2 — начальный предел текучести; 𝐵, 𝑛0, 𝑛1 — параметры деформационного упрочнения,
которые находятся по опытной кривой.

Начальный предел текучести при деформации поликристаллических материалов зависит
от размеров зерна. Эта зависимость обусловлена передачей деформации от зерна к зерну и
определяется соотношением Холла-Петча [13, 14]:

𝜎0,2 = 𝜎0 + 𝑘𝑦𝐷
− 1

2 , (18)

где 𝐷 — средний диаметр зерен; 𝜎0 — сопротивление движению свободной дислокации; 𝑘𝑦 —
коэффициент (мера) блокирования.

Величина 𝑘𝑦 пропорциональна напряжению 𝜎𝑑, необходимому для движения заблокиро-
ванной дислокации, и зависит от дислокационной структуры металла [13], т.е.

𝑘𝑦 = 𝜎𝑑𝑙
− 1

2 , (19)

где 𝑙 — среднее расстояние от границы зерна до ближайшего источника дислокаций.
На основе экспериментов может быть установлено соотношение между напряжением 𝜎𝑑,

необходимом для движения заблокированной дислокации, и мерой повреждаемости деформа-
ционными микродефектами 𝜔:

𝜎𝑑 = 𝜎𝑑/𝜔=0 +𝐴𝜔𝑚, (20)
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Рис 1. Зависимость между напряжением 𝜎𝑑 и поврежденностью 𝜔
при пластической деформации (сплав AlMg3)

Таблица 1. Экспериментальное определение функции 𝜎𝑑(𝜔)

где𝐴 и𝑚— параметры степенной функции, вычисляемые по опорным точкам 0(𝜔 = 0;𝜎𝑑/𝜔=0),

1(𝜔(1);𝜎
(1)
𝑑 ) и 2(𝜔(2);𝜎

(2)
𝑑 ) опытной зависимости (рис. 1):

𝑚 =

ln
𝜎
(2)
𝑑 −𝜎𝑑/𝜔=0

𝜎
(1)
𝑑 −𝜎𝑑/𝜔=0

ln 𝜔(2)

𝜔(1)

, 𝐴 =
𝜎
(1)
𝑑 − 𝜎𝑑/𝜔=0

(𝜔(1))𝑚
=
𝜎
(2)
𝑑 − 𝜎𝑑/𝜔=0

(𝜔(2))𝑚
. (21)

Для экспериментального определения функции 𝜎𝑑(𝜔) проводились опыты по двухэтап-
ному растяжению предварительно отожженных образцов. После каждого этапа измерялись
мера повреждаемости 𝜔 и плотность дислокаций 𝜌*. Мера повреждаемости 𝜔 определялась по
методике проф. Н.Д. Тутышкина [5]. Плотность дислокаций 𝜌* оценивалась на основе рент-
геноструктурного анализа. Далее по известным зависимостям 𝜎𝑑(𝜌

*) [10] рассчитывалось на-
пряжение 𝜎𝑑. Результаты экспериментального определения функции (20) приведены в таблице
1.

Можно предположить, что степенной характер зависимости напряжения 𝜎𝑑 от меры по-
вреждаемости 𝜔 связан с возрастанием плотности дислокаций 𝜌* при пластическом тече-
нии материала. Изотермическая зависимость предела текучести при заданных температурно-
скоростных условиях деформации с учетом соотношений (17)–(19) принимает вид:

𝜎из𝑆 = 𝜎0 +
(︀
𝜎𝑑/𝜔=0 +𝐴𝜔𝑚

)︀
𝐷− 1

2 𝑙
1
2 +𝐵𝑒

(𝑛0−𝑛1𝑒𝑖)
𝑖 . (22)

Реологическая зависимость (5) вполне удовлетворительно описывает изменение предела теку-
чести при пластической деформации многих конструкционных металлов. Экспоненциальная
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зависимость предела текучести от температуры выводится из основных соотношений термо-
динамики для деформируемых металлов [9].

Приращение температуры материала, связанное с диссипацией энергии формоизменения,
находится из уравнения сохранения энергии

𝑑𝑎𝑖 = 𝑐𝜌𝑑𝑇 + 𝑑э(𝜇), (23)

где 𝑎𝑖 — удельная работа формоизменения; 𝑐 — удельная теплоемкость материала; э(𝜇) —
внутренняя диссипация энергии, связанная с изменением структурных параметров 𝜇𝑘.

Справедливость уравнения (23) подтверждается экспериментальными данными, согласно
которым не вся работа на пластических деформациях переходит в теплоту, часть ее затрачива-
ется на структурные изменения материала. Поэтому в качестве внутренней диссипации энер-
гии принималась внутренняя энергия упрочнения, т.е. э(𝜇) = э𝑛. Внутренняя энергия упроч-
нения определяется в долях работы формоизменения, т.е. э(𝜇) = 𝑘(э𝑛)𝑤, где 𝑘(э𝑛) = 0.1 . . . 0.15
[15]. Долевой коэффициент определяется экспериментально через разность между затрачен-
ной работой деформации и выделившейся тепловой энергией в связи с пластической диссипа-
цией. Тепловая энергия определяется калориметрическим способом.

Уравнение поверхности нагружения (8), с учетом зависимости (15), приводится к следую-
щему виду:

1

2
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗 −

(︀
𝜏
(из)
𝑆

)︀2
exp
[︁
−2𝛼

(︁ 𝑇 − 𝑇0
𝑇max − 𝑇0

)︁𝑞]︁
= 0 (24)

Дифференциал зависимости предела текучести (22) с учетом обозначения 𝑇 2=(1/2)𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗
может быть выражен следующим образом:

𝑑′𝑓 = 2𝑇
𝜕𝑇

𝜕𝑠𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑗 − 2𝜏

(из)
𝑆 exp

[︁
−2𝛼

(︁ 𝑇 − 𝑇0
𝑇max − 𝑇0

)︁𝑞]︁

×
[︁
−𝛼𝑞𝜏 (из)𝑆

(︁ 𝑇 − 𝑇0
𝑇max − 𝑇0

)︁𝑞−1
𝑑
(︁ 𝑇 −Δ𝑇𝑆
𝑇max − 𝑇0

)︁
+
𝜕𝜏

(из)
𝑆

𝜕𝜇𝑘
+ 𝑑′𝜇𝑘

]︁
. (25)

Скалярная величина ℎ принимает вид:

ℎ =
1

4𝜏
(из)
𝑆 𝑇

exp
[︁
2𝛼
(︁ 𝑇 − 𝑇0
𝑇max − 𝑇0

)︁𝑞]︁(︁ 𝜕𝑇
𝜕𝑠𝑖𝑗

)︁−1

×
[︁𝜕𝜏 (из)𝑆

𝜕𝑒𝑖𝑗
−𝐾𝑆𝛼𝑞𝜏

(из)
𝑆

(𝑇 − 𝑇0)
𝑞−1

(𝑇max − 𝑇0)𝑞
+𝐴𝑆

𝜕𝜏
(из)
𝑆

𝜕𝜇𝑘

]︁−1
, (26)

где 𝐾𝑆 , 𝐴𝑆 — функции физико-механических параметров материала.
Таким образом, при анализе процессов пластического формоизменения целесообразно рас-

сматривать эволюцию поверхности нагружения с учетом влияющих на нее факторов.

4. Заключение

Изложенный связанный подход к решению основных уравнений для механических и струк-
турных характеристик позволит на основе изучения истории пластического формоизменения
материала определять важнейшие критериальные параметры, необходимые для обоснованно-
го проектирования технологических процессов (выбор переходов штамповки, формы и раз-
меров полуфабрикатов, исполнительных размеров инструмента, температурно-скоростного
режима обработки и т.д.). Этот подход основывается на определении согласованных полей
напряжений и скоростей пластического течения в условиях сложного нагружения и пред-
полагает использование более реальных моделей обрабатываемых материалов с учетом их
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физико-структурных параметров. Этот подход может быть особенно необходимым при анали-
зе и проектировании нестационарных и скоростных процессов пластического деформирования
с сильным изменением напряжений и скоростей деформаций.
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