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Аннотация

В работе предлагается развитие математического вариационного метода Хашина-
Штрикмана, который применялся ранее для определения вилки возможных значений эф-
фективных упругих характеристик. В этом случае определяются эффективные характе-
ристики пластичности двухкомпонентных композитов. В частности, определена вилка воз-
можных значений эффективного предела текучести таких композиционных материалов.
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Abstract

The paper proposes the development of the mathematical variational Hashin-Strickman
method, which was previously used to determine the maximum possible values of effective elastic
characteristics. In this case, the effective plasticity characteristics of two-component composites
are determined. In particular, the fork of possible values of the effective yield strength of such
composite materials is determined.
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1. Введение

Вариационный метод Хашина-Штрикмана [1, 2] основан на поиске стационарных значе-
ний функционалов, представляющих потенциальную и дополнительную энергию деформации
упругого тела. С помощью этого метода найдена вилка возможных значений эффективных
модулей упругости микронеоднородных материалов.

2. Основная часть

В частности, для двухкомпонентных композитов получены формулы:
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а) для эффективного объемного модуля 𝐾*:

𝐾2 +
𝑐1(𝐾1 −𝐾2)

1 + 𝑐2𝑎2(𝐾1 −𝐾2)
6 𝐾* 6 𝐾1 +

𝑐2(𝐾2 −𝐾1)

1 + 𝑐1𝑎1(𝐾2 −𝐾1)
, (1)

где 𝑎1 =
3

3𝐾1 + 4𝜇1
; 𝑎2 =

3

3𝐾2 + 4𝜇2
;

𝐾1,𝐾2 — объемные упругие модули компонентов, 𝜇1, 𝜇2 — модули сдвига компонентов,
𝑐1, 𝑐2 — объемные концентрации компонентов.

б) для эффективного модуля сдвига 𝜇*:

𝜇2 +
𝑐1(𝜇1 − 𝜇2)

1 + 𝑐2𝑏2(𝜇1 − 𝜇2)
6 𝜇* 6 𝜇1 +

𝑐2(𝜇2 − 𝜇1)

1 + 𝑐1𝑏1(𝜇2 − 𝜇1)
, (2)

где 𝑏1 =
6(𝐾1 + 2𝜇1)

5𝜇1(3𝐾1 + 4𝜇1)
; 𝑏2 =

6(𝐾2 + 2𝜇2)

5𝜇2(3𝐾2 + 4𝜇2)
.

В работе [3] получена зависимость между упругими характеристиками композитов и эф-
фективным пределом текучести 𝜎*𝑠 в виде:

𝜎*𝑠 =
𝜇*
𝜇2
𝜀𝜎𝑠2. (3)

В работе [3] доказано, что эффективная начальная поверхность текучести Генки-Мизеса
для двухкомпонентного композита подобна такой же поверхности в однородной матрице с
коэффициентом подобия 𝜀, который определяется цепочкой формул:

𝜀 =
1 + 𝑐1𝐷2 + 𝑐2𝐷1

1 +𝐷1
(4)

𝐷1 = 4𝑔𝜈1𝜇1; 𝐷2 = 4𝑔𝜈1𝜇2 (5)

𝑔
(𝑠)
𝜈1 =

𝑔
(𝑠)
11 − 𝑔

(𝑠)
12

4

𝑔
(𝑠)
11 = − 2𝜆𝑠 + 7𝜇𝑠

15𝜇𝑠(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)
; 𝑔

(𝑠)
12 =

𝜆𝑠 + 𝜇𝑠
15𝜇𝑠(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)

; 𝑠 = 1; 2 (6)

При выводе формулы (3) в работе [3] использовался упруго-пластический вариант метода
обобщенного сингулярного приближения [4], когда для вычисления коэффициента подобия 𝜀
необходимо знать упругие модули тела сравнения [4] 𝜆 и 𝜇 При использовании метода Хаши-
на–Штрикмана в работе [4] рекомендовано последовательно вычислять для левого (меньшего)
предела в формулах (1) и (2) значения этих модулей для менее жесткого компонента, для пра-
вого (большего) предела — значения модулей для более жесткого компонента.

Таким образом, для каждого из пределов неравенств (1) и (2) должно быть вычислено в
соответствии с (4)-(6), то или иное значение коэффициента подобия 𝜀.

Для меньшего значения вилки (1)-(2) в формулах (6) принимается значение 𝑠 = 1. Для
большего значения вилки в (6) принимается значение 𝑠 = 2. Формула для определения вилки
значений эффективного предела текучести композита 𝜎*𝑠1 имеет вид:

𝜎*𝑠1 6 𝜎
*
𝑠 6 𝜎

*
𝑠2 , (7)

где

𝜎*𝑠1 =
𝜇
(1)
*
𝜇2

𝜀1𝜎𝑠2 ; 𝜎*𝑠2 =
𝜇
(2)
*
𝜇2

𝜀2𝜎𝑠1 . (8)

𝜇
(1)
* = 𝜇2 +

𝑐1(𝜇1 − 𝜇2)

1 + 𝑐1𝑏2(𝜇1 − 𝜇2)
𝜇
(2)
* = 𝜇1 +

𝑐2(𝜇2 − 𝜇1)

1 + 𝑐1𝑏1(𝜇2 − 𝜇1)
.
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Численный расчет 𝜎*𝑠 проведен для двухкомпонентного композита с матрицей из порошка
стали 07Х18Н12М2 с пропиткой медными включениями. Значения упругих модулей матрицы
взяты из [5]. Для включений эти значения соответствуют [6]. Объемные концентрации мат-
рицы и включений: 𝑐1 = 0, 152, 𝑐2 = 0, 848. Величины 𝜇1 = 27, 7 ГПа, 𝜇2 = 80 ГПа, 𝜆1 = 51, 4
ГПа, 𝜆2 = 120 ГПа, 𝜀1 = 0, 967, 𝜀2 = 1, 01. В итоге получена вилка возможных значений эф-
фективного предела текучести композита в виде: 0, 858𝜎𝑠2 6 𝜎*𝑠 6 0, 869𝜎𝑠2 где 𝜎𝑠2 — предел
текучести однородной матрицы.

3. Заключение

Полученные результаты могут быть использованы для создания ресурсосберегающих тех-
нологий обработки слитковых, порошковых и композиционных металлических систем с учетом
рекомендаций автором работ [7]-[29].
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