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Аннотация

Одной из основных проблем для полуабелевых 𝑛-групп является нахождение полуа-
белевых 𝑛-групп, которые изоморфны 𝑛-группам гомоморфизмов из некоторых 𝑛-групп
в полуабелеву 𝑛-группу. Такие 𝑛-группы найдены для бесконечных полуциклических 𝑛-
групп.

Известно, что множество 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) всех гомоморфизмов из 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓1⟩ в полу-
абелеву (абелеву) 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ с 𝑛-арной операцией 𝑔, заданной по правилу

𝑔(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)(𝑥) = 𝑓2(𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑛(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝐺,

образует полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу. Доказано, что изоморфизмы 𝜓1 𝑛-групп ⟨𝐺, 𝑓1⟩
и ⟨𝐺′, 𝑓 ′1⟩ и 𝜓2 полуабелевых 𝑛-групп ⟨𝐶, 𝑓2⟩ и ⟨𝐶 ′, 𝑓 ′2⟩ индуцируют изоморфизм 𝜏 𝑛-
групп гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶), 𝑔⟩ и ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺′, 𝐶 ′), 𝑔′⟩, который действует по правилу
𝜏 : 𝛼→ 𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1

1 .
На аддитивной группе целых чисел 𝑍 строим абелеву 𝑛-группу ⟨𝑍, 𝑓1⟩ с 𝑛-арной опе-

рацией 𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1 + . . . + 𝑧𝑛 + 𝑙, где 𝑙 — любое целое число. На 𝑍 строим также
полуабелеву (не абелеву) 𝑛-группу ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ для 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝑁 , с 𝑛-арной операцией
𝑓 ′1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1 − 𝑧2 + . . .+ 𝑧2𝑘−1 − 𝑧2𝑘 + 𝑧2𝑘+1. Известно, что любая бесконечная полу-
циклическая 𝑛-группа изоморфна 𝑛-группе ⟨𝑍, 𝑓1⟩, где 0 ≤ 𝑙 ≤ [𝑛−1

2 ], либо 𝑛-группе ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩
для нечетных 𝑛. В первом случае будем говорить, что такая 𝑛-группа имеет тип (∞, 1, 𝑙),
а во втором случае — имеет тип (∞,−1, 0).

При изучении 𝑛-группы гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ из бесконечной абелевой по-
луциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ строим на

𝑛-группе ⟨𝐶, 𝑓2⟩ абелеву группу 𝐶 с операцией сложение 𝑎+ 𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐, 𝑏), в которой

имеются элемент 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ) и автоморфизм 𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,

(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐). Выбираем множе-

ство 𝑃1 таких упорядоченных пар (𝑎, 𝑢) элементов из 𝐶, которые удовлетворяют равенству
𝑙𝑎 = 𝑑2+

∼
𝜙2(𝑢), где

∼
𝜙2(𝑥) = 𝑥+𝜙2(𝑥)+. . .+𝜙

𝑛−2
2 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶 — эндоморфизм группы 𝐶, а для

первой компоненты этих пар верно равенство 𝜙2(𝑎) = 𝑎. На этом множестве определим
𝑛-арную операцию ℎ1 по правилу ℎ1((𝑎1, 𝑢1), . . . , (𝑎𝑛, 𝑢𝑛)) = (𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛, 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)).
Доказано, что ⟨𝑃1, ℎ1⟩ — полуабелева 𝑛-группа, которая изоморфна 𝑛-группе гомоморфиз-
мов из бесконечной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в 𝑛-группу
⟨𝐶, 𝑓2⟩. Следствием этого изоморфизма является изоморфизм 𝑛-группы ⟨𝑃1, ℎ1⟩ и 𝑛-группы
гомоморфизмов из бесконечной абелевой полуциклической 𝑛-группы типа (∞, 1, 𝑙) в полу-
абелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

При изучении 𝑛-группы гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ из бесконечной полуцикличе-
ской 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ в абелевой группе 𝐶 выбираем под-
группу 𝐻 = {𝑎 ∈ 𝐶 | 𝜙2(𝑎) = −𝑎}. На 𝐻 определим полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐻,ℎ⟩, где ℎ
действует по правилу ℎ(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) = 𝑎1 + 𝜙2(𝑎2) + . . .+ 𝜙𝑛−2

2 (𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛. Затем в
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𝑛-группе ⟨𝐶, 𝑓2⟩ выбираем подгруппу ⟨𝑇, 𝑓2⟩ всех идемпотентов, если 𝑇 ̸= ∅. Доказано, что
для нечетного числа 𝑛 > 1 декартово произведение полуабелевых 𝑛-групп ⟨𝐻,ℎ⟩ × ⟨𝑇, 𝑓2⟩
изоморфно 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ в
полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ с не пустым множеством идемпотентов 𝑇 . Следствием этого
изоморфизма является изоморфизм 𝑛-группы ⟨𝐻,ℎ⟩ × ⟨𝑇, 𝑓2⟩ и 𝑛-группы гомоморфизмов
из бесконечной полуциклической 𝑛-группы типа (∞,−1, 0) в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Аналогичные факты получены при изучении 𝑛-группы гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩
из 𝑛-групп ⟨𝑍, 𝑓1⟩ и ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ в абелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Ключевые слова: 𝑛-группа, полуабелева 𝑛-группа, абелева 𝑛-группа, гомоморфизм.
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Abstract

One of the main problems for semiabelian 𝑛-groups is the finding of semiabelian 𝑛-groups,
which are isomorphic to (𝑛)-groups of homomorphisms from certain 𝑛-groups to a semiabelian
𝑛-group. Such 𝑛-groups are found for infinite semicyclic 𝑛-groups.

It is known that the set 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) of all homomorphisms from 𝑛-groups ⟨𝐺, 𝑓1⟩ to a
semiabelian (abelian) 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ with 𝑛-ary operation 𝑔 given by the rule

𝑔(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)(𝑥) = 𝑓2(𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑛(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝐺,

forms a semiabelian (abelian) 𝑛-group. It is proved that the isomorphisms 𝜓1 of 𝑛-groups ⟨𝐺, 𝑓1⟩
and ⟨𝐺′, 𝑓 ′1⟩ and 𝑝𝑠𝑖2 of semiabelian 𝑛-groups ⟨𝐶, 𝑓2⟩ and ⟨𝐶 ′, 𝑓 ′2⟩ induce an isomorphism 𝜏
of 𝑛-groups of homomorphisms ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶), 𝑔⟩ and ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺′, 𝐶 ′), 𝑔′⟩, which acts according to
the rule 𝜏 : 𝛼→ 𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1

1 .
On the additive group of integers 𝑍 we construct an abelian 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓1⟩ with 𝑛-

ary operation 𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1 + . . . + 𝑧𝑛 + 𝑙, where 𝑙 is any integer. For a nonidentical
automorphism 𝜙(𝑧) = −𝑧 on 𝑍, we can specify semiabelian 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓2⟩ for 𝑛 = 2𝑘 + 1,
𝑘 ∈ 𝑁 , with the 𝑛-ary operation 𝑓2(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1 − 𝑧2 + . . . + 𝑧2𝑘−1 − 𝑧2𝑘 + 𝑧2𝑘+1. Any
infinite semicyclic 𝑛-group is isomorphic to either the 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓1⟩, where 0 ≤ 𝑙 ≤ [𝑛−1

2 ], or
the 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓2⟩ for odd 𝑛. In the first case we will say that such 𝑛-group has type (∞, 1, 𝑙),
and in the second case, it has type (∞,−1, 0).

In studying the 𝑛-groups of homomorphisms ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ from an infinite abelian
semicyclic 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓1⟩ (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) to a semiabelian 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ we construct on

the 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ an abelian group 𝐶 with the addition operation 𝑎+ 𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐, 𝑏), in
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which there is an element 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ) and an automorphism 𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,

(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐). Choose a

set 𝑃1 of such ordered pairs (𝑎, 𝑢) of elements from 𝐶 that satisfy the equality 𝑙𝑎 = 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢),

where
∼
𝜙2(𝑥) = 𝑥 + 𝜙2(𝑥) + . . . + 𝜙𝑛−2

2 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶 is an endomorphism of the group 𝐶, and for
the first component of these pairs the equality is true 𝜙2(𝑎) = 𝑎. On this set, we define a 𝑛-ary
operation ℎ1 by the rule ℎ1((𝑎1, 𝑢1), . . . , (𝑎𝑛, 𝑢𝑛)) = (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛, 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)). It is proved
that ⟨𝑃1, ℎ1⟩ is a semiabelian 𝑛-group, which is isomorphic to the 𝑛-group of homomorphisms
from an infinite abelian semicyclic 𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓1⟩ (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) to an 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩. The
consequence of this isomorphism is an isomorphism of 𝑛-groups of ⟨𝑃1, ℎ1⟩ and 𝑛-groups of
homomorphisms from an infinite abelian semicyclic 𝑛-group of type (∞, 1, 𝑙) to a semiabelian
𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

When studying the 𝑛-group of homomorphisms ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ from the infinite semicyclic
𝑛-group ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ to the semiabelian 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ in the abelian group 𝐶 choose the subgroup
𝐻 = {𝑎 ∈ 𝐶 | 𝜙2(𝑎) = −𝑎}. On 𝐻 we define a semiabelian 𝑛-group ⟨𝐻,ℎ⟩, where ℎ acts
according to the rule ℎ(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) = 𝑎1+𝜙2(𝑎2)+ . . .+𝜙

𝑛−2
2 (𝑎𝑛−1)+𝑎𝑛. Then in the

𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ we select the subgroup ⟨𝑇, 𝑓2⟩ of all idempotents, if 𝑇 ̸= ∅. It is proved that for
an odd number 𝑛 > 1 a direct product of semiabelian 𝑛-groups ⟨𝐻,ℎ⟩ × ⟨𝑇, 𝑓2⟩ is isomorphic
to 𝑛-group of homomorphisms from infinite semicyclic 𝑛-groups of ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ to a semiabelian 𝑛-
group ⟨𝐶, 𝑓2⟩ with a non empty set of idempotents 𝑇 . The consequence of this isomorphism
is the isomorphism of the 𝑛-group ⟨𝐻,ℎ⟩ × ⟨𝑇, 𝑓2⟩ and 𝑛-groups of homomorphisms from an
infinite semicyclic 𝑛-group of type (∞,−1, 0) to the semiabelian 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Similar facts were obtained when studying the 𝑛-group of homomorphisms ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩
from 𝑛-groups ⟨𝑍, 𝑓1⟩ and ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ to an abelian 𝑛-group ⟨𝐶, 𝑓2⟩.
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1. Введение

Одним из основных объектов изучения в теории универсальных алгебр в 60-тых и 70-тых
годах прошлого века была абелева алгебра (смотри, например, [1], [2], [3]), это такая универ-
сальная алгебра 𝐴 сигнатуры Ω (смотри [4], стр. 87), для которой гомоморфизмы в 𝐴 любой ал-
гебры 𝐵 этой же сигнатуры суммируемы, т.е. а) для любых гомоморфизмов 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 : 𝐵 → 𝐴
и любого 𝜔 ∈ Ω𝑛, 𝑛 ≥ 1, отображение 𝜔(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛), заданное по правилу

𝜔(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)(𝑏) = 𝜔(𝜙1(𝑏), . . . , 𝜙𝑛(𝑏)), 𝑏 ∈ 𝐵,

является гомоморфизмом; б) для любого 𝜔 ∈ Ω0, где 0𝜔 — выделенный операцией 𝜔 элемент
алгебры 𝐴, отображение (𝜙𝜔) : 𝐵 → 𝐴, заданное по правилу 𝜙𝜔(𝑏) = 0𝜔, 𝑏 ∈ 𝐵, является
гомоморфизмом. Известно (смотри там же в [4]), что алгебра 𝐴 сигнатуры Ω является абелевой
тогда и только тогда, когда а) для любых 𝜔 ∈ Ω𝑛, 𝜔′ ∈ Ω𝑚, 𝑛,𝑚 ≥ 1, в 𝐴 верно тождество

𝜔′(𝜔(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛), . . . , 𝜔(𝑥𝑚1, . . . , 𝑥𝑚𝑛)) = 𝜔(𝜔′(𝑥11, . . . , 𝑥𝑚1), . . . , 𝜔
′(𝑥1𝑛, . . . , 𝑥𝑚𝑛));

б) все 𝜔 ∈ Ω0 отмечают в 𝐴 один и тот же элемент, который является подалгеброй в 𝐴.
Для многих многообразий классических алгебр описаны все абелевы алгебры. Так, напри-

мер, в многообразии групп абелевыми алгебрами будут в точности абелевы группы. Непо-
средственным обобщением понятия группы является определение 𝑛-группы (𝑛 ≥ 2). В мно-
гообразии 𝑛-групп абелевыми алгебрами будут в точности полуабелевы группы (теорема 3,
[3]).
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Алгебру ⟨𝐺, 𝑓⟩ называют 𝑛-группой, если выполняется закон ассоциативности

𝑓(𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛), 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥2𝑛−1) =

= 𝑓(𝑥1, 𝑓(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1), . . . , 𝑥2𝑛−1) = . . .

. . . = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑓(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥2𝑛−1)),

и для любых элементов 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛 из 𝐺 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) существует и притом
единственный элемент 𝑧 такой, что верно равенство 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑧, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥0. При
𝑛 = 2 получим определение группы. Мы будем изучать 𝑛-группы для 𝑛 > 2. Более подробную
информацию о теории 𝑛-групп можно найти в работах [5], [6], [7].

При действии 𝑛-арной операции 𝑓 для сокращения записи используют стандартные обозна-

чения 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑘+𝑠, 𝑥𝑘+𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑘1,
(𝑠)
𝑥 , 𝑥𝑛𝑘+𝑠+1), где 𝑥𝑘+1 = . . . = 𝑥𝑘+𝑠 = 𝑥

(𝑥𝑗𝑖 - пустой символ при 𝑖 > 𝑗, также
(0)
𝑥 - пустой символ).

Обобщением абелевой группы являются полуабелева и абелева 𝑛-группы. Если в 𝑛-группе
верно тождество 𝑓(𝑥1, 𝑥

𝑛−1
2 , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑥

𝑛−1
2 , 𝑥1) (𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑛)) для любой

подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑛), то ее называют полуабелевой (абелевой). Ясно, что любая абелева 𝑛-
группа является полуабелевой, обратно неверно.

Известно, что гомоморфизмы любой группы в абелеву группу образуют абелеву группу
по сложению гомоморфизмов. В общем случае аналогичным свойством обладают абелевы
алгебры произвольной сигнатуры (смотри, например, [4], стр. 87). В [3] построена 𝑛-группа
гомоморфизмов из произвольной 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу.

Рассмотрим множество 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) всех гомоморфизмов из 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓1⟩ в полуабелеву
𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ и на этом множестве определим 𝑛-арную операцию 𝑔 по правилу

𝑔(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)(𝑥) = 𝑓2(𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑛(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝐺. (1)

Отметим, что множество 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) может быть пустым, в отличие от множества всех
гомоморфизмов из группы в абелеву группу, в этом множестве, по крайней мере, есть нулевой
гомоморфизм. Дальше будем считать, что если рассматривается множество всех гомоморфиз-
мов из 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу, то это множество не пусто. Множество 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶)
всех гомоморфизмов из 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓1⟩ в полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ с 𝑛-арной
операцией 𝑔 образует полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу [3].

У изоморфных 𝑛-групп и изоморфных полуабелевых 𝑛-групп 𝑛-группы гомоморфизмов
также изоморфны, более того, верна

Теорема 1. Изоморфизмы 𝜓1 𝑛-групп ⟨𝐺, 𝑓1⟩ и ⟨𝐺′, 𝑓 ′1⟩ и 𝜓2 полуабелевых 𝑛-групп
⟨𝐶, 𝑓2⟩ и ⟨𝐶 ′, 𝑓 ′2⟩ индуцируют изоморфизм 𝜏 𝑛-групп гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶), 𝑔⟩ и
⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺′, 𝐶 ′), 𝑔′⟩, который действует по правилу 𝜏 : 𝛼→ 𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1

1 .

Доказательство. Докажем вначале, что 𝜏(𝛼) ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐺′, 𝐶 ′). Действительно, если эле-
менты 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐺′, то 𝜏(𝛼)(𝑓 ′1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1

1 (𝑓 ′1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) =

= 𝜓2 ∘ 𝛼(𝜓−1
1 (𝑓 ′1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))) = 𝜓2(𝛼(𝑓1(𝜓

−1
1 (𝑥1), . . . , 𝜓

−1
1 (𝑥𝑛)))) =

= 𝜓2(𝑓2(𝛼(𝜓
−1
1 (𝑥1)), . . . , 𝛼(𝜓

−1
1 (𝑥𝑛)))) = 𝑓 ′2(𝜓2(𝛼(𝜓

−1
1 (𝑥1))), . . . , 𝜓2(𝛼(𝜓

−1
1 (𝑥𝑛)))) =

= 𝑓 ′2(𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1
1 (𝑥1), . . . , 𝜓2 ∘ 𝛼 ∘ 𝜓−1

1 (𝑥𝑛)).

Докажем теперь инъективность отображения 𝜏 . Пусть для некоторых гомоморфизмов 𝛼1

и 𝛼2 из 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) верно равенство 𝜏(𝛼1) = 𝜏(𝛼2). Тогда для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐺 полагаем
𝑦 = 𝜓1(𝑥). Из выше указанного верного равенства получаем 𝜓2∘𝛼1∘𝜓−1

1 (𝑦) = 𝜓2∘𝛼2∘𝜓−1
1 (𝑦) или
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𝜓2∘𝛼1(𝑥) = 𝜓2∘𝛼2(𝑥). Последнее равенство домножаем слева на 𝜓−1
2 и получаем 𝛼1(𝑥) = 𝛼2(𝑥).

Тем самым доказана инъективность отображения 𝜏 .
Настало время доказать сюръективность отображения 𝜏 . Пусть 𝛽 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐺′, 𝐶 ′). Обозна-

чим 𝛼 = 𝜓−1
2 ∘𝛽∘𝜓1, причем 𝛼 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶). Тогда 𝜏(𝛼) = 𝜏(𝜓−1

2 ∘𝛽∘𝜓1) =𝜓2∘𝜓−1
2 ∘𝛽∘𝜓1∘𝜓−1

1 =𝛽.
Итак, отображение 𝜏 является биективным.

Осталось проверить сохранение действия 𝑛-арной операции при отображении 𝜏 . Для лю-
бых гомоморфизмов 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 из 𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐶) и любого элемента 𝑥 ∈ 𝐺′ имеем

𝜏(𝑔(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛))(𝑥) = 𝜓2 ∘ 𝑔(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∘ 𝜓−1
1 (𝑥) = 𝜓2(𝑓2(𝛼1(𝜓

−1
1 (𝑥)), . . . , 𝛼𝑛(𝜓

−1
1 (𝑥)))) =

= 𝑓 ′2(𝜓2(𝛼1(𝜓
−1
1 (𝑥))), . . . , 𝜓2(𝛼𝑛(𝜓

−1
1 (𝑥)))) = 𝑓 ′2(𝜓2 ∘ 𝛼1 ∘ 𝜓−1

1 (𝑥), . . . , 𝜓2 ∘ 𝛼𝑛 ∘ 𝜓−1
1 (𝑥)) =

= 𝑓 ′2(𝜏(𝛼1)(𝑥), . . . , 𝜏(𝛼𝑛)(𝑥)) = 𝑔′(𝜏(𝛼1), . . . , 𝜏(𝛼𝑛))(𝑥).

Теорема доказана.
Одной из основных проблем, касающихся 𝑛-групп гомоморфизмов из 𝑛-группы в полу-

абелеву 𝑛-группу, является отыскание полуабелевой 𝑛-группы, которая была бы изоморфна
𝑛-группе гомоморфизмов из некоторой известной 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу. Если та-
кая 𝑛-группа будет найдена, то можно сказать, что удалось описать 𝑛-группу гомоморфизмов
из некоторой известной 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу. Ниже приведено описание 𝑛-группы
гомоморфизмов из бесконечной (абелевой и не абелевой) полуциклической 𝑛-группы в полу-
абелеву 𝑛-группу.

2. Некоторые сведения из теории полуабелевых 𝑛-групп

Имеется тесная связь между группами и 𝑛-группами, поэтому хорошо развитая теория
групп помогает изучать 𝑛-группы. Отметим частный случай основных результатов работ [8],
[9], [10] для полуабелевых 𝑛-групп. На любой полуабелевой 𝑛-группе ⟨𝐺, 𝑓⟩ для фиксирован-

ного элемента 𝑐 определяем сложение 𝑎 + 𝑏 = 𝑓(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐, 𝑏), здесь 𝑐 — решение уравнения

𝑓(
(𝑛−1)
𝑐 , 𝑥) = 𝑐. Получим абелеву группу 𝐺 с этим сложением, где элемент 𝑐 будет нулем. Кро-

ме того, для отображения 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑐, 𝑥,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐), которое является автоморфизмом группы 𝐺,

и элемента 𝑑 = 𝑓(
(𝑛)
𝑐 ) верны равенства

𝜙(𝑑) = 𝑑, 𝜙𝑛−1(𝑥) = 𝑥 для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐺, (2)

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎1 + 𝜙(𝑎2) + . . .+ 𝜙𝑛−2(𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛 + 𝑑 (3)

для любых элементов 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐺. Группу 𝐺 в этом случае называют ретрактом 𝑛-группы
⟨𝐺, 𝑓⟩ и обозначают 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐺, 𝑓⟩. Известно, что любые два ретракта одной и той же 𝑛-группы
изоморфны (смотри [9],[10]).

Верно и обратно: в любой аддитивной абелевой группе 𝐺 для выбранных автоморфизма 𝜙
и элемента 𝑑 с условиями (2) задается полуабелева 𝑛-группа ⟨𝐺, 𝑓⟩, где 𝑓 действует по правилу
(3). В этом случае 𝑛-группу ⟨𝐺, 𝑓⟩ называют (𝜙, 𝑑)-определенной на группе 𝐺 и обозначают
𝑑𝑒𝑟𝜙,𝑑𝐺.

Применяя теорему 3 из [11] для абелевых групп, получим результат: для абелевой группы
𝐺 с автоморфизмом 𝜙 и элементом 𝑑, которые удовлетворяют (2), верно

𝐺 = 𝑟𝑒𝑡0𝑑𝑒𝑟𝜙,𝑑𝐺. (4)

Применяя теорему 4 из [11] для полуабелевых 𝑛-групп, получим результат: для полуабе-
левой 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ верно

⟨𝐺, 𝑓⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙,𝑑𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐺, 𝑓⟩ (5)
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для любого элемента 𝑐 ∈ 𝐺, где автомрфизм 𝜙 и элемент 𝑑 группы 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐺, 𝑓⟩ определены
выше.

Известно (смотри, например, [12]), что для абелевых 𝑛-групп и только для них автомор-
физм 𝜙, построенный выше, является тождественным.

Следующий результат является следствием структурной теоремы о гомоморфизмах 𝑛-
групп, которая доказана в [13].

Теорема 2. Пусть ⟨𝐺, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,𝑑1𝐺 — 𝑛-группа и ⟨𝐶, 𝑓2⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙2,𝑑2𝐶 — полуабелева
𝑛-группа. Отображение 𝜓 из 𝐺 в 𝐶 является гомоморфизмом из ⟨𝐺, 𝑓1⟩ в ⟨𝐶, 𝑓2⟩ тогда и
только тогда, когда отображение 𝜎 = 𝜓−𝜓(𝑐1), где 𝑐1 — нуль группы 𝐺, является гомомор-
физмом из группы 𝐺 в группу 𝐶 и верны условия

𝜎(𝑑1) = 𝜙2(𝜓(𝑐1)) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝜓(𝑐1)) + 𝜓(𝑐1) + 𝑑2; 𝜎 ∘ 𝜙1 = 𝜙2 ∘ 𝜎. (6)

3. Бесконечные полуциклические 𝑛-группы

𝑛-Группу называют полуциклической, если ее ретракт является циклической группой [6].
Рассмотрим аддитивную группу целых чисел 𝑍, в которой всего два автоморфизма: тож-
дественный 1𝑍 и 𝜙, где 𝜙(𝑧) = −𝑧 для любого целого числа 𝑧. Строим абелеву 𝑛-группу
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍, где 𝑙 — любое целое число, она является примером бесконечной абеле-
вой полуциклической 𝑛-группы (согласно равенству (4)). Операция 𝑓1 действует по правилу:
𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1+ . . .+𝑧𝑛+ 𝑙. Для не тождественного автоморфизма 𝜙 бесконечной цикличе-
ской группы 𝑍 равенство 𝜙𝑛−1(𝑥) = 𝑥 для любого целого числа 𝑥 верно только при нечетных
𝑛, причем элемент 𝑑 может быть только нулем. Тогда на бесконечной циклической группе 𝑍
можно задать полуциклическую 𝑛-группу ⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙,0𝑍 для 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝑁 , с 𝑛-арной
операцией 𝑓 ′1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧1−𝑧2+ . . .+𝑧2𝑘−1−𝑧2𝑘+𝑧2𝑘+1, она является примером бесконечной
не абелевой полуциклической 𝑛-группы.

Любая бесконечная абелева (не абелева) полуциклическая 𝑛-группа изоморфна 𝑛-группе
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍, где 0 ≤ 𝑙 ≤ [𝑛−1

2 ] (⟨𝑍, 𝑓 ′1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙,0𝑍 для нечетных 𝑛). В этом случае будем
говорить, что такая 𝑛-группа имеет тип (∞, 1, 𝑙) ((∞,−1, 0)) (смотри [14]).

Если 𝑛-группа порождается одним элементом 𝑎, то ее называют (как и в группах) цикли-
ческой с порождающим элементом 𝑎. Примером бесконечной циклической 𝑛-группы служит
𝑛-группа ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,1𝑍 с порождающим элементом 0. Любая другая бесконечная цикли-
ческая 𝑛-группа изоморфна этой 𝑛-группе (смотри, например, [14]).

4. 𝑛-Группа гомоморфизмов из бесконечной абелевой полуцик-
лической 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу

Рассмотрим 𝑛-группу гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ из бесконечной абелевой полуцик-
лической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍 (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩. На 𝑛-

группе ⟨𝐶, 𝑓2⟩ строим ретракт 𝐶 = 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐶, 𝑓2⟩ с операцией сложение 𝑎 + 𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐, 𝑏),

нулем этой группы будет элемент 𝑐, причем, имеются элемент 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ) и автоморфизм

𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐) группы 𝐶, которые удовлетворяют равенствам

𝑓2(𝑥
𝑛
1 ) = 𝑥1 + 𝜙2(𝑥2) + . . .+ 𝜙𝑛−2

2 (𝑥𝑛−1) + 𝑥𝑛 + 𝑑2, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐶; (7)

𝜙2(𝑑2) = 𝑑2; (8)

𝜙𝑛−1
2 (𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐶. (9)
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В группе 𝐶 для фиксированного целого числа 𝑙 выделим множество 𝑃1 таких упорядочен-
ных пар элементов (𝑎, 𝑢), которые удовлетворяют равенству

𝑙𝑎 = 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢), (10)

где
∼
𝜙2(𝑥) = 𝑥+𝜙2(𝑥)+. . .+𝜙

𝑛−2
2 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶 — эндоморфизм группы 𝐶, а для первой компоненты

этих пар верно равенство
𝜙2(𝑎) = 𝑎. (11)

На этом множестве определим 𝑛-арную операцию ℎ1 по правилу

ℎ1((𝑎1, 𝑢1), . . . , (𝑎𝑛, 𝑢𝑛)) = (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛, 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)).

Проверим замкнутость этой операции на множестве 𝑃1. Пусть (𝑎𝑖, 𝑢𝑖) ∈ 𝑃1 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛).
Тогда с учетом очевидного равенства 𝜙2(𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢)) = 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢), используя равенства (8) и

(7), получаем 𝑙(𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛) = 𝑙𝑎1 + 𝑙𝑎2 + . . .+ 𝑙𝑎𝑛−1 + 𝑙𝑎𝑛 =

= 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢1) + 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢2) + . . .+ 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢𝑛−1) + 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢𝑛) =

= 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢1) + 𝜙2(𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢2)) + . . .+ 𝜙𝑛−2

2 (𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢𝑛−1)) + 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢𝑛) + 𝑑2 − 𝑑2 =

= 𝑓2(𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢1), 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢2), . . . , 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢𝑛−1), 𝑑2 +

∼
𝜙2(𝑢𝑛))− 𝑑2.

Но для каждого индекса 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑛 верно равенство 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢𝑖) = 𝑓2(

(𝑛−1)
𝑢𝑖 , 𝑐). Про-

должая последнюю цепочку равенств с использованием признака полуабелевости 𝑛-группы
(теорема 2.6.13 из [6]), получаем 𝑙(𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛) =

= 𝑓2(𝑓2(
(𝑛−1)
𝑢1 , 𝑐), 𝑓2(

(𝑛−1)
𝑢2 , 𝑐), . . . , 𝑓2(

(𝑛−1)
𝑢𝑛−1, 𝑐), 𝑓2(

(𝑛−1)
𝑢𝑛 , 𝑐))− 𝑑2 =

= 𝑓2(
(𝑛−1)

𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛), 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ))− 𝑑2 =

= 𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝜙2(𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛)) + . . .

. . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛)) + 𝑑2 + 𝑑2 − 𝑑2 =

= 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛)).

Доказана замкнутость операции ℎ1 на множестве 𝑃1.
Теперь можно утверждать, что ⟨𝑃1, ℎ1⟩ — полуабелева 𝑛-группа.

Теорема 3. Полубелева 𝑛-группа ⟨𝑃1, ℎ1⟩ изоморфна 𝑛-группе гомоморфизмов из беско-
нечной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍 (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Доказательство. По теореме 2, каждое отображение 𝜓 : 𝑍 → 𝐶 является гомоморфиз-
мом из бесконечной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍 (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в
полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ тогда и только тогда, когда найдутся гомоморфизм 𝜎 из адди-
тивной группы целых чисел 𝑍 в абелеву группу 𝐶 и элемент 𝑢 ∈ 𝐶 такие, что 𝜓 действует
по правилу 𝜓(𝑥) = 𝜎(𝑥) + 𝑢 для любого целого числа 𝑥 (здесь + — сложение в группе 𝐶) и
выполнены условия

𝜎(𝑙) = 𝑢+ 𝜙2(𝑢) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑢) + 𝑑2, (12)

𝜎(𝑥) = 𝜙2(𝜎(𝑥)) для всех целых чисел 𝑥. (13)

Каждый гомоморфизм 𝜎 из аддитивной группы целых чисел 𝑍 в абелеву группу 𝐶 опреде-
ляется однозначно образом единицы 𝜎(1) = 𝑎 и действует по правилу 𝜎(𝑧) = 𝑧𝑎, 𝑧 ∈ 𝑍 (смотри,
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например, [15], стр. 212). Тогда из равенства (12) следует 𝑙𝑎 = 𝑑2 +
∼
𝜙2(𝑢), а из равенства (13)

при 𝑥 = 1 получим равенство (11). Таким образом, каждому гомоморфизму 𝜓 из 𝑛-группы
⟨𝑍, 𝑓1⟩ в 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ однозначно соответствует упорядоченная пара элементов (𝑎, 𝑢) из
𝑃1. Обозначим это соответствие (которое будет отображением) через 𝜏 . Верно и обратно, для
каждой пары элементов (𝑎, 𝑢) из 𝑃1 однозначно определяется гомоморфизм 𝜎 из аддитивной
группы целых чисел 𝑍 в абелеву группу 𝐶, действующий по правилу 𝜎(𝑧) = 𝑧𝑎, 𝑧 ∈ 𝑍, из
равенства (10) следует равенство (12), используя равенство (11), для любого целого числа 𝑥
получим 𝜙2(𝜎(𝑥)) = 𝜙2(𝑥𝑎) = 𝑥𝜙2(𝑎) = 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑥), т.е. верно равенство (13). Таким образом,
каждая пара элементов (𝑎, 𝑢) из 𝑃1 однозначно определяет гомоморфизм 𝜓 из 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩
в 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩, действующий по правилу 𝜓(𝑥) = 𝜎(𝑥) + 𝑢, 𝑥 ∈ 𝑍. Итак, 𝜏 — биективное
отображение из 𝑛-группы гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩ в 𝑛-группу ⟨𝑃1, ℎ1⟩.

Докажем сохранение 𝑛-арной операции при отображении 𝜏 . Выбираем 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 ∈ 𝐻𝑜𝑚
(𝑍,𝐶) и 𝜏(𝜓𝑖) = (𝑎𝑖, 𝑢𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, где 𝜓𝑖(𝑥) = 𝜎𝑖(𝑥) + 𝑢𝑖 для любого целого числа 𝑥,
𝜎𝑖(1) = 𝑎𝑖. Действуем 𝑛-арной операцией 𝑔 на гомоморфизмы 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 по правилу (1) (здесь
𝑥 ∈ 𝑍), а затем используем (7) и (13):

𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛)(𝑥) = 𝑓2(𝜓1(𝑥), . . . , 𝜓𝑛(𝑥)) = 𝑓2(𝜎1(𝑥) + 𝑢1, . . . , 𝜎𝑛(𝑥) + 𝑢𝑛) =

= 𝜎1(𝑥) + 𝑢1 + 𝜙2(𝜎2(𝑥) + 𝑢2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝜎𝑛−1(𝑥) + 𝑢𝑛−1) + 𝜎𝑛(𝑥) + 𝑢𝑛 + 𝑑2 =

= 𝜎1(𝑥) + 𝜎2(𝑥) + . . .+ 𝜎𝑛−1(𝑥) + 𝜎𝑛(𝑥) + 𝑢1 + 𝜙2(𝑢2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑢𝑛−1) + 𝑢𝑛 + 𝑑2.

Обозначим 𝜎𝑔 = 𝜎1 + . . .+ 𝜎𝑛 и 𝑢𝑔 = 𝑢1 + 𝜙2(𝑢2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑢𝑛−1) + 𝑢𝑛 + 𝑑2 = 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛).

С учетом этих обозначений гомоморфизм 𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛) действует по правилу

𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛)(𝑥) = 𝜎𝑔(𝑥) + 𝑢𝑔 для любого целого числа 𝑥, (14)

причем гомоморфизм 𝜎𝑔 и элемент 𝑢𝑔 удовлетворяют равенствам (12), (13).
С учетом правила (14) и вычисления 𝜎𝑔(1) = (𝜎1+. . .+𝜎𝑛)(1) = 𝜎1(1)+. . .+𝜎𝑛(1) = 𝑎1+. . .+

𝑎𝑛, получаем 𝜏(𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛)) = (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛, 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)) = ℎ1((𝑎1, 𝑢1), . . . , (𝑎𝑛, 𝑢𝑛)) =
ℎ1(𝜏(𝜓1), . . . , 𝜏(𝜓𝑛)).

Теорема доказана.
Из теорем 1 и 3 имеем

Следствие 1. Полубелева 𝑛-группа ⟨𝑃1, ℎ1⟩ изоморфна 𝑛-группе гомоморфизмов из бес-
конечной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞, 1, 𝑙) в полуабелеву 𝑛-группу
⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Для бесконечных циклических 𝑛-групп верно

Следствие 2. Полубелева 𝑛-группа ⟨𝑃1, ℎ1⟩, построенная при 𝑙 = 1, изоморфна 𝑛-группе
гомоморфизмов из бесконечной циклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Теперь рассмотрим 𝑛-группу гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐴), 𝑔⟩ из бесконечной абелевой по-
луциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍 (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в абелеву 𝑛-группу ⟨𝐴, 𝑓2⟩. На 𝑛-

группе ⟨𝐴, 𝑓2⟩ также строим ретракт 𝐴 = 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐴, 𝑓2⟩ с операцией сложение 𝑎+𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐,

𝑏), причем, имеется элемент 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ), а автоморфизм 𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,

(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐) группы 𝐴 бу-

дет тождественным, кроме того, верно равенство

𝑓2(𝑥
𝑛
1 ) = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 + 𝑑2, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐴; (15)

В группе 𝐴 для фиксированного целого числа 𝑙 выделим множество 𝑅1 таких упорядочен-
ных пар элементов (𝑎, 𝑢), которые удовлетворяют равенству

𝑙𝑎 = 𝑑2 + (𝑛− 1)𝑢. (16)
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На этом множестве определим 𝑛-арную операцию ℎ1 по правилу

ℎ1((𝑎1, 𝑢1), . . . , (𝑎𝑛, 𝑢𝑛)) = (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛, 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑛 + 𝑑2).

Так как каждая абелева 𝑛-группа является полуабелевой, то, согласно выше приведенным
рассуждениям перед теоремой 3, можно утверждать, что ⟨𝑅1, ℎ1⟩ — абелева 𝑛-группа. Из
теоремы 3 получаем

Следствие 3. Абелева 𝑛-группа ⟨𝑅1, ℎ1⟩ изоморфна 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконеч-
ной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑍 ,𝑙𝑍 (0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1

2 ) в абелеву 𝑛-группу
⟨𝐴, 𝑓2⟩.

Из теоремы 1 и следствия 3 имеем

Следствие 4. Абелева 𝑛-группа ⟨𝑅1, ℎ1⟩ изоморфна 𝑛-группе гомоморфизмов из беско-
нечной абелевой полуциклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞, 1, 𝑙) в абелеву 𝑛-группу ⟨𝐴, 𝑓2⟩.

Если при построении абелевой 𝑛-группы ⟨𝑅, ℎ1⟩ положить 𝑙 = 1, то из следствия 3 получаем

Следствие 5. Абелева 𝑛-группа ⟨𝑅1, ℎ1⟩, построенная для 𝑙 = 1, изоморфна 𝑛-группе го-
моморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝐺,𝐴), 𝑔⟩ из бесконечной циклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ в абелеву 𝑛-группу
⟨𝐴, 𝑓2⟩.

5. 𝑛-Группа гомоморфизмов из бесконечной не абелевой полу-
циклической 𝑛-группы в полуабелеву 𝑛-группу

Пусть 𝑛 — нечетное число и 𝑛 > 1. Рассмотрим 𝑛-группу гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶), 𝑔⟩
из бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 (𝑍 — аддитивная группа целых
чисел, 𝜙1(𝑥) = −𝑥, 𝑥 ∈ 𝑍) в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

На 𝑛-группе ⟨𝐶, 𝑓2⟩ строим ретракт 𝐶 = 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐶, 𝑓2⟩ с операцией сложение 𝑎+𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 ,

𝑐, 𝑏). Элемент 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ) и автоморфизм 𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,

(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐) группы 𝐶 удовлетворяют

равенствам (7), (8) и (9).
В группе 𝐶 выделим множество 𝐻 таких элементов 𝑎, для которых верно равенство

𝜙2(𝑎) = −𝑎, т.е. 𝐻 = {𝑎 ∈ 𝐶 | 𝜙2(𝑎) = −𝑎}. Очевидно 𝐻 подгруппа в 𝐶 и ограничение
автоморфизма 𝜙2 на 𝐻 будет автоморфизмом подгруппы 𝐻, причем это ограничение и нуль
группы 𝐻 удовлетворяют равенствам (2). На подгруппе 𝐻 определим полуабелеву 𝑛-группу
⟨𝐻,ℎ⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙2,0𝐻, где ℎ действует по правилу

ℎ(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) = 𝑎1 + 𝜙2(𝑎2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛,

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 ∈ 𝐻.
Далее, обозначим через 𝑇 множество всех таких элементов 𝑢 из 𝐶, что образ этих элементов

при эндоморфизме
∼
𝜙2 = 1𝐶+𝜙2+ . . .+𝜙

𝑛−2
2 группы 𝐶 (этот эндоморфизм нам уже встречался

перед теоремой 3) равен −𝑑2, т.е. 𝑇 = {𝑢 ∈ 𝐶 | ∼
𝜙2(𝑢) = −𝑑2}. Заметим, что элемент 𝑢

является идемпотентом тогда и только тогда, когда верно равенство
∼
𝜙2(𝑢) = −𝑑2 (проверяется

непосредственно). Значит, 𝑇 — множество всех идемпотентов полуабелевой 𝑛-группы ⟨𝐶, 𝑓2⟩.
Согласно предложению 44 из [16], ⟨𝑇, 𝑓2⟩ — подгруппа 𝑛-группы ⟨𝐶, 𝑓2⟩, если 𝑇 ̸= ∅.

Теорема 4. Для нечетного числа 𝑛 > 1 декартово произведение полуабелевых 𝑛-групп
⟨𝐻,ℎ⟩×⟨𝑇, 𝑓2⟩ изоморфно 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 (𝑍 — аддитивная группа целых чисел, 𝜙1(𝑥) = −𝑥, 𝑥 ∈ 𝑍) в полуабелеву
𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ с не пустым множеством идемпотентов 𝑇 .
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Доказательство. Согласно теореме 2, каждое отображение 𝜓 : 𝑍 → 𝐶 является го-
моморфизмом из бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 в полуабелеву
𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ тогда и только тогда, когда найдутся гомоморфизм 𝜎 из аддитивной груп-
пы целых чисел 𝑍 в абелеву группу 𝐶 и элемент 𝑢 ∈ 𝐶 такие, что 𝜓 действует по правилу
𝜓(𝑥) = 𝜎(𝑥) + 𝑢 для любого целого числа 𝑥 (здесь + — сложение в группе 𝐶) и выполнены
условия

𝜎(0) = 𝑢+ 𝜙2(𝑢) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑢) + 𝑑2, (17)

𝜎(−𝑥) = 𝜙2(𝜎(𝑥)) для всех целых чисел 𝑥. (18)

Среди всех гомоморфизмов 𝜎 из аддитивной группы целых чисел 𝑍 в абелеву группу
𝐶, которые определяются однозначно образом единицы 𝜎(1) = 𝑎 и действуют по правилу
𝜎(𝑧) = 𝑧𝑎, 𝑧 ∈ 𝑍, выбираем такие гомоморфизмы, для которых 𝜎(1) ∈ 𝐻. Для каждого такого
гомоморфизма 𝜎 и для каждого элемента 𝑢 ∈ 𝑇 определим отображение 𝜓 : 𝑍 → 𝐶 по
правилу:

𝜓(𝑧) = 𝜎(𝑧) + 𝑢 = 𝑧𝑎+ 𝑢, 𝑧 ∈ 𝑍.

Так как 𝜎(0) = 0 и
∼
𝜙2(𝑢) = −𝑑2, то для выбранных гомоморфизма 𝜎 и элемента 𝑢 груп-

пы 𝐶 верно равенство (17). Кроме того, для всех целых чисел 𝑥 имеем 𝜎(−𝑥) = −𝑥𝑎 и
𝜙2(𝜎(𝑥)) = 𝜙2(𝑥𝑎) = 𝑥𝜙2(𝑎) = −𝑥𝑎, значит, верно равенство (18). Согласно теореме 2, постро-
енное выше отображение 𝜓 будет гомоморфизмом из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩.

Верно и обратно, для каждого гомоморфизма 𝜓 из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩, по теореме 2, найдутся гомоморфизм 𝜎
из аддитивной группы целых чисел 𝑍 в абелеву группу 𝐶 и элемент 𝑢 ∈ 𝐶 такие, что 𝜓
действует по правилу 𝜓(𝑥) = 𝜎(𝑥) + 𝑢 для любого целого числа 𝑥 и выполнены условия (17)
и (18). Из (17) следует 𝑢 ∈ 𝑇 . Если положить 𝜎(1) = 𝑎, то из (18) при 𝑥 = 1 получаем
𝜙2(𝑎) = 𝜙2(𝜎(1)) = 𝜎(−1) = −𝑎, т.е. 𝜎(1) ∈ 𝐻.

Таким образом, между множествами 𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶) и 𝐻×𝑇 имеется взаимно однозначное со-
ответствие 𝜏 : 𝜓 → (𝑎, 𝑢), где 𝜓(𝑥) = 𝜎(𝑥)+𝑢 для любого целого числа 𝑥, 𝜎(1) = 𝑎 ∈ 𝐻 и 𝑢 ∈ 𝑇 .
Докажем сохранение 𝑛-арной операции при соответствии 𝜏 . Пусть 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐶) и
𝜏(𝜓𝑖) = (𝑎𝑖, 𝑢𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, где 𝜓𝑖(𝑥) = 𝜎𝑖(𝑥) + 𝑢𝑖 для любого целого числа 𝑥, 𝜎𝑖(1) = 𝑎𝑖 и
𝑢𝑖 ∈ 𝑇 . Действуем 𝑛-арной операцией 𝑔 на гомоморфизмы 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 по правилу (1) (здесь
𝑥 ∈ 𝑍), а затем используем (7) и (13):

𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛)(𝑥) = 𝑓2(𝜓1(𝑥), . . . , 𝜓𝑛(𝑥)) = 𝑓2(𝑥𝑎1 + 𝑢1, . . . , 𝑥𝑎𝑛 + 𝑢𝑛) =

= 𝑥𝑎1 + 𝑢1 + 𝜙2(𝑥𝑎2 + 𝑢2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑥𝑎𝑛−1 + 𝑢𝑛−1) + 𝑥𝑎𝑛 + 𝑢𝑛 + 𝑑2 =

= 𝑥(𝑎1 + 𝜙2(𝑎2) + . . .+ 𝜙𝑛−2
2 (𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛) + 𝑢1 + 𝜙2(𝑢2) + . . .+ 𝜙𝑛−2

2 (𝑢𝑛−1)+

+𝑢𝑛 + 𝑑2 = 𝑥ℎ(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) + 𝑓2(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛).

Значит, 𝜏(𝑔(𝜓1, . . . , 𝜓𝑛)) = (ℎ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑓2(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)). Теорема доказана.
Из теорем 1 и 4 имеем

Следствие 6. Для нечетного числа 𝑛 > 1 декартово произведение полуабелевых 𝑛-групп
⟨𝐻,ℎ⟩×⟨𝑇, 𝑓2⟩ изоморфно 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞,−1, 0) в полуабелеву 𝑛-группу ⟨𝐶, 𝑓2⟩ с не пустым множеством идемпотен-
тов 𝑇 .

Заметим, что если в полуабелевой 𝑛-группе нет идемпотентов, то нет и гомоморфизмов из
бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞,−1, 0) в эту 𝑛-группу.
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Для нечетного числа 𝑛 > 1 рассмотрим теперь 𝑛-группу гомоморфизмов ⟨𝐻𝑜𝑚(𝑍,𝐴), 𝑔⟩
из бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 (𝑍 — аддитивная группа целых
чисел, 𝜙1(𝑥) = −𝑥, 𝑥 ∈ 𝑍) в абелеву 𝑛-группу ⟨𝐴, 𝑓2⟩.

На 𝑛-группе ⟨𝐴, 𝑓2⟩ строим ретракт 𝐴 = 𝑟𝑒𝑡𝑐⟨𝐴, 𝑓2⟩ с операцией сложение 𝑎+𝑏 = 𝑓2(𝑎,
(𝑛−3)
𝑐 ,

𝑐, 𝑏). Автоморфизм 𝜙2(𝑥) = 𝑓2(𝑐, 𝑥,
(𝑛−3)
𝑐 , 𝑐) группы 𝐴 будет тождественным, 𝑛-арная операция

𝑓2 удовлетворяет равенству

𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 + 𝑑2, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐴,

где 𝑑2 = 𝑓2(
(𝑛)
𝑐 ).

В группе 𝐴 выбираем множество 𝑀 таких элементов 𝑎, для которых верно равенство
𝑎 = −𝑎, т.е. 𝑀 = {𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑎 = −𝑎}. Очевидно 𝑀 подгруппа в 𝐴. На подгруппе 𝑀 определим
абелеву 𝑛-группу ⟨𝑀,ℎ⟩ = 𝑑𝑒𝑟1𝑀 ,0𝑀 , где ℎ действует по правилу ℎ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛,
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈𝑀.

Далее, обозначим через 𝐸 множество всех таких элементов 𝑢 из 𝐴, для которых верно ра-
венство (𝑛−1)𝑢 = −𝑑2, т.е. 𝐸 = {𝑢 ∈ 𝐴 | (𝑛−1)𝑢 = −𝑑2}. Все элементы из 𝐸 будут идемпотен-
тами и каждый идемпотент 𝑛-группы ⟨𝐴, 𝑓2⟩ принадлежит 𝐸 (проверяется непосредственно).
Кроме того, в абелевой 𝑛-группе каждый идемпотент является единицей. Значит, 𝐸 — мно-
жество всех единиц абелевой 𝑛-группы ⟨𝐴, 𝑓2⟩. Согласно [17], ⟨𝐸, 𝑓2⟩ — подгруппа 𝑛-группы
⟨𝐴, 𝑓2⟩, если 𝐸 ̸= ∅.

Из теоремы 4 получаем

Следствие 7. Для нечетного числа 𝑛 > 1 декартово произведение абелевых 𝑛-групп
⟨𝑀,ℎ⟩×⟨𝐸, 𝑓2⟩ изоморфно 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝑍, 𝑓1⟩ = 𝑑𝑒𝑟𝜙1,0𝑍 (𝑍 — аддитивная группа целых чисел, 𝜙1(𝑥) = −𝑥, 𝑥 ∈ 𝑍) в абелеву 𝑛-группу
⟨𝐴, 𝑓2⟩ с не пустым множеством единиц 𝐸.

Из теоремы 1 и следствия 6 имеем

Следствие 8. Для нечетного числа 𝑛 > 1 декартово произведение абелевых 𝑛-групп
⟨𝑀,ℎ⟩×⟨𝐸, 𝑓2⟩ изоморфно 𝑛-группе гомоморфизмов из бесконечной полуциклической 𝑛-группы
⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞,−1, 0) в абелеву 𝑛-группу ⟨𝐴, 𝑓2⟩ с не пустым множеством единиц 𝐸.

Вновь заметим, что если в абелевой 𝑛-группе нет единиц, то нет и гомоморфизмов из
бесконечной полуциклической 𝑛-группы ⟨𝐺, 𝑓⟩ типа (∞,−1, 0) в эту 𝑛-группу.

6. Заключение

В работе рассматривалась 𝑛-группа гомоморфизмов из произвольной 𝑛-группы в полуабе-
леву 𝑛-группу, которая была построена в работе [3]. Получены следующие основные резуль-
таты:

1) Доказано, что у изоморфных 𝑛-групп и изоморфных полуабелевых 𝑛-групп 𝑛-группы
гомоморфизмов также изоморфны (теорема 1).

2) Построена полуабелева (абелева) 𝑛-группа гомоморфизмов из бесконечной абелевой по-
луциклической 𝑛-группы в полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу (следствие 1 (следствие 4)).

3) Построена полуабелева (абелева) 𝑛-группа гомоморфизмов из бесконечной циклической
𝑛-группы в полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу (следствие 2 (следствие 5)).

4) Для нечетного числа 𝑛 > 1 построена полуабелева (абелева) 𝑛-группа гомоморфиз-
мов из бесконечной не абелевой полуциклической 𝑛-группы в полуабелеву (абелеву) 𝑛-группу
(следствие 6 (следствие 8)).
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