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Аннотация

В статье рассматриваются многомерные несобственные интегралы от функций, явля-
ющихся произведением обобщенных многочленов в некоторых степенях. Такие интегралы
встречаются во многих разделах математики и теоретической физики. В частности, к ним
относятся интегралы Фейнмана, возникающие при изучении различных объектов кван-
товой теории поля. Точное вычисление этих интегралов является сложной и не всегда
возможной задачей, поэтому определение условий их сходимости и получение их асимпто-
тического разложения по одному из параметров представляет значительный практический
интерес. Условия сходимости рассмотренных в работе интегралов ещё могут быть исполь-
зованы, например, при исследовании кратных рядов, представляющих сумму значений
рациональной функции в узлах целочисленной решетки.

В статье рассмотрена задача, когда областью интегрирования является R𝑛
+, а обоб-

щенные многочлены, входящие в подынтегральную функцию, либо положительны всюду,
кроме нуля, либо имеют положительные коэффициенты. Описано множество сходимости
этих интегралов и доказана равносильность условия сходимости условию на многогранни-
ки Ньютона многочленов в подынтегральных функциях.

Доказанный в работе критерий сходимости совпадает по формулировке с соответству-
ющим результатом работ А. К. Циха и Т. О. Ермолаевой, но он получен другими методами
и для немного более широкого множества подынтегральных функций.

Доказательства утверждений в работе основаны на простейших свойствах выпуклых
многогранников и базовых фактах из теории несобственных кратных интегралов.
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тона.
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Abstract

The article considers multidimensional improper integrals of functions that are the product
of generalized polynomials in some degrees. Such integrals are found in many branches of
mathematics and theoretical physics. In particular, they include Feynman integrals arising in
the study of various objects of quantum field theory. The exact calculation of these integrals is a
difficult and not always possible task; therefore, determining the conditions for their convergence
and obtaining their asymptotic expansion in one of the parameters is of considerable practical
interest. The convergence conditions for the integrals considered in the article can still be used,
for example, in the study of multiple series representing the sum of the values of a rational
function at the nodes of an integer lattice.

The article considers the problem when the integration area is R𝑛
+, and the generalized

polynomials included in the integrand are either positive everywhere except zero or have positive
coefficients. The convergence set of these integrals is described and the equivalence of the
convergence condition to the condition on the Newton polytopes of polynomials in integrands
is proved.

The convergence criterion proved in the paper coincides in formulation with the correspon-
ding result of the work of A. K. Tsikh and T. O. Ermolaeva, but it was obtained by other
methods and for a slightly wider set of integrands.

The proofs of the statements in the paper are based on the simplest properties of convex
polytopes and basic facts from the theory of improper multiple integrals.
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1. Введение

Обобщенными многочленами, определенными на R𝑛
+, будем называть выражения вида∑︀

𝑤
𝑐𝑤𝑥

𝑤, где 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) — 𝑛−мерный мультииндекс, составленный из неотрицательных

(необязательно целых) чисел, 𝑥𝑤 = 𝑥𝑤1
1 . . . 𝑥𝑤𝑛

𝑛 , коэффициенты 𝑐𝑤 ∈ R.
Обозначим 𝒫𝑐+ — множество обобщенных многочленов c положительными коэффициен-

тами, 𝒫+ — множество обобщенных многочленов, принимающих положительные значения на
R𝑛
+ ∖ {0}. Понятно, что 𝒫𝑐+ ̸⊂ 𝒫+ и 𝒫+ ̸⊂ 𝒫𝑐+.
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Исследуем сходимость интеграла∫︁ ∞

0
. . .

∫︁ ∞

0

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛. (1)

Здесь знаменатель 𝑄(𝑥) = 𝑄𝛽1
1 (𝑥) · . . . · 𝑄𝛽𝑚

𝑚 (𝑥), где 𝑄𝑗(𝑥) ∈ 𝒫𝑐+ ∪ 𝒫+, числа 𝛽𝑗 > 0. Для
числителя 𝑃 (𝑥) будем рассматривать два варианта: либо это произвольный обобщенный мно-
гочлен, либо выражение вида 𝑃𝛼1

1 (𝑥) · . . . ·𝑃𝛼𝑘
𝑘 (𝑥), где 𝑃𝑖(𝑥) ∈ 𝒫𝑐+∪𝒫+, числа 𝛼𝑖 > 0. Изучение

подобных интегралов связано с различными задачами в математике и физике, например, с
исследованием фейнмановских интегралов (см. [1]-[7]), с исследованием сходимости кратных
рядов (см. [8]-[9]).

Частный случай этой задачи для (1) разбирался в работе [10] при получении асимптоти-
ческого разложения при 𝑡→ 0+ интеграла∫︁ ∞

0
. . .

∫︁ ∞

0
(𝑄(𝑥, 𝑡))−𝛽𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛,

здесь 𝛽 > 0, а 𝑄(𝑥, 𝑡) — многочлен с положительными коэффициентами, зависящий от пере-
менных интегрирования 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и параметра 𝑡.

Ранее исследование аналогичного вопроса проводилось в работах А. К. Циха, Т. О. Ермо-
лаевой, Е. B. Зубченковой (см. [11], [12], [8]), там рассматривались интегралы вида∫︁ ∞

−∞
. . .

∫︁ ∞

−∞

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛, (2)

где числитель 𝑃 (𝑥) — многочлен
∑︀
𝑐𝑤𝑥

𝑤, 𝑤 ∈ N𝑛
0 , знаменатель 𝑄(𝑥) — квазиэллиптический

многочлен
∑︀
𝑐ℎ𝑥

ℎ, ℎ ∈ N𝑛
0 (или произведение степеней квазиэллиптических многочленов),

который нигде не обращается в нуль, то есть интеграл не имеет особенностей внутри R𝑛.
Основной результат данной работы (теоремы 1 и 2) согласуется с результатами работы [12]:

необходимым и достаточным условием сходимости интеграла является условие того, что сдвиг
многогранника Ньютона, соответствующего числителю 𝑃 (𝑥), на вектор (1, . . . , 1) ∈ R𝑛 содер-
жится во внутренности многогранника, соответствующего 𝑄(𝑥).

В некоторых случаях при помощи подходящей замены переменных исследование сходи-
мости интеграла вида (1) сводится к исследованию интеграла вида (2). Однако переход от
одной задачи к другой осуществим, если знаменатель нигде не обращается в нуль, показатели
степеней переменных в обобщенных многочленах рациональны, а числа 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 — натураль-
ные. В то же время исследование сходимости интеграла вида (2) всегда может быть сведено
к исследованию интегралов вида (1).

Дополнительно, как следствие основных результатов, в статье описано множество сходи-
мости интеграла (1).

2. Формулировка основных результатов

Далее для краткости обобщенные многочлены иногда будем называть просто многочлена-
ми. Если 𝐺(𝑥) =

∑︀
𝑤∈𝑆

𝑐𝑤𝑥
𝑤 — многочлен, 𝑆 ⊂ R𝑛

+ — носитель многочлена, обозначим через 𝒩𝐺

многогранник Ньютона многочлена 𝐺(𝑥) — выпуклую оболочку 𝑆 в R𝑛
+. Также обозначим

e = (1, . . . , 1) — элемент пространства R𝑛.
По определению считаем 𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} — сумма Минковского двух под-

множеств линейного пространства, 𝜆𝐴 = {𝜆𝑎|𝑎 ∈ 𝐴} — произведение подмножества линейного
пространства на число 𝜆 > 0, 𝐼𝑛𝑡(𝐴) — внутренность множества 𝐴. Заметим, что если 𝐴 и 𝐵 —
выпуклые многогранники, то 𝜆𝐴 и 𝐴+𝐵 — выпуклые многогранники (см. [13]-[16]).
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Теорема 1. Пусть 𝑃 (𝑥) = 𝑃𝛼1
1 (𝑥) · . . . · 𝑃𝛼𝑘

𝑘 (𝑥), 𝑄(𝑥) = 𝑄𝛽1
1 (𝑥) · . . . · 𝑄𝛽𝑚

𝑚 (𝑥), где 𝑃𝑖(𝑥),
𝑄𝑗(𝑥) ∈ 𝒫𝑐+ ∪ 𝒫+, числа 𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑗 > 0. Интеграл (1) сходится тогда и только тогда, когда

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖 + e ⊂ 𝐼𝑛𝑡
(︁ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗

)︁
. (3)

Теорема 2. Пусть 𝑃 (𝑥) — обобщенный многочлен, 𝑄(𝑥) = 𝑄𝛽1
1 (𝑥) · . . . · 𝑄𝛽𝑚

𝑚 (𝑥), где
𝑄𝑗(𝑥) ∈ 𝒫𝑐+ ∪ 𝒫+, числа 𝛽𝑗 > 0. Интеграл (1) сходится тогда и только тогда, когда

𝒩𝑃 + e ⊂ 𝐼𝑛𝑡
(︁ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗

)︁
.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 множество значений параметров
{(𝛼, 𝛽)}, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘) и 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚), для которых интеграл (1) сходится, являет-
ся открытым полиэдральным множеством в R𝑘+𝑚

+ . Аналогично, при выполнении условий
теоремы 2 множество значений параметров {𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚)}, для которых интеграл (1)
сходится, является открытым полиэдральным множеством в R𝑚

+ .

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть многочлен 𝐺(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑐𝑤𝑥
𝑤 ∈ 𝒫+ и 𝑆𝐺 — множество вершин много-

гранника 𝒩𝐺. Тогда верны следующие утверждения:
(I) коэффициенты 𝑐𝑤 многочлена 𝐺(𝑥), где 𝑤 ∈ 𝑆𝐺, положительны;
(II) существуют такие положительные постоянные 𝑘 и 𝐾, что для любого 𝑥 ∈ R𝑛

+

выполняется неравенство

𝑘 ·
∑︁
𝑤∈𝑆𝐺

𝑥𝑤 ≤ 𝐺(𝑥) ≤ 𝐾 ·
∑︁
𝑤∈𝑆𝐺

𝑥𝑤.

Доказательство.
(I) Возьмём 𝑤* ∈ 𝑆𝐺 — одну из вершин многогранника 𝒩𝐺. В силу выпуклости множества

𝒩𝐺 существует гиперплоскость 𝑎1𝑤1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑤𝑛 + 𝑎0 = 0 (или, если кратко, (𝑎,𝑤) + 𝑎0 = 0),
разделяющая 𝑤* и 𝒩𝐺 ∖ {𝑤*}. Гиперплоскость можно взять такую, что для точки 𝑤* верно
(𝑎,𝑤*) + 𝑎0 = 0, а для всех точек 𝑤 = (𝑤1, . . . 𝑤𝑛) ∈ 𝒩𝐺 ∖ {𝑤*} выполняется неравенство
(𝑎,𝑤) + 𝑎0 < 0.

Среди чисел 𝑎𝑖, где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, есть не равные нулю. Без ограничения общности можно
считать, что это 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙. В многочлене 𝐺(𝑥) сделаем невырожденную замену переменных
𝑥𝑖 = 𝑦𝑎𝑖𝑖 для 𝑖 = 1, . . . 𝑙:

𝐺(𝑦1, . . . 𝑦𝑙, 𝑥𝑙+1, . . . 𝑥𝑛) =
∑︁
𝑤∈𝑆

𝑐𝑤𝑦
𝑎1𝑤1
1 . . . 𝑦𝑎𝑙𝑤𝑙

𝑙 · 𝑥𝑤𝑙+1

𝑙+1 . . . 𝑥𝑤𝑛
𝑛 .

Далее, от координат 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙 перейдём к стандартным гиперсферическим координатам
𝑟 ∈ [0,+∞), 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1 ∈ [0;𝜋/2]. Тогда многочлен 𝐺 представляется в виде∑︁

𝑤∈𝑆
𝑐𝑤𝜓𝑤𝑟

(𝑎,𝑤) = 𝑟−𝑎0 ·
(︁
𝑐𝑤*𝜓𝑤* +

∑︁
𝑤∈𝑆∖{𝑤*}

𝑐𝑤𝜓𝑤𝑟
(𝑎,𝑤)+𝑎0

)︁
,

где 𝜓𝑤 – функции, зависящие от 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛, и они почти всюду положительны,
показатель степени с основанием 𝑟 в последней сумме меньше нуля. При фиксированных
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𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛, и таких, что 𝜓𝑤* ̸= 0, существует такое значение 𝑟0, что при 𝑟 > 𝑟0
выражение в скобках будет одного знака с коэффициентом 𝑐𝑤* почти всюду. Поскольку 𝐺(𝑥)
положителен при любом 𝑥 ∈ R𝑛

+ ∖ {0}, коэффициент 𝑐𝑤* > 0. Первая часть леммы доказана.
(II) Докажем оценку сверху. Очевидно, что 𝐺(𝑥) ≤

∑︀
𝑤∈𝑆+

𝑐𝑤𝑥
𝑤, где 𝑆+ = {𝑤 ∈ 𝑆, 𝑐𝑤 > 0}.

При этом 𝑆𝐺 ⊂ 𝑆+ в силу доказанного первого утверждения леммы. Поскольку выпуклый
многогранник является выпукой комбинацией своих вершин, любое ℎ ∈ 𝒩𝐺 можно предста-
вить в виде ℎ =

∑︀
𝑤∈𝑆𝐺

𝜆𝑤 · 𝑤, где 𝜆𝑤 ∈ [0; 1] и
∑︀
𝜆𝑤 = 1. Тогда в силу теоремы о средних

(см. [17], глава 2.5), выполняется неравенство

𝑥ℎ =
∏︀

𝑤∈𝑆𝐺

(𝑥𝑤)𝜆𝑤 ≤
∑︀

𝑤∈𝑆𝐺

𝜆𝑤 · 𝑥𝑤 ≤
∑︀

𝑤∈𝑆𝐺

𝑥𝑤.

Отсюда можно получить, что существует 𝐾 > 0 такое, что

𝐺(𝑥) ≤
∑︀

𝑤∈𝑆+

𝑐𝑤𝑥
𝑤 =

∑︀
𝑤∈𝑆𝐺

𝑐𝑤𝑥
𝑤 +

∑︀
ℎ∈𝑆+∖𝑆𝐺

𝑐ℎ𝑥
ℎ ≤ 𝐾

∑︀
𝑤∈𝑆𝐺

𝑥𝑤.

Теперь докажем оценку снизу. По условию для любых 𝑥 ∈ R𝑛
+ ∖ {0} выполнено

𝐺(𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆+

𝑐𝑤𝑥
𝑤 −

∑︀
𝑤∈𝑆∖𝑆+

|𝑐𝑤|𝑥𝑤 > 0. Введем функцию

𝐹 (𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆∖𝑆+

|𝑐𝑤|𝑥𝑤 ·
(︁ ∑︀
𝑤∈𝑆+

𝑐𝑤𝑥
𝑤
)︁−1

,

которая будет определена и непрерывна на R𝑛
+ ∖ {0} и значения которой принадлежат про-

межутку [0; 1). Докажем, что существует такое 𝜀 < 1, что 𝐹 (𝑥) ≤ 𝜀, тогда из этого будет
следовать неравенство 𝐺(𝑥) ≥ (1− 𝜀)

∑︀
𝑤∈𝑆+

𝑐𝑤𝑥
𝑤 ≥ (1− 𝜀)

∑︀
𝑤∈𝑆𝐺

𝑐𝑤𝑥
𝑤, то есть пункт (II) леммы.

Сначала cделаем это при двух допущениях: носитель 𝑆 многочлена 𝐺 содержит 𝑤 = 0 и
значения (𝑤1 + ... + 𝑤𝑛) различны для всех 𝑤 ∈ 𝑆. Первое допущение даёт дополнительное
условие 𝐺(𝑥)|𝑥=0 > 0, и тогда функция 𝐹 (𝑥) определена при 𝑥 = 0 и непрерывна на R𝑛

+.
Предположим, нет такого значения 𝜀 < 1, что 𝐹 (𝑥) ≤ 𝜀. Тогда существует последователь-

ность {𝑥𝑁}, такая, что 𝐹 (𝑥𝑁 ) → 1 при 𝑁 → +∞. Если последовательность ограничена, из
нее можно выбрать сходящуюся к некоторому 𝑥* ∈ R𝑛

+ подпоследовательность, и тогда, в
силу непрерывности 𝐹 , будет выполнено 𝐹 (𝑥*) = 1, что невозможно. Значит, последователь-
ность {𝑥𝑁} неограничена. От переменных 𝑥1,...,𝑥𝑛 перейдём к гиперсферическим координатам
𝑟 ∈ [0,+∞), 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛−1 ∈ [0;𝜋/2]. Из последовательности {𝑥𝑁} можно выбрать подпоследо-
вательность {𝑥𝑁𝑝}, такую, что 𝑟𝑁𝑝 → +∞, 𝜃𝑁𝑝

1 → 𝜃*1, ..., 𝜃
𝑁𝑝

𝑛−1 → 𝜃*𝑛−1 при 𝑝 → +∞, при этом
𝜃*1, ...,𝜃

*
𝑛−1 – некоторые значения из [0;𝜋/2]. Теперь, в силу непрерывности 𝐹 , имеем

1 = lim
𝑝→+∞

𝐹 (𝑥𝑁𝑝) = lim
𝑝→+∞

𝐹 (𝑟𝑁𝑝 , 𝜃*1, ...,𝜃
*
𝑛−1).

Поскольку 𝐹 (𝑟, 𝜃*1, ...,𝜃
*
𝑛−1) представляет из себя отношение двух многочленов от переменной 𝑟,

предел может быть равен 1, если максимальный показатель степени 𝑟 в числителе равен
максимальному показателю степени 𝑟 в знаменателе. Показатели степеней 𝑟 совпадают со
значениями (𝑤1 + ...+𝑤𝑛) и различны для всех 𝑤 ∈ 𝑆. Получили противоречие, значит, наше
предположение неверно и существует 𝜀 < 1, что 𝐹 (𝑥) ≤ 𝜀.

Теперь разберёмся, почему утверждение достаточно доказать при сделанных допущениях.
Действительно, если множество 𝑆 не содержит 𝑤 = 0, то, поскольку 𝐺(𝑥)|𝑥=(1,0,...,0) > 0, мно-
жество 𝑆+ должно содержать элементы вида 𝑤 = (𝑤1, 0, ...., 0). Cделаем замену 𝑥𝑖 = 𝑦𝑎𝑖𝑖 , где
числа 𝑎𝑖 > 0 подбираются таким образом, что для новых показателей 𝑤 степеней переменной 𝑦
будет выполняться min

𝑤
(𝑤1 + ...+ 𝑤𝑛) = 𝑤*

1 для некоторого 𝑤
* = (𝑤*

1, 0, ..., 0). Теперь сделаем
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ещё одну замену 𝑦1 = ̃︀𝑥1, 𝑦2 = ̃︀𝑥𝑤*
1

1 · ̃︀𝑥2, ..., 𝑦𝑛 = ̃︀𝑥𝑤*
1

1 · ̃︀𝑥𝑛, после которой дробь, представляющая
функцию 𝐹 , может быть сокращена на множитель ̃︀𝑥𝑤*

1
1 , и задача сведётся к случаю, когда 𝑆

содержит нуль. Сделав обратные замены, останется отдельно рассмотреть значения 𝐹 при
𝑥1 = 0. Оценка 𝐹 (𝑥) ≤ 𝜀 для 𝑥1 = 0 будет следовать из непрерывности 𝐹 (𝑥) на R𝑛

+ ∖ {0}.
Выполнения второго условия, при котором мы провели доказательство, — различия значе-

ний (𝑤1+...+𝑤𝑛) при разных 𝑤 — можно добиться заменой 𝑥𝑖 = 𝑦𝑎𝑖𝑖 , подобрав соответствующие
𝑎𝑖 > 0. Лемма доказана. 2

Лемма 2. Пусть 𝐺(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑐𝑤𝑥
𝑤 ∈ 𝒫𝑐+, число 𝛾 > 0. Тогда существуют такие поло-

жительные постоянные 𝑘 и 𝐾, что для любого 𝑥 ∈ R𝑛
+ выполняется неравенство

𝑘 ·
∑︁
𝑤∈𝛾𝑆

𝑥𝑤 ≤ 𝐺𝛾(𝑥) ≤ 𝐾 ·
∑︁
𝑤∈𝛾𝑆

𝑥𝑤.

Доказательство. Очевидно, что лемму достаточно доказать для многочлена 𝐺(𝑥) с коэф-
фициентами 𝑐𝑤 = 1.

Сначала рассмотрим случай 𝛾 > 1. Пусть 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, — неотрицательные чис-

ла. В силу выпуклости вниз функции 𝑧(𝑡) = 𝑡𝛾 , верно соотношение
(︀
𝑎1+𝑎2

2

)︀𝛾 ≤ 𝑎𝛾1+𝑎𝛾2
2 или

(𝑎1 + 𝑎2)
𝛾 ≤ 2𝛾−1(𝑎𝛾1 + 𝑎𝛾2). Далее,

(︁ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖

)︁𝛾
≤ 2𝛾−1

(︂
𝑎𝛾1 +

(︁ 𝑘∑︀
𝑖=2

𝑎𝑖

)︁𝛾)︂
≤ . . . ≤ 𝐶(𝑘, 𝛾)

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑎𝛾𝑖 .

Применив это неравенство, получаем

𝐺𝛾(𝑥) =
(︁∑︁

𝑤∈𝑆
𝑥𝑤
)︁𝛾

≤ 𝐶(|𝑆|, 𝛾)
∑︁
𝑤∈𝑆

𝑥𝛾𝑤. (4)

В силу неравенства
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑎𝛾𝑖 ≤

(︁ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖

)︁𝛾
, верного для любых неотрицательных 𝑎𝑖 и любого

𝛾 > 1 (см. [17], глава 2.12), будем иметь оценку∑︁
𝑤∈𝑆

𝑥𝛾𝑤 ≤
(︁∑︁

𝑤∈𝑆
𝑥𝑤
)︁𝛾

= 𝐺𝛾(𝑥). (5)

Из неравенств (4) и (5) и того факта, что
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝛾𝑤 =
∑︀

𝑤∈𝛾𝑆
𝑥𝑤, получаем утверждение леммы.

Аналогичный результат можно получить и при 0 < 𝛾 < 1, только там уже будет исполь-

зована оценка 𝐶(|𝑆|, 𝛾) ·
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝛾𝑤 ≤
(︁ ∑︀

𝑤∈𝑆
𝑥𝑤
)︁𝛾

≤
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝛾𝑤.

Случай 𝛾 = 1 тривиален. Лемма доказана. 2

Лемма 3. Пусть функция 𝑓(𝑥), определеннная на R𝑛
+, неотрицательна и интегрируема

по Риману на любом замкнутом кубируемом подмножестве R𝑛
+. Для любых положительных

чисел 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, и 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚, для любых многочленов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 и 𝑄1, . . . , 𝑄𝑚, принадлежа-
щих множеству 𝒫+ ∪ 𝒫𝑐+, верно∫︁

R𝑛
+

𝑓(𝑥) ·
𝑃𝛼1
1 (𝑥) · . . . · 𝑃𝛼𝑘

𝑘 (𝑥)

𝑄𝛽1
1 (𝑥) · . . . ·𝑄𝛽𝑚

𝑚 (𝑥)
𝑑𝑥 < +∞ ⇐⇒

∫︁
R𝑛
+

𝑓(𝑥) · 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥)

𝑑𝑥 < +∞,

где 𝑃 (𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆𝑃

𝑥𝑤, 𝑄(𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆𝑄

𝑥𝑤, 𝑆𝑃 и 𝑆𝑄 — множества вершин многогранников
𝑘∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖

и
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗 соответственно.
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Доказательство. Пусть 𝑆𝑃𝑖 и 𝑆𝑄𝑗 — множества вершин многогранников 𝒩𝑃𝑖 и 𝒩𝑄𝑗 соот-
ветственно. Применив несколько раз утверждение пункта (II) леммы 1, можно получить рав-

носходимость интегралов от функции 𝑓(𝑥) · 𝑃
𝛼1
1 (𝑥)·...·𝑃𝛼𝑘

𝑘 (𝑥)

𝑄
𝛽1
1 (𝑥)·...·𝑄𝛽𝑚

𝑚 (𝑥)
и функции 𝑓(𝑥) · ̃︁𝑃1

𝛼1 (𝑥)·...·̃︁𝑃𝑘
𝛼𝑘 (𝑥)̃︁𝑄1

𝛽1 (𝑥)·...·̃︂𝑄𝑚
𝛽𝑚

(𝑥)
,

где ̃︀𝑃𝑖(𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆𝑃𝑖

𝑥𝑤, а ̃︁𝑄𝑗(𝑥) =
∑︀

𝑤∈𝑆𝑄𝑗

𝑥𝑤.

Воспользовавшись несколько раз леммой 2, будем иметь равносходимость интегрaлов от

функций 𝑓(𝑥) · ̃︁𝑃1
𝛼1 (𝑥)·...·̃︁𝑃𝑘

𝛼𝑘 (𝑥)̃︁𝑄1
𝛽1 (𝑥)·...·̃︂𝑄𝑚

𝛽𝑚
(𝑥)

и 𝑓(𝑥) · 𝑃 *
1 (𝑥)·...·𝑃 *

𝑘 (𝑥)

𝑄*
1(𝑥)·...·𝑄*

𝑚(𝑥) , где многочлены 𝑃 *
𝑖 (𝑥) =

∑︀
𝑤∈𝛼𝑖𝑆𝑃𝑖

𝑥𝑤, а

𝑄*
𝑗 (𝑥) =

∑︀
𝑤∈𝛽𝑗𝑆𝑄𝑗

𝑥𝑤. Так как многогранник Ньютона для многочлена 𝑃 *
1 (𝑥) · . . . · 𝑃 *

𝑘 (𝑥) совпада-

ет с многогранником
𝑘∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖 , а многогранник Ньютона для многочлена 𝑄*

1(𝑥) · . . . · 𝑄*
𝑚(𝑥)

совпадает с многогранником
𝑚∑︀
𝑖=1

𝛽𝑖𝒩𝑄𝑗 , применив ещё раз результат леммы 1, получаем, что

интеграл от функции 𝑓(𝑥) · 𝑃 *
1 (𝑥)·...·𝑃 *

𝑘 (𝑥)

𝑄*
1(𝑥)·...·𝑄*

𝑚(𝑥) равносходим с интегралом от функции 𝑓(𝑥) · 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) ,

где 𝑃 (𝑥) и 𝑄(𝑥) — многочлены вида
∑︀
𝑥𝑤 с носителями, являющимися множествами вершин

многогранников
𝑘∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖 и

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗 соответственно. Лемма доказана. 2

4. Доказательство теоремы 1

Доказательство. Из леммы 3 следует, что теорему достаточно доказать для случая
𝐼 =

∫︀
R𝑛
+

𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥)𝑑𝑥, где 𝑃 (𝑥) =

∑︀
𝛿∈𝑇

𝑥𝛿, 𝑄(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝑤 — многочлены с произвольными носителями

𝑇 и 𝑆 из R𝑛
+. Доказательство проведем в несколькошагов.

(I) Докажем, что интеграл 𝐼 =
∫︀
R𝑛
+

𝑄−1(𝑥)𝑑𝑥, где 𝑄(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝑤, сходится тогда и только

тогда, когда e ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄).
Начнем с необходимого условия сходимости. Предположим противное, что интеграл 𝐼 схо-

дится, но при этом e не принадлежит внутренности многогранника 𝒩𝑄. В силу выпуклости
множества 𝒩𝑄 существует гиперплоскость 𝑎1𝑤1+ . . .+𝑎𝑛𝑤𝑛+𝑎0 = 0, разделяющая 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄) и
e. Пусть для внутренних точек 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) многогранника 𝒩𝑄 выполняется неравенство
𝑎1𝑤1 + . . . + 𝑎𝑛𝑤𝑛 + 𝑎0 < 0, тогда для точки e верно 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛 + 𝑎0 ≥ 0. Далее сделаем
замену, такую же как в пункте (1) леммы 1, получим:

𝐼 =
𝑙∏︁

𝑖=1

|𝑎𝑖| ·
∫︁
R𝑛
+

𝑙∏︁
𝑖=1

𝑦𝑎𝑖−1
𝑖 ·

(︀∑︁
𝑤∈𝑆

𝑦𝑎1𝑤1
1 . . . 𝑦𝑎𝑙𝑤𝑙

𝑙 · 𝑥𝑤𝑙+1

𝑙+1 . . . 𝑥𝑤𝑛
𝑛

)︀−1
𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑙𝑑𝑥𝑙+1 . . . 𝑑𝑥𝑛.

После перехода от 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙 к гиперсферическим координатам 𝑟 ∈ [0,+∞), 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1∈ [0;𝜋/2],
которые изменяются независимо друг от друга, для сходимости интеграла нам будет необхо-
дима сходимость интеграла по переменной 𝑟, то есть∫︁ ∞

0

𝑟𝑎1+...+𝑎𝑙−𝑙 · 𝑟𝑙−1𝑑𝑟

𝑄(𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛)
.

Заметим, что теперь функция 𝑄(𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛) — многочлен от переменной 𝑟,
в него входят слагаемые вида 𝑟𝑎1𝑤1+...+𝑎𝑙𝑤𝑙 с коэффициентами, зависящими от 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1,
𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛, которые почти всюду положительны. Поэтому для сходимости в +∞ необходимо,
чтобы

max
𝑤∈𝑆

(𝑎1𝑤1 + . . .+ 𝑎𝑙𝑤𝑙)− (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑙) > 0
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или
max
𝑤∈𝑆

(𝑎1𝑤1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑤𝑛)− (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛) > 0.

Поскольку для всех 𝑤 ∈ 𝑆 выполнено неравенство 𝑎1𝑤1 + . . . + 𝑎𝑛𝑤𝑛 < −𝑎0 и при этом
𝑎1+. . .+𝑎𝑛 ≥ −𝑎0, левая часть неравенства отрицательна. Противоречие. Необходимое условие
сходимости доказано.

Для доказательства достаточного условия заметим, что если 𝒦 — произвольное конечное
подмножество𝒩𝑄, то интеграл 𝐼 =

∫︀
R𝑛
+

𝑄−1(𝑥)𝑑𝑥 равносходим с интегралом
∫︀
R𝑛
+

(︀ ∑︀
𝑤∈𝑆∪𝒦

𝑥𝑤
)︀−1

𝑑𝑥.

Это следует из леммы 1. Поэтому, если интеграл 𝐼 расходится, то расходится и интеграл∫︀
R𝑛
+

(︀ ∑︀
𝑤∈𝑆∪𝒦

𝑥𝑤
)︀−1

𝑑𝑥. Тогда, из признака сравнения несобственных интегралов следует, что рас-

ходится и интеграл
∫︀
R𝑛
+

(︀ ∑︀
𝑤∈𝒦

𝑥𝑤
)︀−1

𝑑𝑥.

Предположим, что интеграл 𝐼 расходится, но при этом e ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄). Возьмем 𝑛−мерный
куб, лежащий внутри многогранника 𝒩𝑄 и содержащий e, такой, что его грани параллельны
координатным плоскостям. Пусть 𝒦 — множество вершин куба и тогда, по замечанию выше,
интеграл

∫︀
R𝑛
+

(︀ ∑︀
𝑤∈𝒦

𝑥𝑤
)︀−1

𝑑𝑥 расходится. Так как 𝒦 — вершины специальным образом выбран-

ного куба, существуют положительные 𝑞 и 𝑝 такие, что этот интеграл представляется в виде:∫︁
R𝑛
+

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑥𝑞𝑖 (1 + 𝑥𝑝𝑖 ))
−1
𝑑𝑥 =

(︁∫︁ ∞

0
(𝑥𝑞1(1 + 𝑥𝑝1))

−1
𝑑𝑥1

)︁𝑛
=

=

(︂
1

𝑞
𝐵
(︁1− 𝑞

𝑞
,
(𝑞 + 𝑝)− 1

𝑞

)︁)︂𝑛

.

Поскольку e лежит внутри куба, выполнено условие 𝑞 < 1 < 𝑞+ 𝑝. Тогда бета-функция, через
которую выражается значение интеграла, определена, то есть интеграл сходится. Противоре-
чие. Достаточное условие доказано.

(II) Теперь докажем, что интеграл 𝐼 =
∫︀
R𝑛
+

𝑥𝛿 · 𝑄−1(𝑥)𝑑𝑥, где 𝑄(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝑤, 𝛿𝑖 > −1 для

любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, сходится тогда и только тогда, когда 𝛿 + e ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄).
Сделаем замену переменных 𝑦𝑖 = 𝑥𝛿𝑖+1

𝑖 . Тогда 𝐼 преобразуется к виду

𝐼 =
𝑛∏︁

𝑖=1

(𝛿𝑖 + 1)−1 ·
∫︁
R𝑛
+

(︁∑︁
𝑤∈𝑆

𝑦
𝑤1

𝛿1+1

1 . . . 𝑦
𝑤𝑛

𝛿𝑛+1
𝑛

)︁−1
𝑑𝑦.

Применим утверждение пункта (I). Интеграл сходится тогда и только тогда, когда e попадает
внутрь многогранника Ньютона многочлена с носителем{︁(︁ 𝑤1

𝛿1 + 1
, . . . ,

𝑤𝑛

𝛿𝑛 + 1

)︁
, 𝑤 ∈ 𝑆

}︁
,

что равносильно тому, что 𝛿 + e ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄). Утверждение пункта доказано.
(III) Последний шаг доказательства: необходимое и достаточное условие сходимости ин-

теграла 𝐼 =
∫︀
R𝑛
+

𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥)𝑑𝑥, где 𝑃 (𝑥) =

∑︀
𝛿∈𝑇

𝑥𝛿, 𝑄(𝑥) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑥𝑤. Используя свойства несобственного

интеграла и результат пункта (II), получаем∫︁
R𝑛
+

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 < +∞ ⇐⇒ ∀𝛿 ∈ 𝑇

∫︁
R𝑛
+

𝑥𝛿

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 < +∞ ⇐⇒ ∀𝛿 ∈ 𝑇 𝛿 + e ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄).

Последнее условие в силу выпуклости 𝒩𝑄 равносильно условию 𝒩𝑃 +e ⊂ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄). Теорема
доказана. 2
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5. Доказательство теоремы 2

Доказательство. Для одномерного случая утверждение теоремы легко получается из при-
знака сравнения несобственных интегралов.

Рассмотрим случай 𝑛 ≥ 2. Числитель в подынтегральной функции представим в виде
𝑃 (𝑥) = 𝑃1(𝑥)−𝑃2(𝑥), где 𝑃1 и 𝑃2 — многочлены с положительными коэффициентами, причём
их носители 𝑆1 и 𝑆2 не пересекаются. Из равносильности сходимости и абсолютной сходимости
несобственного интеграла и утверждения леммы 3 следует, что доказательство достаточно
провести для интеграла

𝐼 =

∫︁
R𝑛
+

𝑃1(𝑥)− 𝑃2(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥,

где 𝑄(𝑥) — многочлен с положительными коэффициентами.
Достаточность условия 𝒩𝑃 + e ⊂ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄) для сходимости интеграла 𝐼 очевидно следу-

ет из оценки |𝑃1(𝑥) − 𝑃2(𝑥)| ≤ 𝑃1(𝑥) + 𝑃2(𝑥). Докажем необходимость. Предположим, что
𝒩𝑃 + e ̸⊂ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄), но при этом 𝐼 сходится. Поскольку добавление к подынтегральной функ-

ции слагаемых (−1)𝑖𝑐𝑤𝑥𝑤

𝑄(𝑥) , где 𝑤 + e ∈
(︀
𝑆𝑖 + e

)︀
∩ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄), не меняет сходимости интеграла,

утверждение можно доказать для такого 𝑃 (𝑥), что (𝑆𝑃 + e) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝒩𝑄) = ∅.
Пусть 𝑊 — множество вершин многогранника 𝒩𝑄, 𝑣 — фиксированная точка 𝒩𝑄, 𝜆 ≥ 1.

Определим𝑊 𝜆
𝑣 = {𝑣+𝜆 ·(𝑤−𝑣), 𝑤 ∈𝑊} — "𝜆−раздутие"множества𝑊 относительно точки 𝑣,

𝒩 (𝑊 𝜆
𝑣 ) — многогранник, множество вершин которого есть 𝑊 𝜆

𝑣 . Очевидно, что 𝒩 (𝑊 1
𝑣 ) = 𝒩𝑄

и для любых 𝜆1 < 𝜆2 выполняется 𝒩 (𝑊 𝜆1
𝑣 ) $ 𝒩 (𝑊 𝜆2

𝑣 ) .
Обозначим 𝒮 = 𝑆𝑃 + e. Возьмём произвольную внутреннюю точку 𝑣 многогранника 𝒩𝑄

и минимально возможное число 𝜆, чтобы 𝒮 ⊂ 𝒩 (𝑊 𝜆
𝑣 ). Если точки множества 𝒮 ∩ 𝜕(𝒩 (𝑊 𝜆

𝑣 ))
лежат на одной грани 𝛾 многогранника 𝒩 (𝑊 𝜆

𝑣 ), положим ℬ = 𝑊 𝜆
𝑣 . Если точки множества

𝒮 ∩ 𝜕(𝒩 (𝑊 𝜆
𝑣 )) не лежат на одной грани многогранника 𝒩 (𝑊 𝜆

𝑣 ), то возьмём любую точку
𝑢 ∈ 𝒮 ∩𝜕(𝒩 (𝑊 𝜆

𝑣 )) и достаточно большое 𝜇, чтобы множество 𝒮 ∩𝒩 ((𝑊 𝜆
𝑣 )

𝜇
𝑢) содержало только

точки, принадлежащие одной из граней многогранника 𝒩 ((𝑊 𝜆
𝑣 )

𝜇
𝑢) (то есть той грани, назовём

её Γ, которой принадлежит точка 𝑢). В этом случае положим ℬ = (𝑊 𝜆
𝑣 )

𝜇
𝑢.

По признаку сравнения несобственных интегралов из сходимости интеграла 𝐼 следует схо-
димость интеграла от функции 𝑃1(𝑥)−𝑃2(𝑥)

𝑄(𝑥)+
∑︀

𝑤∈ℬ
𝑥𝑤
, и тогда сходится интеграл от функции

𝑃1(𝑥)− 𝑃2(𝑥) +
∑︀

𝑤∈𝑆𝑖
𝑤+e∈𝐼𝑛𝑡(𝒩 (ℬ))

(−1)𝑖𝑐𝑤𝑥
𝑤

𝑄(𝑥) +
∑︀
𝑤∈ℬ

𝑥𝑤
.

После приведения подобных числитель последней функции есть сумма слагаемых (−1)𝑖+1𝑐𝑤𝑥
𝑤

по всем 𝑤 ∈ 𝑆𝑖 (𝑖 = 1, 2), но таких, что 𝑤 + e принадлежат грани Γ многогранника 𝒩 (ℬ).
Далее можно провести рассуждения, аналогичные рассуждениям пункта (I) в доказатель-

стве теоремы 1, а именно: разделить гиперплоскостью внутренность многогранника 𝒩 (ℬ) и
множество {𝑤 + e}, где 𝑤 принадлежат носителю многочлена в числителе подынтегральной
функции — в данном случае это будет гиперплоскость, которая содержит грань Γ. Для 𝑤, при-
надлежащих носителю многочлена в числителе будет выполняться равенство (𝑎,𝑤+e)+𝑎0 = 0,
для точек из внутренности многогранника 𝒩 (ℬ) неравенство (𝑎,𝑤) + 𝑎0 < 0. После соответ-
ствующих замен переменных (как в пункте (I) доказательства теоремы 1) нам будет необхо-
дима сходимость интеграла ∫︁ ∞

0

𝑟−𝑎0−1𝑑𝑟

𝑄(𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛)
,
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где 𝑄(𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑙−1, 𝑥𝑙+1, . . . , 𝑥𝑛) — многочлен от переменной 𝑟, с показателями степеней, рав-
ными (𝑎,𝑤), причём для 𝑤 ∈ ℬ ∩ Γ они равны −𝑎0, для 𝑤 ∈ ℬ ∖ Γ они меньше −𝑎0 . Такой
интеграл расходится. Противоречие. Теорема доказана. 2

6. Доказательство следствия

Доказательство. Пусть 𝐴 — ограниченное подмножество R𝑛. Тогда для любых 𝜆, ̂︀𝜆 ∈ R+

выполняется неравенство:

sup
𝑤∈𝐴

𝜌(𝜆𝑤, ̂︀𝜆𝐴) ≤ sup
𝑤∈𝐴

𝜌(𝜆𝑤, ̂︀𝜆𝑤) ≤ |𝜆− ̂︀𝜆| · sup
𝑤∈𝐴

||𝑤||,

где 𝜌 — обычное евклидово расстояние в R𝑛. Из этой оценки следует, что при достаточно

малых изменениях 𝛼𝑖 и 𝛽𝑗 включение
𝑘∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖 + e ⊂ 𝐼𝑛𝑡

(︁ 𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗

)︁
остается справедливым.

То есть существует 𝜀 > 0, что для любых ̂︀𝛼𝑖 ∈ 𝑈𝜀(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, . . . 𝑘 и для любых ̂︀𝛽𝑖 ∈ 𝑈𝜀(𝛽𝑗),

𝑗 = 1, . . .𝑚, выполняется
𝑘∑︀

𝑖=1
̂︀𝛼𝑖𝒩𝑃𝑖 + e ⊂ 𝐼𝑛𝑡

(︁ 𝑚∑︀
𝑗=1

̂︀𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗

)︁
. Таким образом, область сходимости

интеграла — открытое множество.
Покажем, что множество сходимости интеграла — полиэдральное. Сначала сделаем два

небольших замечания.
(I) Если 𝐴 произвольное полиэдральное множество, то оно может быть задано си-

стемой неравенств вида (𝑤, 𝑑) + 𝑐 ≤ 0 — как пересечение полупространств евклидова про-
странства R𝑛. Здесь 𝑑 — вектор нормали к гиперплоскости, ограничивающей соответству-
ющее полупространство. Тогда полиэдральное множество 𝛼𝐴 задается системой неравенств
(𝑤, 𝑑) + 𝛼𝑐 ≤ 0, то есть нормали к гиперплоскостям, задающим границу 𝛼𝐴, не зависят от 𝛼.

(II) Пусть 𝐴 и 𝐵 — два произвольных полиэдральных множества. Рассмотрим 𝛼𝐴 + 𝐵,
где 𝛼 > 0, и систему неравенств (𝑤, 𝑑) + 𝑐 ≤ 0, задающих это множество. Граница множе-
ства 𝛼𝐴 + 𝐵 содержится в множестве, являющейся суммой границ множеств 𝛼𝐴 и 𝐵, при
этом нормали к гиперплоскостям, задающим границу 𝛼𝐴, не зависят от 𝛼. Из этого следует,
что нормали 𝑑 не зависят от 𝛼.

Вернемся к доказательству утверждения. Вложение (3) равносильно тому, что для всех
элементов вида 𝑢 = 𝛼1𝑢1 + . . . + 𝛼𝑘𝑢𝑘, где 𝑢𝑖 — вершина многогранника 𝒩𝑃𝑖 , выполняются
неравенства (𝑢+ e, 𝑑) + 𝑐 < 0, где (𝑤, 𝑑) + 𝑐 ≤ 0 — система неравенств, определяющая много-

гранник
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗 . Из (I) и (II) следует, что система задаётся так, что нормали 𝑑 не будут

зависеть от 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚, а будут зависеть от параметров многогранников 𝒩𝑄1 , . . . ,𝒩𝑄𝑚 . Таким

образом,
𝑘∑︀

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑢𝑖, 𝑑)+(e, 𝑑)+ 𝑐 < 0. В свою очередь, так как многогранник

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝒩𝑄𝑗 задается

неравенствами (𝑤, 𝑑) + 𝑐 ≤ 0, есть точки вида 𝑤 = 𝛽1𝑤1 + . . . + 𝛽𝑚𝑤𝑚, где 𝑤𝑗 — какие-то из
вершин многогранников 𝒩𝑄𝑗 , на каждой из которых достигается равенство в одном из нера-
венств системы, то есть все значения свободных членов в неравенствах представляются виде

𝑐 = −(𝑤, 𝑑) = −
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗(𝑤𝑗 , 𝑑). В итоге имеем условия, полностью определяющие 𝛼𝑖 и 𝛽𝑗 , —

линейную систему из конечного числа неравенств

𝑘∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑢𝑖, 𝑑) + (e, 𝑑)−
𝑚∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗(𝑤𝑗 , 𝑑) < 0,

что и доказывает следствие.
2



338 Т. Ю. Семенова

7. Заключение

Доказанные в работе результаты могут быть использованы при исследовании сходимости
кратных несобственных интегралов, возникающих в прикладных задачах физики и матема-
тики.
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