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Аннотация

Пусть 𝐿𝑞(M) означает решетку всех подквазимногообразий квазимногообразия M от-
носительно включения. Существует глубокая взаимосвязь между свойствами решетки
𝐿𝑞(M) и алгебраических систем изM. Впервые на этот факт обратил внимание А. И. Маль-
цев в докладе на Международном конгрессе математиков в 1966 году в Москве.

В данной работе получена характеризация класса всех дистрибутивных решеток, каж-
дая из которых изоморфна решетке 𝐿𝑞(M) всех подквазимногообразий некоторого ква-
зимногообразия унаров M.

Унаром называется алгебра с одной унарной операцией. Очевидно, что любой унар
можно рассматривать как автомат с одним входным сигналом без выходных сигналов,
либо – как полигон над циклической полугруппой. В работе построены частично упорядо-
ченные множества 𝑃∞ и 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0), где N0 означает множество всех неотрицательных це-
лых чисел. Далее доказано, что дистрибутивная решетка 𝐿 изоморфна решетке 𝐿𝑞(M) для
некоторого квазимногообразия унаровM тогда и только тогда, когда она изоморфна неко-
торому главному идеалу одной из решеток 𝑂(𝑃𝑠)(𝑠 ∈ N0) или 𝑂𝑐(𝑃∞), где 𝑂(𝑃𝑠)(𝑠 ∈ N0)
– решетка идеалов частично упорядоченного множества 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0) и 𝑂𝑐(𝑃∞) – решетка
идеалов с выделенным элементом 𝑐 частично упорядоченного множества 𝑃∞.

Доказательство основной теоремы существенно опирается на описание Q-критических
унаров. Конечно порожденная алгебра называется Q-критической, если она не разлагает-
ся в подпрямое произведение своих собственных подалгебр. Ранее было установлено, что
каждое квазимногообразие унаров определяется своими Q-критическими унарами. Этот
факт часто используется для исследования квазимногообразий унаров.
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Abstract

Let 𝐿𝑞(M) denote the lattice of all subquasivarieties of the quasivariety M under inclusion.
There is a strong correlation between the properties of the lattice 𝐿𝑞(M) and algebraic systems
from M. A. I. Maltsev first drew attention to this fact in a report at the International Congress
of Mathematicians in 1966 in Moscow.

In this paper, we obtain a characterization of the class of all distributive lattices, each of
which is isomorphic to the lattice of some quasivariety of unars. A unar is an algebra with one
unary operation. Obviously, any unar can be considered as an automaton with one input signal
without output signals, or as an act over a cyclic semigroup.

We construct partially ordered sets 𝑃∞ and 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0), where N0 is the set of all non-
negative integers. It is proved that a distributive lattice is isomorphic to the lattice 𝐿𝑞(M) for
some quasivariety of unars M if and only if it is isomorphic to some principal ideal of one of
the lattices 𝑂(𝑃𝑠)(𝑠 ∈ N0) or 𝑂𝑐(𝑃∞), where 𝑂(𝑃𝑠)(𝑠 ∈ N0) is the ideal lattice of the poset
𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0) and 𝑂𝑐(𝑃∞) is the ideal lattice with a distinguished element 𝑐 of the poset 𝑃∞.

The proof of the main theorem is based on the description of Q-critical unars. A finitely
generated algebra is called Q-critical if it does not decompose into a subdirect product of its
proper subalgebras. It was previously shown that each quasivariety of unars is determined by
its Q-critical unars. This fact is often used to investigate quasivarieties of unars.
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1. Введение

Основные идеи теории квазимногообразий алгебраических систем были разработаны А.И.
Мальцевым. К настоящему времени эта теория глубоко развита (см., например, [1], [2], [4] –
[6], [11] – [15], [17]).

Одна из важнейших проблем теории квазимногообразий заключается в следующем. Пусть
M – произвольное квазимногообразие алгебраических систем фиксированной сигнатуры и
𝐿𝑞(M) – решетка всех подквазимногообразий квазимногообразия M. А. И. Мальцев в докладе
на Международном конгрессе математиков в 1966 году обратил внимание на наличие глубоких
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взаимосвязей между свойствами решетки 𝐿𝑞(M) и свойствами систем из квазимногообразия
M. В связи с этим возникли следующие вопросы:

1) Описание квазимногообразийM, для которых решетка 𝐿𝑞(M) обладает фиксированным
решеточным свойством.

2) Описание взаимосвязей между решеткой 𝐿𝑞(M) и базисами квазитождеств квазимного-
образия M.

3) Вопросы характеризации решеток вида 𝐿𝑞(M). Здесь предполагается выяснить, в каком
случае эта решетка изоморфна некоторой уже исследованной ранее решетке, либо получается
из таких решеток с помощью стандартных или новых конструкций. Результаты такого типа
получены, например, в работах [3], [9], [10].

Заметим, что список результатов исследования решеток квазимногообразий алгебраиче-
ских систем выходит далеко за рамки указанных выше трёх направлений.

К настоящему времени вопросы первого и второго типа для решеток квазимногообразий
унаров (т. е. алгебр с одной унарной операцией) в основном решены ([7] – [9]).

В данной работе получена характеризация класса всех дистрибутивных решеток, каждая
из которых изоморфна решетке 𝐿𝑞(M) всех подквазимногообразий некоторого квазимногооб-
разия M.

Доказательство основной теоремы существенно опирается на описание Q-критических уна-
ров, полученное одним из авторов ранее.

Конечно порожденная алгебра называется Q-критической (или квазикритической), если
она не разлагается в подпрямое произведение своих собственных подалгебр (т. е. подалгебр,
неизоморфных самой алгебре).

Квазимногообразие унаров определяется своими Q-критическими унарами, поскольку лю-
бой конечно порожденный унар разлагается в подпрямое произведение Q-критических поду-
наров [7].

Этот факт неоднократно использовался и при получении других результатов о квазимно-
гообразиях унаров ([7] – [10]).

2. Основные определения и вспомогательные результаты

В дальнейшем N всюду означает множество целых положительных чисел и N0 = N∪{0}.
Для любых целых чисел 𝑚,𝑛 ∈ N0 запись 𝑚|𝑛 означает, что 𝑚 делит 𝑛. Если допол-

нительно 𝑚 ̸= 𝑛, то будем писать 𝑚 ▷ 𝑛. Наименьшее общее кратное чисел 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘

записывается как [𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘].
Для любого элемента 𝑎 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ через 𝑓𝑛(𝑎) обозначается результат n-кратного при-

менения операции 𝑓 к элементу 𝑎. При этом 𝑓0(𝑎) = 𝑎. Для любых целых чисел 𝑚 > 1 и 𝑛 > 0
положим

𝐶𝑛
𝑚 = ⟨𝑎|𝑓𝑛(𝑎) = 𝑓𝑛+𝑚(𝑎)⟩

и
𝐶𝑚,𝑛 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑓𝑚(𝑎) = 𝑓𝑛(𝑏), 0 < 𝑚 6 𝑛⟩.

Унар, порожденный одним элементом 𝑎, называется моногенным и обозначается через (𝑎).
Свободный моногенный унар будем обозначать через 𝐹1.

Унар 𝐶0
𝑛 называется циклом длины 𝑛. Элемент 𝑎 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется периодическим,

если 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) для некоторых чисел 𝑡 ∈ N0 и 𝑛 ∈ N, и – непериодическим в противном
случае.

Через 𝑇 (𝐴) и 𝑊 (𝐴) обозначается соответственно множество периодических и непериоди-
ческих элементов унара 𝐴. Унар 𝐴 называется периодическим, если 𝐴 = 𝑇 (𝐴) и унаром без
кручения, если 𝐴 =𝑊 (𝐴).
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Объединение двух непересекающихся унаров 𝐵,𝐶 будем называть их суммой и обозначать
через 𝐵 + 𝐶. Ясно, что любой унар можно записать в виде 𝐴 =𝑊 (𝐴) + 𝑇 (𝐴).

Если 𝑎 – периодический элемент, то наименьшее из чисел 𝑡, для которых 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎)
при некоторых 𝑛 ∈ N, называется глубиной элемента 𝑎 и обозначается через 𝑡(𝑎), а наимень-
шее из чисел 𝑛 ∈ N, для которых 𝑓 𝑡(𝑎)(𝑎) = 𝑓 𝑡(𝑎)+𝑛(𝑎), называется периодом элемента 𝑎 и
обозначается через 𝑝(𝑎).

Глубиной унара 𝐴 называется 𝑚𝑎𝑥{𝑡(𝑎)|𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴)}, если 𝑇 (𝐴) ̸= ∅, и – нуль, если 𝑇 (𝐴) = ∅.
В работе [7] дано полное описание Q-критических унаров и доказано, что каждое квазим-

ногообразие унаров порождается своими Q-критическими унарами.

Лемма 1. [7] 1) Конечный унар 𝐴 тогда и только тогда является Q-критическим,
когда либо 𝐴 ∼= 𝐶0

1 + 𝐶0
1 , либо 𝐴

∼= 𝐶𝑡
ℎ0

+ 𝐶0
ℎ1

+ · · · + 𝐶0
ℎ𝑚

для некоторых попарно различных
чисел ℎ0, ℎ1, . . . , ℎ𝑚, удовлетворяющих при 𝑡 = 0 формулам

𝑥 ▷ 𝑢 & 𝑦 ▷ 𝑣 → 𝑢 = 𝑣, [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] = 𝑦 →
𝑛⋁︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 = 𝑦𝑖),

и при 𝑡 > 0 – формуле

𝑥 ▷ 𝑦 → 𝑦 = ℎ0.

2) Конечно порожденный унар 𝐴 тогда и только тогда является Q-критическим, когда либо
𝐴 – конечный Q-критический унар, либо его непериодическая часть 𝑊 (𝐴) изоморфна одному
из унаров 𝐹1 или 𝐶𝑚,𝑛 для некоторых 𝑚,𝑛 ∈ N, а периодическая часть 𝑇 (𝐴), если она не
пуста, является суммой циклов, длины которых попарно не сравнимы по делимости.

3. Основной результат

Построим частично упорядоченные множества 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0) и 𝑃∞, которые необходимы нам
для формулировки основной теоремы.

Носитель 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0) является объединением трех множеств 𝐴,𝐶,𝐷 координатной плоско-
сти:
𝐴 = {𝑎𝑖|𝑎𝑖 = (−2𝑠+ 𝑖− 1, 𝑒𝑖), 𝑒𝑖 =

1
2(1− (−1)𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 2𝑠},

𝐶 = {𝑐𝑚,𝑛|0 < 𝑚 ≤ 𝑛,𝑚, 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑐}, где 𝑐 = (0, 0) и 𝑐𝑚,𝑛 = (𝑚,𝑚+ 𝑛− 1) при 0 < 𝑚 ≤ 𝑛,
𝐷 = {𝑑𝑚,𝑛|0 < 𝑚 ≤ 𝑛,𝑚, 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑑}, где 𝑑 = (−1

2 , 1) и 𝑑𝑚,𝑛 = (𝑚− 1
2 ,𝑚+ 𝑛) при 0 < 𝑚 ≤ 𝑛.

Порядок в 𝑃𝑠 определяется следующим образом:

𝑎𝑖 ≤ 𝑎𝑗 ⇔ 𝑖 = 𝑗 ∨ 𝑖 = 2𝑘 & 𝑗 = 2𝑘 ± 1 & 𝑘 > 1, (1)

𝑐𝑚,𝑛 ≤ 𝑐𝑚1,𝑛1 ⇔ 𝑚 ≤ 𝑚1 & 𝑛 ≤ 𝑛1, (2)

𝑑𝑚,𝑛 ≤ 𝑑𝑚1,𝑛1 ⇔ 𝑚 ≤ 𝑚1 & 𝑛 ≤ 𝑛1,

𝑐𝑚,𝑛 ≤ 𝑑𝑚,𝑛, 𝑐 ≤ 𝑑, 𝑎2𝑠 ≤ 𝑑, 𝑐 ≤ 𝑐𝑚,𝑛, 𝑑 ≤ 𝑑𝑚,𝑛

для любых 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ∈ 𝐴, 𝑐𝑚,𝑛, 𝑐𝑚1,𝑛1 ∈ 𝐶, 𝑑𝑚,𝑛, 𝑑𝑚1,𝑛1 ∈ 𝐷, и далее рассматривается транзитивное
замыкание определенного выше отношения.

Через 𝑃∞ будем обозначать частично упорядоченное множество, носитель которого яв-
ляется объединением двух множеств 𝐴 и 𝐶, где 𝐶 определяется также, как для носителей
частично упорядоченных множеств 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0), и
𝐴 = {𝑎𝑖|𝑎𝑖 = (𝑖+ 1, 𝑒𝑖), 𝑒𝑖 =

1
2(1− (−1)𝑖), 𝑖 ∈ N0}.

Порядок в 𝑃∞ задаётся формулами (1) и (2).
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Напомним (см., например, [16, с. 82], что O-идеалом частично упорядоченного множества
𝑃 называется всякое непустое подмножество 𝑆 ⊆ 𝑃 , удовлетворяющее условию

∀𝑥, 𝑠(𝑠 ∈ 𝑆 & 𝑥 ≤ 𝑠⇒ 𝑥 ∈ 𝑆).

Решетка О-идеалов частично упорядоченного множества 𝑃 обозначается через 𝑂(𝑃 ).
Зафиксируем некоторый элемент 𝑎 ∈ 𝑃 . О-идеал 𝑆 называется О-идеалом с выделенным

элементом 𝑎, если он либо конечен, либо содержит элемент 𝑎.
Очевидно, что О-идеалы с выделенным элементом 𝑎 также образуют полную решетку

относительно включения, которую мы будем обозначать через 𝑂𝑎(𝑃 ).

Теорема 1. Дистрибутивная решетка 𝐿 изоморфна решетке всех подквазимногооб-
разий некоторого квазимногообразия унаров тогда и только тогда, когда 𝐿 изоморфна либо
главному идеалу решетки 𝑂(𝑃𝑠) для некоторого числа 𝑠 ∈ N0, либо главному идеалу решетки
𝑂𝑐(𝑃∞).

Основная идея доказательства этой теоремы исходит из следующего общего факта.
Пусть 𝐿 – произвольная решетка квазимногообразий алгебраических систем фиксирован-

ной сигнатуры. Тогда 𝐿 является коалгебраической решеткой [4, лемма 1], т. е. каждый её эле-
мент является верхней гранью некоторого множества вполне ∨-неразложимых элементов из 𝐿.
Сопоставив каждому подмножеству 𝑆 ⊆ 𝑃 , где 𝑃 – множество всех вполне ∨-неразложимых
элементов решетки 𝐿, множество

𝑆* = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑃, 𝑥 ≤ ∨𝑆}, (3)

получим оператор замыкания на решетке всех подмножеств множества 𝑃 . При этом отобра-
жение 𝑎→ {𝑥|𝑥 ∈ 𝑃, 𝑥 ≤ 𝑎} осуществляет изоморфизм

𝐿 ∼= 𝐶(𝑃 ), (4)

где 𝐶(𝑃 ) – решетка всех замкнутых подмножеств множества 𝑃 относительно включения.
Поэтому конкретное представление решетки 𝐿 будет реализовано, если описаны множе-

ство 𝑃 всех её вполне ∨-неразложимых элементов и замкнутые подмножества соответствую-
щего оператора замыкания.

Оказалось, что решетка 𝐿𝑞(M) квазимногообразий унаров дистрибутивна тогда и только
тогда, когда множество 𝑃 всех её вполне ∨-неразложимых элементов изоморфно некоторому
О-идеалу одного из двух частично упорядоченных множеств 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0) и 𝑃∞.

При этом замкнутые подмножества соответствующего оператора замыкания являются О-
идеалами (быть может с выделенным фиксированным элементом).

В дальнейшем для любого квазимногообразия M унаров через 𝐾(M) будем обозначать
множество всех Q-критических унаров, содержащихся в M , а через 𝑃 (M) – множество всех
вполне ∨-неразложимых злементов решетки 𝐿𝑞(M).

Для любого класса унаров N обозначим через 𝑞N наименьшее квазимногообразие, содер-
жащее класс N, и через 𝑞𝐴, если N состоит из одного унара 𝐴.

В силу теоремы 1 [9]
𝑃 (M) = {𝑞𝐴|𝐴 ∈ 𝐾(M)}. (5)

Следующее предложение содержит описание замкнутых подмножеств оператора замыка-
ния на множестве 𝑃 (M), определенного по правилу (3).

Лемма 2. [9, леммы 5 – 8] . Пусть N = {𝐴𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} – некоторый класс Q-критических
унаров.
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1) Если 𝐵 ∼= 𝐶1
0 + 𝐶1

0 , то 𝐵 ∈ 𝑞N тогда и только тогда, когда 𝐵 ≤ 𝐴𝑖 для некоторого
𝑖 ∈ 𝐼.

2) Если 𝐵 ∼= 𝐶𝑡0
ℎ0

+ 𝐶0
ℎ1

+ · · · + 𝐶0
ℎ𝑘

и 𝐵 ̸∼= 𝐶1
0 + 𝐶1

0 , то 𝐵 ∈ 𝑞N тогда и только
тогда, когда в классе N найдутся унары 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑠; содержащие элементы 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴𝑗

(𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠), такие, что ℎ𝑖 = [𝑝(𝑎𝑖1), 𝑝(𝑎𝑖2), . . . , 𝑝(𝑎𝑖𝑠)] и 𝑡0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑡(𝑎0𝑗)|
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠}.

3) Если 𝐵 ∼= 𝐹1, то 𝐵 ∈ 𝑞N тогда и только тогда, когда в классе N существуют унары,
содержащие моногенные подунары сколь угодно высокого порядка.

4) Если 𝐵 ∼= 𝐶𝑚,𝑛(0 < 𝑚 ≤ 𝑛)„ то 𝐵 ∈ 𝑞N тогда и только тогда, когда выполняется одно
из условий:
a) 𝐶𝑚,𝑛 ≤ 𝐴𝑖 для некоторого 𝑖 ∈ 𝐼;
b) 𝐹1 ∈ 𝑞N и существует унар 𝐴 ∈ N, который содержит подунар 𝐶𝑡

ℎ такой, что 𝑡 > 𝑚.
5) Если 𝐵 ∼= 𝐶 + 𝐶0

ℎ1
+ · · · + 𝐶0

ℎ𝑘
, где либо 𝐶 ∼= 𝐹1, либо 𝐶 ∼= 𝐶𝑚,𝑛(0 < 𝑚 ≤ 𝑛), то

𝐵 ∈ 𝑞N тогда и только тогда, когда 𝐶 ∈ 𝑞Nℎ1,ℎ2,...,ℎ𝑘
и 𝐶0

ℎ1
+ · · · + 𝐶0

ℎ𝑘
∈ 𝑞Nℎ1,ℎ2,...,ℎ𝑘

, где
Nℎ1,ℎ2,...,ℎ𝑘

– подкласс класса N, состоящий из таких унаров, что в каждом из них для любого
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘} существует элемент, период которого делит число ℎ𝑖.

Предложение 1. [9, теорема 4] . Если M = 𝑞N для некоторого класса унаров, то ре-
шетка 𝐿𝑞(M) дистрибутивна тогда и только тогда, когда выполняются следующие три
условия:

1) длины циклов унаров из N образуют образуют цепь по делимости;
2) если 𝐶1

𝑛, 𝐶
0
𝑘 ∈ N, то 𝑘|𝑛;

3) если 𝐶0
𝑚 + 𝐶0

𝑛 ∈ N и 𝑚 ▷ 𝑘 ▷ 𝑛, то 𝐶0
𝑘 /∈ N.

Далее 𝐶0
0 означает свободный унар 𝐹1.

Продолжим доказательство теоремы 1.
Пусть 𝐿𝑞(M) – дистрибутивная решетка для некоторого квазимногообразия M унаров.
а) Пусть |𝐿𝑞(M)| < 𝜔. Тогда в силу теоремы 1 из [8] квазимногообразие M содержит

лишь конечное число циклов. Если 𝐶1
𝑛 ∈ M для некоторого 𝑛 > 0, то 𝐹1 /∈ M согласно

предложению 1. Отсюда в силу леммы 2 (пункт 3) вытекает, что порядки всех моногенных
унаров, содержащихся в квазимногообразииM, ограничены в совокупности, откуда по теореме
2 [9] следует, что 𝐿𝑞(M) – алгебраическая решетка.

Поскольку любая решетка квазимногообразий является коалгебраической [4], то согласно
[16, с. 83]

𝐿𝑞(M) ∼= 𝑂(𝑃 (M)), (6)

где 𝑃 (M) – частично упорядоченное по включению множество всех ∨-неразложимых элемен-
тов решетки 𝐿𝑞(M).

Покажем, что в этом случае 𝑃 (M) изоморфно некоторому идеалу частично упорядочен-
ного множества 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0).

Пусть𝐻(M) означает множество длин циклов, лежащих в квазимногообразииM. Посколь-
ку порядки моногенных унаров квазимногообразия M ограничены в совокупности, то 𝐻(M)
конечно и, в силу предложения 1,

1 = ℎ0 ▷ ℎ1 ▷ · · · ▷ ℎ𝑠. (7)

По той же причине в M существует моногенный унар 𝐶𝑡
𝑛 наибольшей глубины 𝑡.

Пусть 𝑡 > 0. Тогда по теореме 4 [9] получим 𝑛 = ℎ𝑠.
Обозначим через N𝑠,𝑡 частично упорядоченное по включению множество всех квазимного-

образий унаров вида

𝑞(𝐶0
1 + 𝐶0

1 ), 𝑞(𝐶
0
ℎ𝑖

+ 𝐶0
ℎ𝑖+1

), 𝑞𝐶0
ℎ𝑖
, 𝑞(𝐶0

ℎ𝑠−1
+ 𝐶0

ℎ𝑠
), 𝑞𝐶𝑟

ℎ𝑠
,
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где 𝑟 ∈ {0, 1, . . . , 𝑡} и 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1} при 𝑠 > 0.
При этом множество N0,𝑡 состоит из квазимногообразий вида 𝑞(𝐶0

1 + 𝐶0
1 ), 𝑞𝐶

𝑟
1 (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡).

Из (3), (5) и (7) в силу лемм 1 и 2, предложения 1, а также лемм 11 и 13 из [9] вытекает,
что 𝑃 (M) является О-идеалом в N𝑠,𝑡.

При 𝑠 = 0 отображение 𝑓1 :
𝑞(𝐶0

1 + 𝐶0
1 ) → 𝑎0,

𝑞𝐶1
1 → 𝑐,

𝑞𝐶𝑟
1 → 𝑐1,𝑟−1(𝑟 > 1)

является инъекцией множества N0,𝑡 в 𝑃0, сохраняющей порядок.
Кроме того, 𝑓1(N0,𝑡) является О-идеалом в 𝑃0, откуда следует, что 𝑓1(𝑃 (M)) также явля-

ется О-идеалом в 𝑃0.
Пусть 𝑠 ̸= 0. Тогда отображение 𝑓2 :
𝑞(𝐶0

1 + 𝐶0
1 ) → 𝑎0,

𝑞(𝐶0
ℎ𝑖

+ 𝐶0
ℎ𝑖+1

) → 𝑎2𝑖+1(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠− 2),

𝑞(𝐶0
ℎ𝑠−1

+ 𝐶0
ℎ𝑠
) → 𝑑,

𝑞(𝐶0
ℎ𝑠−1

+ 𝐶𝑟
ℎ𝑠
) → 𝑑1,𝑟(1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡),

𝑞𝐶0
ℎ𝑖

→ 𝑎2𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠− 1),
𝑞𝐶0

ℎ𝑠
→ 𝑐,

𝑞𝐶𝑟
ℎ𝑠

→ 𝑐1,𝑟(1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡)

осуществляет изоморфизм N𝑠,𝑡 в О-идеал частично упорядоченного множества 𝑃𝑠−1. От-
сюда следует, что 𝑓2(𝑃 (M)) является О-идеалом в 𝑃𝑠−1.

Предположим теперь, что 𝑡 = 0, т. е. квазимногообразие M не содержит унаров вида 𝐶1
𝑛.

Тогда из леммы 11 [9] и предложения 1 следует, что 𝑃 (M) является О-идеалом частично
упорядоченного множества N𝑠 всех квазимногообразий унаров следующего вида

𝑞(𝐶0
1 + 𝐶0

1 ), 𝑞𝐶
0
ℎ𝑖
(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠), 𝑞(𝐶0

ℎ𝑖
+ 𝐶0

ℎ𝑖+1
)(0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠− 1),

𝑞𝐹1, 𝑞𝐶𝑚,𝑛, 𝑞(𝐶𝑚,𝑛 + 𝐶0
ℎ𝑠
)(𝑚,𝑛 ∈ N), 𝑞(𝐹1 + 𝐶0

ℎ0
),

где числа ℎ0, ℎ1, . . . , ℎ𝑠 удовлетворяют условию (7).
В этом случае отображение 𝑓3 :
𝑞(𝐶0

1 + 𝐶0
1 ) → 𝑎0,

𝑞𝐶0
ℎ𝑖

→ 𝑎2𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠),
𝑞(𝐶0

ℎ𝑖
+ 𝐶0

ℎ𝑖+1
) → 𝑎2𝑖+1(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠− 1),

𝑞𝐹1 → 𝑐,
𝑞(𝐹1 + 𝐶0

ℎ𝑠
) → 𝑑,

𝑞𝐶𝑚,𝑛 → 𝑐𝑚,𝑛(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛),
𝑞(𝐶𝑚,𝑛 + 𝐶0

ℎ𝑠
) → 𝑑𝑚,𝑛(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛)

является изоморфизмом частично упорядоченных множеств N𝑠 и 𝑃𝑠.
Отсюда, поскольку 𝑃 (M) – О-идеал в N𝑠, 𝑓3(𝑃 (M)) – О-идеал в 𝑃𝑠.
Обратно, допустим, что 𝐿 ∼= 𝑂(𝐼), где 𝐼 – некоторый О-идеал в 𝑃𝑠(𝑠 ∈ N0). Зафиксируем

произвольный набор чисел {ℎ𝑖|𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑠}, удовлетворяющих условию (7).
Пусть N = 𝑓−1

3 (𝐼) и M – квазимногообразие, порожденное всеми унарами 𝐴, для которых
𝑞𝐴 ∈ M, т. е. M = 𝑞{𝐴|𝑞𝐴 ∈ N}. Тогда, очевидно, N является О-идеалом в N𝑠 и N ∼= 𝐼.
Используя предложение 1 и лемму 2, получим

𝑃 (M) ∼= N (8)

и 𝐿𝑞(M) – конечная либо счётная дистрибутивная решётка. Поскольку N ∼= 𝐼, то из (6) и (8)
в силу леммы 11 [9] следует, что 𝐿𝑞(M) ∼= 𝑂(𝐼).
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б) Пусть 𝐿𝑞(M) – континуальная дистрибутивная решетка. Согласно теореме 1 [9] квазим-
ногообразие M содержит бесконечное множество {𝐶0

ℎ𝑖
|𝑖 ∈ N0} циклов.

В силу предложения 1 при подходящей нумерации циклов получим

1 = ℎ0 ▷ ℎ1 ▷ · · · . (9)

Используя предложение 1, а также леммы 6 и 11 из [9], получим, что 𝑃 (M) содержит
квазимногообразие 𝑞𝐹1, порожденное свободным унаром 𝐹1, и является О-идеалом частично
упорядоченного по включению множества N∞ всех квазимногообразий вида

𝑞(𝐶0
1 + 𝐶0

1 ), 𝑞𝐶
0
ℎ𝑖
(𝑖 > 1), 𝑞(𝐶0

ℎ𝑖
+ 𝐶0

ℎ𝑖+1
)(𝑖 > 0), 𝑞𝐹1, 𝑞𝐶𝑚,𝑛(0 < 𝑚 ≤ 𝑛).

В силу (4)
𝐿𝑞(M) ∼= 𝐶(𝑃 (M)),

где 𝐶(𝑃 (M)) – решетка замкнутых подмножеств множества 𝑃 (M) относительно включения.
Замкнутые подмножества при этом строятся по правилу (3).

Применяя леммы 1 и 2, а также леммы 11 и 13 из [9], получим, что любой идеал О-идеал
в 𝑃 (M) с выделенным элементом 𝑞𝐹1 замкнут.

Обратно, пусть 𝑇 замкнуто в 𝑃 (M), т. е. 𝑇 * = 𝑇 . Очевидно, что 𝑇 является О-идеалом в
𝑃 (M).

Допустим, что 𝑇 бесконечно. Тогда 𝑞𝐹1 ∈ 𝑇 в силу леммы 2, т. е. 𝑇 – О-идеал с выделенным
элементом 𝑞𝐹1.

Теперь для завершения доказательства остается отметить, что отображение 𝑓4 :
𝑞(𝐶0

1 + 𝐶0
1 ) → 𝑎0,

𝑞𝐶0
ℎ𝑖

→ 𝑎2𝑖(𝑖 ∈ N0),
𝑞(𝐶0

ℎ𝑖
+ 𝐶0

ℎ𝑖+1
) → 𝑎2𝑖+1(𝑖 ∈ N0),

𝑞𝐹1 → 𝑐,
𝑞𝐶𝑚,𝑛 → 𝑐𝑚,𝑛(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛)
осуществляет изоморфизм частично упорядоченных множеств N∞ и 𝑃∞.
Таким образом,

𝐿𝑞(M) ∼= 𝑂𝑐(𝐼),

где 𝐼 = 𝑓4(𝑃 (M)).
Обратно, если 𝐿 ∼= 𝑂𝑐(𝐼), где 𝐼 – О-идеал в 𝑃∞ с выделенным элементом 𝑐, то, полагая

N = 𝑓−1
4 (𝐼) и M = 𝑞N, и рассуждая также, как и в пункте а), с учетом леммы 13 из [9]

получим, что N удовлетворяет условиям предложения 1 и 𝐿 ∼= 𝐿𝑞(M), откуда следует, что 𝐿
дистрибутивна. Теорема доказана.

Используя теорему 7 работы [9], получаем

Следствие 1. Произвольная булева решетка 𝐿 изоморфна некоторой решетке квазим-
ногообразий унаров тогда и только тогда, когда 𝐿 конечна.

Аналогичным образом из основной теоремы данной работы и из теоремы 5 из [9] вытекает

Следствие 2. Произвольная цепь 𝐿 изоморфна некоторой решетке квазимногообразий
унаров тогда и только тогда, когда 𝐿 конечна.

4. Заключение

В данной работе описан класс всех дистрибутивных решеток, каждая из которых изоморф-
на решетке некоторого квазимногообразия унаров. Аналогичные вопросы решены для классов
булевых решеток и цепей.
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К настоящему времени в теории квазимногообразий унаров открытых вопросов остается
немного.

Возникает проблема исследования квазимногообразий унарных алгебр, в сигнатуре кото-
рых более одной унарной операции.

В этом направлении авторами работ [11], [12] получен ряд содержательных результатов.
Как отмечено выше, для исследования квазимногообразий унаров широко использовалось

описание Q-критических унаров.
Однако, описание Q-критических унарных алгебр, сигнатура которых содержит более од-

ной операции, весьма затруднительно.
В работе [18] вводится понятие NQ-критической алгебры, которое, на наш взгляд, может

иметь более широкий спектр применения.
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