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Аннотация

Проблема разделимости дифференциальных операторов впервые рассмотрена в рабо-
тах В. Н. Эверитта и М. Гирца. Дальнейшее развитие этой теории принадлежит К. Х. Бой-
матову, М.Отелбаеву и их ученикам. Основная часть опубликованных работ по этой теории
относится к линейным операторам. Нелинейный случай рассматривался в случае слабо-
го возмущения линейного оператора. Случай, когда исследуемый оператор не является
слабым возмущением линейного оператора, рассмотрен лишь в некоторых отдельных ра-
ботах. Полученные результаты в данной работе также относятся к этому малоизученному
случаю. В работе исследованы коэрцитивные свойства нелинейного оператора Лапласа-
Бельтрами в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛)

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥),

и на основе коэрцитивных оценок доказана его разделимость в этом пространстве. Ис-
следуемый оператор не является слабым возмущением линейного оператора, т.е. является
строго нелинейным. На основе полученных коэрцитивных оценок и разделимости изуча-
лась разрешимость нелинейного уравнения Лапласа-Бельтрами в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛).

Ключевые слова: оператор Лапласа — Бельтрами, коэрцитивные неравенства, нелиней-
ность, разделимость, разрешимость, гильбертово пространство.
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Abstract

The problem of separability of differential operators is considered for the first time in the
works of V. N. Everitt and M. Hirz. Further development of this theory belongs to K. H. Boy-
matov, M. Otelbaev and their students. The main part of the published papers on this theory
relates to linear operators. The nonlinear case was considered mainly when studied operator
was a weak perturbation of the linear one. The case when the operator under study is not a
weak perturbation of the linear operator is considered only in some works. The results obtained
in this paper also relate to this little-studied case. The paper studies the coercive properties of
the nonlinear Laplace-Beltrami operator in the space 𝐿2(𝑅

𝑛)

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)

and proves its separability in this space by coercivity estimates. The operator under study is not
a weak perturbation of the linear operator, i.e. it is strongly nonlinear. Based on the obtained
coercive estimates and separability, the solvability of the nonlinear Laplace-Beltrami equation
in the space 𝐿2(𝑅

𝑛) is studied.

Keywords: Laplace–Beltrami operator, coercitive inequalities, nonlinearity, separability,
solvability, Hilbert space.
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1. Введение

В настоящей работе исследуется разделимость нелинейного оператора Лапласа — Бель-
трами

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥),

где 𝑔(𝑥) = (𝑔𝑖𝑗(𝑥)) — эрмитова матрица, а 𝑉 (𝑥, 𝑧) — положительная функция.
Установлены соответствующие неравенства коэрцитивности для оператора 𝐿[𝑢] и получены

новые достаточные условия разделимости этого оператора в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛). На основе
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полученных результатов по разделимости и коэрцитивных оценок изучается разрешимость
уравнения Лапласа-Бельтрами в гильбертовом пространстве.

Фундаментальные результаты по теории разделимости дифференциальных операторов
принадлежат В.Н.Эверитту и М.Гирцу. В работах [1]–[4] они получили ряд важных результа-
тов относительно проблемы разделимости оператора Штурма-Лиувилля и его степеней. Ими
был рассмотрен также многомерный случай оператора Шрёдингера. Существенный вклад в
дальнейшее развитие этой теории внесли К.Х.Бойматов, М.Отелбаев и их ученики (см.[5]–[10]
и имеющиеся там ссылки). Условия разрешимости нелинейных уравнений Шредингера и Ди-
рака рассмотрены в [6]. Разделимость нелинейного оператора Шрёдингера изучена в работе
[10]. Коэрцитивная разрешимость дифференциального уравнения нечетного порядка рассмат-
ривалась в [11], а также для линейных операторов Гельмгольца, бигармонического и трижды
гармонического операторов в работах [12]-[14]. Разделимость и коэрцитивные свойства строго
нелинейных операторов рассматривались в работах [5], [16]-[19]

Разделимость дифференциальных выражений с частными производными впервые иссле-
довалась в работе К.Х.Бойматова [5]. Разделимость линейного оператора Лапласа-Бельтрами

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥),

ранее изучалась в работe [15]. Данная работа обобщает результаты работы [15] для нелиней-
ного случая.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в основ-
ном, исследовалась в случае, когда оператор является слабым возмущением линейного опера-
тора. В отличие от этого, рассматриваемые ниже нелинейные дифференциальные операторы
могут не являются слабым возмущением линейного оператора.

2. Формулировка основного результата

В пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛) рассматриваем дифференциальное уравнение

− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) (1)

где 𝑔(𝑥) = (𝑔𝑖𝑗(𝑥))- эрмитова матрица, а 𝑉 (𝑥, 𝑧) -положительная функция.

Определение 1. Уравнение (1) (и соответствующий ему дифференциальный опера-

тор) называется разделимым в 𝐿2(𝑅
𝑛), если

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

𝜕
𝜕𝑥𝑖

[︁√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥) 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︁
,

𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) ∩𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛).

В дальнейшим предположим, что 𝑉 (𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛 × C). Для формулировки основного
результата введем функции

𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) = 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑧), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧,

𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂) = 𝑉 (𝑥, 𝑧), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧.

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉 + 𝑖𝜂) ∈ C, Ω = (𝜇+ 𝑖𝜈) ∈ C функция 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)
удовлетворяет условиям

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2𝐹

1
2
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))];C

⃒⃒⃒⃒2
6 𝜎1, (2)
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𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝐹− 3

2 ;𝐶

⃒⃒⃒⃒2
6 𝜎2, (3)

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)𝐹− 1

2 (
𝜕𝐹

𝜕𝜉
𝜇+ 𝜈

𝜕𝐹

𝜕𝜂
)𝜔;C

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛿1

⃒⃒⃒
𝐹

1
2Ω;C

⃒⃒⃒
. (4)

Также предполагается, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉+ 𝑖𝜂) ∈ C, Ω = (𝜇+ 𝑖𝜈) ∈ C выполнены
неравенства

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2𝐹

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))];C

⃒⃒⃒⃒2
6 𝜎3, (5)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)𝐹−1 𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝐹−2;C

⃒⃒⃒⃒2
6 𝜎4, (6)

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)𝐹−1(

𝜕𝑄

𝜕𝜉
𝜇+ 𝜈

𝜕𝑄

𝜕𝜂
)𝜔;C

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛿2 |𝐹Ω;C| . (7)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2) –(7), и пусть числа 𝜎𝑗 , 𝛿𝑗 (𝑗 = 1, 4) такие,
что

𝑛𝜎1 + 2𝑛𝜎2 < 4, 𝜎1 + 2𝜎2 + 4𝛿1 < 4, 𝑛𝜎3 + 2𝑛𝜎4 < 4, 𝜎3 + 2𝜎4 + 4𝛿2 < 4. (8)

Тогда уравнение (1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛), и для всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) ∩ 𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)
таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) справедливы включения

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
,

𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2(𝑅

𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)‖+

+

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑔−

1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)‖, (9)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

3. Вспомогательные леммы

Лемма 1. Пусть в уравнении (1) функция 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2(𝑅
𝑛), и

функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу 𝐿2(𝑅
𝑛)∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛). Тогда функции 𝑉

1
2𝑢(𝑥), 𝑔−

1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛) принадлежат пространству 𝐿2(𝑅

𝑛).

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) - фиксированная неотрицательная функция,

обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1. Для любого положительного числа 𝜀 положим
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥).
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Рассмотрим скалярное произведение

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑢⟩ = ⟨− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
, 𝜙𝜀𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑢⟩,

и после интегрирования по частям получим

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)]𝜙𝜀𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑢⟩,

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛).

Так как функция 𝜙𝜀 вещественнозначная и⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀

2, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

где
𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝|∇𝜙𝜀(𝑥)|, 𝑀0 = 𝑠𝑢𝑝|Δ𝜙𝜀(𝑥)|,

то из равенства (12), переходя к пределу при 𝜀→ 0, учитывая неравенство (2), находим

Re (𝑓, 𝑢) ≥ (1− 𝛼𝜎1
4

)

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑔−
1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + (1− 𝜎1

4𝛼
)(𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑢),

что и доказывает лемму.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (2) –(4), и пусть функция 𝑢(𝑥) из класса
𝐿2(𝑅

𝑛) ∩ ∩𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) является решением уравнения (1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛). То-

гда функции 𝐹
3
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑔−

1
2 (𝑥)𝐹

1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, принадлежат пространству

𝐿2(𝑅
𝑛).

Доказательство. Пусть функция 𝜙𝜀(𝑥) такая же, как в доказательстве леммы 1. Оче-
видно, что

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
, 𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+

+⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩.

Отсюда, учитывая равенство

𝜕(𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢)

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢+ 𝜙𝜀

𝜕𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

+ 𝜙𝜀
𝜕𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+ 𝜙𝜀

𝜕𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+ 𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,

(10)

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ =
1

2
𝐴𝜀

1(𝑢) +𝐴𝜀
2(𝑢) +𝐴𝜀

3(𝑢) +𝐴𝜀
4(𝑢) +𝐴𝜀

5(𝑢) + ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩, (11)
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где

𝐴𝜀
1(𝑢) = −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜙𝜀𝐹𝑢⟩, 𝐴𝜀

2(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝐹𝑢⟩,

𝐴𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐴𝜀
4(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝐹

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐴𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 ,
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝐹

𝜕𝜉
,
𝜕𝐹

𝜕𝜂
взяты в точке (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значение функционалов, находим, что в силу леммы 1
функционал 𝐴𝜀

2(𝑢) стремится к нулю при 𝜀→ 0.
Относительно функционалов 𝐴𝜀

𝑚(𝑢), 𝑚 = 1, 3, 4, 5 получаем следующие оценки:

|𝐴𝜀
1(𝑢)| = | −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜙𝜀𝐹𝑢⟩| ≥

≥ −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛼

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛼
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝐹

1
2𝑢‖2

}︃
≥

≥ −𝑛𝛼
2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
− 𝑛𝜎1

2𝛼
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2,

|𝐴𝜀
3(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢

⃦⃦⃦⃦2}︃
≤

≤ 𝑛𝛽

2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛𝜎2
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2,

|𝐴𝜀
4(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝐹

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤ 𝑛𝛿1

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
,

|𝐴𝜀
5(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩| ≤ 𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

Здесь 𝛼, 𝛽– произвольные положительные числа, а 𝜎1, 𝜎2 и 𝛿1 - константы из условий (2)
– (4). На основе полученных оценок из равенства (11) имеем

|⟨𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢)⟩| ≥
(︂
1− 𝑛𝜎1

4𝛼
− 𝑛𝜎2

2𝛽

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ − |𝐴𝜀

2(𝑢)|+

+ 𝑛 ·
(︂
1− 𝛼

4
− 𝛽

2
− 𝛿1

)︂
·

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.
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Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к пределу при 𝜀 → 0,
получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)‖‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)‖ ≥ |(𝑓, 𝐹𝑢)| ≥
(︂
1− 𝑛𝜎1

4𝛼
− 𝑛𝜎2

2𝛽

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝐹𝑢)+

+𝑛 ·
(︂
1− 𝛼𝜎1

4
− 𝛽𝜎2

2
− 𝛿1

)︂
·

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

(12)

Теперь подбираем положительные числа 𝛼, 𝛽 так,чтобы выполнялись условия

𝑛𝜎1
4𝛼

+
𝑛𝜎2
2𝛽

< 1,
𝛼𝜎1
4

+
𝛽𝜎2
2

+ 𝛿1 < 1.

Так как по лемме 1 𝐹𝑢 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛), то из неравенства (12) следует, что функции

𝑔−
1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, (𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛), 𝐹

3
2𝑢 принадлежат пространству 𝐿2(𝑅

𝑛).

Лемма доказана.

4. Доказательство теоремы 1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 1. Поступая так же, как и
выше, из равенства

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩ = ⟨− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+

+⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩.

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑄𝑢⟩ =
1

2
𝐵𝜀

1(𝑢) +𝐵𝜀
2(𝑢) +𝐵𝜀

3(𝑢) +𝐵𝜀
4(𝑢) +𝐵𝜀

5(𝑢) + ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑄𝑢⟩, (13)

где

𝐵𝜀
1(𝑢) = −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜙𝜀𝑄𝑢⟩, 𝐵𝜀

2(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖
𝑄𝑢⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝑄

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩.

Здесь и далее значения 𝑄,
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝑄

𝜕𝜉
,
𝜕𝑄

𝜕𝜂
взяты в точке (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов 𝐵𝜀
𝑗 (𝑢), 𝑗 = 1, 5, находим, что

функционалы 𝐵𝜀
2(𝑢) стремится к нулю при 𝜀→ 0.
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Относительно функционалов 𝐵𝜀
𝑚(𝑢), 𝑚 = 1, 3, 4, 5 получаем следующие оценки:

|𝐵𝜀
1(𝑢)| = | −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜙𝜀𝑄𝑢⟩| ≥

≥ −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛼1

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛼1
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄

1
2𝑢‖2

}︃
≥

≥ −𝑛𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
− 𝑛𝜎3

2𝛼1
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2,

|𝐵𝜀
3(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽1
2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽1
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝐹−1 𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢‖2
}︃

≤

≤ 𝑛𝛽1
2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛𝜎4
2𝛽1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2,

|𝐵𝜀
4(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝑄

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤ 𝑛 · 𝛿2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
,

|𝐵𝜀
5(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩| ≤ 𝑛 ·

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

Здесь 𝛼1, 𝛽1– произвольные положительные числа, а 𝜎3, 𝜎4, и 𝛿2 – константы из условий
(5) – (7).

На основе полученных оценок из равенства (13) имеем

|⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢)⟩| ≥
(︂
1− 𝑛𝜎3

4𝛼1
− 𝑛𝜎4

2𝛽1

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩ − |𝐵𝜀

2(𝑢)|+

+ 𝑛 ·
(︂
1− 𝛼1𝜎3

4
− 𝛽1𝜎4

2
− 𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем переходя к пределу при 𝜀→ 0, получим
неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)‖‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)‖ ≥ |(𝑓, 𝑉 𝑢)| ≥
(︂
1− 𝑛𝜎3

4𝛼1
− 𝑛𝜎4

2𝛽1

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝑉 𝑢)+

+𝑛 ·
(︂
1− 𝛼1𝜎3

4
− 𝛽1𝜎4

2
− 𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑔

− 1
2 (𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

(14)

Далее подбираем положительные числа 𝛼1, 𝛽1 так,чтобы выполнялись условия

𝑛𝜎3
4𝛼1

+
𝑛𝜎4
2𝛽1

< 1,
𝛼1𝜎3
4

+
𝛽1𝜎4
2

+ 𝛿2 < 1.

Теперь из полученных неравенств после несложных преобразований имеем коэрцитивное
неравенство (9).

Разделимость нелинейного оператора (1) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛) следует из коэрцитивного

неравенства (9).
Теорема 1 доказана.
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5. Разрешимость

В этом пункте изучается разрешимость уравнения (1). Как следствие выводов теоремы
1 получим следующие результаты.

Теорема 2. Пусть дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢

разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛), и пусть положительная функция 𝜑(𝑥), принадлежащая

в 𝐶1(𝑅𝑛), удовлетворяет неравенствам

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2

⃒⃒⃒⃒2
≤ 𝛾1 (15)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
≤ 𝛾2 (16)

где 0 < 𝛾1 +2𝛾2 < 4. Тогда уравнение (1) для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) имеет единственное решение в

пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛).

Доказательство.

Сначала докажем, что дифференциальное уравнение

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢 = 0 (17)

имеет нулевое решение 𝑢(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. Пусть 𝜓(𝑥) - произвольная положительная
функция из 𝐶2(𝑅𝑛). Рассмотрим скалярное произведение

⟨𝑉 𝑢, 𝜑𝜓𝑢⟩ = ⟨ 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
, 𝜑𝜓𝑢⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜑𝜓𝑢]⟩ =

= −⟨
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

]𝜑𝜓𝑢⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,

1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩. (18)



172 О. Х. Каримов

Теперь находим реальную часть скалярного произведения

𝑅𝑒⟨𝑉 𝑢, 𝑡𝜓𝑢⟩ = 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)))𝜑𝜓𝑢]⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝑢)⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑𝜓

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩, (19)

Имея в виду

2𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ ≤

6
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
[
𝜕𝑔−1

𝜕𝑥𝑗
𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1𝜑

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
]
1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
, (20)

и применяя неравенства Коши-Буняковского, получим

−𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ = −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄− 1

2𝑢⟩

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄− 1

2𝑢‖, (21)

𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜑𝜓𝑢]⟩ =

= 𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−
1
2 (𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2 )𝑄
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2 (𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝑄− 1

2 )𝑄
1
2𝑢‖. (22)

Учитывая неравенство (15), имеем

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑙𝑛(𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥))]𝜑𝜓𝑢]⟩ ≤

6
𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2 𝑔−

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛𝛾1

2𝛼1
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2, (23)

−𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑔−1(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ ≤

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑔−

1
2𝑄− 1

2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑄

1
2𝑢‖ ≤

≤ 𝑛𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛𝛾2

2𝛼2
‖𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2. (24)
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Далее для равенства (19), применяя неравенства (23)-(24), получим

(1− 𝑛𝛾1
4𝛼1

− 𝑛𝛾2
2𝛼2

)‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2 ≤ 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
[
𝜕𝑔−1

𝜕𝑥𝑗
𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑔−1𝜑

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
]
1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛

⃦⃦⃦⃦2
+

+ (
𝑛𝛼1

4
+
𝑛𝛼2

2
)

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛‖2 − 𝑛 ·
𝑛∑︁

𝑗=1

‖𝑔−
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛‖2. (25)

Пусть 𝜓(𝑥) ≡ 1 для любых 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2 < 4𝛼1𝛼2, 𝛼1 + 2𝛼2 = 1, тогда имеем

0 < (1− 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2
4𝛼1𝛼2

)‖𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛‖2 ≤ 0. (26)

Следовательно, получим

0 < (1− 𝑛𝛾1 + 2𝑛𝛾2
4𝛼1𝛼2

)

∫︁
𝑅𝑛

|𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 0. (27)

Последнее неравенство имеет место только при 𝑢(𝑥) ≡ 0. Это доказывает, что 𝑢(𝑥) = 0 явля-
ется единственным решением уравнения (17).

Далее пусть 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) - решение уравнения

𝐿[𝑢] = − 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝑢 = 𝑓(𝑥) (28)

с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛). Теперь выберем последовательность функций 𝑓1, 𝑓2, . . . 𝑓𝑛 ∈

𝐶∞
0 (𝑅𝑛), сходящихся к 𝑓 в 𝐿2(𝑅

𝑛). Положим 𝜗𝑝 = 𝐴−1𝑓𝑝, где 𝐴-означает замыкание опера-

тора 𝐴 = − 1√
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

𝜕
𝜕𝑥𝑖

[︁√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥) 𝜕

𝜕𝑥𝑗

]︁
+ 𝑉 , 𝐷(𝐴 = 𝐶∞

0 (𝑅𝑛)) в 𝐿2(𝑅
𝑛). Функция

𝜗𝑝 ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) и является решением уравнения

− 1√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑗

]︂
+ 𝑉 𝜗𝑖 = 𝑓𝑖

Используя коэрцитивное неравенство (9), находим⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗

]︂
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ‖𝑉 (𝑥)(𝜗𝑖 − 𝜗𝑗);𝐿2(𝑅

𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑔−

1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓𝑝 − 𝑓𝑘;𝐿2(𝑅

𝑛)‖, (29)

Переходя к пределу 𝑝, 𝑘 → ∞, заключаем, что последовательности 𝜗1, 𝜗2, . . . , 𝑉 𝜗1, 𝑉 𝜗2, . . .,

𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

, 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝜗2
𝜕𝑥𝑗

, . . . ,
1√︀

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︂√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)

𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

]︂
,

1√
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕
𝜕𝑥𝑖

[︁√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥)𝜕𝜗2

𝜕𝑥𝑗

]︁
, . . . будучи фундаментальными, сходятся в 𝐿2(𝑅

𝑛) соответ-

ственно к некоторым элементам 𝜗, 𝜗(1), 𝜗(2), 𝜗(3) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛). Легко проверить, что 𝜗 ∈𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛),

𝜗(1) = 𝑉 𝜗, 𝜗(2) = 𝑔−
1
2 (𝑥)𝑉

1
2 (𝑥) 𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
, 𝜗(3) = 1√

𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)

𝜕
𝜕𝑥𝑖

[︁√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔(𝑥)𝑔−1(𝑥) 𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗

]︁
.
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Переходя в неравенстве (29) к приделу при 𝑝, 𝑘 → ∞, получим 𝜗𝑝 = 𝜗𝑘 = 𝜗. Следователь-
но, для 𝑓 ∈ 𝑅𝑛 таких, что 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛) ∩𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) , 𝐴𝑢 = 𝑓 .
Пусть 𝑢1 тоже является решением уравнения 𝐴𝑢 = 𝑓 . Тогда имеем

𝐴(𝑢− 𝑢1) = 0.

Так как уравнение 𝐴𝑢 = 0 имеет единственное решение 𝑢 = 0, отсюда следует, что 𝑢 = 𝑢1, т.е.
теорема полностью доказана. 2

6. Заключение

В работе установлены коэрцитивные оценки для нелинейного оператора вида (1). Най-
дены достаточные условия разделимости оператора в гильбертовом пространстве. Изучена
коэрцитивная разрешимость оператора Лапласа-Бельтрами в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛).
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