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Аннотация

Мультистабильные системы и их динамические свойства являются интересными тема-
ми в нелинейной динамике. Небольшие различия в начальных условиях (например, из-
за ошибок округления при численных вычислениях) приводят к принципиально разным
результатам для таких динамических систем, что делает долгосрочное предсказание их
поведения практически невозможным. Это происходит, даже если такие системы являют-
ся детерминированными, то есть их будущее поведение полностью определяется выбором
начальных условий без участия случайных элементов. Другими словами, детерминирован-
ная природа этих систем не делает их предсказуемыми. Поведение решений динамической
системы зависит как от выбора их начальных условий, так и от значений входящих в
систему параметров. Сосуществование нескольких аттракторов, или мультистабильность,
соответствует одновременному существованию более одного нетривиального аттрактора
для одного и того же набора параметров системы. Это явление было обнаружено почти
во всех естественных науках, включая электронику, оптику, биологию. В последние годы
усилия многих исследователей были направлены на создание так называемых мегаста-
бильных систем, то есть систем, которые при постоянных значениях входящих в них па-
раметров имеют счетное число сосуществующих аттракторов. Интерес к подобным систе-
мам обусловлен широким спектром их прикладного использования, например, для скры-
тия информации в системах коммуникаций и аудиосхемах шифрования, биомедицинской
инженерии, нечетком управлении. В статье предлагаются методы синтезирования мега-
стабильных систем с использованием систем в форме Лурье. Мегастабильные системы,
содержащие 1-D решетку хаотических аттракторов, удается получить, заменяя нелиней-
ность в исходной системе на периодическую функцию. Путем замены на периодические
функции некоторых переменных в исходной системе порядка n удается построить мегаста-
бильную систему, содержащую 𝑛-D решетку хаотических аттракторов. В качестве одного
из примеров в работе впервые построена система четвертого порядка с 4-D решеткой хао-
тических аттракторов. Вычисляются показатели Ляпунова и размерность Каплана-Йорке
аттракторов, принадлежащих решеткам.

Ключевые слова: динамические системы, хаос, счетное число сосуществующих аттрак-
торов, показатели Ляпунова, размерность Каплана-Йорке.

Библиография: 24 названий.

Для цитирования:

И. М. Буркин, О. И. Кузнецова. Конструирование мегастабильных систем с многомерной
решеткой хаотических аттракторов // Чебышевcкий сборник, 2021, т. 22, вып. 1, с. 105–117.



106 И. М. Буркин, О. И. Кузнецова

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 22. No. 1.

UDC 517.925 DOI 10.22405/2226-8383-2021-22-1-105-117

Designing megastable systems with multidimensional lattice
of chaotic attractors

I. M. Burkin, O. I. Kuznetsova

Igor Mikhailovich Burkin— doctor of physical and mathematical Sciences, Tula State Univetsity
(Tula).
e-mail: i-burkin@yandex.ru
Oksana Igorevna Kuznetsova — postgraduate student, Tula State Univetsity (Tula).
e-mail: oxxy4893@mail.ru

Abstract

Multistable systems and their dynamic properties are interesting topics in nonlinear
dynamics. Small differences in the initial conditions (for example, due to rounding errors in
numerical calculations) lead to completely different results for such dynamic systems, which
makes a long-term prediction of their behavior practically impossible. This happens even if
such systems are deterministic, that is, their future behavior is completely determined by the
choice of initial conditions without the participation of random elements. In other words, the
deterministic nature of these systems does not make them predictable. The behavior of the
solutions of a dynamic system depends both on the choice of their initial conditions and on
the values of the system parameters. The coexistence of several attractors, or multistability,
corresponds to the simultaneous existence of more than one nontrivial attractor for the same set
of system parameters. This phenomenon was discovered in almost all natural sciences, including
electronics, optics, biology. In recent years, the efforts of many researchers have been aimed
at creating so-called megastable systems, that is, systems that, at constant values of their
parameters, have a countable number of coexisting attractors. Interest in such systems is due
to a wide range of applications, for example, for hiding information in communication systems
and audio encryption schemes, biomedical engineering and fuzzy control. The article proposes
methods for the synthesis of megastable systems using systems in Lurie form. Megastable
systems containing a 1-D lattice of chaotic attractors can be obtained by replacing the
nonlinearity in the original system with a periodic function. By replacing some variables with
periodic functions in the original system of order n, one can construct a megastable system
containing an 𝑛-D lattice of chaotic attractors. As one example, a fourth-order system with a
4-D lattice of chaotic attractors is constructed for the first time. The Lyapunov exponents and
Kaplan – Yorke dimension are calculated for attractors belonging to lattices.
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1. Введение

В реальном физическом мире мультистабильность является достаточно распространенным
явлением. Ее можно наблюдать, например, в динамических моделях газового лазера [1], биоло-
гических систем [2], волоконных лазеров [3], нейронных сетей [4], полупроводниковых суперре-
шеток [5]. Мультистабильность динамической системы, содержащей хаотические аттракторы,
может создать угрозу в практических инженерных приложениях, поскольку поведение систе-
мы не может быть однозначно гарантировано. Такая система может демонстрировать решения
с принципиально различным поведением в зависимости от выбора их начальных условий. По-
сле того как были найдены теоретические решения проблем борьбы с хаосом и синхронизации
хаотических систем, многие исследователи обратились к задачам использования хаоса в тех-
нических системах. В настоящее время хаотические сигналы и системы широко используются
при обнаружении слабого сигнала [6], в системах радиолокации [7], биомедицинской инжене-
рии [23]. нечетком управлении [24], а также в шифровании изображений [8-10] и безопасной
связи [11], поскольку в данном случае специальный выбор начальных условий может играть
роль "секретного ключа".

Чем сложнее структура хаотической системы, тем больше возможностей она предоставляет
для потенциального прикладного использования. Поэтому в последние годы появилось много
работ, посвященных вопросам конструирования мегастабильных динамических систем, содер-
жащих счетное число сосуществующих хаотических аттракторов [12-18]. В работах [12-15] ме-
гастабильные системы, содержащие многомерные решетки хаотических аттракторов, строятся
путем введения периодических функций в динамические системы, смещаемые по переменным
(offset-boostable systems). Динамическую систему 𝑋 = 𝐹 (𝑋), (𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)) называют
смещаемой по переменным, если существует замена переменных 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑐𝑘, приводящая си-
стему к виду 𝑌 = 𝐹 (𝑌 )+𝐷, (𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛), 𝐶 = (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛), 𝐷 = (𝑑1, 𝑑2, ..., 𝑑𝑛)). Здесь
при 𝑘 ∈ 𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑚,(1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ... < 𝑖𝑚 ≤ 𝑛) постоянные 𝑐𝑘 ̸= 0 и 𝑐𝑘 = 0 при 𝑘 ∈ 1, 2, ..., 𝑛
∖𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑚. К смещаемым по переменным системам относятся, в частности, многомерные
системы каскадного типа.

𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = 𝑧, ..., 𝑢̇ = 𝑓(𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇, ..., 𝑥) (1)

Методы, построения мегастабильных систем, применяемые в упомянутых работах, позволяют
конструировать системы 𝑛-го порядка, содержащие решетку хаотических аттракторов размер-
ности не более чем 𝑛− 1. Для систем, не являющихся системами каскадного типа, процедура
введения периодических функций, позволяющая построить систему с многомерной решеткой
аттракторов, оказывается намного сложнее, поскольку такая процедура может существенно
менять динамику системы и приводить к разрушению ее аттракторов.

В работах [17,18] предложены методы конструирования мегастабильных систем с исполь-
зованием систем в форме Лурье, то есть систем вида

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑓(𝜎), 𝜎 = 𝑐𝑇𝑥, (2)

где 𝐴 – постоянная 𝑛 × 𝑛 - матрица, 𝑏 и 𝑐 – постоянные 𝑛 - векторы, 𝑓(𝜎) – непрерывная,
кусочно-дифференцируемая скалярная функция. Известно множество примеров систем ви-
да (2), обладающих хаотическими аттракторами [14-20]. Опираясь на эти примеры, можно
строить мегастабильные системы, пользуясь приемами, предложенными в [17,18].

2. Методы конструирования мегастабильных систем на основе
систем в форме Лурье

Динамическая система 𝑋̇ = 𝐹 (𝑋), 𝑋 ∈ R𝑛 называется системой с угловой координатой
𝜎 = 𝑑𝑇𝑋, если существует вектор 𝑑 ∈ R𝑛 такой, что 𝐹 (𝑋+𝑑) = 𝐹 (𝑋). Пусть 𝐼 - единичная 𝑛×𝑛
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- матрица, 𝜒(𝑝) = 𝑐𝑇 (𝐴−𝑝𝐼)−1𝑏 - передаточная функция системы (2). Хорошо известно [19], что
система (2) является системой с угловой координатой, если передаточная функция 𝜒(𝑝) этой
системы невырожденная, 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0, а функция 𝑓(𝜎) периодическая. При этом 𝑑 = Δ𝑠(𝑐𝑇 𝑠)−1,
где 𝑠 – собственный вектор матрицы 𝐴, соответствующий ее нулевому собственному значению,
а Δ – период функции 𝑓(𝜎). Если при этом существует такое 𝑥0 ∈ R𝑛 что система (2) имеет
аттрактор, целиком расположенный в полосе Π = {𝑥 : 𝑐𝑇𝑥0 < 𝑐𝑇𝑥 < 𝑐𝑇𝑥0 +Δ}, то она имеет
1-D решетку идентичных аттракторов-клонов.

Суть одного из приемов конструирования мегастабильных систем, предложенного в [17,18],
состоит в следующем. Пусть известна система вида (2) (с произвольной функцией 𝑓(𝜎)), име-
ющая хаотический аттрактор, расположенный в полосе Π. Пусть существует 𝑘 ∈ Z такое,
что матрица 𝐴+ 𝑘𝑏𝑐𝑇 имеет нулевое собственное значение. Заменив в этой системе функцию
𝑓(𝜎) на функцию 𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎, где 𝑔(𝜎) – Δ-периодическая функция, совпадающая с 𝑓(𝜎) − 𝑘𝜎
на [0,Δ], получим систему с угловой координатой, обладающую 1-D решеткой идентичных
хаотических аттракторов.

Второй прием, предложенный в [17,18], основан на использовании следующего известного
факта: система (2) с невырожденной передаточной функцией 𝜒(𝑝) = 𝑐𝑇 (𝐴 − 𝑝𝐼)−1𝑏 неосо-
бым линейным преобразованием может быть приведена к системе каскадного типа (1). Если
система (2) имела хаотический аттрактор, то заменив подходящим образом в новой системе
переменные 𝑦, 𝑧, ..., 𝑢 на периодические функции этих переменных можно построить динами-
ческую систему, обладающую решеткой идентичных хаотических аттракторов, размерность
которой не превышает 𝑛− 1.

В настоящей работе предлагается метод конструирования мегастабильных систем, основан-
ный на синтезе описанных приемов. Использование этого метода позволяет строить различные
мегастабильные системы 𝑛-го порядка, обладающие 𝑛-D решеткой идентичных хаотических
аттракторов-клонов.

3. Мегастабильные системы с 3-D решеткой хаотических аттрак-
торов, построенные с использованием классической системы
Чуа

Цепь Чуа – простейшая электрическая цепь, демонстрирующая режимы хаотических ко-
лебаний, была предложена профессором Калифорнийского университета Леоном Чуа в 1983
году. Математическая модель цепи Чуа имеет вид (2) с

𝐴 =

⎛⎝ −𝛼 𝛼 0
1 −1 1
0 −𝛽 −𝛾

⎞⎠ , 𝑏 =

⎛⎝ −𝛼
0
0

⎞⎠ , 𝑐 =

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠ ,

𝑓(𝜎) = 𝑚1𝜎 + 0.5(𝑚0 −𝑚1)(|𝜎 + 1| − |𝜎 − 1|).

(3)

Система (2)-(3) исследовалась многими авторами при различных значениях входящих в
нее параметров.

Пример 1. При 𝑚1 = −1.1468,𝑚0 = −0.1768, 𝛼 = 8.4562, 𝛽 = 12.0732, 𝛾 = 0.0052
в работе [21] в системе (2)-(3) впервые был обнаружен скрытый хаотический аттрак-
тор, который визуализируется численным интегрированием системы с начальными усло-
вием 𝑥0 = (5.858,−0.369, 8.369) и представлен на рисунке 1. Этот аттрактор имеет по-
казатели Ляпунова Λ1 = 0.143,Λ2 = 0,Λ3 = −1.135 и размерность Каплана-Йорке
𝐷𝐾𝑌 = 2 + (Λ1 + Λ2)|Λ3|−1 = 2.126.

Положим 𝑘 = −𝛽(𝛾 + 𝛽)−1, 𝜙(𝜎) = 𝑓(𝜎) − 𝑘𝜎. Тогда матрица 𝐴 + 𝑘𝑏𝑐𝑇 будет особой, а
функция 𝜙(𝜎) будет иметь три нуля 𝜎 = 0, 𝜎 = ±(𝛾 + 𝛽)𝜌, где 𝜌 = (𝑚0 −𝑚1)[𝛽+𝑚1(𝛾 + 𝛽)]−1.
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Заменим функцию 𝜙(𝜎) на периодическую функцию 𝑔(𝜎) периода Δ = −2(𝛾+ 𝛽)𝜌, совпадаю-
щую с функцией 𝜙(𝜎) на [(𝛾+𝛽)𝜌,−(𝛾+𝛽)𝜌]. После этого заменим в исходной системе 𝑓(𝜎)на
𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎. Полученная таким образом система

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏(𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎), 𝜎 = 𝑐𝑇𝑥, (4)

является системой с угловой координатой и имеет 1-D решетку идентичных аттракторов-
клонов. Все эти аттракторы могут быть получены численным интегрированием системы (4)
с начальными условиями 𝑥0 + 𝑗𝑑, 𝑗 ∈ Z, где 𝑑 = 2(−(𝛾 + 𝛽)𝜌,−𝛾𝜌, 𝛽𝜌) – собственный вектор
матрицы 𝐴+𝑘𝑏𝑐𝑇 , соответствующий нулевому собственному значению. Фрагмент 1-D решетки
аттракторов системы (4) представлен на рисунке 2. Все расчеты здесь и далее производились
с использованием адаптированного метода Рунге-Кутта в пакете Mathcad.

Рис. 1: Скрытый аттрактор системы (2)-(3). Рис. 2: 1-D решетка аттракторов системы (4).

Передаточная функция системы (4) имеет вид

𝜒(𝑝) =
𝛼𝑝2 + 𝛼(1 + 𝛾)𝑝+ 𝛼(𝛽 + 𝛾)

𝑝3 + (𝛾 + 𝛼+ 1)𝑝2 + (𝛾 + 𝛽 + 𝛼𝛾)𝑝+ 𝛼𝛽

Поэтому система (4) неособым линейным преобразованием 𝑥 =𝑀𝑦 с матрицей

𝑀 =

⎛⎝ −𝛼(𝛽 + 𝛾) −𝛼(1 + 𝛾) −𝛼
−𝛼𝛾 −𝛼 0
𝛼𝛽 0 0

⎞⎠ , (5)

приводится к виду
𝑦̇1 = 𝑦2,

𝑦̇2 = 𝑦3,

𝑦̇3 = −𝑎0𝑦1 − 𝑎1𝑦2 − 𝑎2𝑦3 + (𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎),

𝜎 = −𝑐0𝑦1 − 𝑐1𝑦2 − 𝑐2𝑦3,

(6)

где 𝑎0 = 𝛼(𝛽+𝛾), 𝑎1 = 𝛾+𝛽+𝛼𝛾, 𝑎2 = 𝛾+𝛼+1, 𝑐0 = 𝛼(𝛽+𝛾), 𝑐1 = 𝛼(1+𝛾), 𝑐2 = 𝛼. Система (6),
очевидно, также имеет 1-D решетку идентичных хаотических аттракторов. Заменим теперь пе-
ременные 𝑦2, 𝑦3 в системе (6) на периодические функции 𝑦2 → 0.49𝑠𝑖𝑛(2𝑦2), 𝑦3 → 0.51𝑠𝑖𝑛(2𝑦3).
Получим систему

𝑦̇1 = 0.49𝑠𝑖𝑛(2𝑦2),

𝑦̇2 = 0.51𝑠𝑖𝑛(2𝑦3),

𝑦̇3 = −𝑎0𝑦1 − 0.49𝑎1𝑠𝑖𝑛(2𝑦2)− 0.51𝑎2𝑠𝑖𝑛(2𝑦3) + (𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎),

𝜎 = −𝑐0𝑦1 − 0.49𝑐1𝑠𝑖𝑛(2𝑦2)− 0.51𝑐2𝑠𝑖𝑛(2𝑦3).

(7)
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Система (7) будет иметь 3-D решетку самовозбуждающихся хаотических аттракторов, про-
екции фрагментов которой на координатные плоскости приведены на рисунках 3–5.

Рис. 3: Проекция на плоскость
(𝑥, 𝑦).

Рис. 4: Проекция на плоскость
(𝑥, 𝑧).

Рис. 5: Проекция на плоскость
(𝑦, 𝑧).

Все аттракторы решетки имеют показатели Ляпунова Λ1 = 0.293,Λ2 = 0,Λ3 = −1.200 и
размерность Каплана - Йорке 𝐷𝐾𝑌 = 2.244.

Пример 2. Рассмотрим теперь систему (2)-(3) с 𝑚1 = −0.7143,𝑚0 = −1.099, 𝛼 = 9.8,
𝛽 = 13.37, 𝛾 = 0. Хорошо известно [20], что при указанных значениях параметров система
имеет double-scroll аттрактор, который представлен на рисунке 6.

Рис. 6: Double-scroll аттрактор системы
(2)-(3).

Рис. 7: Графики функций 𝜙(𝜎) (сплошная ли-
ния) и 𝑔(𝜎) (пунктирная линия).

Положим 𝑘 = −1, 𝜙(𝜎) = 𝑓(𝜎) + 𝜎. Тогда матрица 𝐴 − 𝑏𝑐𝑇 будет особой, а функция 𝜙(𝜎)
будет иметь три нуля 𝜎 = 0, 𝜎 = ±𝜎0, 𝜎0 = (𝑚1 −𝑚0)(𝑚1 + 1)−1. Заменим функцию 𝜙(𝜎) на
4.4𝜎0-периодическую функцию 𝑔(𝜎), совпадающую с 𝜙(𝜎) на [−1.6𝜎0, 1.6𝜎0]. Графики функ-
ций 𝜙(𝜎) и 𝑔(𝜎) приведены на рисунке 7. При этом система (4) будет иметь 1-D решетку
идентичных double-scroll аттракторов, фрагмент которой представлен на рисунке 8.
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Рис. 8: Фрагмент 1-D решетки аттракторов системы (4).

Все аттракторы решетки, также как аттрактор на рисунке 6, имеют одинаковые по-
казатели Ляпунова Λ1 = 0.3479,Λ2 = 0,Λ3 = −3.0062 и размерность Каплана - Йор-
ке 𝐷𝐾𝑌 = 2.116. Неособым преобразованием 𝑥 = 𝑀𝑦 с матрицей (5) приведем систему
к виду (6). Заменим переменные 𝑦2, 𝑦3 в полученной системе на периодические функции
𝑦2 → 0.0625𝑡𝑎𝑛(16𝑦2), 𝑦3 → 0.125𝑡𝑎𝑛(8𝑦3). Получим систему

𝑦̇1 = 0.0625𝑡𝑎𝑛(16𝑦2),

𝑦̇2 = 0.125𝑡𝑎𝑛(8𝑦3),

𝑦̇3 = −𝑎0𝑦1 − 0.0625𝑎1𝑡𝑎𝑛(16𝑦2)− 0.125𝑎2𝑡𝑎𝑛(8𝑦3) + (𝑔(𝜎) + 𝑘𝜎),

𝜎 = −𝑐0𝑦1 − 0.0625𝑐1𝑡𝑎𝑛(16𝑦2)− 0.125𝑐2𝑡𝑎𝑛(8𝑦3).

(8)

Система (8) имеет 3-D решетку самовозбуждающихся хаотических аттракторов, проекции
фрагментов которой на координатные плоскости приведены на рисунках 9–11.

Рис. 9: Проекция на плос-
кость (𝑥, 𝑦).

Рис. 10: Проекция на плос-
кость (𝑥, 𝑧).

Рис. 11: Проекция на плос-
кость (𝑦, 𝑧).

Все аттракторы 3-D решетки имеют одинаковые показатели Ляпунова Λ1 = 0.3098,Λ2 = 0,
Λ3 = −3.3132 и размерность Каплана - Йорке 𝐷𝐾𝑌 = 2.093.
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4. Система четвертого порядка с 4-D решеткой хаотических ат-
тракторов.

Процедуру конструирования системы с 4-D решеткой хаотических аттракторов начнем с
построения системы вида (2) с угловой координатой, содержащей 1-D решетку хаотических
аттракторов. Матрицу 𝐴 и векторы 𝑏, 𝑐 возьмем в виде

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 −𝑎1 −𝑎2 −𝑎3

⎞⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑐 =

⎛⎜⎜⎝
−𝑐0
−𝑐1
−𝑐2
−𝑐3

⎞⎟⎟⎠ ,

где 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 и 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 4 – положительные числа. Тогда

𝑑𝑒𝑡(𝐴+ 𝑘𝑏𝑐𝑇 − 𝑝𝐼) = 𝑝4 + (𝑎3 + 𝑐4𝑘)𝑝
3 + (𝑎2 + 𝑐3𝑘)𝑝

2 + (𝑎1 + 𝑐2𝑘)𝑝+ 𝑐1𝑘 (9)

Коэффициенты полинома (9) подберем так, чтобы при 𝑘 < 0 он имел один положительный
корень и 3 корня с отрицательными вещественными частями, а при малых 𝑘 > 0 все его
корни располагались в левой открытой полуплоскости. Для этого достаточно потребовать
выполнение условия 𝑎3𝑎2 > 𝑎1. Положим 𝑎1 = 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 3. При выбранных значениях
элементов матрицы 𝐴 условия гурвицевости полинома (9) примут вид

𝑐3𝑐4𝑘
2 + (3𝑐3 − 𝑐2 + 𝑐4)𝑘 + 2 > 0, (10)

(𝑐2𝑘 + 1)[𝑐3𝑐4𝑘
2 + (3𝑐3 − 𝑐2 + 𝑐4)𝑘 + 2]− 𝑐1𝑘(𝑐4𝑘 + 3)2 > 0. (11)

Коэффициенты 𝑐𝑗 подберем так, чтобы условие (10) выполнялось при всех 𝑘 > 0, а усло-
вие (11) нарушалось при некотором значении 𝑘 = 𝑘0 > 0. Тогда на некотором интервале
(𝑘0, 𝑘1) полином (9) будет иметь 2 отрицательных вещественных корня и два корня с поло-
жительными вещественными частями. Все перечисленные условия будут выполняться, если
положить, например, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 2, 𝑐3 = 1, 𝑐4 = 1.6. При этом условия (10) и (11) выполнены
при 𝑘 ∈ (0, 0.537591) и 𝑘 ∈ (5,∞).

При выбранных значениях параметров системы (2) плоскость (𝜎, 𝑓) разбивается на 4 секто-
ра линейной устойчивости и неустойчивости: сектор (−∞, 0) – сектор неустойчивости степени
1, сектор (0, 0.53759) – сектор гурвицевости, сектор (0.537592, 5) – сектор неустойчивости сте-
пени 2, наконец, сектор (5,∞) – сектор гурвицевости. Теперь подберем нечетную 2𝜋 - периоди-
ческую функцию 𝑓(𝜎), имеющую 2 нуля на периоде такую, чтобы ее график на периоде попере-
менно пребывал в секторе линейной неустойчивости степени 2, секторе гурвицевости и секторе
линейной неустойчивости степени 1. Если пребывание графика 𝑓(𝜎) в каждом из секторов бу-
дет "достаточно длительным" то система с такой нелинейностью будет иметь либо устойчивый
цикл, либо хаотический аттрактор, расположенный в полосе Π = {𝑥 : −𝜋 < 𝑐𝑇𝑥 < 𝜋} [22].
Поскольку все состояния равновесия системы будут неустойчивыми, то бассейн притяжения
аттрактора будет содержать сколь угодно малую окрестность одного из состояний равнове-
сия. Поэтому такой аттрактор может быть визуализирован путем численного интегрирования
с начальным условием из малой окрестности некоторого состояния равновесия системы на
периоде.

Путем целенаправленного компьютерного поиска удается выбрать 𝑓(𝜎) = 1.8𝑠𝑖𝑛𝜎. При
таком выборе из окрестности нулевого состояния равновесия возбуждаются два симметрич-
ных хаотических аттрактора, проекции которых на плоскости (𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥4), (𝑥2, 𝑥3), (𝑥3, 𝑥4)
представлены на рисунках 12-15.
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Рис. 12: Проекция на
плоскость (𝑥1, 𝑥2).

Рис. 13: Проекция на
плоскость (𝑥1, 𝑥4).

Рис. 14: Проекция на
плоскость (𝑥2, 𝑥3).

Рис. 15: Проекция на
плоскость (𝑥3, 𝑥4).

Из рисунков 12-15 видно, что "размах"аттракторов по координатам 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 не превышает
2𝜋, поэтому можно попытаться заменить каждую из переменных 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 в полученной систе-
ме на некоторую 2𝜋-периодическую функцию так, чтобы новая система имела пару симмет-
ричных хаотических аттракторов. Тогда такая система будет иметь 4-D решетку хаотических
аттракторов-клонов.

Выполним замену: 𝑥2 → 1.82𝑠𝑖𝑛𝑥2, 𝑥3 → 1.29𝑠𝑖𝑛𝑥3, 𝑥4 → 1.42𝑡𝑎𝑛(0.5𝑥4). Получим систему

𝑥̇1 = 1.82𝑠𝑖𝑛𝑥2,

𝑥̇2 = 1.29𝑠𝑖𝑛𝑥3,

𝑥̇3 = −1.42𝑡𝑎𝑛(0.5𝑥4),

𝑥̇4 = −1.82𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 1.29𝑠𝑖𝑛𝑥3 − 4.26𝑡𝑎𝑛(0.5𝑥4) + 1.8𝑠𝑖𝑛[−𝑥1 − 3.64𝑠𝑖𝑛𝑥2−
− 1.29𝑠𝑖𝑛𝑥3 − 2.272𝑡𝑎𝑛(0.5𝑥4)].

(12)

Фрагменты проекций 4-D решетки аттракторов системы (12) на координатные плоскости пред-
ставлены на рисунках 16 – 19

Рис. 16: Проекция на плоскость (𝑥1, 𝑥2). Рис. 17: Проекция на плоскость (𝑥1, 𝑥4).
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Рис. 18: Проекция на плоскость (𝑥2, 𝑥3). Рис. 19: Проекция на плоскость (𝑥3, 𝑥4).

Все аттракторы 4-D решетки имеют показатели Ляпунова Λ1 = 0.054,Λ2 = 0,Λ3 = −0.206,
Λ4 = −3.004 и размерность Каплана - Йорке 𝐷𝐾𝑌 = 2.262.

5. Заключение

В настоящей статье обсуждаются различные подходы к генерированию мегастабильных
систем, содержащих бесконечную решетку хаотических аттракторов. Для генерирования ме-
гастабильных систем используются системы в форме Лурье. Обсуждаются методы преобра-
зования таких систем в системы со счетным числом сосуществующих хаотических аттракто-
ров. Предлагаемый подход позволяет конструировать системы с бесконечной n-D решеткой
хаотических аттракторов, используя многочисленные примеры существования хаотических
аттракторов в n-мерных системах в форме Лурье. В данной работе такая возможность демон-
стрируется на примерах использования классической системы Чуа. Также впервые построена
система четвертого порядка с 4-D решеткой хаотических аттракторов.

Метод построения многомерной решетки странных аттракторов имеет потенциальное при-
менение в основанных на использовании хаоса инженерных приложениях, таких, например,
как безопасная связь и обнаружение слабых сигналов, где начальные условия важны для опре-
деления динамики систем. В защищенной связи на основе хаоса непредсказуемость начального
условия может дополнительно повысить безопасность связи. Хаос также имеет потенциальное
применение в обнаружении слабых сигналов, потому что хаотические системы чувствительны
к определенным сигналам, и в то же время невосприимчивы к шуму, в то время как мегаста-
бильность с бесконечным количеством аттракторов обеспечивает возможность прерывистых
переходов между порядком и хаосом, что полезно для обнаружения сигналов.
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