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Аннотация

В статье продолжены исследования по обобщению и уточнению результата Р. Т. Тур-
ганалиева по выводу асимптотической формулы для среднего значения дзета-функции
Римана в критической полосе с остаточным членом,имеющим степенное понижение. Нами
найдена асимптотика среднего значения 𝐿-функции Дирихле в критической полосе, ко-
торая уточняет теорему Р.Т.Турганалиева о дзета-функции при всех значениях действи-
тельной части (1/2 < Re 𝑠 ≤ 1). Этот результат получен за счет другого использования
оценок тригонометрических сумм на основе второй производной в экспоненте.
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Abstract

We continue our researches concerning the generalization and improvement of R.T.Turganaliev’s
result that states an asymptotic formula for the mean value of the Riemann zeta function in the
critical strip with power factor saving in the remainder term. We find an asymptotic for the mean
value of Dirichlet 𝐿-function in the critical strip. This assertion improves R.T.Turganaliev’s
theorem for zeta-function in the whole interval (1/2 < Re 𝑠 ≤ 1). Our result is based on the
special use of the estimation of exponential sums by second derivative test.

Keywords: Dirichlet’s characters, Dirichlet’s functions, the zeta-sum twisted together with
the Dirichlet’s character.
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1. Введение

В настоящей статье дан вывод асимптотики среднего значения модуля 𝐿 — функций Дири-
хле в критической полосе. Мы продолжаем исследования Р.Т.Турганалиева [8], получившего
впервые асимптотическую формулу со степенным понижением в остатке при 1/2 < 𝜎 < 1 и
при 𝑇 → ∞ среднего значения дзета-функции Римана

𝑇∫︁
1

|𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝑐(𝜎)𝑇 +𝑂(𝑇𝜔), 𝜔 = 5/4− 𝜎/2 + 𝜀,

где 𝑐(𝜎) =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼2
𝑛/𝑛

2𝜎, 𝛼𝑛 — коэффициенты разложения в ряд Дирихле функции 𝜁1/2(𝑠) при

Re 𝑠 > 1𝜁, 𝜀 > 0 — сколь угодно малая постоянная.
Ранее подобную асимптотику без остаточного члена нашли А.Е.Ингам [5], Г.Дэвенпорт [6]

(см. [8],с.155). Здесь мы пользуемся идеей С.М.Воронина о замене конечного эйлеровского про-
изведения на частичную сумму соответствующего ряда Дирихле, что приводит к степенному
понижению в остатке.

Пусть 𝑞 > 1 — натуральные числа, 𝑇 > 1 — вещественное число, 𝑝 — последовательность
всех простых чисел, 𝜒 — примитивный характер Дирихле по модулю 𝑞, 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡 — комплекс-
ная переменная, 0 ≤ 𝜎 ≤ 1 — критическая полоса 𝐿-функции Дирихле. При Re 𝑠 = 𝜎 > 1 эта
функция определяется абсолютно сходящимся рядом и бесконечным произведением

𝐿(𝑠, 𝜒) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1

.

Теорема 1. При 1/2 < 𝜎 < 1 и 𝑇 → ∞ имеет место следующая асимптотическая
формула

𝑇∫︁
1

|𝐿(𝑠, 𝜒)| 𝑑𝑡 = 𝐶(𝜎, 𝜒)𝑇 +𝑂
(︁
𝑞1−𝜎𝑇 3/2−𝜎 ln (𝑞𝑇 )

)︁
,

где

𝐶(𝜎, 𝜒) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛼2
𝑛

𝑛2𝜎
,
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причём коэффициенты 𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 1, определяются из разложения в ряд Дирихле при 𝑅𝑒𝑠 > 1
функции

𝐿1/2(𝑠, 𝜒) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1/2

=
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛

𝑛𝑠
.

Лемма 1. Пусть 𝑓 ′′(𝑥) — непрерывна на промежутке 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏 и удовлетворяет
условию

1

𝐴
≤ |𝑓 ′′(𝑥)| ≤ 𝑘

𝐴
,

где 𝑘 — постоянная, причём 𝐴 ≥ 5𝑘. Тогда для суммы

𝑆 =
∑︁

𝑎<𝑥≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)

справедливо неравенство

𝑆 ≪ 𝑏− 𝑎√
𝐴

+
√
𝐴+ ln𝑈,𝑈 = max{𝑏− 𝑎,𝐴}.

Доказательство см.[1], лемма 1, с.14.

2. Доказательство теоремы

Пусть, далее, 𝜎0 — некоторое фиксированное число, 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 2, 2𝜋 ≤ |𝑡| ≤ 𝜋𝑇. Тогда

𝐿(𝑠, 𝜒) =
∑︁

1≤𝑛≤𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑛−𝑠 +𝑂(𝑞1−𝜎𝑇−𝜎), (1)

что является следствием простейшего приближения дзета-функции Гурвица, задаваемой при
Re 𝑠 > 1 рядом

𝜁(𝑠;𝛼) =
∞∑︁
𝑛=0

1

(𝑛+ 𝛼)𝑠
, 0 < 𝛼 ≤ 1,

начальным отрезком её ряда Дирихле

𝜁(𝑠;𝛼) =
∑︁

0≤𝑛≤𝑇

1

(𝑛+ 𝛼)𝑠
+
𝑇 1−𝑠

𝑠− 1
+𝑂(𝑇−𝜎),

где постоянная в знаке 𝑂 зависит только от 𝜎0.
Тогда, используя разложение бинома в ряд, при 𝜎 > 1 находим

𝐿1/2(𝑠, 𝜒) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1/2

=
∏︁
𝑝

(︃
1 +

∞∑︁
𝑙=1

𝑑(𝑙)

(︂
𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂𝑙
)︃

=

∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚𝑚
−𝑠,

где при 𝑚 =
∏︀
𝑝|𝑚

𝑝𝑙𝑚(𝑝), имеем

𝑑𝑙 =
3 · 5 · · · · · (2𝑙 − 1)

𝑙!2𝑙
< 1, 𝑎1 = 1, 𝑎𝑚 = 𝜒(𝑚)

∏︁
𝑝|𝑚

𝑑(𝑙𝑚(𝑝)).

Определим функцию
𝐹 (𝑠) =

∑︁
1≤𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑎𝑛𝑛
−𝑠.
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Имеем
𝐹 2(𝑠) =

∑︁
1≤𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑛−𝑠 +
∑︁

√
𝑞𝑇<𝑛≤𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑏𝑛𝑛
−𝑠.

Следовательно, воспользовавшись формулой (1), при 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 2, |𝑡| ≤ 𝑇, получим

𝐿(𝑠, 𝜒) = 𝐹 2(𝑠) +𝐺(𝑠)−𝐻(𝑠) +𝑂(𝑞1−𝜎𝑇−𝜎),

где
𝐺(𝑠) =

∑︁
√
𝑞𝑇<𝑛≤𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑛−𝑠, 𝐻(𝑠) =
∑︁

√
𝑞𝑇<𝑛≤𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑏𝑛𝑛
−𝑠.

Преобразуем интеграл

𝐼 =

𝑇∫︁
1

|𝐿(𝑠, 𝜒)|𝑑𝑡 = 𝐼1 +𝑂(𝐼2) +𝑂(𝐼3) +𝑂(𝑞𝑇 )1−𝜎),

где

𝐼1 =

𝑇∫︁
1

|𝐹 2(𝑠)|𝑑𝑡, 𝐼2 =
𝑇∫︁
1

|𝐺(𝑠)|𝑑𝑡, 𝐼3 =
𝑇∫︁
1

|𝐻(𝑠)|𝑑𝑡.

При 1/2 < 𝜎 < 1 находим

𝐼1 =

𝑇∫︁
1

|𝐹 2(𝑠)|𝑑𝑡 =
∑︁

𝑚,𝑛≤
√
𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝜒̄(𝑚)𝑎𝑛𝑎𝑚
(𝑚𝑛)𝜎

𝑇∫︁
1

(︁ 𝑛
𝑚

)︁𝑖𝑡
𝑑𝑡 =

= 𝑇

∞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

𝑎2𝑛
𝑛2𝜎

+𝑂

⎛⎝ ∑︁∑︁
1≤𝑚<𝑛≤

√
𝑞𝑇

1

(𝑚𝑛)𝜎 ln𝑛/𝑚

⎞⎠+𝑂
(︁
𝑞1/2−𝜎𝑇 3/2−𝜎

)︁
,

где ряд
∑︀∞

𝑛=1
(𝑛,𝑞)=1

𝑎2𝑛
𝑛2𝜎 сходится при 𝜎 > 1/2.

Оценим двойную сумму ∑︁∑︁
1≤𝑚<𝑛≤

√
𝑞𝑇

1

(𝑚𝑛)𝜎 ln𝑛/𝑚
= Σ1 +Σ2,

Σ1 =
∑︁∑︁

1≤𝑚<𝑛/2≤
√
𝑞𝑇

1

(𝑚𝑛)𝜎 ln (𝑛/𝑚)
,Σ2 =

∑︁∑︁
𝑛/2≤𝑚<𝑛≤

√
𝑞𝑇

1

(𝑚𝑛)𝜎 ln (𝑛/𝑚)
.

При 1/2 < 𝜎 < 1 имеем

Σ1 ≤
1

ln 2

⎛⎝ ∑︁
𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑛−𝜎

⎞⎠2

≪ (𝑞𝑇 )1−𝜎,

Σ2 ≪
∑︁

𝑛≤
√
𝑞𝑇

𝑛−2𝜎
∑︁

𝑛/2≤𝑚<𝑛≤
√
𝑞𝑇

1

ln (𝑛/𝑚)
≪

∑︁
𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑛1−2𝜎
∑︁

1≤𝑟≤𝑛/2

1

𝑟
≪ (𝑞𝑇 )1−𝜎 ln (𝑞𝑇 ).

Таким образом

𝐼1 = 𝑇
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

𝑎2𝑛
𝑛2𝜎

+𝑂
(︁
𝑞1/2−𝜎𝑇 3/2−𝜎 + (𝑞𝑇 )1−𝜎 ln (𝑞𝑇 )

)︁
.
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Перейдём к оценке интеграла 𝐼2. Воспользовавшись преобразованием Абеля в интеграль-
ной форме,при

√
𝑞𝑇 ≤ 𝐴 < 𝐵 ≤ 2𝐴 ≤ 𝑞𝑇 находим

𝐺1 = 𝐺1(𝐴; 𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝐴<𝑛≤𝐵

𝜒(𝑛)𝑛−𝜎−𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝐶(𝐵)𝐵−𝜎 −

𝐵∫︁
𝐴

𝐶(𝑢) 𝑑(𝑢−𝜎),

где

𝐶(𝑢) =
∑︁

𝐴<𝑛≤𝑢

𝜒(𝑛)𝑛−𝑖𝑡 =
∑︁

𝐴<𝑛≤𝑢

𝜒(𝑛)𝑒−𝑓(𝑛), 𝑓(𝑛) =
𝑡 ln𝑛

2𝜋
, 𝑓 ′(𝑛) =

𝑡

2𝜋𝑛
, 𝑓 ′′(𝑛) = − 𝑡

2𝜋𝑛2
.

Отсюда получим
|𝐺1| ≤ 𝐴−𝜎 max

𝐴<𝑢≤𝐵
|𝐶(𝑢)|.

Произведем замену переменной суммирования

𝑛 = 𝑞𝑘 +𝑚, 1 ≤ 𝑚 < 𝑞,
𝐴−𝑚

𝑞
< 𝑘 ≤ 2𝐴−𝑚

𝑞
.

Тогда сумма 𝐶(𝑢) примет вид

𝐶(𝑢) =

𝑞−1∑︁
𝑚=1

𝜒(𝑚)
∑︁

𝐴<𝑞𝑘+𝑚≤𝑢

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑞𝑘+𝑚).

Следовательно, по лемме 1 находим

|𝐶(𝑢)| ≪ 𝐴2√︀
𝑞|𝑡|

+

√︀
𝑞2|𝑡|
𝐴

.

При 𝐴 ≤ 𝑢 ≤ 2𝐴 оценим |𝐶(𝑢)|. Имеем

|𝐺1| ≪
𝐴2−𝜎√︀
𝑞|𝑡|

+

√︀
𝑞2|𝑡|

𝐴1+𝜎

Таким образом, при 𝐴 = 𝑞𝑇2−𝑟, 𝑟 ≤ 𝑟0 = min ([log2 𝑞] + 1, [0, 5 log2(𝑞𝑇 )] + 1), справедливы
соотношения

|𝐺(𝑠)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
√
𝑞𝑇<𝑛≤𝑞𝑇

𝜒(𝑛)𝑛−𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ∑︁

1≤𝑟≤𝑟0

|𝐺1(𝑞𝑇2
−𝑟)| ≪

≪ (𝑞𝑇 )−𝜎𝑞
√
𝑡+ (𝑞𝑇 )1−𝜎𝑡−1/2.

Следовательно,

𝐼2 =

𝑇∫︁
1

|𝐺(𝑠)|𝑑𝑡≪ 𝑞1−𝜎𝑇 3/2−𝜎.

Теперь оценим 𝐼3. Имеем

𝐼3 =

𝑇∫︁
1

|𝐻(𝑠)|𝑑𝑡,

где
𝐻(𝑠) =

∑︁
1≤𝑚≤

√
𝑞𝑇

∑︁
1≤𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑚𝑛>
√
𝑞𝑇

𝑎𝑚𝑎𝑛𝜒(𝑚)𝜒(𝑛)(𝑚𝑛)−𝑠.
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Следовательно,

|𝐻(𝑠)| ≤
∑︁

𝑚≤
√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇<𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑎𝑛𝜒(𝑛)𝑛
−𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Далее воспользуемся неравенством Коши. Получим

|𝐻(𝑠)|2 ≤

⎛⎝ ∑︁
𝑚≤

√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎

⎞⎠ ∑︁
𝑚≤

√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇<𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑎𝑛𝜒(𝑛)𝑛
−𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

≤

≤ (𝑞𝑇 )(1−𝜎)/2 (𝐻1 +𝐻2) ,

𝐻1 =
∑︁

1≤𝑚≤
√
𝑞𝑇

∑︁
1≤𝑛≤

√
𝑞𝑇

𝑚𝑛>
√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎𝑛−2𝜎𝑎2𝑛 ≪ (𝑞𝑇 )(1−𝜎)/2,

𝐻2 =
∑︁

1≤𝑚≤
√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎
∑︁

1≤𝑛1,𝑛2≤
√
𝑞𝑇

𝑞𝑇≥𝑚𝑛1>𝑚𝑛2>
√
𝑞𝑇

𝑎𝑛1𝑎𝑛2𝜒(𝑛1)𝜒̄(𝑛2)(𝑛1𝑛2)
−𝜎

(︂
𝑛1
𝑛2

)︂𝑖𝑡

.

Находим

𝐼3 =

𝑇∫︁
1

|𝐻(𝑠)|𝑑𝑡 ≤ 𝑇 1/2

⎛⎝ 𝑇∫︁
1

|𝐻(𝑠)|2𝑑𝑡

⎞⎠1/2

≤ 𝑞1−𝜎/2𝑇 (1−𝜎)/2

⎛⎝ 𝑇∫︁
1

(𝐻1 +𝐻2)𝑑𝑡

⎞⎠1/2

.

Используя оценку 𝐻1, имеем
𝑇∫︁
1

𝐻1 𝑑𝑡≪ 𝑞(1−𝜎)/2𝑇 1−𝜎/2.

Для “недиагональных слагаемых”, отвечающих сумме 𝐻2, получим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
1

𝐻2 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ∑︁

1≤𝑚≤
√
𝑞𝑇

𝑚−𝜎
∑︁

1≤𝑛1,𝑛2≤
√
𝑞𝑇

𝑞𝑇≥𝑚𝑛1>𝑚𝑛2>
√
𝑞𝑇

(𝑛1𝑛2)
−𝜎 (ln (𝑛1/𝑛2))

−1 ≤
∑︁

𝑚≤
√
𝑞𝑇

(𝐻2,𝑚,1 +𝐻2,𝑚,2),

где
𝐻2,𝑚,1 =

∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇<𝑛1≤

√
𝑞𝑇

∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇<𝑛2≤0,5𝑛1

(𝑛1𝑛2)
−𝜎 (ln (𝑛1/𝑛2))

−1 ,

𝐻2,𝑚,2 =
∑︁

𝑚−1
√
𝑞𝑇<𝑛1≤

√
𝑞𝑇

∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇≤0,5𝑛1<𝑛2≤𝑛1

(𝑛1𝑛2)
−𝜎 (ln (𝑛1/𝑛2))

−1 .

Отсюда при 1/2 < 𝜎 < 1 следует, что

𝐻2,𝑚,1 ≤
1

ln 2

∑︁
𝑚−1

√
𝑞𝑇<𝑛1≤

√
𝑞𝑇

(︂
𝑛1−2𝜎
1

1− 𝜎
+ 𝑛−𝜎

)︂
≪ (𝑞𝑇 )1−𝜎,

𝐻2,𝑚,2 ≤
∑︁

𝑚−1
√
𝑞𝑇<𝑛1≤

√
𝑞𝑇

(︂
𝑛1−2𝜎
1

1− 𝜎
+ 𝑛−𝜎

)︂ ∑︁
𝑟<𝑛1

1

𝑟
≤ (𝑞𝑇 )1−𝜎 ln (𝑞𝑇 ).

Стало быть,
|𝐼3| ≤ 𝑞1−𝜎𝑇 3/2−𝜎 ln1/2 (𝑞𝑇 ).

Теорема доказана.
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3. Заключение

Представляет интерес уточнение остаточного члена в асимптотической формуле Р. Т. Тур-
ганалиева и обобщениях ее на 𝐿-ряды Дирихле. Важно исследовать средние значения на ко-
ротких промежутках. Полезным дополнением к этим результатам явились бы соответствую-
щие омега-теоремы.
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