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Аннотация

В работе приведены сведения об эволюции математических моделей трения скольже-
ния твёрдых тел. Показано, что с учётом отклонений от закона Леонардо да Винчи —
Амонтона — Кулона необходимо его уточнение с использованием поправочной функции
от нормальной силы. Создана математическая модель обобщённого закона трения сколь-
жения, учитывающая скачкообразные изменения линейной зависимости силы трения от
нормальной силы.
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Abstract

The paper provides information about the evolution of mathematical models of sliding
friction of solids. It is Shown that taking into account deviations from the Leonardo da Vinci-
Amonton-Coulomb law, it is necessary to Refine it using the correction function of the normal
force. A mathematical model of the generalized sliding friction law has been created that takes
into account the abrupt changes in the linear dependence of the friction force on the normal
force.
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1. Введение

Начало исследованию процесса трения положил Леонардо да Винчи в 1508 г., результаты
которого отражены в «Атлантическом кодексе». Он сформулировал понятие о коэффициенте
трения и выявил, что сила трения не зависит от геометрических размеров (номинальных
площадей контакта) взаимодействующих поверхностей трения [1]. Также, Леонардо да Винчи
различал мягкие и твёрдые тела при трении, и впервые установил явление шаржирования: в
опыте обнаружил явление внедрения частиц в более мягкое контртело и действие последнего
по аналогии с напильником на твердое тело.

Далее в 1699 г., французский учёный Гийом Амонтон [2] предложил зависимость, связы-
вающую силу трения при относительном перемещении двух тел с нормальной силой, прижи-
мающей эти тела друг к другу:
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𝐹𝑓 = 𝑓 · 𝐹𝑁 , (1)

где 𝐹𝑓 — сила трения, 𝑓 — коэффициент трения, 𝐹𝑁 — нормальная сила, прижимающая тела
друг к другу.

Французский физик Шарль Кулон в 1778 г. предложил другой вариант математической
модели (1), добавив дополнительное слагаемое в формулу Амонтона [3]:

𝐹𝑓 = 𝑓 · 𝐹𝑁 +𝐴, (2)

где 𝐴 — составляющая силы трения, характеризующая сцепление двух тел. Данная формула
содержит уже две составляющие силы трения, одна из которых не зависит от нормальной
нагрузки.

Математические модели (1) и (2) сохранили своё значение в настоящее время, несмотря
на интенсивное развитие трибологии и создание большого количества различных теорий тре-
ния. Вместе с тем, в ряде исследований обнаруживаются отклонения от законов (1) и (2),
причем такие, что на определённом интервале нагрузок данные законы соблюдаются, а при
достижении некоторой критической нагрузки имеет место другая, но имеющая, как правило,
также линейный характер зависимость. В связи с этим возникает необходимость создания
такой математической модели, которая бы сохраняла справедливость соотношений (1) и (2),
но при этом дополняла их с учётом скачкообразного изменения параметров при некотором
критическом значении нормальной силы.

2. Уточнение математической модели закона
Леонардо да Винчи — Амонтона — Кулона

Вообще говоря, функция (1) является решением следующего дифференциального уравне-
ния:

𝐹𝑓 −
𝑑𝐹𝑓
𝑑𝐹𝑁

· 𝐹𝑁 = 0. (3)

Соответственно функция (2) является решением дифференциального уравнения:

𝐹𝑓 −
𝑑𝐹𝑓
𝑑𝐹𝑁

· 𝐹𝑁 = 𝐴. (4)

С учётом наличия отклонений от (1) и (2) на определённом диапазоне изменения нормаль-
ной силы естественно предположить, что:

𝐹𝑓 −
𝑑𝐹𝑓
𝑑𝐹𝑁

· 𝐹𝑁 = 𝐴+ 𝜙(𝐹𝑁 ), (5)

где 𝜙(𝐹𝑁 ) — некоторая функция от нормальной силы.
В границах аналитической концепции трения и изнашивания [4, 5, 6, 7, 8, 9] Бреки А.Д.

предложил следующий вид функции 𝜙(𝐹𝑁 ):

𝜙(𝐹𝑁 ) =
M 𝑓

𝑟
· ln(1 + exp(𝑟(𝐹𝑁 − 𝐹𝑁0)))−

M 𝑓 · 𝐹𝑁
1 + exp(−𝑟(𝐹𝑁 )− 𝐹𝑁0)

, (6)

где M 𝑓 — приращение коэффициента трения, 𝑟 — параметр резкости перехода при достижении
критической нормальной силы, 𝐹𝑁0 — критическое значении нормальной силы.

С учётом функции (6) имеет место следующая математическая модель для закона трения
скольжения [7, 8]:

𝐹𝑓 = 𝑓 · 𝐹𝑁 +𝐴+
M 𝑓

𝑟
· ln (1 + exp (𝑟(𝐹𝑁 − 𝐹𝑁0)) , (7)
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которую, с учётом наличия 𝑛 переходов, Бреки А.Д. записывает следующим образом [4, 5, 6,
7, 8, 9]:

𝐹𝑓 = 𝑓 · 𝐹𝑁 +𝐴+
𝑛∑︁
𝑖=1

M 𝑓𝑖
𝑟𝑖

· ln (1 + exp (𝑟𝑖(𝐹𝑁 − 𝐹𝑁0𝑖)) . (8)

Данная модель не опровергает, а уточняет закон Леонардо да Винчи-Амонтона-Кулона
(2).

3. Заключение

В заключении приведём качественное графическое представление уточ не ния закона (2)
в виде (7), то есть для случая одного перехода (рис. 1).

Рис. 1: Качественное графическое представление уточнённого закона трения скольжения для
случая одного перехода

Из приведённого рисунка видно, что при различных вариантах приращения коэффици-
ента трения после достижения критической нормальной нагрузки имеют место три варианта
развития событий:

1. линейный рост силы трения не меняется;

2. линейный рост силы трения увеличивается;

3. линейный рост силы трения уменьшается.

Соответственно представленный закон (7) при M 𝑓 = 0 переходит в закон Леонардо да
Винчи-Амонтона-Кулона (2).

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Леонардо да Винчи. 1935. Избранные произведения. М.: Ладомир, 1995. Т.1. 415 с.

2. Amontons, G. 1699. «De la resistance causée dans les machines», Memoires de l’Academie
Royale, Paris, pp. 206-222.



Об эволюции математических моделей трения скольжения твердых тел 331
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