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Аннотация

Данная работа посвящена вопросам приближения квадратичной алгебраической ре-
шётки целочисленной решёткой. В ней вычисляются расстояния между квадратичной ал-
гебраической решёткой и целочисленной решёткой, когда они заданы числителем и зна-
менателем подходящей дроби к корню квадратному из дискриминанта 𝑑 — свободного от
квадратов натурального числа.

Результаты данной работы позволяют изучать вопросы о наилучших приближениях
квадратичных алгебраических решёток целочисленными решётками.
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Abstract

TThis paper is devoted to the approximation of a quadratic algebraic lattice by an integer
lattice. It calculates the distances between a quadratic algebraic lattice and an integer lattice
when they are given by the numerator and denominator of a suitable fraction to the square root
of the discriminant 𝑑 — of a square-free natural number.

The results of this work allow us to study questions about the best approximations of
quadratic algebraic lattices by integer lattices.
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1. Введение

45 лет тому назад в 1975 году вышла работа С. М. Воронина, в которой была доказана
знаменитая теорема об универсальности дзета-функции Римана [1].

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝑠) — функция, аналитическая внутри круга

|𝑠| 6 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝑠) не имеет нулей внутри круга
|𝑠| 6 𝑟, то для всякого 𝜀 > 0 существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝑠|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑠)− 𝜁

(︂
𝑠+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Доказательство. См. [1] или [2], стр. 240–250. 2

Для дальнейшего нам потребуются моноиды 𝑀 с однозначным разложением на простые
числа такие, что для их дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) справедливо разложение в произведение Эй-
лера

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎0,

где 0 6 𝜎0 6 1
2 . Доказательство существования таких моноидов содержится в работе [7].

Будем черезM𝜎0 обозначать класс моноидов𝑀 с однозначным разложением на простые числа
таких, что дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) представляется в виде произведения Эйлера, абсолютно и
равномерно сходящегося в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0.

В работе [10] доказаны следующие утверждения:

Лемма 1. При 𝑄 > 4 для любого 𝑞 > 𝑄 и для любого вещественного 𝑇 справедливы
неравенства

max
|𝛼|6 1

4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1−

1

𝑞𝛼+3
4+𝑖𝑇

1− 1

𝑞𝛼+3
4

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 4√

𝑄
, max

|𝛼|6 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 1

𝑞𝛼+
3
4
+𝑖𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1 +

1√
𝑄
.

Пусть 𝑝0 — простое число и моноид𝑀−(𝑝0) обозначает моноид натуральных чисел, не деля-
щихся на 𝑝0. Дзета-функция 𝜁(𝑀−(𝑝0)|𝛼) в правой полуплоскости 𝜎 > 1 имеет представление
в виде произведения Эйлера:

𝜁(𝑀−(𝑝0)|𝛼) =
∏︁
𝑝 ̸=𝑝0

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

.
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Теорема 2. Пусть 𝑄 > 4, 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝛼) — функция, аналитическая внутри

круга |𝛼| 6 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝛼) не имеет нулей внутри
круга |𝛼| 6 𝑟 и 𝐴(𝑟, 𝑓) = max|𝛼|6𝑟 |𝑓(𝛼)|, то для всякого 𝜀 > 0 и для любого простого 𝑝0 > 𝑄
существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀, 𝑝0) такое, что

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)− 𝜁

(︂
𝑀−(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
𝛼+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

(︂
1 +

1√
𝑄

)︂
+

4𝐴√
𝑄
.

Теорему 2 можно существенно усилить. Пусть 𝑄 — натуральное число и моноид 𝑀 ∈ M 1
2
.

Определим моноид 𝑀−𝑄 как множество натуральных чисел, не делящихся на простые 𝑝 из
𝑃 (𝑀) и больших 𝑄. Если определить моноид 𝑀+𝑄 как множество натуральных чисел, имею-
щих в своём каноническом разложении только простые числа 𝑝 ∈ 𝑃 (𝑀), которые больше 𝑄,
то N =𝑀−𝑄 ·𝑀+𝑄 и 𝜁(𝛼) = 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼)𝜁(𝑀+𝑄|𝛼).

Лемма 2. Для любого вещественного 𝜀1 > 0, 𝜀1 < 1 найдётся натуральное 𝑄 = 𝑄(𝜀1)
такое, что для любого вещественного 𝑇 справедливы неравенства

max
|𝛼|6 1

4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼+ 3

4)

𝜁(𝑀+𝑄|𝛼+ 3
4 + 𝑖𝑇 )

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 3𝜀1, max

|𝛼|6 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝜁
(︀
𝑀+𝑄

⃒⃒
𝛼+ 3

4 + 𝑖𝑇
)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 1 + 𝜀1.

Теорема 3. Пусть 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝛼) — функция, аналитическая внутри круга

|𝛼| 6 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝛼) не имеет нулей внутри круга
|𝛼| 6 𝑟 и 𝐴(𝑟, 𝑓) = max|𝛼|6𝑟 |𝑓(𝛼)|, то для всякого 𝜀 > 0 и для всякого 1 > 𝜀1 > 0 существует
натуральное 𝑄 = 𝑄(𝜀1) такое, что существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀, 𝜀1) такое, что

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)− 𝜁

(︂
𝑀−𝑄

⃒⃒⃒⃒
𝛼+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 (1 + 𝜀1) + 3𝐴𝜀1.

Цель данной работы — дать новую интерпретацию метода работы [10], которая объясняет
возникновение эффекта слабой универсальности.

2. Конструкция функций со слабой изоляцией

Дадим следующее определение делителя слабой изоляции.

Определение 1. Будем говорить, что функция 𝑑(𝛼) является делителем слабой изо-
ляции с константами 𝜀1, 𝐵 > 0, если она удовлетворяет следующим условиям:

1. 𝑑(𝛼) аналитична в полосе 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 3
4 − 𝑟 6 𝜎 6 3

4 + 𝑟;

2. 𝑑(𝛼) не имеет нулей в этой полосе;

3. для любого 𝑇 в данной полосе выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑

(︀
3
4 + 𝛼

)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀1,

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 𝐵

.

Теорема 4. Пусть 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝛼) — функция, аналитическая внутри круга

|𝛼| 6 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝛼) не имеет нулей внутри круга
|𝛼| 6 𝑟 и 𝐴(𝑟, 𝑓) = max|𝛼|6𝑟 |𝑓(𝛼)|, то для всякого 𝜀 > 0 существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀)
такое, что

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝛼)− 𝜁

(︀
𝛼+

(︀
3
4 + 𝑖𝑇

)︀)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 𝜀 ·𝐵 +𝐴𝜀1.
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Доказательство. Рассмотрим функцию

𝑓1(𝛼) = 𝑓(𝛼)𝑑

(︂
3

4
+ 𝛼

)︂
,

которая удовлетворяет всем условиям теоремы Воронина. Поэтому для всякого 𝜀 > 0 суще-
ствует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)𝑑

(︂
3

4
+ 𝛼

)︂
− 𝜁

(︂
𝛼+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Отсюда следует, что

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑓(𝛼)𝑑

(︀
3
4 + 𝛼

)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ − 𝜁
(︀
𝛼+

(︀
3
4 + 𝑖𝑇

)︀)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 𝜀⃒⃒
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀⃒⃒ .
Пользуясь определением делителя слабой изоляции, получим

max
|𝛼|6𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝛼)− 𝜁

(︀
𝛼+

(︀
3
4 + 𝑖𝑇

)︀)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 𝜀 ·𝐵 +max
|𝛼|6𝑟

|𝑓(𝛼)| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑

(︀
3
4 + 𝛼

)︀
𝑑
(︀
3
4 + 𝛼+ 𝑖𝑇

)︀ − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜀 ·𝐵 +𝐴𝜀1,

что и доказывает утверждение теоремы. 2

3. Новое доказательство теоремы о слабой изоляции

Из леммы 1 следует, что для заданного 𝑄 > 4 функция 𝑑(𝛼) =
(︁
1− 1

𝑝𝛼0

)︁−1
при 𝑝0 > 𝑄

является делителем слабой изоляции с константами 𝜀1 = 4√
𝑄
, 𝐵 = 1 + 1√

𝑄
и дзета-функция

𝜁(𝑀−(𝑝0)|𝛼) = 𝜁(𝛼)
𝑑(𝛼) в силу теоремы 4 удовлетворяет теореме 2.

Из леммы 2 следует, что для 𝑄 = 𝑄(𝜀1) дзета-функция 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) является делителем

слабой изоляции с константами 3𝜀1, 𝐵 = 3 и дзета-функция 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼) = 𝜁(𝛼)
𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) в силу

теоремы 4 удовлетворяет теореме 3.
Заметим, что любой делитель слабой изоляции 𝑑(𝛼) свойством универсальности или слабой

универсальности не обладает, так как он в силу определения ограничен сверху некоторой
константой 𝐶: |𝑑(𝛼)| 6 𝐶, а, значит, не может приближать с любой точностью функции,
которые по модулю имеют значения больше 𝐶.

Из метода доказательства теоремы 4 легко видеть, что универсальность сохраняется толь-
ко для тривиальных делителей слабой изоляции, которые сами являются константами. Кроме
этого, так как никакой делитель слабой изоляции 𝑑(𝛼) кроме константы не может удовлетво-
рять третьему условию из определения для любого 𝜀1 > 0, то становится понятна формули-
ровка теорем из работы [10].

4. Заключение

С помощью теоремы универсальности С. М. Воронина удалось доказать слабую форму
теоремы универсальности для широкого класса дзета-функций моноидов натуральных чисел,
для которых делитель слабой универсальности сам является дзета-функцией соответствую-
щего моноида, удовлетворяющей определенным условиям.

Как было отмечено в работе [10]: "Было бы интересно выяснить какие элементы доказа-
тельства С. М. Воронина непосредственно переносятся на этот класс дзета-функций моноидов
натуральных чисел?
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Интересно заметить, что как показано в работе [8] среди дзета-функций моноидов нату-
ральных чисел, для которых справедлива слабая теорема универсальности, есть те, для кото-
рых область голоморфности совпадает со всей 𝛼-полуплоскостью 𝜎 > 0, кроме точки 𝛼 = 1,
где у них полюс первого порядка. Таким образом, они продолжаются в лево от полуплоскости
абсолютной сходимости, но не на всю плоскость. Если верна гипотеза Линника–Ибрагимова
[13], то для них должна быть справедлива и сильная теорема универсальности."

На первый взгляд создается впечатление, что если в доказательстве С. М. Воронина уда-
лить любое конечное множество простых, то оно останется в силе, но это требует отдельной
тщательной проверки.

Выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добровольскому
за постановку задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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