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Аннотация

Изучаются точные константы Никольского–Бернштейна для сферических полиномов
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Abstract

We study the sharp Nikol’skii–Bernstein constants for spherical polynomials in the space
𝐿𝑝(S𝑑) with the Dunkl weight. An interrelationship with one-dimensional constants for algebraic
polynomials in the space 𝐿𝑝[−1, 1] with the Gegenbauer weight is established.
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Пусть 𝑑 ∈ N, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1+ . . .+𝑥𝑑+1𝑦𝑑+1 — скалярное произведение векторов 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑑+1,
|𝑥| = ⟨𝑥, 𝑥⟩1/2 — евклидова длина вектора 𝑥; S𝑑 = {𝑥 ∈ R𝑑+1 : |𝑥| = 1} — единичная евклидова
сфера; Π𝑑𝑛 — пространство сферических полиномов порядка не выше 𝑛 ∈ Z+ — сужений на сфе-
ру комплекснозначных алгебраических полиномов 𝑓(𝑥) =

∑︀
𝜈1+...+𝜈𝑑+16𝑛

𝑐𝜈1...𝜈𝑑+1
𝑥𝜈11 . . . 𝑥

𝜈𝑑+1

𝑑+1

степени 𝑛, где 𝜈𝑗 ∈ Z+; Δ0 — оператор Лапласа–Бельтрами для сферы S𝑑; 𝑟 > 0, (−Δ0)
𝑟/2 —

дробная степень Δ0, определяемая как мультипликатор; 𝒫𝑛 — множество комплекснозначных
алгебраических полиномов степени не выше 𝑛; 𝑡 ∈ [−1, 1], 𝛼 > −1/2, 𝑤𝛼(𝑡) = (1−𝑡2)𝛼 — вес Ге-

генбауэра,𝑅(𝛼)
𝑛 (𝑡) = 𝑃

(𝛼,𝛼)
𝑛 (𝑡)

𝑃
(𝛼,𝛼)
𝑛 (1)

— нормированные полиномы Гегенбауэра (Якоби), ортогональные

с весом 𝑤𝛼; 𝑔(𝑡) =
∑︀𝑛

𝑗=0 ̂︀𝑔𝑗𝑅(𝛼)
𝑛 (𝑡) для 𝑔 ∈ 𝒫𝑛; 𝐷𝛼 = 𝑑2

𝑑𝑡2
+ 2𝛼+1

tg 𝑡
𝑑
𝑑𝑡 — дифференциальный опера-

тор Гегенбауэра, для которого (−𝐷𝛼)
𝑟/2𝑅

(𝛼)
𝑛 = 𝜆

𝑟/2
𝛼𝑛𝑅

(𝛼)
𝑛 , где 𝜆𝛼𝑛 = 𝑛(𝑛+2𝛼+1) — собственные

значения (−𝐷𝛼), а также (−Δ0) при 𝛼 = 𝑑/2 − 1; 0 < 𝑝 6 ∞, 𝑋 — некоторый компакт, 𝑣 —
положительная почти всюду на 𝑋 весовая функция, 𝐿𝑝𝑣(𝑋) — пространство Лебега измеримых

с весом 𝑣 комплекснозначных функций на 𝑋, для которого ‖𝑓‖𝑝,𝑣 =
(︀
𝑐𝑣
∫︀
𝑋 |𝑓(𝑥)|𝑝𝑣(𝑥) 𝑑𝑥

)︀1/𝑝
при 𝑝 <∞, 𝑐−1

𝑣 =
∫︀
𝑋 𝑣(𝑥) 𝑑𝑥, ‖𝑓‖∞ = ess sup𝑥∈𝑋 |𝑓(𝑥)| при 𝑝 = ∞, 𝐿𝑝(𝑋) = 𝐿𝑝1(𝑋).

В безвесовом случае рассматривается следующая наилучшая константа в неравенстве
Никольского–Бернштейна для сферических полиномов в пространстве 𝐿𝑝(S𝑑):

𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 𝑟) = sup
𝑓∈Π𝑑

𝑛∖{0}

‖(−Δ0)
𝑟/2𝑓‖∞

‖𝑓‖𝑝
, 𝑟 > 0.

При 𝑟 = 0 получаем константу Никольского, случай 𝑑 = 1, 𝑟 ∈ N отвечает классической
константе Бернштейна 𝐶∞(1, 𝑛, 𝑟) = 𝑛𝑟. Известно [4], что при 𝑑 > 1, 𝑝 > 1

𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 𝑟) ≍ 𝑛𝑟+𝑑/𝑝, 𝑛→ ∞. (1)

Однако точное значение 𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 𝑟) найдено только в случаях 𝑝 = 2,∞ [5]. В [7] доказано, что

𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 0) = 𝑐𝑝(𝑑)𝑛
𝑑/𝑝(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞, (2)

где 𝑐𝑝(𝑑) — константа Никольского в пространстве 𝐿𝑝(R𝑑) для целых функций экспоненци-
ального сферического типа 1.

Функции на сфере вида 𝑔(⟨𝑥, 𝑥0⟩), где 𝑥0 ∈ S𝑑, называются зональными. Можно отож-
дествить 𝒫𝑛 и подмножество зональных полиномов из Π𝑑𝑛. В [1] доказано, что при 𝑝 > 1
существует зональный экстремальный полином 𝑔* степени 𝑛 с единичным старшим коэффи-
циентом, такой что

𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 0) =
|𝑔*(1)|

‖𝑔*‖𝑝,𝑤𝑑/2−1

. (3)
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Отсюда следует, что многомерная константа Никольского совпадает с константой Никольского
для алгебраических полиномов в пространстве 𝐿𝑝𝑤𝑑/2−1

([−1, 1]) с весом Гегенбауэра. Благодаря
этому факту было доказано, что: экстремальный полином 𝑔* характеризуется ортогонально-
стью 𝑔*⊥𝒫𝑛−1 в 𝐿2

(1−𝑡)𝑤𝑑/2−1(𝑡)
([−1, 1]) (𝑛 > 1); 𝑔* является решением задачи Чебышева о поли-

номе, наименее уклоняющемся от нуля в пространстве 𝐿𝑝(1−𝑡)𝑤𝑑/2−1(𝑡)
([−1, 1]); 𝑔* единственный

как в одномерной, так и многомерной задачах (с точностью до умножения на константу и
вращения аргумента).

Докажем родственный результат об оценке константы Никольского–Бернштейна в про-
странстве 𝐿𝑝(S𝑑) с весом Данкля и дифференциально-разностным оператором Бельтрами–
Данкля. Все необходимые сведения из теории гармонического анализа Данкля для случаев
R𝑑 и S𝑑−1 можно найти в книге [8].

Пусть 𝑅 — система корней в R𝑑+1, 𝑅+ — положительная подсистема 𝑅, 𝜅 : 𝑅 → R+ —
функция кратности, инвариантная относительно группы отражений 𝐺(𝑅). Вес Данкля на
R𝑑+1 определяется равенством 𝑣𝜅(𝑥) =

∏︀
𝑎∈𝑅+

|⟨𝑎, 𝑥⟩|2𝜅(𝑎). Например, если {𝑒𝑗}𝑑+1
𝑗=1 — единич-

ные орты R𝑑+1, 𝑅 = {±𝑒1, . . . ,±𝑒𝑑+1}, 𝑅+ = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑑+1}, 𝐺(𝑅) = Z𝑑+1
2 — группа октаэдра,

𝜅(±𝑒𝑗) = 𝜅𝑗 > 0, то 𝑣𝜅(𝑥) =
∏︀𝑑+1
𝑗=1 |𝑥𝑗 |2𝑘𝑗 .

Сужение 𝑣𝜅 на сферу называется сферическим весом Данкля. Имеем Π𝑑𝑛 =
⨁︀𝑛

𝑗=0ℋ𝑑
𝑗 (𝑣𝜅),

где ℋ𝑑
𝑗 (𝑣𝜅) — подпространства 𝜅-гармоник, ортогональных в 𝐿2

𝑣𝜅(S
𝑑); dimℋ𝑑

𝑗 (𝑣𝜅) = ℎ𝑗(𝑑) =

= 2𝑗+𝑑−1
𝑑−1

(︀
𝑗+𝑑−2
𝑗

)︀
; proj𝑗 — проектор на подпространствоℋ𝑑

𝑗 (𝑣𝜅); 𝑍
𝜅
𝑗 (𝑥, 𝑦) =

∑︀ℎ𝑗(𝑑)
𝑖=1 𝑌𝑗𝑖(𝑥)𝑌𝑗𝑖(𝑦)—

воспроизводящее ядро подпространства ℋ𝑑
𝑗 (𝑣𝜅), где {𝑌𝑗𝑖}

ℎ𝑗(𝑑)
𝑖=1 ⊂ ℋ𝑑

𝑗 (𝑣𝜅) — некоторый ортонор-

мированный базис; Δ𝜅,0 — оператор Бельтрами–Данкля; (−Δ𝜅,0)
𝑟/2 proj𝑗 = (𝜆𝛼𝜅,𝑗)

𝑟/2 proj𝑗 , где
𝛼𝜅 = 𝑑𝜅/2− 1 и 𝑑𝜅 = 𝑑+ 2

∑︀
𝑎∈𝑅+

𝜅(𝑎) — размерность Данкля.
Пусть 𝑉𝜅 — оператор сплетения Данкля. Роль зональных функций в весовом случае играют

функции вида 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝜅[𝑔⟨ · , 𝑦⟩)](𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ S𝑑. В частности, 𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑦) = ℎ𝑗(𝑑𝜅) ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑦), где̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑦) = 𝑉𝜅[𝑅
(𝛼𝜅)
𝑗 (⟨ · , 𝑦⟩)](𝑥). Отметим, что 0 6 ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑥) 6 1 для любого 𝑥 ∈ S𝑑.

Если функция кратности 𝜅 ≡ 0, то вес 𝑣0 ≡ 1 и анализ Данкля сводится к безвесовому
случаю. В частности, оператор 𝑉0 будет дельта-функцией и 𝑉0[𝑔⟨ · , 𝑦⟩)](𝑥) = 𝑔(⟨𝑥, 𝑦⟩).

Рассмотрим следующие весовые константы Никольского–Бернштейна в пространствах
𝐿𝑝𝑣𝜅(S𝑑) и 𝐿

𝑝
𝑤𝛼([−1, 1]) соответственно:

𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) = sup
𝑓∈Π𝑑

𝑛∖{0}

‖(−Δ𝜅,0)
𝑟/2𝑓‖∞

‖𝑓‖𝑝,𝑣𝜅
, 𝐶𝑝,𝛼(𝑛, 𝑟) = sup

𝑃∈𝒫𝑛∖{0}

‖(−𝐷𝛼)
𝑟/2𝑃‖∞

‖𝑃‖𝑝,𝑤𝛼

.

Для любого полинома 𝑔(𝑡) =
∑︀𝑛

𝑗=0 ̂︀𝑔𝑗𝑅(𝛼)
𝑛 (𝑡) ∈ 𝒫𝑛 имеем (−𝐷𝛼)

𝑟/2𝑔(1) =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝜆
𝑟/2
𝛼𝑗 ̂︀𝑔𝑗 . По-

этому из результатов работы [2] следует, что

𝐶𝑝,𝛼(𝑛, 𝑟) = sup
𝑔∈𝒫𝑛

‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼=1

⃒⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=0

𝜆
𝑟/2
𝛼𝑗 ̂︀𝑔𝑗 ⃒⃒⃒⃒. (4)

Теорема 1. Пусть 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑑 ∈ N, 𝑛 ∈ Z+, 𝑟 > 0, 𝑥0 ∈ S𝑑. Тогда

sup

⃒⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=0

(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2̂︀𝑔𝑗 ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥0, 𝑥0)⃒⃒⃒⃒ 6 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) 6 sup

⃒⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=0

(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2̂︀𝑔𝑗 ⃒⃒⃒⃒,

где супремумы берутся по всем полиномам 𝑔 ∈ 𝒫𝑛, для которых ‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅
= 1.

В безвесовом случае имеем ̃︀𝑍0
𝑗 (𝑥0, 𝑥0) = 𝑅

(𝑑/2−1)
𝑗 (1) = 1 для любых 𝑥0 и 𝑗, поэтому

𝐶𝑝(𝑑, 𝑛, 𝑟) = 𝐶𝑝,𝑑/2−1(𝑛, 𝑟), 𝑟 > 0.
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С учетом (4) получили обобщение (3) на случай констант Никольского–Бернштейна при 𝑟 > 0.
Доказательство. Будем использовать результаты [8, гл. 3]. Возьмем произвольный поли-

ном 𝑔 =
∑︀𝑛

𝑗=0 ̂︀𝑔𝑗𝑅(𝛼)
𝑛 , такой что ‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅

= 1. Положим 𝐺(𝑥) = 𝑉𝜅[𝑔⟨ · , 𝑥0⟩)](𝑥) =
∑︀𝑛

𝑗=0 ̂︀𝑔𝑗×
× ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑥0). Тогда (−Δ𝜅,0)

𝑟/2𝐺(𝑥0) =
∑︀𝑛

𝑗=0(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2̂︀𝑔𝑗 ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥0, 𝑥0) и ‖𝐺‖𝑝,𝑣𝜅 6 ‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅

[8, гл. 3].

Отсюда имеем 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) >
|(−Δ𝜅,0)𝑟/2𝐺(𝑥0)|

‖𝐺‖𝑝,𝑣𝜅
>
⃒⃒∑︀𝑛

𝑗=0(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2̂︀𝑔𝑗 ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥0, 𝑥0)⃒⃒, что влечет оценку

снизу.
Для оценки сверху рассмотрим свертку 𝑓 *𝜅 𝑔 с зональным ядром 𝑔 и оператор сдвига 𝑇 𝜅𝜃 ,

действующий на 𝑓 как мультипликатор proj𝑗(𝑇
𝜅
𝜃 𝑓) = 𝑅

(𝛼𝜅)
𝑗 (cos 𝜃) proj𝑗 𝑓 , где 𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝑗 ∈ Z+.

Пусть 𝑓 ∈ Π𝑑𝑛 — произвольный сферический полином и ‖(−Δ𝜅,0)
𝑟/2𝑓‖∞ = |(−Δ𝜅,0)

𝑟/2𝑓(𝑥′)|,
где 𝑥′ ∈ S𝑑. Введем зональный полином 𝑔(cos 𝜃) = 𝑇 𝜅𝜃 𝑓(𝑥

′) =
∑︀𝑛

𝑗=0𝑅
(𝛼𝜅)
𝑗 (cos 𝜃) proj𝑗 𝑓(𝑥

′). Для
произвольной интегрируемой зональной функции ℎ имеем [8, гл. 3]

(𝑓 *𝜅 ℎ)(𝑥′) = 𝑐𝑤𝛼𝜅

∫︁ 𝜋

0
𝑇 𝜅𝜃 𝑓(𝑥

′)ℎ(cos 𝜃)(sin 𝜃)2𝛼𝜅+1 𝑑𝜃.

Пусть 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 — сопряженный показатель. Тогда

‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅
= sup

‖ℎ‖𝑝′,𝑤𝛼𝜅
61

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑤𝛼𝜅

∫︁ 𝜋

0
𝑔(cos 𝜃)ℎ(cos 𝜃)(sin 𝜃)2𝛼𝜅+1 𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
= sup

‖ℎ‖𝑝′,𝑤𝛼𝜅
61

|(𝑓 *𝜅 ℎ)(𝑥′)|.

По неравенству Юнга имеем ‖𝑓 *𝜅ℎ‖∞ 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑣𝜅‖ℎ‖𝑝′,𝑤𝛼𝜅
[8, гл. 3]. Поэтому ‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅

6 ‖𝑓‖𝑝,𝑣𝜅 .
Также имеем (−𝐷𝛼𝜅)

𝑟/2𝑔(1) =
∑︀𝑛

𝑗=0(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2 proj𝑗 𝑓(𝑥

′) = (−Δ𝜅,0)
𝑟/2𝑓(𝑥′). В итоге получаем

‖(−Δ𝜅,0)
𝑟/2𝑓‖∞

‖𝑓‖𝑝,𝑣𝜅
6

|(−𝐷𝛼𝜅)
𝑟/2𝑔(1)|

‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼𝜅

6 sup
𝑔∈𝒫𝑛

‖𝑔‖𝑝,𝑤𝛼=1

|(−𝐷𝛼𝜅)
𝑟/2𝑔(1)|.

Теорема доказана. 2

Сделаем несколько комментариев к теореме 1. В весовом случае мы не можем сказать,
существует ли точка 𝑥0, где все значения ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥0, 𝑥0) равны 1. В этой связи посмотрим, что про-
исходит в случае 𝑝 = 2, где точная константа стандартно вычисляется следующим образом.
Пусть 𝐾𝜅

𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑍
𝜅
𝑗 — воспроизводящее ядро подпространства Π𝑑𝑛, 𝐷 = (−Δ𝜅,0)

𝑟/2. Тогда
𝐷𝑓(𝑥) = 𝑐𝑣𝜅

∫︀
S𝑑 𝐷𝑥𝐾

𝜅
𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑣𝜅(𝑦) 𝑑𝑦. Отсюда по неравенству Коши–Буняковского получа-

ем |𝐷𝑓(𝑥)| 6 ‖𝐷𝑥𝐾
𝜅
𝑛(𝑥, · )‖2,𝑣𝜅‖𝑓‖2,𝑣𝜅 . Следовательно, применяя свойства воспроизводящего

ядра, получаем

𝐶2,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) 6 sup
𝑥∈S𝑑

‖𝐷𝑥𝐾
𝜅
𝑛(𝑥, · )‖2,𝑣𝜅 = ‖𝐷𝑥𝐾

𝜅
𝑛(𝑥

′, · )‖2,𝑣𝜅 =

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=0

(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟𝑍𝜅𝑗 (𝑥

′, 𝑥′)

)︂1/2

,

где 𝑥′ зависит только от 𝐾𝜅
𝑛 . Эта оценка точная, поскольку можно взять полином 𝑓(𝑥) =

𝐷𝑥𝐾
𝜅
𝑛(𝑥, 𝑥

′) =
∑︀𝑛

𝑗=0(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟/2𝑍𝜅𝑗 (𝑥, 𝑥

′), для которого имеем 𝐷𝑥𝑓(𝑥
′) =

∑︀𝑛
𝑗=0(𝜆𝛼𝜅,𝑗)

𝑟×
×𝑍𝜅𝑗 (𝑥′, 𝑥′) = ‖𝐷𝑥𝐾

𝜅
𝑛(𝑥

′, · )‖22,𝑣𝜅 = ‖𝐷𝑥𝐾
𝜅
𝑛(𝑥

′, · )‖2,𝑣𝜅‖𝑓‖2,𝑣𝜅 . Таким образом,

𝐶2,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) =

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=0

(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟𝑍𝜅𝑗 (𝑥

′, 𝑥′)

)︂1/2

=

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=0

(𝜆𝛼𝜅,𝑗)
𝑟ℎ𝑗(𝑑𝜅) ̃︀𝑍𝜅𝑗 (𝑥′, 𝑥′))︂1/2

.

Для уточнения теоремы 1 желательно оценить функции ̃︀𝑍𝜅𝑛(𝑥, 𝑥) = 1
ℎ𝑛(𝑑𝜅)

∑︀ℎ𝑛(𝑑)
𝑖=1 |𝑌𝑛𝑖(𝑥)|2.

С одной стороны имеем ̃︀𝑍𝜅𝑛(𝑥, 𝑥) 6 1 для любого 𝑥. Можно дать следующую простую, но недо-
статочную оценку снизу. Ортонормированность 𝑌𝑛𝑖 влечет 𝑐𝑣𝜅

∫︀
S𝑑
̃︀𝑍𝜅𝑛(𝑥, 𝑥)𝑣𝜅(𝑥) 𝑑𝑥 = ℎ𝑛(𝑑)

ℎ𝑛(𝑑𝜅)
.
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Поэтому max𝑥∈S𝑑 ̃︀𝑍𝜅𝑛(𝑥, 𝑥) > ℎ𝑛(𝑑)
ℎ𝑛(𝑑𝜅)

. В безвесовом случае 𝑑 = 𝑑0 дробь равна 1. Однако в весо-

вом случае 𝑑𝜅 > 𝑑 при больших 𝑛 имеем ℎ𝑛(𝑑)
ℎ𝑛(𝑑𝜅)

≍ 𝑛𝑑−𝑑𝜅 , что мешает установлению правильного
порядка поведения исследуемой величины 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟).

Тем не менее даже в текущем виде теорема 1 может быть использована для оценок весовой
константы. В частности, если функция кратности 𝜅 такова, что 𝑑𝜅 ∈ N, то

𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) 6 𝐶𝑝,𝑑𝜅/2−1(𝑛, 𝑟) = 𝐶𝑝(𝑑𝜅, 𝑛, 𝑟).

В этом случае можно воспользоваться результатами для безвесовой константы 𝐶𝑝(𝑑𝜅, 𝑛, 𝑟), в
частности, асимптотиками (1), (2), точным значением для 𝑝 = ∞, 𝑟 четное [5], оценками для
𝑝 = 1, 𝑟 = 0 [6]. В общем случае для оценок константы 𝐶𝑝,𝛼(𝑛, 0) и, как следствие, 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 0)
можно применить результаты работы [3]. В частности, имеем 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 0) . 𝑛𝑑𝜅/𝑝, 𝑛 → ∞.
Выскажем предположение, что этот порядок правильный.

В качестве открытых проблем укажем уточнение границ 𝐶𝑝,𝜅(𝑑, 𝑛, 𝑟) для 𝜅 ̸≡ 0 и исследо-
вание случая 𝑝 < 1.
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