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Аннотация

Работа посвящена определению диапазона значений сеточного числа Пекле, при ко-
тором предложенная схема, представляющая линейную комбинацию схемы «кабаре» и
«крест» с весовыми коэффициентами, полученными из условия минимизации порядка по-
грешности аппроксимации, обладает лучшей точностью по сравнению с употребительны-
ми схемами, в том числе модификациями схемы «кабаре» с ограничителями. В статье
получено ограничение на шаг по времени для разностной схемы с весами при котором
погрешность расчетов находится в приемлемом диапазоне. Показано, что предложенная
схема, построенная на основе линейной комбинации разностной схемы «кабаре» и «крест»
с весовыми коэффициентами 2/3 и 1/3 соответственно, полученными в результате мини-
мизации погрешности аппроксимации точнее схемы «кабаре» с ограничителями решает
задачу конвекции при малых числах Куранта. Рассчитан диапазон чисел Пекле, при кото-
ром предложенная аппроксимация оператора конвективного переноса будет эффективна.
На основании вышесказанного сделаны выводы о том, что предложенная модификация
схемы «кабаре» для численного решения задачи диффузии-конвекции обладает лучшей
точностью по сравнению с другими схемами, для значений сеточного числа Пекле в диа-
пазоне 2 6 𝑃𝑒 6 20, что позволяет применять данный класс схем для численного решения
задач вычислительной океанологии.

Ключевые слова: задача переноса, схема «крест», схема «кабаре», линейно-взвешенная
комбинация, повышение точности.
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Abstract

The work is devoted to determining the range of grid Peclet number values, for which
the proposed scheme, representing a linear combination of the Upwind and Standard Leapfrog
difference schemes with weight coefficients, obtained by minimizing the approximation error, has
higher accuracy than conventional schemes, including modifications Upwind Leapfrog difference
scheme with limiters. The article obtained a limit on the time step for a difference scheme with
weights at which the calculation error is in an acceptable range. It is shown that the proposed
scheme, based on the basis of a linear combination of the Upwind and Standard Leapfrog
difference schemes with weighting coefficients 2/3 and 1/3, respectively, obtained by minimizing
the approximation error more precisely, the Upwind Leapfrog difference scheme with limiters
solves the convection problem for small Courant numbers. Thus, the proposed modification of
the Upwind Leapfrog difference scheme for the numerical solution of the diffusion-convection
problem has higher accuracy than other schemes, for the values of the grid Peclet number in
the range 2 6 𝑃𝑒 6 20, which allows you to use this class of schemes for the numerical solution
of problems of computational oceanology.
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1. Введение

При численном решении задач транспорта взвесей в мелководных водоемах [1, 2, 3] на
основе центрально-разностных схем возникает проблема, связанная с падением точности для
больших значений сеточного числа Пекле [4, 5]. Одним из вариантов решения данной пробле-
мы является измельчение шага по пространственной сетке, что влечет за собой увеличение
трудоемкости. Например, при решении трехмерной задачи диффузии-конвекции для умень-
шения числа Пекле в два раза необходимо уменьшить шаги по пространству в два раза, а по
времени в четыре раза. Таким образом, трудоемкость возрастает в 32 раза. Другим подходом
к решению данного класса задач является применение других разностных схем, например,
схемы «кабаре». Схемы «кабаре» были разработаны для решения задач аэроакустики [6, 7].
В работе [8] предложено использовать линейную комбинацию схемы «кабаре» и «крест». В ра-
боте [9] рассчитаны оптимальные коэффициенты для данной схемы из условия минимизации
порядка погрешности аппроксимации [10, 11, 12]. Целью данной работы является определение
диапазона значений сеточного числа Пекле, при котором предложенная схема, представля-
ющая линейную комбинацию схемы «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами, полу-
ченными из условия минимизации порядка погрешности аппроксимации, обладает лучшей
точностью по сравнению с употребительными схемами, в том числе модификациями схемы
«кабаре» с ограничителями.

2. Точность решения задачи теплопроводности

Постановка задачи. Рассмотрим случай уравнения теплопроводности с постоянными
коэффициентами:

𝑞′𝑡 = 𝜇𝑞′′𝑥𝑥 + 𝑓 , 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝑙 , (1)

𝑞 (𝑥, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0 = 𝑞0 (𝑥) , 0 6 𝑥 6 𝑙 , (2)

𝑞 (0, 𝑡) = 𝑞0 (𝑡) , 𝑞 (𝑙, 𝑡) = 𝑞𝑙 (𝑡) , 𝑡 > 0 . (3)

Предполагаем необходимую гладкость функций, входящих в соотношения (1)-(3), и согла-
сованность начальных и граничных условий.

Аналитическое решение уравнения диффузии. Найдем аналитическое решение за-
дачи (1) при определенных предположениях. Будем предполагать, что функции и можно пред-
ставить в виде конечных сумм - разложений по конечному тригонометрическому базису:

𝑞 ≃
𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝐶(𝑞)
𝑚 (𝑡) sin(𝜔𝑚𝑥), 𝑓 ≃

𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝐶(𝑓)
𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥), (4)

где 𝜔 = 𝜋/𝑙, 𝐶(𝑓)
𝑚 = 2

𝑙

∫︀ 𝑙
0 𝑓(𝑥) sin(𝜔𝑚𝑥)𝑑𝑥, 𝐶

(𝑞)
𝑚 = 2

𝑙

∫︀ 𝑙
0 𝑞(𝑥) sin(𝜔𝑚𝑥)𝑑𝑥.

Следует отметить, что в случае табличного способа задания 𝑢0, например, на простран-
ственной сетке, ряд будет ограничен 𝑁 гармоникой и для восстановления непрерывной функ-
ции применяется интерполяционный тригонометрический полином, где 𝑁 – количество дис-
кретных значений функции.

Далее рассматриваются функции, имеющие производную порядка 𝛼, удовлетворяющие
неравенству 𝑓 (𝛼)(𝑥) 6 𝐾, с периодом 2𝜋. Имеет место оценка остаточного члена ряда (4) для
любого натурального 𝛼:

sup |𝑟| = 4𝐾

𝜋2
ln𝑛

𝑛𝛼
+𝑂(1/𝑛𝛼),
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где

𝑟 = 𝑢(𝑥/𝜔, 𝑡)−
𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝐶 (𝑡) sin(𝑚𝑥).

Функции 𝑢 и 𝑓 подставим в уравнение теплопроводности (1) и в результате несложных
преобразований получим:(︃

𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝐶(𝑞)
𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥)

)︃′

𝑡

= 𝜇

(︃
𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝐶(𝑞)
𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥)

)︃′′

𝑥𝑥

+
𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑓)
𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥).

Меняя порядок действия операций дифференцирования и суммирования, и вычисляя про-
изводную по пространственной переменной, приходим к равенству:

𝑁−1∑︁
𝑚=1

(︁
𝐶(𝑞)
𝑚 (𝑡)

)︁′

𝑡
sin(𝜔𝑚𝑥) =

𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝜇𝐶(𝑞)
𝑚

(︀
−𝜔2𝑚2 sin(𝜔𝑚𝑥)

)︀
+
𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝐶(𝑓)
𝑛 sin(𝜔𝑚𝑥).

Принимая во внимание линейную независимость функций sin(𝜔𝑚𝑥) для отличающихся
друг от друга 𝑚, получаем: (︁

𝐶(𝑞)
𝑚 (𝑡)

)︁′

𝑡
= −𝜇𝜔2𝑚2𝐶(𝑞)

𝑚 + 𝐶(𝑓)
𝑚 . (5)

Решение уравнения (5) примет вид:

𝐶(𝑞)
𝑚 (𝑡) =

(︃
𝐶(𝑞)
𝑚 (0)− 𝐶

(𝑓)
𝑚

𝜇𝜔2𝑚2

)︃
𝑒−𝜇𝜔

2𝑚2𝑡 +
𝐶

(𝑓)
𝑚

𝜇𝜔2𝑚2
. (6)

После преобразований, с учетом заданных начальных и граничных условий получаем сле-
дующее представление для функции решения [13]:

𝑞 =
𝑁−1∑︁
𝑚=1

(︃(︃
𝐶(𝑞)
𝑚 (0)− 𝐶

(𝑓)
𝑚

𝜇𝜔2𝑚2

)︃
𝑒−𝜇𝜔

2𝑚2𝑡 +
𝐶

(𝑓)
𝑚

𝜇𝜔2𝑚2

)︃
sin(𝜔𝑚𝑥). (7)

Разностная схема для уравнения теплопроводности. Для численного решения за-
дачи (1) покроем расчетную область равномерной сеткой:

𝑤ℎ =
{︀
𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ;𝑛 = 0..𝑁𝑡, 𝑖 = 0..𝑁𝑥;𝑁𝑡𝜏 = 𝑇, 𝑁𝑥ℎ = 𝑙

}︀
,

где 𝜏 – шаг по времени, ℎ – шаг по пространству, 𝑀 – верхняя граница по времени, 𝑁 –
количество узлов по пространству.

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
= 𝜇

𝑞𝑛+𝜎𝑖+1 − 2𝑞𝑛+𝜎𝑖 + 𝑞𝑛+𝜎𝑖−1

ℎ2
+ 𝑓𝑖, (8)

где 𝑞𝑛+𝜎𝑖 = 𝜎𝑞𝑛+1
𝑖 + (1− 𝜎) 𝑞𝑛𝑖 , 𝜎 ∈ [0, 1] – вес схемы.

Необходимое условие устойчивости, полученное на основе метода гармоник, приводит к
следующему неравенству [14]:

𝛾 =
𝜏𝜇

ℎ2
6

1

2
.

Таким образом, получили. Несмотря на то, что данная оценка является жестким огра-
ничением для явных разностных схем, на практике шаг по времени необходимо брать ещё
меньше.
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Модельная задача I. Требуется найти решение уравнения

𝑞′𝑡 = 𝜇𝑞′′𝑥𝑥, µ = 1𝑚2/𝑠, 0 6 𝑡 6 𝑇, 0 6 𝑥 6 𝑙, 𝑞 (𝑡, 0) = 0

с начальными условиями: 𝑞0 (𝑥) = 𝜃(20− 𝑥)− 𝜃(10− 𝑥), где 𝜃(𝑥) – функция Хэвисайда.
Параметры расчетной сетки: шаг по времени находится в диапазоне от 0,001 до 10 c, шаг

по пространству ℎ =1 м, длина интервала по времени T равна 60 с. На рисунке 1 представлена
погрешность решения модельной задачи I на основе схемы (8), 1 – схема с весами (𝜎 = 0.5), 2 –

явная схема. Погрешность вычислений рассчитывается по формуле Ψ =
√︁∑︀

𝑖 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑖)
2 /
∑︀

𝑖 𝑞
2
𝑖 ,

где 𝑞𝑖 – точное значение решения задачи диффузии в узле 𝑖, 𝑞𝑖 – численное решение, зависящее
от величины шага по времени. По горизонтальной оси отложена величина шага по времени 𝜏0
отнесенного к величине 𝜏max (𝜏0 = 𝜏/𝜏max).

Рис. 1: Функция зависимости погрешности аппроксимации от шага по времени. 1 – для явной
схемы, 2 – для схемы с весами

Для того чтобы относительная погрешность явной схемы была равна 0.01 % необходи-
мо величину 𝜏0 брать равной 0.0717, в случае использования предложенной схемы с весами
параметр 𝜏0 равен 5.1858.

Модельная задача II. Рассмотрим задачу, возникающую при моделировании транспорта
взвеси в мелководных водоемах [15, 16]. Требуется найти решение двумерного уравнения диф-
фузии для области, вытянутой в одном направлении

𝑞′𝑡 = 𝜇𝑥𝑞
′′
𝑥𝑥 + 𝜇𝑦𝑞

′′
𝑦𝑦 , 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥 , 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦 ,

𝜇𝑥 = 100𝑚2/𝑠, 𝜇𝑦 = 0.5𝑚2/𝑠, 𝑙𝑥 = 2000𝑚, 𝑙𝑦 = 5𝑚

с начальными условиями:

𝑞 (𝑥, 𝑦, 𝑡) |𝑡=0 = (𝜃(1100− 𝑥)− 𝜃(900− 𝑥)) (𝜃(3− 𝑦)− 𝜃(2− 𝑦)) , 0 6 𝑥 6 𝑙𝑥, 0 6 𝑦 6 𝑙𝑦

и граничными условиями в форме Дирихле.
Параметры расчетной сетки: шаги по пространству ℎ𝑥=100 м и ℎ𝑦=0.5 м, длина интервала

по времени 𝑇 равна 600 с. На рисунке 2 представлены решения модельной задачи II на основе:
1 – схемы с весами, 2 – явной схемы.

Из рисунков 1, 2 видим, что погрешность достижения для явной схемы ограничение на
шаг по времени существенно меньше, чем для схемы с весами. Для того чтобы относительная
погрешность явной схемы была равна одному проценту необходимо величину 𝜏0 брать равной
0.01376, в случае использования предложенной схемы с весами параметр 𝜏0 равен 0.34844.
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Рис. 2: Функция зависимости погрешности аппроксимации от шага по времени. 1 – для явной
схемы, 2 – для схемы с весами

Замечание 1. Явная схема имеет устойчивое решение при ограничении 𝜏 6 𝑂
(︀
ℎ2
)︀
[17], а

схема с весами при 𝜎 > 0.5 не имеет ограничений на шаг по времени. На практике для того,
чтобы погрешность расчетов, на основе разностной схемы (8) с весом 0 6 𝜎 6 1, находилась в
приемлемом диапазоне необходимо использовать следующее ограничение на шаг по времени:
𝜏 6 Δ ·

(︀∑︀𝑟
𝑖=1 2𝜇𝑖/ℎ

2
𝑖

)︀−1
, где 𝑟 – размерность пространства. Параметр Δ описывает отношение

шага, который необходимо брать для того чтобы точность расчетов находилась в приемлемом
диапазоне 𝜏 , к шагу полученному из ограничения на устойчивость явной схемы 𝜏max, при этом
имеет место оценка 𝜏0 6 Δ. При решении задач диффузии-конвекции необходимо находить
значения Δ иначе, если шаг 𝜏 берется слишком большим, то погрешность будет велика, а
если маленьким, то велики вычислительные трудозатраты. Для явной схемы параметр Δ
рекомендуется брать равным 0.01, а для схемы с весом 𝜎 = 0.5 параметр Δ можно брать
равным 0.3.

3. Решение задачи переноса на основе схемы «кабаре»

Рассмотрим уравнение переноса [18, 19]

𝑞′𝑡 + 𝑢𝑞′𝑥 = 0, (9)

где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑞 (0, 𝑥) = 𝑞0 (𝑥), 𝑞 (𝑡, 0) = 0, 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Введем равномерную расчетную сетку

𝜔 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 ,

где
𝜔ℎ = {𝑥𝑖|𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑁ℎ = 𝑙} ,

𝜔𝜏 = { 𝑡𝑛| 𝑛 = 0, 1, ... , 𝑇} , 𝜏 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для численного решения поставленной задачи можно использовать следующие конечно-
разностные схемы: – схема «кабаре» [20]:

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

2𝜏
+
𝑞𝑛𝑖−1 − 𝑞𝑛−1

𝑖−1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ
= 0, 𝑢 > 0; (10)

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

2𝜏
+
𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛−1

𝑖+1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖
ℎ

= 0, 𝑢 < 0;
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– схема «крест» («чехарда»):

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛−1

𝑖

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

2ℎ
= 0. (11)

Замечание 2. Известно, что решение задачи (9) на основе центральных разностных схем
не устойчиво при этом для решения данного класса задач показала свою эффективность схема
«кабаре» с ограничителями [20].

Для решения задачи (9) будем использовать схему, построенную на основе линейной ком-
бинации разностной схемы «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами 2/3 и 1/3 соот-
ветственно, полученными в результате минимизации погрешности аппроксимации

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
+

4

3

(︃
𝑞𝑛𝑖−1 − 𝑞𝑛−1

𝑖−1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ

)︃
+
𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛−1

𝑖

3𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

3ℎ
= 0, 𝑢 > 0, (12)

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
+

4

3

(︃
𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛−1

𝑖+1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖
ℎ

)︃
+
𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛−1

𝑖

3𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

3ℎ
= 0, 𝑢 < 0.

Модельная задача III. Рассмотрим задачу движения фронта концентраций [19, 21]. Требу-
ется найти решение уравнения

𝑞′𝑡 + 𝑢𝑞′𝑥 = 0, 𝑢 = 0.5𝑚/𝑠, 0 6 𝑡 6 𝑇, 0 6 𝑥 6 𝑙, 𝑞 (𝑡, 0) = 0

с начальными условиями: 𝑞0 (𝑥) = 𝜃(70− 𝑥)− 𝜃(60− 𝑥).
На рис. 3. представлены значения погрешностей в норме L1 (Ψ𝑛 =

∑︀
𝑖 𝜓

𝑛
𝑖 ℎ, 𝜓𝑛𝑖 = |𝑞𝑛𝑖 −

𝑞 (𝑥𝑖, 𝑡
𝑛)| , где 𝑞 (𝑥𝑖, 𝑡𝑛) – точное решение задачи (9) в узле i, 𝑞𝑛𝑖 – численное решение на

временном шаге n, 𝑛 = 𝑇 ) численного решения модельной задачи III на основе предложенной
схемы (12), а также схем «крест» и «кабаре» с ограничителями в зависимости от значений
чисел Куранта (𝑐 = |𝑢| 𝜏/ℎ). Длина интервала по времени T равна 100 с. Шаг по времени 𝜏
принимал значения 0.02 с до 2 с. Числа Куранта находятся в диапазоне от 0.01 до 1.

Рис. 3: Значения погрешностей численного решения модельной задачи III в зависимости от
значений чисел Куранта. 1 – схемы, построенной на основе линейной комбинации разностной
схемы «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами 2/3 и 1/3 соответственно, 2 – схемы
«кабаре» с ограничителями и 3 – схемы «крест» с ограничителями

Замечание 3. Из результатов расчета модельной задачи III видно, что предложенная
схема (12) точнее схемы «кабаре» с ограничителями решает задачу конвекции при малых
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числах Куранта (𝑐 = |𝑢| 𝜏/ℎ 6 0.1). Из результатов расчета задачи диффузии следует, что для
явных схем имеет место ограничение 𝜏 6 Δ ·𝜏max, 𝜏max = ℎ2/2𝜇, Δ = 0.01. Из данных оценок
следует, Δ |𝑢|ℎ/2𝜇 6 0.1, где 𝑃𝑒 = |𝑢|ℎ/𝜇 6 0.1/Δ = 20, где 𝑃𝑒 – сеточное число Пекле [13].
В данном диапазоне чисел Пекле будет эффективна предложенная аппроксимация оператора
конвективного переноса (рассмотрен случай отсутствия монотонности схем, построенных на
основе центрально-разностных аппроксимациях 𝑃𝑒 > 2).

4. Решение задачи конвекции-диффузии

Рассмотрим уравнение конвекции-диффузии [22, 23]:

𝑞′𝑡 + 𝑢𝑞′𝑥 = 𝜇𝑞′′𝑥𝑥, (13)

где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ [0, 𝑙], с граничными и начальными условиями:

𝑞 (0, 𝑥) = 𝑞0 (𝑥) , 𝑞 (𝑡, 0) = 𝑞 (𝑡, 𝑙) = 0, 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Аппроксимация задачи (13) с учетом разностного аналога оператора конвективного пере-
носа (12) запишем в виде:

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
+

4

3

(︃
𝑞𝑛𝑖−1 − 𝑞𝑛−1

𝑖−1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ

)︃
+ (14)

+
𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛−1

𝑖

3𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

3ℎ
= 2𝜇

𝑞𝑛𝑖+1 − 2𝑞𝑛𝑖 + 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ2
, 𝑢 > 0,

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
+

4

3

(︃
𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛−1

𝑖+1

2𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖
ℎ

)︃
+

+
𝑞𝑛𝑖 − 𝑞𝑛−1

𝑖

3𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

3ℎ
= 2𝜇

𝑞𝑛𝑖+1 − 2𝑞𝑛𝑖 + 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ2
, 𝑢 < 0.

Модельная задача IV. Требуется найти решение уравнения:

𝑞′𝑡 + 𝑢𝑞′𝑥 = 𝜇𝑞′′𝑥𝑥, 𝑢 = 0.5𝑚/𝑠, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 6 𝑡 6 𝑇, 0 6 𝑥 6 𝑙

с начальными и граничными условиями:

𝑞0 (𝑥) = 𝜃(70− 𝑥)− 𝜃(60− 𝑥), 𝑞 (𝑡, 0) = 𝑞 (𝑡, 𝑙) = 0.

Решение модельной задачи IV может быть представлено в виде [13]:

𝑞 (𝑡, 𝑥) =

𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝑐0𝑚𝑒
−𝜇𝜔2𝑚2𝑡 sin(𝜔𝑚𝑥), 𝑐0𝑚 =

2

𝐿

∫︁ 𝑙

0
𝑞0(𝑥+ 𝑢𝑡) sin(𝜔𝑚𝑥)𝑑𝑥, 𝜔 =

𝜋

𝑙
.

На рисунке 4 представлены графики функции погрешности Ψ𝑛 решения модельной задачи
IV на основе разностной схемы (14) и схемы «кабаре» с ограничителями решения в норме 𝐿1,
зависящей от сеточного числа Пекле. Параметры расчетной сетки: шаг по пространству ℎ =
1 м, шаг по времени 𝜏 = 0.02 c, пространственный интервал 𝐿 = 200 м, величина интервала
по времени T равна 100 с, коэффициент диффузии находится в диапазоне от 5×10−4 до 0.5
м2/с.

Замечание 4. Из результатов расчета модельной задачи IV видно, что предложенная
схема (14) имеет незначительную погрешность в диапазоне чисел Пекле 𝑃𝑒 6 20.
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Рис. 4: Графики функции погрешности Ψ𝑛 решения модельной задачи IV на основе разностной
схемы (14) и схемы «кабаре» с ограничителями решения в норме 𝐿1, зависящей от сеточного
числа Пекле

Аппроксимация задачи (13) на основе явных центрально разностных схемах запишется в
виде [24, 25]:

𝑞𝑛+1
𝑖 − 𝑞𝑛𝑖

𝜏
+ 𝑢

𝑞𝑛𝑖+1 − 𝑞𝑛𝑖−1

2ℎ
= 𝜇

𝑞𝑛𝑖+1 − 2𝑞𝑛𝑖 + 𝑞𝑛𝑖−1

ℎ2
. (15)

На рисунке 5 представлены графики функции погрешности Ψ𝑛 решения модельной задачи
IV на основе разностной схемы (14) и центрально-разностной схемы (15) в норме 𝐿1, зависящей
от сеточного числа Пекле. Параметры расчетной сетки: шаг по пространству h=1м, шаг по
времени 𝜏=0.02, пространственный интервал 𝐿 = 200 м, величина интервала по времени T
равна 100 с, коэффициент диффузии находится в диапазоне от 5×10−3 до 5 м2/с.

Рис. 5: Графики функции погрешности Ψ𝑛 решения модельной задачи IV на основе разностной
схемы (14) и центрально-разностной схемы (15) в норме 𝐿1, зависящей от сеточного числа
Пекле

Замечание 5. Из результатов расчета модельной задачи IV видно, что центрально-
разностная схема (15) имеет меньшую погрешность в диапазоне чисел Пекле от 0 до 2 по
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сравнению с предложенной разностной схемой (14). На основании вышесказанного можно
сделать вывод, что предложенная модификация схемы «кабаре» (14) обладает лучшей точ-
ностью по сравнению с другими рассмотренными в статье схемами для численного решения
задачи диффузии-конвекции при следующих значениях сеточного числа Пекле: 2 6 𝑃𝑒 6 20.

5. Заключение

Явная схема имеет устойчивое решение при ограничении на шаг по времени 𝜏 6 𝑂
(︀
ℎ2
)︀
,

схема с весами безусловно устойчива для 𝜎 > 0.5. На практике для того, чтобы погрешность
расчетов, на основе разностной схемы с весами при 0 6 𝜎 6 1 была приемлемой можно
ориентироваться на следующее ограничение на шаг по времени: 𝜏 6 Δ ·

(︀∑︀𝑟
𝑖=1 2𝜇𝑖/ℎ

2
𝑖

)︀−1
, где

𝑟 – размерность пространства, параметр есть отношение вида 𝜏/𝜏max, при этом имеет место
оценка 𝜏0 6 Δ. При решении задач диффузии-конвекции следует предварительно находить
значения Δ. В противном случае для шагов, существенно превышающих рекомендованное
значение 𝜏 , погрешность будет слишком велика, а если использовать значительно меньшие
шаги по времени следует ожидать существенного увеличения вычислительных затрат. Для
явной схемы параметр Δ рекомендуется брать равным 0.01, а для схемы с весом 𝜎 = 0.5
параметр Δ можно брать равным 0.3.

Для численного решения задачи конвекции на основе схем «кабаре» с ограничителями
получено улучшение точности. Из результатов расчета модельной задачи III видно, что пред-
ложенная модификация схемы «кабаре» точнее, чем схема «кабаре» с ограничителями при
малых числах Куранта (𝑐 6 0.1). Из результатов численного решения задачи диффузии сле-
дует, что для явных схем имеет место ограничение 𝜏 6 Δ · 𝜏max, 𝜏max = ℎ2/2𝜇, Δ = 0.01. Из
данных оценок следует, что построенная линейная комбинация схемы «кабаре» и «крест» име-
ет превосходство по точности при значениях сеточного числа Пекле, вплоть до 20 (𝑃𝑒 6 20).

Численное решение модельной задачи IV показало, что центрально-разностная схема имеет
меньшую погрешность для сеточного числа Пекле от 0 до 2 по сравнению с предложенной
разностной схемой. На основании вышесказанного можно сделать вывод, что предложенная
модификация схемы «кабаре» для численного решения задачи диффузии-конвекции обладает
лучшей точностью по сравнению с другими схемами, рассматриваемыми в статье для значений
сеточного числа Пекле в диапазоне 2 6 𝑃𝑒 6 20, что позволяет применять данный класс схем
для численного решения задач вычислительной океанологии.
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