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Аннотация
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1. Введение

Основным результатом статьи япляется регулярность и однолистность в окрестности ну-
ля преобразования Лапласа от преобразования Фурье от четной функции, полученной изме-
нением регулярности регулярной в открытой окрестности нуля нечетной функции (теорема
1) [1,4,5,6,9]. Из данной регулярности вытекает перестановочность с обратным знаком опе-
раторов синус и косинус преобразований Фурье, определенных на действительной полуоси:
𝐶0𝑆0 = −𝑆0𝐶0 для широкого класса функций (теорема 2).

Данные результаты согласуются со статьями автора данной статьи [1,5,9], из которых сле-
дет основное положение о возможности продолжить регулярно преобразование Лапласа в
форме теоремы 1 в окрестность нуля.

Отметим, что данные результаты ( теорема 1 и предложение 2) требуют в дальнейшем
отдельноого изучения, например, с точки зрения приложений к математической физике и
теории функций комплексного применения [3,4,8,10,12,13].

Введем обозначения

𝐹±𝑢(𝑥)(·)(𝑠) =
∞∫︁

−∞

𝑒±𝑖𝑠𝑥𝑢(𝑥)𝑑𝑥, 𝐹 0
±𝑢(𝑥)(·)(𝑠) =

∞∫︁
0

𝑒±𝑖𝑠𝑥𝑢(𝑥)𝑑𝑥, 𝑠 ∈ (−∞,∞),

𝐿±𝑢(𝑥)(·)(𝑝) =
∞∫︁
0

𝑒±𝑝𝑥𝑢(𝑥)𝑑𝑥, 𝐿− = 𝐿,

∞∫︁
0

cos 𝑣𝑥 𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶0𝑢(𝑥)(·)(𝑣),
∞∫︁
0

𝑠𝑖𝑛𝑣𝑥 𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝑣 ∈ (−∞,∞).

2. Регулярность преобразования Лапласа

В теоремах 1 и 2 используется условие Y1.
Условие У1. Для функции 𝑢(𝑥) выполнено условие Y1, если функция 𝑢(𝑝) регулярна

в области |𝑅𝑒𝑝| < 𝑎
⋃︀
𝐼𝑚𝑝| < 𝑎 при некотором положительном 𝑎 > 0, 𝑢(0) = 0, причем

существует 𝛿 такая, что в области регулярности

max[|𝑢(𝑝)|, |𝑑𝑢(𝑝)/𝑑𝑝|, |𝑑2𝑢(𝑝)/𝑑𝑝2|]|𝑝1+𝛿| → 0,

𝑝→ ∞, 𝛿 > 0; 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡..

Теорема 1. Функция 𝐿𝐹 0
+𝑢(𝑥)(·)(𝑝) вместе со своим аналитическим продолжением

регулярна в области |𝑅𝑒𝑝| < 𝜀
⋃︀
𝐼𝑚𝑝| < 𝜀, 𝜀 > 0, при некотором поожительном 𝜀 < 𝑎,

если для нечетной функции 𝑢(−𝑝) = −𝑢(𝑝) выполнено условие Y1.

Доказательство. Докажем взпомогательное предложение 1 [6,8].
Предложение 1.
При выполнеии условия Y1 для функции 𝑢(𝑝) 𝐿𝐹 0

+𝑢(𝑥)(·)(𝑣) = 𝑖𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝑣 ∈ [0,∞),

причем

𝐿𝐶0𝑢(𝑥)(·)(𝑣) = 𝑆0𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑣) = 𝐶0𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝑣 ∈ [0,∞).

Доказательство. После изменения порядка интегрирования в обеих частях равенства
предложения 1 получаем основное равенство. При этом возможность поменять пределы инте-
грирования следует из абсолютной и равномерной сходимости внутренних интегралов равен-
ства [11] (для функции 𝐿𝐹 0

+𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝑣 > 0 данный факт очевиден, для второй функции и при
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𝑣 = 0 после двукратного интегрирования по частям с учетом 𝑢(0) = 0 используем неравенство

|𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑡)| = |𝑑𝑢(0)/𝑑𝑥/𝑡2 + (1/𝑡2)𝐿(𝑑2𝑢(𝑥)/𝑑𝑥2)(·)(𝑡)| 6 𝑐1/𝑡
2, 𝑡→ ∞, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.,

𝑐1 <∞, непрерывность внутренних интегралов тождества на [0,+∞) очевидна [11].
Приравнивая действительную и мнимую часть доказанного тождества, получаем другие

равенства предложения 1.
Воспользуемся тождеством предложения 1 𝐿𝐹 0

+𝑢(𝑥)(·)(𝑣) = 𝑖𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑣), 𝑣 ∈ [0,∞).

Функция 𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) определена при всех 𝐼𝑚𝑝 6 0. Данный факт и непрерывность

этой функции на всей действительной оси 𝑝 ∈ (−∞,∞) проверяется с помощью формулы
интегрирования по частям как при доказательстве предложения 1 с учетом 𝑢(0) = 0 [11].

Сумма данной функции с аналогичной функцией 𝐹 0
+𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝), определенной в другой

полуплоскости 𝐼𝑚𝑝 > 0, равна

𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) + 𝐹 0

+𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) = 2𝐶0𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) = 𝐹 (𝑝), 𝑝 = 𝑦, 𝑦 ∈ (−∞,∞),

при всех чисто действительных значениях 𝑝.
Из предложения 1 следует равенство 𝐶0𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑦) = 𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑦), 𝑝 = 𝑦 ∈ [0,∞).
Совпадение функции 𝐹 (𝑝) с четной на всей действительной оси ( не только на ее положи-

тельной части) регулярной в открытой окрестности лействительной и мнимой оси функцией
𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) следует при нечетной 𝑢(𝑝) из предложения 2.

Предложение 2.
1.
Для четной 𝑢(𝑝), удовлетворяющей условию Y1, функции

𝑓(𝑖𝑝) = 𝑓1(𝑝), 𝑓(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(−𝑖𝑝)

при всех 𝑝 = 𝑥+𝑖𝑥, 𝑥 ∈ (−∞,∞), совпадают с точностью до константы в области регулярности
обеих выражений (например, в области |𝑝| < 𝑎 с константой a из условия Y1).

2.
При выполнении условия Y1 для нечетной функции 𝑢(𝑝) функция 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑝) четна в

некоторой открытой окрестности с дополнительным условием

𝑅𝑒 𝑓(𝑖𝑥) = 𝑓(𝑖𝑥), 𝑥 ∈ (−∞,∞).

Доказательство. Отметим, что 𝑓(𝑖𝑦) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑦) = 𝑅𝑒𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑦), 𝑦 ∈ [0,+∞)
при четной 𝑢(𝑝), удовлетворяющей условию Y1.

Функция 𝑓(𝑖𝑝) совпадает с функцией, повернутой относительно функции 𝑓(𝑝) на угол 𝜋/2
по часовой стрелке около нуля: 𝑓(𝑖𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞,∞). Из равенства

𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑖𝑥 = 𝑑𝑓(𝑖𝑥)/𝑑𝑖𝑥 = −𝑖𝑑𝑓(𝑖𝑥)/𝑑𝑥 = −𝑖𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥,

при всех 𝑥 ∈ (−∞,∞), из области регулярности 𝑓(𝑧), 𝑓1(𝑧) = 𝑓(𝑖𝑧), 𝑧 = 𝑖𝑥, получаем, что про-
изводные функций 𝑓(𝑧) и 𝑓1(𝑧) c точностью до константы −𝑖 совпадают в точках, повернутых
одна относительно другой на угол 𝜋/2 по часовой стрелке: 𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑖𝑝 = −𝑖𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑝, в
том числе при 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥, 𝑥 ∈ (−∞,∞), в области регулярности данных выражений.

Так как функция 𝑓(𝑧) действительна на мнимой оси, то повернутая фнкция 𝑓1(𝑧) чисто
действительна на действительной оси. Следовательно, ее аналитичиское продолжение (про-
должение функции 𝑓1(𝑧) через действительную ось) по теореме Римана о продолжении [10],
совпадает с функций , значения которой сопряжены в сопряженных точках. Тоже самое соот-
ношеие выполнено для производных функции 𝑓1(𝑧) (например, по той же теореме Римана о
продолжении через действительную ось функции 𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧 действительной на данной оси [10],
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так как производная действительной на этой оси функции тоже действительна на этой оси),
то есть значения производной функции 𝑓1(𝑧) на диагоналях 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥, 𝑧 = 𝑥− 𝑖𝑥 сопряжены,
и

𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥−𝑖𝑥 = 𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥+𝑖𝑥,

𝑥 ∈ (−∞,∞), в области регулярности данных выражений.
Сравнивая с отмеченным выражением производных функций 𝑓(𝑧), 𝑓1(𝑧) на этих диагона-

лях, получаем:

𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 = −𝑖𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥−𝑖𝑥 = −𝑖𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥+𝑖𝑥,

в области регулярности данных выражений при 𝑥 ∈ (−∞,∞).
Так как

𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 = 𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 + 𝑖𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥, 𝑓(𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 = 𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 + 𝑖𝜕𝑉1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥, 𝑓1(𝑧) = 𝑈1(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉1(𝑥, 𝑦),

в области регулярности данных выражений, то мы доказали, что

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 + 𝑖𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 = −𝑖𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 + 𝑖𝜕𝑉1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 =

= −[𝑖𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥 + 𝜕𝑉1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥|𝑧=𝑥+𝑖𝑥],

в области регулярности данных выражений на диагонали 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥. Мы доказали, что на
диагонали

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥 = −𝑉1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥, 𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥 = 𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥, 𝑥 = 𝑦 ∈ (−∞,∞).

Аналогичные равенства 𝜕𝑈/𝜕𝑦 = −𝜕𝑉1/𝜕𝑦, 𝜕𝑉/𝜕𝑦 = 𝜕𝑈1/𝜕𝑦 выполнены для частных про-
изводных по 𝑦 (доказывается аналогично).

Производная по направлению 𝑒 = 1 + 𝑖 функций 𝑓(𝑧), 𝑓1(𝑧) совпадает, соответственно, c

𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧𝑒 = [𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥+ 𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦 + 𝑖𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥+ 𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦](1/(1 + 𝑖)

и
𝑑𝑓1(𝑧)/𝑑𝑧𝑒 = −[𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥+ 𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦 + 𝑖𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥+ 𝜕𝑉1(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦](1/(1 + 𝑖).

Данный факт для 𝑓(𝑧) следует из равенства

[(𝑈(𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑥)− 𝑈(𝑥, 𝑦)) + 𝑖(𝑉 (𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑥)− 𝑉 (𝑥, 𝑦))]/(1 + 𝑖)𝑑𝑥 =

= ([(𝑈(𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑥)− 𝑈(𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦)) + (𝑈(𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦)− 𝑈(𝑥, 𝑦))] + 𝑖[(𝑉 (𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑥)−
−𝑉 (𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦)) + (𝑉 (𝑥+ 𝑑𝑥, 𝑦)− 𝑉 (𝑥, 𝑦))]) /(1 + 𝑖)𝑑𝑥→ ([𝜕𝑈/𝜕𝑦 + 𝜕𝑈/𝜕𝑥]+

+𝑖[𝜕𝑉/𝜕𝑦 + 𝜕𝑉/𝜕𝑥]) /(1 + 𝑖),

при всех 𝑥 = 𝑦 ∈ (−∞,∞). Для 𝑓1(𝑧) аналогично.
Заметим, что здесь с точностью до константы сохраняюся знаки у действительной и мни-

мой части.
Следовательно,значения рассматриваемых функций на диагонали равны интегралам от

их производных по направлению вдоль линии 𝑙 на этой диагонали, и мнжитель (1/(1 + 𝑖)
сокращается ввиду 𝑑𝑧 = (1 + 𝑖)𝑑𝑥:

𝑓(𝑧) =

∫︁
𝑙

[𝑑𝑓(𝑧)/𝑑𝑧𝑒]𝑑𝑧 =

𝑥0∫︁
0

(1 + 𝑖)𝑑𝑥 ([𝜕𝑈/𝜕𝑦 + 𝜕𝑈/𝜕𝑥] + 𝑖[𝜕𝑉/𝜕𝑦 + 𝜕𝑉/𝜕𝑥]) /(1 + 𝑖) =
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=

𝑥0∫︁
0

𝑑𝑥 ([𝜕𝑈/𝜕𝑦 + 𝜕𝑈/𝜕𝑥] + 𝑖[𝜕𝑉/𝜕𝑦 + 𝜕𝑉/𝜕𝑥]) = 𝐴(𝑥) + 𝑖𝐵(𝑥), 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥, 0 < 𝑥 < 𝑥0.

Аналогично для 𝑓1(𝑧):

𝑓1(𝑧) =

𝑥0∫︁
0

𝑑𝑥 ([𝜕𝑈1/𝜕𝑦 + 𝜕𝑈1/𝜕𝑥] + 𝑖[𝜕𝑉1/𝜕𝑦 + 𝜕𝑉1/𝜕𝑥]) = 𝐴1(𝑥) + 𝑖𝐵1(𝑥),

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥, 0 < 𝑥 < 𝑥0, 𝑅𝑒 𝑥 = 𝑥, 𝑥0 ∈ (0,+∞).

Пользуясь доказанными в начале первого пункта утверждениями, получаем:

𝑓(𝑧) = −
𝑥0∫︁
0

𝑑𝑥 ([𝜕𝑉1/𝜕𝑦 + 𝜕𝑉1/𝜕𝑥] + 𝑖[𝜕𝑈1/𝜕𝑦 + 𝜕𝑈1/𝜕𝑥]) =

= −(𝐵1(𝑥) +𝐴1(𝑥)𝑖) = 𝑖(𝐴1(𝑥)− 𝑖𝐵1(𝑥)), 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥.

Мы доказали равенство

𝑓(𝑧) = 𝑖(𝐴1(𝑥)− 𝑖𝐵1(𝑥)), 𝑓1(𝑧) = 𝑓(𝑖𝑧) = 𝐴1(𝑥) + 𝑖𝐵1(𝑥), 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑥,𝑅𝑒 𝑥 = 𝑥 ∈ (0,+∞).

Ввиду сопряженности значений 𝑓1(𝑥 + 𝑖𝑥) и 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑥) получаеи 𝑓(𝑧) = 𝑖(𝐴(𝑥) + 𝑖𝐵(𝑥)) на
диагонали 𝑥 = 𝑦 в области регулярности обеих выражений, и первое утверждение предложе-
ния 2 доказано.

Для доказательства второго пункта предложения 2 отметим чистую комплексности
𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑧), 𝑅𝑒 𝑧 > 0, на положительной части действительной оси, аналогичное равенство
𝑓(𝑥+𝑖𝑥) = 𝑓1(𝑥+𝑖𝑥)+𝑐 выполнено при нечетной 𝑢(𝑝) для функций 𝑓(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(−𝑖𝑝)/𝑖,
𝑓1(𝑝) = 𝑓(𝑖𝑝) (проверяется дословным повторением доказательства первого пункта предложе-
ния 2 для этих функций с учетом 𝑅𝑒𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑥)/𝑖 = 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑥)/𝑖, 𝑥 ∈ (0,+∞) ).

Теперь из равенства 𝑓(𝑖(𝑥 + 𝑖𝑥)) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑥) + 𝑐 первого пункта предложения 2,
𝑓(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·) (−𝑖𝑝), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝑐 < ∞, , получаем, что повернутая на угол 𝜋/2 по ча-
совой стрелке функция совпадает с исходной и 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑖𝑥) [88], что ввиду аналитических
выражений данной функции на действительной и мнимой оси эквивалентно утверждению
𝐿𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑥) = 𝑖𝐶0𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑥), 𝑥 ∈ (0,+∞), то есть данное выражение четно при нечет-
ной функции 𝑢(𝑝), удовлетворяющей условию Y1 и регулярно в открытой окрестности нуля
(регулярность в таких условиях 𝐶0𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) давно известна [8-10]).

Предложение 2 доказано.
Теперь четность 𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) в некоторой открытой окрестности нуля вытекает после

изменения пределов интегрирования из равенства

𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑦) = 𝑐

∞∫︁
0

(𝑢(𝑥)/(𝑦 + 𝑖𝑥) + 𝑢(𝑥)/(−𝑦 + 𝑖𝑥))𝑑𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.,

с четной подинтегральной суммой в данной окрестности нуля [10,11].
Отметим, что 𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) = 𝐶0𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) регулярна ( вместе со своим аналитическим

продолжением) в полосе |𝑅𝑒𝑝| < 𝜀
⋃︀
𝐼𝑚𝑝| < 𝜀, 𝜀 > 0, при выполнении условия Y1 для функ-

ции 𝑢(𝑝) при нечетной 𝑢(−𝑝) = −𝑢(𝑝) ( данный факт легко проверяется и давно известен [6,8]).
Следовательно, аналитическим продолжением функции 𝐹 0

−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) с нижней полуплоско-
сти на верхнюю через всю действительную ось является разность [10]

𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) = 𝐹 (𝑝)− 𝐹 0

+𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝), 𝑝 ∈ (∞,∞),
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(непрерывность обеих функций 𝐹 0
−𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝), 𝐹 0

+𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑝) на всей мнимой оси со стороны
своих областей определения, как уже отмечалась, вытекала из формулы интегрирования по
частям учетом 𝑢(0) = 0).

Теорема 1 доказана.
Отметим, что аналогичный факт для четной функции следует из результатов работ

[1,4,5,9], но он доказывается с использованием других методов и выходит за рамки данной
работы.

Непосредственным следствием регулярности 𝐿𝐹 0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) (по теореме 1) и 𝐿𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑝)
(широко-известный факт [8,9]) в |𝑅𝑒𝑝| < 𝜀 > 0 является следствие 1.

Следствие 1.
В усовиях теоремы 1 функция 𝐿𝐶0𝑢(𝑥)(·)(𝑝) регулярна в полосе |𝑅𝑒𝑝| < 𝜀 > 0, если

𝑢(−𝑝) = −𝑢(𝑝) в области своей регулярности.

Теорема 2. В условиях теоремы 1

𝐶0𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑡) = −𝑆0𝐶0𝑢(𝑥)(·)(𝑡), 𝑡 ∈ (0,∞).

Доказательство.
По определению 𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,+∞), −𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞, 0).
Рассмотрим равенство для сумм сопряженных функций

𝑙1(𝑖𝑦) + 𝑙2(𝑖𝑦) = 2𝜋𝑢(𝑦) = 𝐿1(𝑖𝑦) + 𝐿2(𝑖𝑦), 𝑦 ∈ [0,∞),

где
𝑙1(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢(𝑥)(·)(𝑝), 𝐿1(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢1(𝑥)(·)(𝑝), 𝑅𝑒 𝑝 6 0,

𝑙2(𝑝) = 𝐿−𝐹+𝑢(𝑥)(·)(𝑝), 𝐿2(𝑝) = 𝐿−𝐹+𝑢1(𝑥)(·)(𝑝), 𝑅𝑒 𝑝 > 0,

которое следует из формул обращения преобразований Фурье [2] с учетом

𝑅𝑒 𝑙1(𝑖𝑦) = 2𝑆0𝑆0𝑢(𝑥)(·)(𝑦) = 𝜋𝑢(𝑦) = 𝑅𝑒𝐿1(𝑖𝑦) = 2𝐶0𝐶0𝑢(𝑥)(·)(𝑦), 𝑦 ∈ [0,∞),

при нечетной 𝑢(𝑥) и четной 𝑢1(𝑥).
Из данного равенства следует, что данные суммы совпадают в области их регулярности, и

𝑙1(𝑝)− 𝐿1(𝑝) = 𝐿2(𝑝)− 𝑙2(𝑝),

в области регулярности каждой разности, в том числе на ганице области определения каж-
дой функции, то есть на всей мнимой оси. Совпадение на отрицательной части мнимой оси
вытекает из регулярности каждой из этих функций в открытой окрестности всей мнимой оси.
При этом регулярность 𝑙1(𝑝), 𝑙2(𝑝) является следствием регулярности нечетной функции 𝑢(𝑝)
по условию Y1 [8,9,10], а регулярность 𝐿1(𝑝), 𝐿2(𝑝) доказана в следствии 1 к теореме 1 ( из
данного следствия следует, что эти функции однолистны в области |𝑅𝑒𝑝| < 𝜀 > 0).

Заметим, что все эти функции ограничены в области своего определения, и первая разность
аналитически продолжается с левой полуплоскости в правую с помощью второй разности
ввиду непрерывности обеих разностей на всей границе [10]. Следовательно, данные разности
тождественно равны нулю [10] (стремление к нулю в области определения данных функций
очевидно). При этом ограниченность в области своего определения, в том числе на мнимой
оси, вытекает из

|𝐿+𝐹−𝑢(𝑥)(·)(𝑝)| 6
∞∫︁
0

|𝑒𝑦𝑡)|𝑑𝑡|
∞∫︁

−∞

𝑒−𝑖𝑥𝑡𝑢(𝑥)𝑑𝑥| < 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. <∞, 𝑦 6 0,
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ввиду |𝐹 0𝑢(𝑥)(·)(𝑡)| 6 𝑐2/𝑡
2, 𝑡 → ∞, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝑐2 < ∞, после двукратного интегрирования

по частям как при доказательстве предложения 1 с учетом 𝑢(0) = 0 [11]. ( Непрерывность на
границе следует из этого же неравенства и проверялась в теореме 1). Для остальных функций
𝐿1(𝑝), 𝐿2(𝑝), 𝑙2(𝑝) аналогично.

Мы доказали, что 𝑙2(𝑖𝑦)−𝐿2(𝑖𝑦) ≡ 0, 𝑦 ∈ (−∞,∞), что ввиду четности и нечетности 𝑢1(𝑝),
𝑢(𝑝), 𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,+∞), эквивалентно

∞∫︁
0

𝑒−𝑖𝑦𝑡𝑑𝑡

0∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑦𝑡𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑖[𝐶0𝑆0𝑢(−𝑥)(·)(𝑡)+𝑆0𝐶0𝑢(−𝑥)(·)(𝑡)] ≡ 0, 𝑡 ∈ (0,∞), 𝑢(−𝑥) = −𝑢(𝑥).

Теорема 2 доказана.

3. Заключение

Из теоремы 1, по-видимому, вытекает равенство по модулю между синус и косинус преоб-
разованиями Фурье на полуоси [0,+∞): |𝐶0| = |𝑆0|, но данный результат выходит за рамки
этой статьи.

Отметим, что несколько нетрадиционный результат теоремы 1 и предложения 2 по мнению
автора представляет интерес в связи с, например, двойным представлением одного выражения
в виде разложения на элементарные дроби:

1/(𝑝− 1) + 1/(𝑝+ 1) = 2𝑝/(𝑝− 1), 1/(𝑝− 1)2 + 1/(𝑝2 − 1) = 2𝑝/(𝑝− 1)2.
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