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Аннотация

В работе рассматривается задача вычисления параметров плоскости пространственного
треугольника по его центральной проекции. При определенных условиях доказана теорема
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приближенного поиска всех возможных решений задачи при выполнении определенных
условий. Рассматриваемая в статье задача возникает при построении трехмерных моделей
объектов по их фотоснимку.
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Abstract

The paper considers the problem of calculating the parameters of the plane of a spatial
triangle from its central projection. Under certain conditions, the existence theorem for a
solution to this problem and its uniqueness are proved. Examples of conditions under which a
solution does not exist or is not unique are given. An algorithm for the approximate search of
all possible solutions to the problem under certain conditions is also proposed. The problem
considered in the article arises when constructing three-dimensional models of objects from their
photograph.
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1. Введение

Одна из сложных задач 3D моделирования – моделирование по плоскому изображению,
различного рода фото и видео материалам реальных объектов. Это особенно актуально в
задачах 3D реконструкции исторических архитектурных сооружений и целых комплексов,
имеющих как историческую, так и культурную ценность. Подобные задачи реконструкции
предполагают, в частности, решение ряда задач нацеленных на развитие методов и техноло-
гий 3D моделирования по плоскому изображению объекта при отсутствии какой-либо возмож-
ности доступа к реальному объекту. Здесь возникает ряд геометрических задач, связанных
с особенностями и условиями подобных 3D реконструкций. Примерами таких задач могут
быть: задачи определения характерных размеров реальных объектов и их составных частей,
задачи определения их местоположения в пространстве (например, в терминах географиче-
ских координат), задачи определения настроек камеры (ориентация камеры в пространстве),
с помощью которой было получено изображение. Фундаментальная научно-техническая дис-
циплина, занимающаяся определением формы, размеров, положения и иных характеристик
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объектов по их фотоизображениям носит название фотограмметрия. Однако существенным
отличием классических задач фотограмметрии (см., например [1],[2]) от задач рассматривае-
мых нами является практически неизвестные характеристики элементов внутреннего и внеш-
него ориентирования снимков (настроек камеры). Частичное нахождение этих характеристик
и составляет определенную задачу настоящей статьи. В основе предлагаемой методики ле-
жит поиск характерных наборов точек снимка, которые определяются существенно исходя
из информации геометрического строения объекта съемки. Например, для архитектурных со-
оружений характерными точками могут быть угловые точки зданий, оконных проемов, точки,
лежащие на параллельных прямых, пространственных окружностях и т.п.

В настоящей статье предпринята попытка решения задачи вычисления параметров плос-
кости пространственного треугольника по его центральной проекции. Надо отметить, что
несколько подобных задач ранее были решены в статье [3].

Предполагается, что найденные решения могут быть использованы в задачах 3D рекон-
струкции архитектурных комплексов довоенного Сталинграда по имеющимся фотоснимкам.
Описание задачи этой реконструкции было дано в работе [4].

В плане задач определения тех или иных характеристик объектов по их снимкам име-
ется ряд публикаций, в которых решаются прикладные задачи в самых разнообразных от-
раслях науки и техники. Так в работах [5] –[7] исследуется совокупность характерных точек
на изображении, образующая размытость. В работах [8] – [11] решается задача вычисления
геометрических характеристик объекта по нескольким специально подготовленным его сним-
кам. В работах [12], [13] анализ характерных точек применяется в задачах 3D реконструкции
в медицине. Отметим, что похожие задачи возникают в прикладной области компьютерно-
го зрения. В частности, можно указать интересную работу [14], в которой решается задача
3D реконструкции лица по фотографии. Методика реконструкции основана на использовании
обученной сверточной нейронной сети. В дополнении к этому отметим еще ряд публикаций,
посвященных восстановлению трехмерных поверхностей по их плоскому изображению [15] –
[18] на основе методов машинного обучения и накопленной базы данных изображений с дан-
ными буфера глубины.

В [19] предложен метод восстановления дефектных областей карт глубины, полученных
3D сканерами при анализе реальных объектов сцены для подготовки к реконструкции трёх-
мерных моделей поверхностей объектов.

В [20] рассмотрен класс задач о реконструкции внутренней структуры плоских и объ-
емных объектов по внешним данным, находящимся в определенной структуре и имеющим
возможность оцифровки. Так же отметим работы [21], [22], в которых решаются задачи вос-
становления пространственных множеств точек и поверхностей в несколько иной постановке
задачи, чем в настоящей работе.

Всюду в статье используется модель камеры, состоящая из трех уравнений центральной
проекции

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑋,𝑌 ) =
(︁𝑥
𝑧
𝛿,
𝑦

𝑧
𝛿
)︁
,

где (𝑥, 𝑦, 𝑧) – точка в пространстве, величины 𝑋,𝑌 моделируют пиксельные координаты на
изображении, которое располагается в плоскости 𝑧 = 𝛿, 𝛿 > 0. Предельным случаем централь-
ной проекции является ортогональная проекция, заданная формулами

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑋,𝑌 ) = (𝑥, 𝑦) .
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2. Математическая модель

В начале мы рассмотрим случай, когда на входном изображении предполагается нали-
чие изображения пространственного треугольника с заданными углами 𝛽𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2. Задача
состоит в том, чтобы определить параметры плоскости этого треугольника.

Пусть в пространстве заданы три точки 𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), 𝑧𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, 2 не лежащие
на одной прямой и являющиеся вершинами треугольника. При этом, мы предполагаем, что
нумерация соответствует некоторому обходу вдоль его сторон. Обозначим через Π – плоскость
этого треугольника. Рассмотрим так же плоскость 𝑄, заданную уравнением 𝑧 = 1. Построим
точки 𝑞𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, 3 как проекции точек 𝑝𝑖 на плоскость 𝑄 при центральной проекции с
центром в начале координат. Положим 𝑞𝑖 = (𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖). Несложно видеть, что⎧⎨⎩

𝑋𝑖 = 𝑥𝑖
𝑧𝑖

𝑌𝑖 = 𝑦𝑖
𝑧𝑖

𝑍𝑖 = 1

Поскольку треугольник 𝑞0𝑞1𝑞2 считается известным, то известными будут величины углов

𝛼0 = ∠𝑞0𝑂𝑞1, 𝛼1 = ∠𝑞1𝑂𝑞2, 𝛼2 = ∠𝑞2𝑂𝑞0.

Для углов в треугольнике 𝑝0𝑝1𝑝2 введем обозначения

𝛽0 = ∠𝑝2𝑝0𝑝1, 𝛽1 = ∠𝑝0𝑝1𝑝2, 𝛽2 = ∠𝑝1𝑝2𝑝0.

Величины этих углов так же считаются известными. Ясно, что ориентация плоскости этого
треугольника может быть определена с точностью до гомотетичного преобразования относи-
тельно начала координат: при этом центральная проекция треугольника не измениться. Так,
что достаточно определить радиус-векторы точек 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2 также с точностью до преобразова-
ния гомотетии. Для определенности будем считать, что углы в треугольнике пронумерованы
так, что 𝛽0 ≥ 𝛽1 ≥ 𝛽2.

Согласно теореме синусов имеют место равенства

|𝑝0𝑝1|
sin𝛽2

=
|𝑝0𝑝2|
sin𝛽1

=
|𝑝1𝑝2|
sin𝛽0

.

Откуда
|𝑝0𝑝1|
|𝑝1𝑝2|

=
sin𝛽2
sin𝛽0

= 𝜆, (1)

|𝑝0𝑝2|
|𝑝1𝑝2|

=
sin𝛽1
sin𝛽0

= 𝜇. (2)

В силу выбора нумерации углов треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2 эти величины удовлетворяют неравен-
ствам 𝜆, 𝜇 ≤ 1.

По теореме косинусов можно записать равенства⎧⎨⎩
|𝑝0|2 + |𝑝1|2 − 2|𝑝0||𝑝1| cos𝛼0 = |𝑝0𝑝1|2,
|𝑝1|2 + |𝑝2|2 − 2|𝑝1||𝑝2| cos𝛼1 = |𝑝1𝑝2|2,
|𝑝2|2 + |𝑝0|2 − 2|𝑝2||𝑝0| cos𝛼2 = |𝑝2𝑝0|2.

Учитывая обозначения для величин 𝜆, 𝜇, получим{︂
|𝑝0|2 + |𝑝1|2 − 2|𝑝0||𝑝1| cos𝛼0 = 𝜆2(|𝑝1|2 + |𝑝2|2 − 2|𝑝1||𝑝2| cos𝛼1),
|𝑝2|2 + |𝑝0|2 − 2|𝑝2||𝑝0| cos𝛼2 = 𝜇2(|𝑝1|2 + |𝑝2|2 − 2|𝑝1||𝑝2| cos𝛼1).
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Полагая 𝑢 = |𝑝1|/|𝑝0|, 𝑣 = |𝑝2|/|𝑝0|, приходим к следующей системе квадратичных уравнений{︂
1 + 𝑢2 − 2𝑢 cos𝛼0 = 𝜆2(𝑢2 + 𝑣2 − 2𝑢𝑣 cos𝛼1),
𝑣2 + 1− 2𝑣 cos𝛼2 = 𝜇2(𝑢2 + 𝑣2 − 2𝑢𝑣 cos𝛼1).

И, окончательно, {︂
(1− 𝜆2)𝑢2 − 𝜆2𝑣2 + 2𝜆2𝑢𝑣 cos𝛼1 − 2𝑢 cos𝛼0 + 1 = 0,
−𝜇2𝑢2 + (1− 𝜇2)𝑣2 + 2𝜇2𝑢𝑣 cos𝛼1 − 2𝑣 cos𝛼2 + 1 = 0.

(3)

В следующем разделе будет приведен алгоритм поиска всех приближенных решений этой
системы уравнений. Перед этим мы докажем теорему, в которой будут представлены доста-
точные условия существования и единственности рассматриваемой задачи. С этой целью мы
ее немного переформулируем. Именно, требуется для треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2 с углами 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2
и заданного набора величин углов 𝛼0, 𝛼1, 𝛼2 найти точку 𝑝 ∈ R3, такую, что

∠𝑝0𝑝𝑝1 = 𝛼0, ∠𝑝1𝑝𝑝2 = 𝛼1, ∠𝑝2𝑝𝑝0 = 𝛼2. (4)

Имеет место
Теорема 1. Если для треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2 с углами 𝛽𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2 выполнено 𝛽𝑖 ≤ 𝜋/2, а

заданные величины 𝛼𝑖 удовлетворяют условиям 𝛼𝑖 ≥ 𝜋/2 и 𝛼0+𝛼1+𝛼2 ≤ 2𝜋, то найдется
единственная точка 𝑝 такая, что выполнены равенства (4).

Доказательство. Для каждой стороны 𝑝𝑖𝑝𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, 𝑖 < 𝑗 заданного треугольника
построим множество точек

𝑆𝑖𝑗 = {𝑞 ∈ R3 : ∠𝑝𝑖𝑥𝑝𝑗 = 𝛼𝑖},

при этом рассматриваются только те точки 𝑞, которые лежат в том же полупространстве
относительно плоскости треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2, что и начало координат. Множество 𝑆𝑖𝑗 пред-
ставляет собой половину поверхности вращения дуги окружности, опирающейся на соответ-
ствующую сторону этого треугольника вокруг этой стороны. Угловая величина этой дуги в
точности равна соответствующей величине 𝛼𝑖. Поскольку 𝛼𝑖 ≥ 𝜋/2, то эти поверхности явля-
ются выпуклыми и их можно рассматривать как графики функций 𝑓𝑖𝑗(𝑞), 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 1, где
точка 𝑞 принадлежит плоскости треугольникаΔ𝑝0𝑝1𝑝2. У каждой такой функции своя область
определения, которая ограничена двумя дугами окружностей, опирающихся на соответству-
ющую сторону 𝑝𝑖𝑝𝑗 треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2. Заметим, что искомая точка 𝑝 является точкой
пересечения трех поверхностей 𝑆𝑖𝑗 . Этой точке соответствует решение системы уравнений{︂

𝑓12(𝑞) = 𝑓01(𝑞),
𝑓02(𝑞) = 𝑓01(𝑞).

(5)

Заметим, что пересечение областей определения функций 𝑓𝑖𝑗 не пусто только если 𝛼0+𝛼1+𝛼2≤
≤ 2𝜋. Причем, если сумма этих углов в точности равна 2𝜋, то пересечением является един-
ственная точка. Она же в этом случае будет искомой. Так, что в дальнейшем считаем, что
выполнено строгое неравенство 𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 < 2𝜋. Тогда пересечением областей определе-
ния функций 𝑓𝑖𝑗 является выпуклая область Ω ⊂ Π ограниченная тремя дугами окружно-
стей, опирающихся на соответствующие стороны треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2, имеющих соответ-
ствующее угловое значение 𝛼𝑖 и расположенных в той же полуплоскости относительно сторон
треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2, что и сам треугольник. Пусть 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 – точки, в которых указан-
ные дуги окружностей соединяются. Нумерация точек выполнена так, что бы 𝑓𝑖𝑗(𝑥) = 0,
если 𝑥 принадлежит дуге 𝑞𝑖𝑞𝑗 . Покажем, что внутри Ω имеется по крайней мере одно ре-
шение системы (5). Действительно, заметим, что на дуге 𝑞1𝑞2 найдется точка 𝑞′, в которой
𝑓01(𝑞

′) = 𝑓02(𝑞
′) > 0. Рассмотрим непрерывную кривую 𝛾(𝑡) вдоль которой 𝑓01 = 𝑓02 и такую,
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что 𝛾(0) = 𝑝0, 𝛾(1) = 𝑞′. Положим 𝜙(𝑡) = 𝑓01(𝛾(𝑡)) = 𝑓02(𝛾(𝑡)) и 𝜓(𝑡) = 𝑓12(𝛾(𝑡)). Поскольку
𝜓(0) > 0, 𝜓(1) = 0 и 𝜙(0) = 0, 𝜙(1) > 0, то найдется такое 𝑡0, что будет выполнено равенство
𝜓(𝑡0) = 𝜙(𝑡0). Не трудно видеть, что точка 𝛾(𝑡0) является решением системы (5). Положим

𝐷𝑐 = {𝑥 : 𝑓01(𝑥) > 𝑐, 𝑓02(𝑥) > 𝑐, 𝑓12(𝑥) > 𝑐}.

Эти множества являются выпуклыми, причем 𝐷𝑐′′ ⊂ 𝐷𝑐′ при 𝑐′ < 𝑐′′. Ясно, что 𝐷0 = Ω содер-
жит все решения системы (5). Найдется такое 𝑐0 > 0, что при всяком 0 < 𝑐 < 𝑐0 множество
𝐷𝑐 будет содержать все решения системы (5). В дальнейшем считаем, что 0 < 𝑐 < 𝑐0.

Рассмотрим множества
𝐸𝑐01 = {𝑥 : 𝑓01 > 𝑐, 𝑓12 > 𝑐},

𝐸𝑐02 = {𝑥 : 𝑓01 > 𝑐, 𝑓02 > 𝑐},

𝐸𝑐12 = {𝑥 : 𝑓02 > 𝑐, 𝑓12 > 𝑐}.

Каждое из этих множеств выпукло и имеет границу состоящую из двух выпуклых дуг линий
уровня соответствующих функций. Эти линии уровня явяются выпуклыми кривыми, опира-
ющимися на соответствующие стороны треугольника Δ𝑝0𝑝1𝑝2. Поэтому они пересекаются в
двух точках. В результате мы получаем шесть точек пересечения линий уровня функций 𝑓𝑖𝑗 ,
причем три из них ограничивают дуги образующих криволинейный треугольник, являющийся
границей выпуклого множества 𝐷𝑐. Рассмотрим выпуклое множество

𝐷0 = ∩0<𝑐<𝑐0𝐷𝑐.

Это множество замкнуто и выпукло. Предположим, что его внутренность не пуста. Тогда
𝐷0 = 𝐷𝑐0 и по выбору значения 𝑐0 на границе этого множества имеется решение 𝑞 системы
(5). Получаем, что с одной стороны 𝐷0 = 𝐷𝑐0 и граница этого множества состоит из трех
выпуклых дуг линий уровня функций 𝑓𝑖𝑗(𝑥), а сдругой стороны эти дуги перескаются в точке
𝑞′ ∈ 𝜕𝐷0 на его границе. Получим противоречие с предположением, что внутренность множе-
ства 𝐷0 не пуста. Таким образом 𝐷0 состоит из единственной точки 𝑞′ или является отрезком.
Последнее невозможно, так как функции 𝑓𝑖𝑗 строго выпуклы вверх. Таким образом, 𝑞′ – един-
ственное решение системы (5). Теорема доказана.

Замечание 1. Из этой теоремы следует однозначное восстановление плоскости простран-
ственного треугольника с точностью до гомотетии по его проекции, при условии, что углы 𝛼𝑖
удовлетворяют указанным в теореме требованиям. Действительно, предположим, что можно
найти два равных треугольника, но расположенных в различных плоскостях, не сводящихся
одна к другой преобразованием гомотетии относительно начала координат и имеющих совпа-
дающие проекции в плоскости 𝑧 = 1. Таким образом мы имеем два тетраэдра в основаниях
которых лежат выбранные треугольники, а вершинами является начало координат. Движе-
нием совместим основания этих тетраэдров, так, что бы вершины оказались по одно сторону
от общей плоскости их оснований. Эти вершины не будут совпадать поскольку треугольники
лежали в разных плоскостях. Но, с другой стороны, это противоречит утверждению теоре-
мы 1. Таким образом предположении о существовании двух указанных выше треугольников
ошибочно.

Замечание 2. В общем случае теорема существования не справедлива. Действительно,
рассмотрим три произвольных, взаимно ортогональных вектора 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, направленных вверх
по отношению оси 𝑂𝑧. Построим три луча в направлениях 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. Плоскость пересека-
ющая эти три луча пересекает их в вершинах всегда остроугольного треугольника. Таким
образом, не существует пространственного треугольника с углами 𝛽𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2 с хотя бы
одним углом не меньше чем 𝜋/2 и проектирующегося в треугольник на плоскости 𝑧 = 1 так,
что 𝛼𝑖 = 𝜋/2, 𝑖 = 0, 1, 2.
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Замечание 3. Приведем пример не единственности решения поставленной задачи. Рас-
смотрим точки 𝑝0 = (0, 0, 𝑑), 𝑝1 = (ℎ, 0, 𝑑), 𝑝2 = (0, ℎ, 𝑑), лежащие на плоскости 𝑧 = 𝑑 > 1.
Соответствующие проекции этих точек на плоскость 𝑧 = 1 будут 𝑞0 = (0, 0, 1), 𝑞1 = (ℎ𝑑 , 0, 1),
𝑞2 = (0, ℎ𝑑 , 1). Будем предполагать, что угол ∠𝑝1𝑂𝑝2 < 𝜋/4. В треугольнике Δ𝑝0𝑂𝑝2 проведем
высоту 𝑝0𝐿 и рассмотрим точку 𝑝′2, лежащую на отрезке 𝑂𝐿 и такую, что |𝑝0𝑝′2| = |𝑝0𝑝2|.
Очевидно, что треугольники Δ𝑝1𝑝0𝑝2 и Δ𝑝1𝑝0𝑝

′
2 равны так как оба прямоугольные и катеты

у них равны. Таким образом, мы получили два треугольника с равными углами, лежащими
в не параллельных плоскостях и центральные проекции которых равны одному и тому же
треугольнику Δ𝑞1𝑞0𝑞2.

3. Алгоритм поиска приближенных решений задачи

Для приближенного поиска всех решений системы (3) мы будем использовать двумерный
аналог метода деления отрезка. Поэтому, в первую очередь, нужно определить прямоугольник
на плоскости (𝑢, 𝑣), в пределах которого находятся все решения этой системы.

Ясно, что 𝑢 > 0, 𝑣 > 0. Следовательно, достаточно получить верхнюю оценку границы
изменения параметров 𝑢 и 𝑣. Для этого воспользуемся равенствами (1) и (2). Используя нера-
венства

|𝑝0𝑝1| ≥ ||𝑝0| − |𝑝1||, |𝑝0𝑝2| ≥ ||𝑝0| − |𝑝2||, |𝑝1𝑝2| ≤ |𝑝1|+ |𝑝2|,

получаем
||𝑝0| − |𝑝1||
|𝑝1|+ |𝑝2|

≤ 𝜆,
||𝑝0| − |𝑝2||
|𝑝1|+ |𝑝2|

≤ 𝜇.

Тогда, учитывая определения параметров 𝑢 и 𝑣, приходим к неравенствам

|1− 𝑢|
𝑢+ 𝑣

≤ 𝜆,
|1− 𝑣|
𝑢+ 𝑣

≤ 𝜇.

На плоскости (𝑢, 𝑣) они определяют четырехугольник с вершинами(︂
1− 𝜆+ 𝜇

1 + 𝜆+ 𝜇
,
1 + 𝜆− 𝜇

1 + 𝜆+ 𝜇

)︂
,

(︂
1− 𝜆− 𝜇

1 + 𝜆− 𝜇
,
1 + 𝜆+ 𝜇

1 + 𝜆− 𝜇

)︂
,

(︂
1 + 𝜆+ 𝜇

1− 𝜆+ 𝜇
,
1− 𝜆− 𝜇

1− 𝜆+ 𝜇

)︂
,

(︂
1 + 𝜆− 𝜇

1− 𝜆− 𝜇
,
1− 𝜆+ 𝜇

1− 𝜆− 𝜇

)︂
.

Отметим, что из неравенства треугольника и равенств (1) и (2) имеем

𝜆+ 𝜇 =
|𝑝0𝑝1|+ |𝑝0𝑝2|

|𝑝1𝑝2|
> 1,

так как мы раньше предположили, что точки 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2 не лежат на одной прямой. Отсюда
следует, что часть этого четырехугольника, для которой 𝑢 ≥ 0 и 𝑣 ≥ 0, будет лежать в
прямоугольнике [0, 𝑎]× [0, 𝑏], где

𝑎 = max

{︂
1− 𝜆+ 𝜇

1 + 𝜆+ 𝜇
,
1 + 𝜆+ 𝜇

1− 𝜆+ 𝜇

}︂
,

𝑏 = max

{︂
1 + 𝜆− 𝜇

1 + 𝜆+ 𝜇
,
1 + 𝜆+ 𝜇

1 + 𝜆− 𝜇

}︂
.

Теперь перейдем к описанию алгоритма. Обозначим через Γ𝜆 и Γ𝜇 кривые, задаваемые
уравнениями системы (3). Будем предполагать, что Γ𝜆 и Γ𝜇 не являются эллипсами.
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1. Разделим прямоугольник [0, 𝑎]×[0, 𝑏] на четыре прямоугольника прямыми 𝑢 = 𝑎
2 и 𝑣 = 𝑏

2 .

2. Выберем из получившихся прямоугольников те, которые пересекают обе кривые Γ𝜆 и
Γ𝜇.

3. Для каждого из найденных прямоугольников повторяем те же действия: разбиваем на
четыре прямоугольника прямыми, проходящими через середины сторон и вбираем из
получившихся прямоугольников те, которые пересекают обе кривые Γ𝜆 и Γ𝜇.

4. Далее шаг 3 повторяется до тех пор, пока размеры получающихся прямоугольников не
будут отвечать требуемой погрешности вычисления корней системы.

5. Затем выбираем не более четырех прямоугольников из получившихся на последнем шаге,
каждый из которых не имеет общих точек с другими. В качестве решений можно взять
центры этих прямоугольников.

Теперь поясним некоторые моменты алгоритма. Во-первых, отбрасывая прямоугольники,
которые не пересекаются с обеими кривыми Γ𝜆 и Γ𝜇, мы на каждом шаге будем иметь не более
16 прямоугольников. Поэтому количество рассматриваемых на каждом шаге прямоугольни-
ков не будет неограниченно возрастать. Во-вторых, предположение, что кривые Γ𝜆 и Γ𝜇 не
эллипсы дает возможность свести проверку пересечения этих кривых с прямоугольником к
проверке их пересечения со сторонами прямоугольника. Данная проверка осуществляется сле-
дующим образом.

Пусть, для определенности, нужно проверить пересекает ли кривая Γ𝜆 отрезок (как одну
из сторон некоторого прямоугольника) 𝑢 = 𝑢0, 𝑣1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑣2. Это равносильно тому, что нужно
выяснить имеет ли квадратный трехчлен (относительно переменной 𝑣)

𝑓(𝑣) = (1− 𝜆2)𝑢20 − 𝜆2𝑣2 + 2𝜆2𝑢0𝑣 cos𝛼1 − 2𝑢0 cos𝛼0 + 1

хотя бы один корень на отрезке [𝑣1, 𝑣2]. Обозначим через 𝑣* = 𝑢0 cos𝛼1 точку, соответствую-
щую вершине параболы. Тогда 𝑓(𝑣) имеет хотя бы один корень на отрезке [𝑣1, 𝑣2] только в том
случае, если выполняется одно из условий

1. 𝑓(𝑣1)𝑓(𝑣2) ≤ 0;

2. 𝑣* ∈ [𝑣1, 𝑣2] и либо 𝑓(𝑣1)𝑓(𝑣*) ≤ 0 либо 𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣2) ≤ 0.

Аналогично осуществляется проверка для второй кривой и других сторон прямоугольника.
Отметим, что описанный алгоритм за 𝑛 шагов дает погрешность вычисления корней системы
(3) не превосходящую величины max{𝑎,𝑏}

2𝑛 .

Замечание 4. В силу того, что измерения углов треугольника 𝑞0𝑞1𝑞2 для последующего
вычисления углов 𝛼0, 𝛼1, 𝛼2 несут в себе определенную погрешность, возникает вопрос об
устойчивости найденного приближенного решения относительно этих углов. Отметим, что
углы 𝛽0, 𝛽1 и 𝛽2 не требуют измерений, так как они считаются известными. Для исследования
этого вопроса мы предлагаем следующий подход.

Пусть (𝑢*, 𝑣*) – точное решение системы (3), а (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) – приближенное решение, сходяще-
еся к (𝑢*, 𝑣*) и найденное на 𝑛-ом шаге итерации. Систему уравнений (3) запишем в виде{︂

𝐹 (𝑢, 𝑣, cos𝛼0, cos𝛼1, cos𝛼2) = 0,
𝐺(𝑢, 𝑣, cos𝛼0, cos𝛼1, cos𝛼2) = 0.
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Для проверки устойчивости можно воспользоваться теоремой об обратном отображении. Вы-
числим якобиан этой системы

𝐽(𝑢, 𝑣) =
𝜕(𝐹,𝐺)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= 4(𝜇2 cos𝛼1𝑢

2 + 𝜆2 cos𝛼1𝑣
2+

+(1− 𝜆2 − 𝜇2)𝑢𝑣 − (𝜆2 cos𝛼1 cos𝛼2 + (1− 𝜇2) cos𝛼0)𝑣−

−((1− 𝜆2) cos𝛼2 + cos𝛼0𝛼1𝜇
2)𝑢+ cos𝛼0 cos𝛼2).

Если 𝐽(𝑢𝑛, 𝑣𝑛) не сходится к 0 при 𝑛 → ∞, то точка (𝑢*, 𝑣*) будет непрерывно зависеть от
𝛼0, 𝛼1 и 𝛼2. Рассмотрим, например, частный случай, когда 𝛼0 = 𝛼1 = 𝛼2 = 𝜋/2. Тогда из
системы (3) видно, что 𝑢* ̸= 0 и 𝑣* ̸= 0. Поэтому они положительны. Следовательно,

𝐽(𝑢*, 𝑣*) = (1− 𝜆2 − 𝜇2)𝑢*𝑣* = 0

только если 𝜆2 + 𝜇2 = 1, что соответствует прямоугольному треугольнику. Таким образом,
может наблюдаться неустойчивость решения, если сам треугольник 𝑝0𝑝1𝑝2 прямоугольный и
углы 𝛼0 = 𝛼1 = 𝛼2 = 𝜋/2.
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