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Аннотация

В пространствах с весом Данкля степенного типа на R𝑑 за последние 30 лет постро-
ен содержательный гармонический анализ. Классический анализ Фурье на евклидовом
пространстве соответствует безвесовому случаю. В гармоническом анализе Данкля важ-
ную роль играют преобразования Данкля–Рисса и потенциал Данкля–Рисса, определен-
ные Тангавелу и Шу. В частности, они позволяют доказывать неравенства Соболева для
градиента Данкля. Частные результаты здесь были получены Амри и Сифи, Абдельке-
фи и Рачди, Велику. Опираясь на весовые неравенства для потенциала Данкля–Рисса и
преобразований Данкля–Рисса, мы доказываем общие (𝐿𝑞, 𝐿𝑝)-неравенства Соболева для
градиента Данкля с радиальными степенными весами. Весовые неравенства для потенци-
ала Данкля–Рисса были установлены ранее. 𝐿𝑝-неравенства для преобразований Данкля–
Рисса с радиальным степенным весом устанавливаются в настоящей работе. Безвесовой
вариант этих неравенств был доказан Амри и Сифи.
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Abstract

Over the past 30 years a meaningful harmonic analysis has been constructed in the spaces
with Dunkl weights of power type on R𝑑. The classical Fourier analysis on Euclidean space
corresponds to the weightless case. The Dunkl–Riesz potential and the Dunkl–Riesz transforms
defined by Thangavelu and Xu play an important role in the Dunkl harmonic analysis. In
particular, they allow one to prove the Sobolev inequalities for the Dunkl gradient. Particular
results were obtained here by Amri and Sifi, Abdelkefi and Rachdi, Veliku. Based on the weighted
inequalities for the Dunkl–Riesz potential and the Dunkl–Riesz transforms, we prove the general
(𝐿𝑞, 𝐿𝑝) Sobolev inequalities for the Dunkl gradient with radial power weights. The weighted
inequalities for the Dunkl–Riesz potential were established earlier.The 𝐿𝑝-inequalities for the
Dunkl–Riesz transforms with radial power weights are established in this paper. A weightless
version of these inequalities was proved by Amri and Sifi.
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1. Введение

В пространствах с весом Данкля степенного типа на R𝑑 за последние 30 лет построен
содержательный гармонический анализ (см.[1]). Классический анализ Фурье на евклидовом
пространстве соответствует безвесовому случаю. В гармоническом анализе Данкля важную
роль играют преобразования Данкля–Рисса и потенциал Данкля–Рисса, определенные Танга-
велу и Шу [2]. В частности, они позволяют доказывать неравенства Соболева для градиента
Данкля (см.[3, 4]). Настоящая работа посвящена доказательству (𝐿𝑞, 𝐿𝑝)-неравенств Соболева
для градиента Данкля с радиальным степенным весом.

Пусть R𝑑 — действительное 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным произведением
⟨𝑥, 𝑦⟩, нормой |𝑥| =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ и стандартным ортонормированным базисом {𝑒1, . . . , 𝑒𝑑}. Мы

будем писать 𝐴 . 𝐵, если выполнено неравенство 𝐴 6 𝑐𝐵 с константой 𝑐 > 0, зависящей
только от несущественных параметров.

2This Research was performed by a grant of Russian Science Foundation (project 18-11-00199).
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Пусть 𝑅 ⊂ R𝑑 ∖ {0} — система корней, 𝑅+ ⊂ 𝑅 — положительная подсистема, 𝐺 ⊂ 𝑂(𝑑)
— конечная группа отражений, порожденная отражениями {𝜎𝛼 : 𝛼 ∈ 𝑅}, где 𝜎𝛼 — отраже-
ние относительно гиперплоскости ⟨𝛼, 𝑥⟩ = 0, 𝑘 : 𝑅 → R+ —функция кратности, инвариантная
относительно 𝐺, 𝑣𝑘(𝑥) =

∏︀
𝛼∈𝑅 |⟨𝛼, 𝑥⟩|𝑘(𝛼) — вес Данкля, 𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 — мера Данк-

ля, где 𝑐−1
𝑘 =

∫︀
R𝑑 𝑒

−|𝑥|2/2𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 — нормировочная константа Макдональда–Мета–Сельберга,
1 6 𝑝 6 ∞, 𝐿𝑝(𝑋, 𝑑𝜇) — банахово пространство с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇 =
(︁∫︁

𝑋
|𝑓 |𝑝 𝑑𝜇

)︁1/𝑝
,

⟨𝑘⟩ =
∑︀

𝛼∈𝑅+
𝑘(𝛼), 𝜆𝑘 = 𝑑

2 − 1 + ⟨𝑘⟩, 𝑑𝑘 = 2𝜆𝑘 + 2 — обобщенная размерность евклидова
пространства с весом Данкля. Мы далее будем предполагать, что 𝑑𝑘 > 1.

Пусть 𝑉𝑘 — оператор сплетения Данкля, 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑘(𝑒
𝑖⟨·,𝑦⟩)(𝑥) — ядро Данкля,

ℱ𝑘(𝑓)(𝑦) =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

— преобразование Данкля,

𝑇𝑗𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
+
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)⟨𝑎, 𝑒𝑗⟩
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝜎𝑎𝑥)

⟨𝑎, 𝑥⟩
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

— дифференциально-разностные операторы Данкля, ∇𝑘 = (𝑇1, . . . , 𝑇𝑑) — градиент Данкля,
𝒮(R𝑑) — пространство Шварца бесконечно дифференцируемых и быстро убывающих на бес-
конечности функций,

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)ℱ𝑘(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧)

— оператор сдвига на функции 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑).
Большинство основных фактов гармонического анализа Данкля можно найти в [1].
На пространстве Шварца потенциал Данкля–Рисса 𝐼𝑘𝛼𝑓 [2] определяется как интегральный

оператор

𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥) = (𝛾𝑘𝛼)
−1

∫︁
R𝑑

𝜏−𝑦𝑓(𝑥)|𝑦|𝛼−𝑑𝑘 𝑑𝜇𝑘(𝑦),

где 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘 и 𝛾𝑘𝛼 = 2𝛼−𝑑𝑘/2Γ(𝛼/2)/Γ((𝑑𝑘 − 𝛼)/2).
Для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) [2]

ℱ𝑘(𝐼𝑘𝛼𝑓)(𝑦) = |𝑦|−𝛼ℱ𝑘(𝑓)(𝑦).

На пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) преобразование Данкля–Рисса ℛ𝑘
𝑗 𝑓 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 [2] определя-

ется как интегральный оператор

ℛ𝑘
𝑗 𝑓(𝑥) = lim

𝜀→0
𝑐𝑘𝑗

∫︁
|𝑦|>𝜀

𝜏−𝑦𝑓(𝑥)
𝑦𝑗

|𝑦|𝑑𝑘+1
𝑑𝜇𝑘(𝑦),

где нормировочная постоянная 𝑐𝑘𝑗 выбрана так, чтобы

ℱ(ℛ𝑘
𝑗 𝑓)(𝑦) = −𝑖 𝑦𝑗

|𝑦|
ℱ(𝑓)(𝑦).

Для потенциала Данкля–Рисса доказаны (𝐿𝑞, 𝐿𝑝)-неравенства с радиальными степенными
весами [5]. Для преобразований Данкля–Рисса установлена 𝐿𝑝-ограниченность [3]. Пусть 𝑝′ —
сопряженный показатель для 𝑝, определяемый соотношением 1

𝑝 +
1
𝑝′ = 1.
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Теорема А. Если 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 𝛾 < 𝑑𝑘
𝑞 , 𝛽 < 𝑑𝑘

𝑝′ , 𝛾 + 𝛽 > 0, 0 < 𝛼 < 𝑑𝑘, и

𝛼− 𝛾 − 𝛽 = 𝑑𝑘(
1
𝑝 −

1
𝑞 ), то ⃦⃦

|𝑥|−𝛾𝐼𝑘𝛼𝑓(𝑥)
⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

.
⃦⃦
|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

. (1)

Теорема B. Преобразование Данкля–Рисса ℛ𝑘
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, является ограниченным опе-

ратором из 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) для всех 1 < 𝑝 <∞.

Нас интересует неравенство Соболева для градиента Данкля с радиальным степенным
весом ⃦⃦

𝑓(𝑥)|𝑥|−𝛾
⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

.
⃦⃦
∇𝑘𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

, 1 < 𝑞 6 𝑝 <∞. (2)

Рассматривая в (2) функции вида 𝑓(𝜆𝑥) и устремляя 𝜆→ 0 и 𝜆→ ∞, нетрудно убедиться,
что условие 𝛼− 𝛾 − 𝛽 = 𝑑𝑘(

1
𝑝 −

1
𝑞 ) является необходимым для выполнения (2).

Для доказательства неравенства (2) есть удобное равенство (см. [3]), в котором участву-
ют потенциал Данкля–Рисса 𝐼𝑘1 , преобразования Данкля–Рисса ℛ𝑘

𝑗 и координаты градиента
Данкля 𝑇𝑗 :

𝑓(𝑥) = 𝐼𝑘1 (
𝑑∑︁
𝑗=1

ℛ𝑘
𝑗 (𝑇𝑗𝑓))(𝑥). (3)

Неравенство (2) для 𝛾 = 𝛽 = 0 установлено в [3] применением равенства (3), неравенства
(1) для 𝛾 = 𝛽 = 0, установленного в [6], и теоремы B. Для 𝛽 = 0, 𝛾 = 1− 𝑑𝑘(

1
𝑝 −

1
𝑞 ), 1 < 𝑝 < 𝑑𝑘

неравенство (2) установлено в [4].
Для того, чтобы получить общий вариант неравенства Соболева (2) необходим весовой

вариант теоремы B.
Мы доказываем следующие результаты. Пусть 𝐶∞

0 (R𝑑) — пространство бесконечно диф-
ференцируемых функций с компактным носителем.

Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑑), 1 < 𝑝 <∞, −𝑑𝑘

𝑝 < 𝛽 < 𝑑𝑘
𝑝′ , то для 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,⃦⃦

ℛ𝑘
𝑗 𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

.
⃦⃦
𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

. (4)

Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑑), 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 𝑑𝑘(

1
𝑝 −

1
𝑞 ) 6 1, 1− 𝑑𝑘

𝑝 < 𝛽 < 𝑑𝑘
𝑝′ , то⃦⃦

𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽+𝑑𝑘(
1
𝑝
− 1

𝑞
)−1⃦⃦

𝑞,𝑑𝜇𝑘
.
⃦⃦
∇𝑘𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

. (5)

При 𝑝 = 2 неравенство (5) другим методом доказано в [7, 8]. При 𝑝 = 𝑞 = 2 и 𝛽 = 0, оно
установлено в [7, 8] с точной константой.

В силу плотности 𝐶∞
0 (R𝑑) неравенство (4) верно для функций, для которых 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑,

| · |𝑝𝛽𝑑𝜇𝑘), а неравенство (5) верно, если Δ𝑘𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, | · |𝑝𝛽𝑑𝜇𝑘).

2. Доказательство теоремы 1

Пусть R+ = [0,∞), S𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1} — единичная евклидова сфера, 𝑥 = 𝑟𝑥′ ∈ R𝑑,
𝑟 = |𝑥| ∈ R+, 𝑥′ ∈ S𝑑−1,

𝑑𝜈(𝑟) = 𝑟−1 𝑑𝑟, 𝑑𝜈𝜆(𝑟) = 𝑏𝜆𝑟
2𝜆+1 𝑑𝑟, 𝑏−1

𝜆 = 2𝜆Γ(𝜆+ 1), 𝜆 ≥ −1/2,

— меры на R+, 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) = 𝑎𝑘𝑣𝑘(𝑥
′) 𝑑𝑥′ — вероятностная мера на S𝑑−1, и 𝑑𝑚𝑘(𝑥) = 𝑑𝜈(𝑟) 𝑑𝜎𝑘(𝑥

′)
— мера на R𝑑.



Весовые неравенства для преобразований Данкля — Рисса и градиента Данкля 101

Отметим, что
𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑑𝜈𝜆𝑘(𝑟) 𝑑𝜎𝑘(𝑥

′) = 𝑏𝜆𝑘 |𝑥|
𝑑𝑘 𝑑𝑚𝑘(𝑥).

Рассмотрим свертку Меллина

𝐴𝑔𝑓(𝑟) = (𝑓 * 𝑔)(𝑟) =
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑟/𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝜈(𝑡).

(𝑓 * 𝑔)(𝑟) = (𝑔 * 𝑓)(𝑟).

Лемма [5]. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈), ℎ ∈ 𝐿𝑝
′
(R+, 𝑑𝜈), 𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈), то

‖𝑓 * 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑔‖1‖𝑓‖𝑝,

или ⃒⃒⃒∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
ℎ(𝑟)𝑓(𝑡)𝑔(𝑟/𝑡) 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜈(𝑟)

⃒⃒⃒
≤ ‖𝑔‖1‖ℎ‖𝑝′‖𝑓‖𝑝.

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑑, 𝜂 принадлежит выпуклой оболочке орбиты 𝑥 (𝜂 ∈ Co(G.x)),

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝜂) =
√︀

|𝑥|2 + |𝑦|2 − 2⟨𝑦, 𝜂⟩ =
√︀
|𝑦 − 𝜂|2 + |𝑥|2 − |𝜂|2.

В [3] для функций из 𝐶∞
0 (R𝑑) получено представление преобразования ℛ𝑘

𝑗 в виде

ℛ𝑘
𝑗 𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝒦𝑗(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦),

где ядро 𝒦𝑗(𝑥, 𝑦) является конечной линейной комбинацией с постоянными коэффициентами
ядер

𝒦(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝑦𝑗 − 𝜂𝑗
𝐴𝑑𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝜂)

𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂),

𝒦(𝛼)
𝑗 (𝑥, 𝑦) =

1

⟨𝑦, 𝛼⟩

∫︁
R𝑑

(︁ 1

𝐴𝑑𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝜂)
− 1

𝐴𝑑𝑘−1(𝑥, 𝜎𝛼𝑦, 𝜂)

)︁
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂), 𝛼 ∈ 𝑅+.

Здесь 𝑑𝜇𝑘𝑥 — вероятностная мера с носителем в Co(G.x)), участвующая в интегральном пред-
ставлении оператора сплетения 𝑉𝑘.

Интегральные операторы с этими ядрами также являются ограниченными операторами
из 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) для всех 1 < 𝑝 <∞. Теорему 1 докажем для каждого из этих опе-
раторов. При этом будем следовать подходу, предложенному в работе Стейна [9]. Рассмотрим

случай оператора с ядром 𝒦(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦).

Пусть

𝐿
(1)
𝑗 𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝒦(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦).

По теореме B
‖𝐿(1)

𝑗 (| · |𝛽𝑓)(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 . ‖|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 .

Нужно доказать, что

‖𝐿(1)
𝑗 (| · |𝛽𝑓)(𝑥)− |𝑥|𝛽𝐿(1)

𝑗 𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 . ‖|𝑥|𝛽𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 .

Так как |𝑦𝑗 − 𝜂𝑗 | 6 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝜂), то

|𝐿(1)
𝑗 (| · |𝛽𝑓)(𝑥)− |𝑥|𝛽|𝐿(1)

𝑗 𝑓)(𝑥)| 6
∫︁
R𝑑

|𝒦(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦)|||𝑦|𝛽| − |𝑥|𝛽|𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
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6
∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

1

𝐴𝑑𝑘(𝑥, 𝑦, 𝜂)
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
|𝑦|𝛽𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦).

Остается доказать 𝐿𝑝-ограниченность оператора

𝑀𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

1

𝐴𝑑𝑘(𝑥, 𝑦, 𝜂)
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

с положительным ядром

Φ(𝑥, 𝑦) =

∫︁
R𝑑

1

𝐴𝑑𝑘(𝑥, 𝑦, 𝜂)
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
= Ψ(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
.

Из результатов работы [5, Lemma 2.3] вытекают следующие свойства функции Ψ(𝑥, 𝑦):

1. Ψ(𝑥, 𝑦) = Ψ(𝑦, 𝑥);

2. Ψ(𝑟𝑥′, 𝑡𝑦′) = 𝑟−𝑑𝑘Ψ(𝑥′, (𝑡/𝑟)𝑦′);

3.
∫︀
S𝑑−1 Ψ(𝑟𝑥′, 𝑡𝑦′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥

′) = Ψ0(𝑟, 𝑡), где

Ψ0(𝑟, 𝑡) := 𝑐

∫︁ 𝜋

0

(︀
𝑟2 + 𝑡2 − 2𝑟𝑡 cos𝜙

)︀−𝑑𝑘/2 sin𝑑𝑘−2 𝜙𝑑𝜙, 𝑐 > 0.

Неравенство

‖𝑀𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 =
⃦⃦⃦∫︁

R𝑑

Φ(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
⃦⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

. ‖𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

эквивалентным образом можно записать так

‖̃︁𝑀𝑓‖𝑝,𝑑𝑚𝑘
=
⃦⃦⃦
|𝑥|𝑑𝑘/𝑝

∫︁
R𝑑

Φ(𝑥, 𝑦)|𝑦|𝑑𝑘/𝑝′𝑓(𝑦) 𝑑𝑚𝑘(𝑦)
⃦⃦⃦
𝑝,𝑑𝑚𝑘

. ‖𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝑚𝑘
.

Дальнейшие рассуждения будут следовать работе [5, Proof of Theorem 1.3].
Если 𝑥 = 𝑟𝑥′, 𝑦 = 𝑡𝑦′, то делая замену переменной 𝑦 → (𝑟/𝑡)𝑦′ и применяя свойства (1), (2)

функции Ψ(𝑥, 𝑦), получим

|𝑥|𝑑𝑘/𝑝
∫︁
R𝑑

Ψ(𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
|𝑦|𝑑𝑘/𝑝′𝑓(𝑦) 𝑑𝑚𝑘(𝑦)

=

∫︁
R𝑑

𝑓((𝑟/𝑡)𝑦′)𝑡𝑑𝑘/𝑝Ψ(𝑡𝑥′, 𝑦′)|1− 𝑡𝛽| 𝑑𝑚𝑘(𝑡𝑦
′)

=

∫︁
R𝑑

𝑓((𝑟/𝑡)𝑦′)Ψ1(𝑡, 𝑥
′, 𝑦′) 𝑑𝑚𝑘(𝑡𝑦

′) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑡𝑦′)Ψ1(𝑟/𝑡, 𝑥
′, 𝑦′) 𝑑𝑚𝑘(𝑡𝑦

′).

Для оценки нормы оператора ̃︁𝑀 в пространстве 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝑚𝑘) положим

𝐽 =

∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

ℎ(𝑟𝑥′)𝑓(𝑡𝑦′)Ψ1(𝑟/𝑡, 𝑥
′, 𝑦′) 𝑑𝑚𝑘(𝑥) 𝑑𝑚𝑘(𝑦)

=

∫︁
S𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
ℎ(𝑟𝑥′)𝑓(𝑡𝑦′)Φ1(𝑟/𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜈(𝑟) 𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′).
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|𝐽 | 6
∫︁
S𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

(︁∫︁ ∞

0
|ℎ(𝑟𝑥′)|𝑝′ 𝑑𝜈(𝑟)

)︁1/𝑝′(︁∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡𝑦′)|𝑝 𝑑𝜈(𝑡)

)︁1/𝑝
∫︁ ∞

0
Ψ1(𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′)

=

∫︁
S𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

(︁∫︁ ∞

0
|ℎ(𝑟𝑥′)|𝑝′ 𝑑𝜈(𝑟)

∫︁ ∞

0
Ψ1(𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡)
)︁1/𝑝′

(︁∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡𝑦′)|𝑝 𝑑𝜈(𝑡)

∫︁ ∞

0
Ψ1(𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡)
)︁1/𝑝

𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′)

6
(︁∫︁

S𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

∫︁ ∞

0
|ℎ(𝑟𝑥′)|𝑝′ 𝑑𝜈(𝑟)

∫︁ ∞

0
Ψ1(𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′)
)︁1/𝑝′

(︁∫︁
S𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡𝑦′)|𝑝 𝑑𝜈(𝑡)

∫︁ ∞

0
Ψ1(𝑡, 𝑥

′, 𝑦′) 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′)
)︁1/𝑝

.

Принимая во внимание свойства (1) и (3) функции Ψ(𝑥, 𝑦), получим∫︁
S𝑑−1

Ψ1(𝑡, 𝑥
′, 𝑦′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥

′) = 𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|
∫︁
S𝑑−1

Ψ(𝑡𝑥′, 𝑦′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥
′) = 𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1)

и ∫︁
S𝑑−1

Ψ1(𝑡, 𝑥
′, 𝑦′) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′) = 𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(1, 𝑡) = 𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1).

Наконец, изменяя порядок интегрирования, получим

|𝐽 | 6
(︁∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡)

)︁1/𝑝′(︁∫︁
S𝑑−1

∫︁ ∞

0
|ℎ(𝑟𝑥′)|𝑝′ 𝑑𝜈(𝑟) 𝑑𝜎𝑘(𝑥′)

)︁1/𝑝′
(︁∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡)

)︁1/𝑝(︁∫︁
S𝑑−1

∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡𝑦′)|𝑝 𝑑𝜈(𝑡) 𝑑𝜎𝑘(𝑦′)

)︁1/𝑝
=

∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡) ‖ℎ‖𝑝′,𝑑𝑚𝑘

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝑚𝑘
.

Отсюда

‖𝑀‖𝑝,𝑑𝜇𝑘→𝑝,𝑑𝜇𝑘 . ‖̃︁𝑀‖𝑝,𝑑𝑚𝑘→𝑝,𝑑𝑚𝑘
6
∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡).

На самом деле

‖̃︁𝑀‖𝑝,𝑑𝑚𝑘→𝑝,𝑑𝑚𝑘
=

∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡),

так как оператор ̃︁𝑀 — положительный (см. [5]). Если записать точную связь между операто-
рами 𝑀 и ̃︁𝑀 , то мы получим точное значение нормы и для оператора 𝑀 .

Остается проверить при −𝑑𝑘
𝑝 < 𝛽 < 𝑑𝑘

𝑝′ конечность интеграла∫︁ ∞

0
𝑡𝑑𝑘/𝑝|1− 𝑡𝛽|Ψ0(𝑡, 1) 𝑑𝜈(𝑡)

= 𝑐

∫︁ ∞

0

𝑡𝑑𝑘/𝑝−1

(1 + 𝑡2)𝑑𝑘/2
|1− 𝑡𝛽|

∫︁ 𝜋

0

(︁
1− 2𝑡

1 + 𝑡2
cos𝜙

)︁−𝑑𝑘/2
sin𝑑𝑘−2 𝜙𝑑𝜙𝑑𝑡

= 𝑐

∫︁ ∞

0

𝑡𝑑𝑘/𝑝−1

(1 + 𝑡2)𝑑𝑘/2
|1− 𝑡𝛽|𝜓(𝑡) 𝑑𝑡.
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Пусть

𝐼 =

∫︁ ∞

0

𝑡𝑑𝑘/𝑝−1

(1 + 𝑡2)𝑑𝑘/2
|1− 𝑡𝛽|𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

В интеграле 𝐼 имеются три особенности при 𝑡 = 0, 𝑡 = 1 и 𝑡 = ∞. Функция 𝜓(𝑡) имеет
особенность только при 𝑡 = 1. Как и в [5] показывается, что 𝜓(𝑡) ≍ |1− 𝑡|−1 при 𝑡→ 1, поэтому
𝑔(𝑡) при 𝑡→ 1 имеет интегрируемую особенность |1−𝑡𝛽||1−𝑡|−1 для любого 𝛽 ∈ R. Если 𝛽 > 0,
то 𝑔(𝑡) имеет интегрируемые особенности 𝑡𝑑𝑘/𝑝−1 при 𝑡→ 0 и 𝑡𝛽−𝑑𝑘/𝑝

′−1 при 𝑡→ ∞. Если 𝛽 < 0,
то 𝑔(𝑡) имеет интегрируемые особенности 𝑡𝑑𝑘/𝑝+𝛽−1 при 𝑡 → 0 и 𝑡−𝑑𝑘/𝑝

′−1 при 𝑡 → ∞. Весовая

𝐿𝑝-ограниченность оператора 𝐿(1)
𝑗 доказана.

Рассмотрим оператор

𝐿
(𝛼)
𝑗 𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝒦(𝛼)
𝑗 (𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦), 𝛼 ∈ 𝑅+.

Как и в предыдущем случае достаточно доказать 𝐿𝑝-ограниченность оператора

𝑀 (𝛼)𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

Φ(𝛼)(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

с положительным ядром

Φ(𝛼)(𝑥, 𝑦) =

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒ 1

⟨𝑦, 𝛼⟩

(︁ 1

𝐴𝑑𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝜂)
− 1

𝐴𝑑𝑘−1(𝑥, 𝜎𝛼𝑦, 𝜂)

)︁⃒⃒⃒
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
.

Пусть 𝑦𝑠 = 𝑦 − 𝑠⟨𝑦, 𝛼⟩𝛼, 𝑠 ∈ [0, 1]. Без ограничения общности можно считать, что |𝛼| = 2,
поэтому 𝑦0 = 𝑦, 𝑦1 = 𝜎𝛼𝑦. Обозначим для краткости 𝐴𝑠 = 𝐴(𝑥, 𝑦𝑠, 𝜂).

Пусть для 𝑠 ∈ [0, 1]

𝑞(𝑠) = |𝑥|2 + |𝑦𝑠|2 − 2⟨𝑦𝑠, 𝜂⟩ = |𝑥|2 + |𝑦|2 + 2𝑠2⟨𝑦, 𝛼⟩2 + 2𝑠⟨𝑦, 𝛼⟩⟨𝜂 − 𝑦, 𝛼⟩ − 2⟨𝑦, 𝜂⟩.

Если ⟨𝑦, 𝛼⟩ = 0, то 𝐴𝑠 = 𝐴0. Если ⟨𝑦, 𝛼⟩ ≠ 0, то 𝑔(𝑡) — квадратный трехчлен с положительным
старшим коэффициентом, поэтому он достигает наибольшее значение на концах отрезка. Итак,
всегда

𝐴𝑠 6 𝐴0 +𝐴1, 𝑠 ∈ [0, 1]. (6)

Выберем 𝑚 ∈ N так, чтобы 𝑚(𝑑𝑘 − 1) > 1. Тогда

𝐽 =
⃒⃒⃒ 1

⟨𝑦, 𝛼⟩

(︁ 1

𝐴𝑑𝑘−1
1

− 1

𝐴𝑑𝑘−1
0

)︁⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒ 1

⟨𝑦, 𝛼⟩
· 𝐴

𝑚(𝑑𝑘−1)
1 −𝐴

𝑚(𝑑𝑘−1)
0

𝐴𝑑𝑘−1
1 𝐴𝑑𝑘−1

0

∑︀𝑚−1
𝑖=1 𝐴

𝑖(𝑑𝑘−1)
1 𝐴

(𝑚−1−𝑖)(𝑑𝑘−1)
0

⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒𝑚(𝑑𝑘 − 1)

∫︀ 1
0 𝐴

𝑚(𝑑𝑘−1)−1
𝑠

∑︀𝑑
𝑖=1

(𝑦𝑠)𝑖−𝜂𝑖
𝐴𝑠

𝛼𝑖 𝑑𝑠

𝐴𝑑𝑘−1
1 𝐴𝑑𝑘−1

0

∑︀𝑚−1
𝑖=1 𝐴

𝑖(𝑑𝑘−1)
1 𝐴

(𝑚−1−𝑖)(𝑑𝑘−1)
0

⃒⃒⃒
.

Если 𝐴0 6 𝐴1, то в силу (6)

𝐽 .
𝐴
𝑚(𝑑𝑘−1)−1
1

𝐴𝑑𝑘−1
1 𝐴𝑑𝑘−1

0

∑︀𝑚−1
𝑖=1 𝐴

𝑖(𝑑𝑘−1)
1 𝐴

(𝑚−1−𝑖)(𝑑𝑘−1)
0

6
𝐴
𝑚(𝑑𝑘−1)−1
1

𝐴
𝑚(𝑑𝑘−1)
1 𝐴𝑑𝑘−1

0

=
1

𝐴1𝐴
𝑑𝑘−1
0

6
1

𝐴𝑑𝑘0
,

поэтому всегда

𝐽 .
{︁ 1

𝐴𝑑𝑘0
+

1

𝐴𝑑𝑘1

}︁
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и

Φ(𝛼)(𝑥, 𝑦) .
∫︁
R𝑑

{︁ 1

𝐴𝑑𝑘0
+

1

𝐴𝑑𝑘1

}︁
𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜂)

⃒⃒⃒
1− |𝑥|𝛽

|𝑦|𝛽
⃒⃒⃒
.

Так как |𝑦1| = |𝜎𝛼𝑦| = |𝑦|, то 𝐿𝑝-ограниченность оператора 𝑀 (𝛼) вытекает из 𝐿𝑝-ограниченно-
сти оператора 𝑀 . Теорема 1 полностью доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть выполнены условия 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 𝑑𝑘(
1
𝑝 − 1

𝑞 ) 6 1, 1 − 𝑑𝑘
𝑝 < 𝛽 < 𝑑𝑘

𝑝′ . Применяя
равенство (3), теорему А и теорему 1, получим цепочку неравенств

⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽+𝑑𝑘(

1
𝑝
− 1

𝑞
)−1
⃦⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

=
⃦⃦⃦
𝐼𝑘1
(︀ 𝑑∑︁
𝑗=1

ℛ𝑘
𝑗 (𝑇𝑗𝑓)

)︀
(𝑥)|𝑥|𝛽+𝑑𝑘(

1
𝑝
− 1

𝑞
)−1
⃦⃦⃦
𝑞,𝑑𝜇𝑘

.
⃦⃦⃦ 𝑑∑︁
𝑗=1

ℛ𝑘
𝑗 (𝑇𝑗𝑓)(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

.
{︁ 𝑑∑︁
𝑗=1

⃦⃦
(𝑇𝑗𝑓)(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

}︁
.
⃦⃦
∇𝑘𝑓(𝑥)|𝑥|𝛽

⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘

.

Теорема 2 доказана.

4. Заключение

Для потенциала Данкля–Рисса (𝐿𝑞, 𝐿𝑝)-неравенства известны для двух радиальных ку-
сочно-степенных весов [10]. Было бы интересно и для преобразований Данкля–Рисса доказать
𝐿𝑝-неравенство с одним радиальным кусочно-степенным весом и вывести из весовых нера-
венств для потенциала Данкля–Рисса и преобразований Данкля–Рисса (𝐿𝑞, 𝐿𝑝)-неравенство
для градиента Данкля–Рисса с двумя радиальными кусочно-степенными весами.
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