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Аннотация

В пространствах с весом Данкля 𝑣𝑘(𝑥) степенного типа на R𝑑, определяемым системой
корней и неотрицательной функцией кратности 𝑘, инвариантной относительно конечной
группы отражений, построен содержательный гармонический анализ. Классический ана-
лиз Фурье на евклидовом пространстве соответствует случаю 𝑘 ≡ 0. В 2012 году Салем Бен
Саид, Кобаяши и Орстед определили двупараметрическое (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразова-
ние Фурье, действующее в пространствах с весом |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥), 𝑎 > 0. Наиболее интересны
случаи 𝑎 = 2 и 𝑎 = 1. При 𝑎 = 2 обобщенное преобразование Фурье совпадает с преобра-
зованием Данкля и оно хорошо изучено. В случае 𝑎 = 1 гармонический анализ, важный,
в частности, в задачах квантовой механики, изучен пока еще не достаточно. Одним из
существенных элементов гармонического анализа является ограниченный оператор сдви-
га, позволяющий определить свертку и структурные характеристики функций. При 𝑎 = 1
имеется оператор сдвига 𝜏𝑦𝑓(𝑥). Его 𝐿𝑝-ограниченность недавно установлена Салемом Бен
Саидом и Делеавалом, но только на радиальных функциях и при 1 6 𝑝 6 2. В настоящей
работе предложен новый оператор обобщенного сдвига 𝑇 𝑡𝑓(𝑥). Он получается интегриро-
ванием оператора 𝜏𝑦𝑓(𝑥) по единичной евклидовой сфере по переменной 𝑦′, |𝑦′| = 1, 𝑦 = 𝑡𝑦′.
Мы доказываем, что он положителен на функциях из пространства Шварца 𝒮(R𝑑), для
него 𝑇 𝑡1 = 1 и он допускает представление с вероятностной мерой. Отсюда мы выводим
его 𝐿𝑝-ограниченность для всех 1 6 𝑝 < ∞ и ограниченность на пространстве 𝐶𝑏(R𝑑)
непрерывных ограниченных функций.
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Abstract

In spaces with a Dunkl weight 𝑣𝑘(𝑥) of power type on R𝑑, defined by a root system
and a nonnegative multiplicity function 𝑘 invariant with respect to a finite reflection group,
a meaningful harmonic analysis is constructed. that generalizes the Fourier analysis in the
Euclidean space. The classical Fourier analysis on the Euclidean space corresponds to the
case 𝑘 ≡ 0. In 2012, Salem Ben Sǎid, Kobayashi, and Orsted defined the two-parameteric
(𝑘, 𝑎)-generalized Fourier transform, acting in spaces with weight |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥), 𝑎 > 0. The most
interesting cases are 𝑎 = 2 and 𝑎 = 1. For 𝑎 = 2 the generalized Fourier transform coincides with
the Dunkl transform and it is well studied. In case 𝑎 = 1 harmonic analysis, which is important,
in particular, in problems of quantum mechanics, has not yet been sufficiently studied. One of
the essential elements of harmonic analysis is the bounded translation operator, which allows
one to determine the convolution and structural characteristics of functions. For 𝑎 = 1, there is
a translation operator 𝜏𝑦𝑓(𝑥). Its 𝐿𝑝-boundedness was recently established by Salem Ben Sǎid
and Deleaval, but only on radial functions and for 1 6 𝑝 6 2. In this paper, a new generalized
translation operator 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) is proposed. It is obtained by integrating of the operator 𝜏𝑦𝑓(𝑥)
over the unit Euclidean sphere with respect to the variable 𝑦′, |𝑦′| = 1, 𝑦 = 𝑡𝑦′. We prove
that it is positive on functions from the Schwartz space 𝒮(R𝑑), for it 𝑇 𝑡1 = 1 and it admits
a representation with a probability measure. From this we deduce its 𝐿𝑝-boundedness for all
1 6 𝑝 <∞ and boundedness on the space 𝐶𝑏(R𝑑) of continuous bounded functions.
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1. Введение

Пусть R𝑑 — действительное 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным произведением
⟨𝑥, 𝑦⟩ и нормой |𝑥| =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, Δ — оператор Лапласа.

Для преобразования Фурье в R𝑑

ℱ(𝑦) = (2𝜋)−𝑑/2
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖⟨𝑥,𝑦⟩ 𝑑𝑥

2This Research was performed by a grant of Russian Science Foundation (project 18-11-00199).
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Хов [1] получил спектральное представление

ℱ = exp
(︁ 𝑖𝜋𝑑

4

)︁
exp
(︁ 𝑖𝜋
4

(︀
Δ− |𝑥|2

)︀)︁
,

используя базис из собственных функций в 𝐿2(R𝑑) гармонического осциллятора Δ− |𝑥|2. Оно
оказалось удобным, например, при определении дробной степени преобразования Фурье.

Одним из обобщений преобразования Фурье стало преобразование Данкля ℱ𝑘 [2], опреде-
ляемое с помощью системы корней 𝑅 ⊂ R𝑑, группы отражений 𝐺 ⊂ 𝑂(𝑑) и функции крат-
ности 𝑘 : 𝑅 → R, инвариантной относительно 𝐺. Здесь 𝐺 — конечная группа, порожденная
отражениями {𝜎𝛼 : 𝛼 ∈ 𝑅}, где 𝜎𝛼 — отражение относительно гиперплоскости (𝛼, 𝑥) = 0. Роль
оператора Лапласа в гармоническом анализе Данкля играет дифференциально-разностный
оператор Δ𝑘, называемый лапласианом Данкля [3]. Для 𝑘 ≡ 0, Δ𝑘 = Δ. Лапласиан Данкля
позволяет записать гармонический осциллятор Данкля Δ𝑘 − |𝑥|2 и преобразование Данкля

ℱ𝑘 = exp
(︁ 𝑖𝜋
4

(︀
𝑑+

∑︁
𝛼∈𝑅

𝑘(𝛼)
)︀)︁

exp
(︁ 𝑖𝜋
4

(︀
Δ𝑘 − |𝑥|2

)︀)︁
.

Дальнейшее обобщение преобразований Фурье и Данкля получено в [4]. Салем Бен Саид,
Кобаяши и Орстед [4] определили 𝑎-деформированный гармонический осциллятор Данкля

Δ𝑘,𝑎 = |𝑥|2−𝑎Δ𝑘 − |𝑥|𝑎, 𝑎 > 0,

и двупараметрическое семейство унитарных операторов в гильбертовом пространстве 𝐿2(R𝑑,
𝑑𝜇𝑘,𝑎) с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 =

(︂∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥)
)︂1/2

, 𝑝 = 2,

названное (𝑘, 𝑎)-обобщенным преобразованием Фурье:

ℱ𝑘,𝑎 = exp
(︁ 𝑖𝜋
2𝑎

(2𝜆𝑘 + 𝑎)
)︁
exp
(︁ 𝑖𝜋
2𝑎

Δ𝑘,𝑎

)︁
. (1)

Здесь

𝜆𝑘 =
𝑑

2
− 1 + ⟨𝑘⟩, ⟨𝑘⟩ = 1

2

∑︁
𝛼∈𝑅

𝑘(𝛼),

𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|𝑎−2𝑣𝑘(𝑥),

𝑣𝑘(𝑥) =
∏︁
𝛼∈𝑅

|⟨𝛼, 𝑥⟩|𝑘(𝛼), 𝑐−1
𝑘,𝑎 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|𝑎/𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥) 𝑑𝑥.

Если 𝑎 = 2, то (1) — преобразование Данкля. Если 𝑎 = 2 и 𝑘 ≡ 0, то (1) — преобразование
Фурье. Если 𝑎 ̸= 2, то (1) — деформированное преобразование Данкля и деформированное
преобразование Фурье. Они могут найти применение в разных задачах. Например, при 𝑎 = 1 и
𝑘 ≡ 0 деформированное преобразование Данкля является оператором унитарного обращения
модели Шредингера минимального представления группы 𝑂(𝑁 + 1, 2) [5].

В гармоническом анализе и теории приближений большую роль играет оператор сдвига,
так как он позволяет определить свертку и структурные характеристики функций. В гар-
моническом анализе Фурье оператор сдвига имеет вид 𝜏𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑦). В гармоническом
анализе Данкля оператор сдвига 𝜏𝑦 был определен Реслер для функций из 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,2) [6] и
Тримеш для бесконечно дифференцируемых функций [7]. В этих пространствах он является
ограниченным линейным оператором. Но его ограниченность в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,2),
𝑝 ̸= 2, доказана только для группы отражений 𝐺 = Z𝑑2. Основная трудность состоит в том, что
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𝜏𝑦 в общем случае не является положительным оператором. Реслер [8] показала, что среднее
значение 𝜏𝑦 по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦
′
𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘(𝑦

′), 𝑡 ∈ R+,

где S𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1}— евклидова сфера, а 𝑑𝜎𝑘(𝑦′) = 𝑎𝑘𝑣𝑘(𝑦
′) 𝑑𝑦′ — вероятностная

мера на сфере, является положительным оператором. Опираясь на этот факт, в [9] доказана
𝐿𝑝-ограниченность оператора 𝑇 𝑡 для всех 1 6 𝑝 <∞. Таким образом, его можно использовать
как ограниченный оператор сдвига. Если 𝑘 ≡ 0, то оператор 𝑇 𝑡 совпадает с оператором сред-
него значения по сфере и имеет широкое применение. Отметим также, что положительность
оператора 𝑇 𝑡 позволила доказать положительность оператора 𝜏𝑦 [8] и его 𝐿𝑝-ограниченность
[10, 9] на радиальных функциях.

Следующий важный случай обобщенного преобразования Фурье ℱ𝑘,𝑎 при 𝑎 = 1. Оператор
сдвига 𝜏𝑦 для преобразования ℱ𝑘,1, ограниченный в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), определен Са-
лемом Бен Саидом и Делеавалом [11], см. также [12]. Они доказали, что на радиальных функ-
циях оператор 𝜏𝑦 положительный и ограниченный в пространствах 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 6 𝑝 6 2.

В настоящей работе при 𝜆𝑘 > 0 определяется оператор среднего значения 𝜏𝑦 по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦
′
𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′), 𝑡 ∈ R+, (2)

где 𝑑𝜎𝑘(𝑦′) = 𝑎𝑘,1𝑣𝑘,1(𝑦
′) 𝑑𝑦′ — вероятностная мера на сфере. Он также ограниченный в про-

странстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1). Наша цель показать, что оператор 𝑇 𝑡 положительный на функциях
из пространства Шварца 𝒮(R𝑑) и 𝑇 𝑡1 = 1. Откуда будет вытекать, что для всех 𝑡 ∈ R+ и
𝑥 ∈ R𝑑 он допускает представление

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥(𝜉) (3)

с вероятностной мерой 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥.
Опираясь на представление (3), мы доказываем, что для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) и 𝑡 ∈ R+, 1 6 𝑝 6 ∞

‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 . (4)

В силу плотности пространства Шварца оператор 𝑇 𝑡 может быть продолжен на все про-
странства 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 6 𝑝 <∞, с сохранением неравенства (4).

2. Элементы обобщенного гармонического анализа и операторы
сдвига

Гармонический анализ Данкля, в частности, строится с помощью дифференциально-
разностных операторов

𝑇𝑗𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
+
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)⟨𝑎, 𝑒𝑗⟩
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝜎𝑎𝑥)

⟨𝑎, 𝑥⟩
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

где 𝑅+ — положительная подсистема системы корней 𝑅, а {𝑒𝑗} — стандартный ортонормиро-
ванный базис в R𝑑. А также лапласиана Данкля

Δ𝑘𝑓(𝑥) =

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑇 2
𝑗 𝑓(𝑥).
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При 𝑘 ≡ 0, Δ𝑘 — оператор Лапласа Δ. Для радиальных функций

Δ𝑘𝑓(𝑥) = Δ𝑓(𝑥) + 2
∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)
⟨∇𝑓(𝑥), 𝑎⟩

⟨𝑎, 𝑥⟩
,

где ∇𝑓(𝑥) — градиент функции 𝑓(𝑥).
В гармоническом анализе Данкля построен положительный оператор сплетения 𝑉𝑘, для

которого

𝑇𝑗𝑉𝑘𝑓(𝑥) = 𝑉𝑘
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑.

Для него получено представление

𝑉𝑘𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜇𝑘𝑥(𝜉) (5)

с вероятностной мерой 𝑑𝜇𝑘𝑥, носитель которой лежит в выпуклой оболочке орбиты 𝑂𝑥 = {𝑔𝑥 :
𝑔 ∈ 𝐺}.

Большинство основных фактов гармонического анализа Данкля можно найти в [3].
Пусть 𝐽𝛼(𝑧) — функция Бесселя первого рода и порядка 𝛼 > −1/2,

𝑗𝛼(𝑧) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)
𝐽𝛼(𝑧)

𝑧𝛼
=

∞∑︁
𝑗=0

Γ(𝛼+ 1)(−1)𝑗𝑧2𝑗

22𝑗𝑗!Γ(𝑗 + 𝛼+ 1)

— нормированная функция Бесселя. Для нее |𝑗𝛼(𝑧)| 6 1.
В дальнейшем будем считать, что выполнено условие 𝜆𝑘 > 0. В пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)

(𝑘, 1)-обобщенное преобразование Фурье определяется как интегральный оператор

ℱ𝑘,1𝑓(𝑥) =
∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑦) (6)

с непрерывным ядром

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑘(𝑗𝜆𝑘−1/2(
√︀

|𝑥||𝑦|(1 + ⟨𝑥′, ·⟩))(𝑦′), 𝑥 = |𝑥|𝑥′, 𝑦 = |𝑦|𝑦′, (7)

для которого в силу представления (7)

|𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)| 6 1, 𝐵𝑘(0, 𝑦) = 1, |𝑥|Δ𝑥
𝑘𝐵𝑘(𝑥, 𝑦) = −|𝑦|𝐵𝑘(𝑥, 𝑦), (8)∫︁

S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝑡𝑦
′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′) = 𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝑥|). (9)

Обобщенное преобразование Фурье — изометрия пространства 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и ℱ2
𝑘,1 = 𝐼𝑑.

Если 𝑓 ∈ 𝒜 = {𝑓 : 𝑓,ℱ𝑘,1(𝑓) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1)}, то равенство (6) справедливо поточечно.
Справедливо вложение 𝒮(R𝑑) ⊂ 𝒜.

Основные факты об обобщенном преобразовании Фурье ℱ𝑘,1 можно найти в [4].
Оператор сдвига в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) для (𝑘, 1)-обобщенного преобразования Фу-

рье определяется как интегральный оператор

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝐵𝑘(𝑦, 𝜉)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉). (10)

В силу (8) норма оператора 𝜏𝑦 в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) равна 1. Если 𝑓 ∈ 𝒜 равенство (10) справедливо
поточечно.
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Известно [11], что для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 𝑔 ∈ 𝒜,∫︁
R𝑑

𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝜏𝑦𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥). (11)

Для функций из класса 𝒜 оператор сдвига 𝑇 𝑡 определен равенством (2). В силу (9) он
может быть записан как интегральный оператор

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝜉|)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉). (12)

Он также действует в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и его норма равна 1. Для функций из класса 𝒜 равенство
(12) выполняется поточечно. Из (12) также вытекает

ℱ𝑘,1(𝑇 𝑡𝑓)(𝜉) = 𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝜉|)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉).

Для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 𝑔 ∈ 𝒜 из (11) получаем самосопряженность оператора 𝑇 𝑡:∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑇 𝑡𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥). (13)

3. Интегральное представление оператора сдвига

Лемма 1. Если 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 𝑡 ∈ R+, то 𝑇 𝑡𝑓 ∈ 𝒜 и∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥).

Доказательство. Так как ℱ𝑘,1(𝑓) ∈ 𝒮(R𝑑) [13], то ℱ𝑘,1(𝑇 𝑡𝑓) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1). Если
𝐷𝑓 = | · |Δ𝑘𝑓 , то согласно (8)

|𝑥|2𝑚𝑇 𝑡𝑓(𝑥) = |𝑥|2𝑚ℱ𝑘,1(𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡| · |)ℱ𝑘,1(𝑓))(𝑥)

= ℱ𝑘,1(𝐷2𝑚(𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡| · |)ℱ𝑘,1(𝑓))(𝑥)

=

∫︁
R𝑑

𝐵(𝑥, 𝜉)𝐷2𝑚(𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡| · |)ℱ𝑘,1(𝑓))(𝜉) 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉).

Отсюда

|𝑇 𝑡𝑓(𝑥)| 6 1

|𝑥|2𝑚

∫︁
R𝑑

|𝐷2𝑚(𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡| · |)ℱ𝑘,1(𝑓))(𝜉)| 𝑑𝜇𝑘,1(𝜉).

Если выбрать 2𝑚 > 2𝜆𝑘 + 1 и доказать конечность последнего интеграла, то получим
𝑇 𝑡𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1). Первое утверждение леммы будет установлено.

Докажем конечность нужного интеграла. Пусть

𝜙(𝑟) = 𝑗2𝜆𝑘(2
√
𝑡𝑟), 𝑟 = |𝑥|, 𝑔(𝑥) = ℱ𝑘,1(𝑓)(𝑥).

Имеем

𝜙′(𝑟) = − 𝑡

2𝜆𝑘 + 1
𝑗2𝜆𝑘+1(2

√
𝑡𝑟), 𝑇𝑗(𝜙𝑔)(𝑥) = 𝜙(𝑟)𝑇𝑗𝑔(𝑥) +

𝜙′(𝑟)

𝑟
𝑥𝑗𝑔(𝑥),

𝑇 2
𝑗 (𝜙𝑔)(𝑥) = 𝜙(𝑟)𝑇 2

𝑗 𝑔(𝑥) +
𝜙′(𝑟)

𝑟
(𝑥𝑗𝑇𝑗𝑔(𝑥) + 𝑇𝑗(𝑥𝑗𝑔(𝑥))) +

𝜙
′′
(𝑟)− 𝜙′(𝑟)

𝑟3
𝑥2𝑗𝑔(𝑥),
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𝐷(𝜙𝑔)(𝑥) = 𝑟𝜙(𝑟)Δ𝑘𝑔(𝑥)+𝜙
′(𝑟)

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗𝑇𝑗𝑔(𝑥) + 𝑇𝑗(𝑥𝑗𝑔(𝑥)))+(𝜙
′′
(𝑟)− 𝜙′(𝑟))𝑔(𝑥).

Продолжая вычисления, получим, что 𝐷2𝑚(𝜙𝑔)(𝑥) есть линейная комбинация функций из
пространства Шварца с коэффициентами, которые растут на бесконечности не быстрее мно-
гочленов. Следовательно, 𝐷2𝑚(𝜙𝑔)(𝑥) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1).

Пусть 𝜆 > 0. Так как 𝑒−𝜆|𝑥| ∈ 𝒜 [11], то согласно (13)∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑒−𝜆|𝑥| 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑇 𝑡𝑒−𝜆|𝑥| 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥).

Отсюда по теореме Лебега об ограниченной сходимости∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥),

так как по доказанному 𝑇 𝑡𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) и

𝑒−𝜆|𝑥| 6 1, |𝑇 𝑡𝑒−𝜆|𝑥|| 6 1, lim
𝜆→0

𝑒−𝜆|𝑥| = 1, lim
𝜆→0

𝑇 𝑡𝑒−𝜆|𝑥| = 1.

(см. [11]). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. 𝑇 𝑡1 = 1.

Доказательство. По лемме 1 для любой 𝜙 ∈ 𝒮(R𝑑)

⟨𝑇 𝑡1, 𝜙⟩ = ⟨1, 𝑇 𝑡𝜙⟩ =
∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝜙(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝜙(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑥) = ⟨1, 𝜙⟩.

Следовательно, 𝑇 𝑡1 = 1. Лемма 2 доказана.
Далее покажем, что для 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) оператор сдвига 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) может быть получен как предел

некоторого семейства линейных операторов. Рассмотрим ограниченную функцию

Γ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠) =

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝐵𝑘(𝑦, 𝜉)𝐵𝑘(𝑧, 𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉)

и ее сферическое среднее

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠) =

∫︁
S𝑑−1

Γ(𝑥, 𝑡𝑦′, 𝑧, 𝑠) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′).

Для функции 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) рассмотрим интегральный оператор∫︁
R𝑑

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠)𝑓(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧).

Применяя (9), получим∫︁
R𝑑

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠)𝑓(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧) =

∫︁
R𝑑

∫︁
S𝑑−1

Γ(𝑥, 𝑡𝑦′, 𝑧, 𝑠) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦
′)𝑓(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧)

=

∫︁
R𝑑

∫︁
S𝑑−1

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝐵𝑘(𝑡𝑦
′, 𝜉)𝐵𝑘(𝑧, 𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′)𝑓(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧)

=

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)

∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑡𝑦
′, 𝜉) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉).
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=

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝜉|)𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉).

Так как ℱ𝑘,1(𝑓) ∈ 𝒮(R𝑑), то по теореме Лебега об ограниченной сходимости

lim
𝑠→0

∫︁
R𝑑

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠)𝑓(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,1(𝑧)

=

∫︁
R𝑑

𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝜉|)𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)ℱ𝑘,1(𝑓)(𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉) = 𝑇 𝑡𝑓(𝑥).

Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑡 ∈ R+, то для оператора сдвига 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) справедливо
представление (3).

Доказательство. Докажем, что 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) > 0, если 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑) и 𝑓(𝑥) > 0. Для этого
достаточно показать, что ядро 𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠) > 0. Мы следуем работе [8].

Применяя (9), получим

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠) =

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝐵(𝑥, 𝜉)

∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑡𝑦
′, 𝜉) 𝑑𝜎𝑘,1(𝑦

′)𝐵𝑘(𝑧, 𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉)

=

∫︁
R𝑑

𝑒−𝑠|𝜉|𝑗2𝜆𝑘(2
√︀
𝑡|𝜉|)𝐵𝑘(𝑥, 𝜉)𝐵𝑘(𝑧, 𝜉) 𝑑𝜇𝑘(𝜉)

=

∫︁ ∞

0
𝐼(𝑥, 𝑧, 𝑟)𝑒−𝑠𝑟𝑗2𝜆𝑘(2

√
𝑡𝑟) 𝑑𝜈2𝜆𝑘(𝑟), (14)

где

𝐼(𝑥, 𝑧, 𝑟) =

∫︁
S𝑑−1

𝐵𝑘(𝑥, 𝑟𝜉
′)𝐵𝑘(𝑧, 𝑟𝜉

′) 𝑑𝜎𝑘,1(𝜉
′),

𝑑𝜈2𝜆𝑘(𝑟) = 𝑏2𝜆𝑘,1𝑟
2𝜆𝑘 𝑑𝑟, 𝑏−1

2𝜆𝑘,1
=

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟𝑟2𝜆𝑘 𝑑𝑟 = Γ(2𝜆𝑘 + 1).

В [11] выведена формула

𝐼(𝑥, 𝑧, 𝑟) = 𝑉𝑘

(︁∫︁ 1

−1
𝑗2𝜆𝑘

(︁
2

√︁
𝑟(|𝑥|+ |𝑧| −

√︀
|𝑥||𝑧|(1 + ⟨𝑥′, ·⟩)𝑢)

)︁
𝑑𝜓𝜆𝑘−1(𝑢)

)︁
(𝑧′),

где

𝑑𝜓𝜆(𝑢) =
Γ(𝜆+ 3/2)√
𝜋Γ(𝜆+ 1)

(1− 𝑢2)𝜆 𝑑𝑢

— вероятностная мера на отрезке [−1, 1]. Применяя интегральное представление оператора
сплетения 𝑉𝑘 (5), получим

𝐼(𝑥, 𝑧, 𝑟) =

∫︁
R𝑑

∫︁ 1

−1
𝑗2𝜆𝑘

(︁
2

√︁
𝑟(|𝑥|+ |𝑧| −

√︀
|𝑥||𝑧|(1 + ⟨𝑥′, 𝜉⟩)𝑢)

)︁
𝑑𝜓𝜆𝑘−1(𝑢) 𝑑𝜇𝑧′(𝜉).

Отсюда и из (14)

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠) =

∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

∫︁ 1

−1
𝑒−𝑠𝑟𝑗2𝜆𝑘(2

√
𝑡𝑟)

×𝑗2𝜆𝑘
(︁
2

√︁
𝑟(|𝑥|+ |𝑧| −

√︀
|𝑥||𝑧|(1 + ⟨𝑥′, 𝜉⟩)𝑢)

)︁
𝑑𝜈2𝜆𝑘(𝑟) 𝑑𝜓𝜆𝑘−1(𝑢) 𝑑𝜇𝑧′(𝜉).

Для функций Бесселя хорошо известна теорема умножения Гегенбауэра [14, п. 11.41]. За-
пишем ее в удобной для нас форме

𝑗2𝜆𝑘(
√
𝑎)𝑗2𝜆𝑘(

√
𝑏) =

∫︁ 1

−1
𝑗2𝜆𝑘

(︁√︁
𝑎+ 𝑏− 2

√
𝑎𝑏𝑣
)︁
𝑑𝜓2𝜆𝑘−1/2(𝑣).



Ограниченный оператор сдвига. . . 93

Обозначая

𝑞 = |𝑥|+ |𝑧|+ 𝑡−
√︀

|𝑥||𝑧|(1 + ⟨𝑥′, 𝜉⟩)𝑢− 2

√︁
𝑡(|𝑥|+ |𝑧| −

√︀
|𝑥||𝑧|(1 + ⟨𝑥′, 𝜉⟩)𝑢)𝑣

и применяя теорему умножения, получим

𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠)

=

∫︁
R𝑑

∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑠𝑟𝑗2𝜆𝑘(2

√
𝑟𝑞) 𝑑𝜈2𝜆𝑘(𝑟) 𝑑𝜇𝑧′(𝜉) 𝑑𝜓𝜆𝑘−1(𝑢) 𝑑𝜓2𝜆𝑘−1/2(𝑣).

Так как [15, стр.33, формула 10]∫︁ ∞

0
𝑒−𝑠𝑟𝑗2𝜆𝑘(2

√
𝑟𝑞) 𝑑𝜈2𝜆𝑘(𝑟) =

𝑒−𝑞/𝑠

𝑠2𝜆𝑘+1
> 0,

то ядро 𝐾(𝑥, 𝑡, 𝑧, 𝑠) > 0.
Таким образом, при фиксированных 𝑥 и 𝑡 оператор 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) является положительным ли-

нейным непрерывным функционалом на 𝒮(R𝑑). Так как он положителен и непрерывен на
пространстве 𝐶∞

0 (R𝑑) бесконечно дифференцируемых функций с компактным носителем, то
он является мерой Радона [16, теорема 2.1.7]

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜉) 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥(𝜉).

Непрерывность на 𝒮(R𝑑) влечет степенной рост меры 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥 [17, п. 3.4]. Для некоторого 𝑚 > 0∫︁
R𝑑

𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥(𝜉)

(1 + |𝜉|2)𝑚
<∞.

Наконец, лемма 2 показывает, что мера 𝑑𝜎𝑘𝑡,𝑥 вероятностная. Представление (3) получено.
Теорема 1 доказана.

Интегральное представление (3) показывает, что оператор сдвига 𝑇 𝑡𝑓(𝑥) может быть рас-
пространен и на другие классы функций, в частности, на пространство непрерывных ограни-
ченных функций 𝐶𝑏(R𝑑).

4. 𝐿𝑝-ограниченность оператора сдвига

Мы следуем работе [9].
Теорема 2. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то для 𝑡 ∈ R+ и 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑),

‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 ≤ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 . (15)

Доказательство. Пусть 𝑡 ∈ R+ задано и оператор 𝑇 𝑡 определен на 𝒮(R𝑑) представлением
(3). Используя (12), мы получим

sup{‖𝑇 𝑡𝑓‖2 : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖2,𝑑𝜇𝑘,1 ≤ 1} ≤ 1

и 𝑇 𝑡 может быть распространен на пространство 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) с сохранением нормы, и это
распространение совпадает с (12). Кроме этого, (3) дает

sup{‖𝑇 𝑡𝑓‖∞ : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖∞ 6 1} ≤ 1. (16)
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Так как оператор 𝑇 𝑡 самосопряженный (13), то из (16)

sup{‖𝑇 𝑡𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘 : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,1 6 1}

= sup
{︁∫︁

R𝑑

𝑇 𝑡𝑓 𝑔 𝑑𝜇𝑘 : 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,1 6 1, ‖𝑔‖∞ 6 1
}︁

= sup
{︁∫︁

R𝑑

𝑓 𝑇 𝑡𝑔 𝑑𝜇𝑘 : 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,1 6 1, ‖𝑔‖∞ 6 1
}︁

= sup{‖𝑇 𝑡𝑔‖∞ : 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑔‖∞ ≤ 1} 6 1.

Следовательно, 𝑇 𝑡 может быть распространен на 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) с сохранением нормы и это
распространение совпадает с (12) на 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1) ∩ 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1).

По интерполяционной теореме Рисса–Торина

sup{‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘 : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 ≤ 1} 6 1, 1 6 𝑝 6 2.

Пусть 2 < 𝑝 <∞, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. Как и для 𝑝 = 1 мы получим

sup{‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 : 𝑓 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,1 6 1}
= sup{‖𝑇 𝑡𝑔‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1 : 𝑔 ∈ 𝒮(R𝑑), ‖𝑔‖𝑝′,𝑑𝜇𝑘,1 6 1} 6 1.

Неравенства (15) и теорема 2 доказаны.

5. Заключение

В работе построен положительный оператор сдвига, ограниченный в пространствах 𝐿𝑝.
Для него получено интегральное представление с вероятностной мерой. Но остался невыяс-
ненным вопрос о носителе меры, его компактности. Компактность меры позволила бы рас-
пространить оператор на пространство бесконечно дифференцируемых функций, с топологией
определяемой компактными множествами. Обратно, если бы удалось доказать непрерывность
оператора сдвига на таком пространстве, мы бы получили компактность носителя меры.
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