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Abstract
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1. Введение

Обозначим через 𝑆𝜔 — свободную полугруппу счетного ранга со свободными образующи-
ми 𝑎1, ..., 𝑎𝑚, ..., а через 𝑆𝑚 — свободную полугруппу ранга 𝑚 со свободными образующими
𝑎1, ..., 𝑎𝑚. При 𝑚 = 2 вместо 𝑎1 и 𝑎2 будем писать 𝑎 и 𝑏 соответственно, а при 𝑚 = 3 вме-
сто 𝑎1, 𝑎2 и 𝑎3 – соответственно 𝑎, 𝑏 и 𝑐. Заметим, что 𝑆1 — циклическая полугруппа. Мы
рассматриваем свободные полугруппы с пустым словом в качестве нейтрального элемента,
т.е. свободные полугруппы с единицей или моноиды. Ради краткости будем говорить просто
свободные полугруппы.

В статье рассматривается вопросы, связанные с истинностью на свободных полугруппах
𝑆𝑚 замкнутых формул в сигнатуре ⟨·, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚⟩.

Элементарная теория 𝑇ℎ(𝑆𝛼) свободной полугруппы 𝑆𝛼 (𝛼 ∈ { 1, 2, . . . ,𝑚, . . . } ∪ {𝜔 }) —
это множество всех замкнутых (не содержащих свободных вхождений переменных) формул
Φ вида

(𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑛 𝑥𝑛)Ψ, где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые), а 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 − кванторы ∀ или ∃,
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истинных на свободной полугруппе 𝑆𝛼.
При этом (𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑛 𝑥𝑛) называется кванторной приставкой формулы Φ,

𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛 — типом кванторной приставки, а Ψ — бескванторной частью формулы Φ.
Изучение элементарной теории свободной некоммутативной полугруппы началось с ра-

боты В. Куайна [1] 1946 года, в которой он доказал алгоритмическую неразрешимость эле-
ментарной теории нециклической свободной полугруппы. Элементарная теория циклической
полугруппы 𝑆1 — это арифметика Пресбургера, которая, как хорошо известно, является ал-
горитмически разрешимой.

2. Фрагменты элементарных теорий конечно порожденных
свободных полугрупп

Естественна постановка вопроса о возможности упрощения бескванторной части и кван-
торной приставки рассматриваемых формул с сохранением алгоритмической неразрешимо-
сти. В бескванторную часть рассматриваемых формул входят логические связки ¬ — отри-
цание, & — конъюнкция и ∨ — дизъюнкция и константы 𝑎1, ..., 𝑎𝑚.

Начнем процесс упрощения с удаления отрицания ¬.
Формула Φ называется позитивной, если ее бескванторная часть Ψ не содержит отрица-

ний, т.е. имеет вид
𝑘
∨
𝑖=1

( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 ).

Позитивной теорией 𝑇ℎ+(𝑆𝛼) свободной полугруппы 𝑆𝛼 называется множество всех за-
мкнутых позитивных формул Φ истинных на свободной полугруппе 𝑆𝛼.

В работе [2] замечено, что для любых двух элементов 𝑈 и 𝑉 полугруппы 𝑆𝑚 (𝑚 — произ-
вольное натуральное число) справедлива эквивалентность

𝑈 ̸= 𝑉 ⇐⇒ (∃𝑥)(∃𝑦)(∃𝑧)(
𝑚
∨
𝑖=1

(𝑈 = 𝑉 𝑎𝑖𝑥 ∨ 𝑉 = 𝑈𝑎𝑖𝑥) ∨ (
𝑚
∨

𝑖,𝑗=1, 𝑖 ̸=𝑗
𝑈 = 𝑥𝑎𝑖𝑦&𝑉 = 𝑥𝑎𝑗𝑧)),

поэтому из результата В. Куайна сразу следует алгоритмическая неразрешимость позитив-
ной теории свободной нециклической полугруппы (этот факт в работе В. Куайна не отмеча-
ется).

В работах [3], [4] и [5] результат В. Куайна для конечно порожденных свободных полугрупп
был существенно усилен — последовательно доказано, что

можно построить такое однопараметрическое семейство формул Φ(𝑥) с параметром 𝑥
вида

(∃𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3) (
14⋁︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑎, 𝑏) = 𝑢𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑎, 𝑏)),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному слову 𝐴, элементу сво-
бодной полугруппы 𝑆2, определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆3 позитивная фор-
мула Φ(𝐴).

В работе [4] С. С. Марченкова построено такое однопараметрическое семейство формул
Φ(𝑥) с параметром 𝑥 вида

(∀𝑦)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)(∃𝑥4) (
𝑚⋁︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑎, 𝑏) = 𝑢𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑎, 𝑏)),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному натуральному числу 𝑘
определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆2 позитивная формула Φ(𝑎𝑘).
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В работе [5] получено дальнейшее усиление результатов работ [3] и [4] — построено такое
однопараметрическое семейство формул Φ(𝑥) с параметром 𝑥 вида

(∀𝑦)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3) (
𝑚⋁︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑎, 𝑏) = 𝑢𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑎, 𝑏)),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному натуральному числу 𝑘
определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆2 позитивная формула Φ(𝑎𝑘).

Естественным является вопрос о возможности дальнейшего упрощения бескванторной ча-
сти. В работе Н. К. Косовского [6] построена формула 𝐷𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) вида

(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)(∃𝑥4)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑎, 𝑏)

такая, что для произвольных элементов 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 свободной полугруппы 𝑆𝑚 справедлива
эквивалентность

(𝐴 = 𝐵 ∨ 𝐶 = 𝐷) ⇐⇒ 𝑆𝑚 |= 𝐷𝐾(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷).

Это позволяет исключить знак дизъюнкции ∨ из бескванторной части рассматриваемых фор-
мул, однако приводит к значительному усложнению кванторной приставки.

В работе [5] был несколько усилен результат Н. К. Косовского — построена формула
𝐷𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) вида

(∃𝑥1)(∃𝑥2)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏)

такая, что для произвольных элементов 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 свободной полугруппы 𝑆𝑚 справедлива
эквивалентность

(𝐴 = 𝐵 ∨ 𝐶 = 𝐷) ⇐⇒ 𝑆𝑚 |= 𝐷𝐷(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷).

Это позволяет упростить бескванторную часть рассматриваемых формул, но кванторная при-
ставка, конечно, усложняется. В работе [7] была построена формула 𝐷𝐾𝑀𝑃𝑛(𝑦1, 𝑧1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑧𝑛)
вида

(∃𝑥1)(∃𝑥2)𝑤(𝑦1, 𝑧1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑧𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑦1, 𝑧1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑧𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎, 𝑏)

такая, что для произвольных элементов 𝐴1, 𝐵1, ... , 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 свободной полугруппы 𝑆𝑚 спра-
ведлива эквивалентность

(𝐴1 = 𝐵1 ∨ 𝐴2 = 𝐵2 ∨ . . . ∨ 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛) ⇐⇒ 𝑆𝑚 |= 𝐷𝐾𝑀𝑃𝑛(𝐴1, 𝐵1, . . . , 𝐴𝑛, 𝐵𝑛).

Это позволяет упростить бескванторную часть рассматриваемых в работе [5] формул за счет
незначительного усложнения кванторной приставки. Получаем следующую теорему.

Теорема 1. Можно построить такое однопараметрическое семейство формул Φ(𝑥) с
параметром 𝑥 вида

(∀𝑦)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)(∃𝑥4)(∃𝑥5)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному натуральному числу 𝑘
определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆2 позитивная формула Φ(𝑎𝑘).

Заметим, что в работах [5] и [7] построение формул ведется по методу Н. К. Косовского [6]
с некоторыми усовершенствованиями.

В работе [2] показано, что невозможно построить формулу вида

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑎, 𝑏)
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такую, чтобы для произвольных элементов 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 свободной полугруппы 𝑆𝑚 была
справедлива эквивалентность

(𝐴 = 𝐵 ∨ 𝐶 = 𝐷) ⇐⇒ 𝑆𝑚 |= 𝑤(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝑎, 𝑏).

Поэтому представляет интерес следующий вопрос:
можно ли построить формулу вида

(∃𝑥1)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑥1, 𝑎, 𝑏)

такая, чтобы для произвольных элементов 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 свободной полугруппы 𝑆𝑚 была
справедлива эквивалентность

(𝐴 = 𝐵 ∨ 𝐶 = 𝐷) ⇐⇒ 𝑆𝑚 |= (∃𝑥1)𝑤(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝑥1, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝑥1, 𝑎, 𝑏).

В 1976 году Г. С. Маканин [9] получил фундаментальный результат в теории

уравнений в свободных полугруппах (уравнений в словах) — он построил алгоритм,
позволяющий по произвольной системе уравнений

𝑘
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚)

определить, имеет ли она решение в свободной полугруппе 𝑆𝑚.
Из этого фундаментального результата Г.С. Маканина сразу следует существование ал-

горитма, позволяющего по произвольной замкнутой формуле Φ с кванторной приставкой
типа ∃ ∃ . . . ∃ или типа ∀ ∀ . . . ∀, т.е. для формул вида

(∃𝑥1)(∃𝑥2) . . . (∃𝑥𝑛)Ψ или вида (∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)Ψ,

где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые),

определить, истинна ли она на свободной полугруппе 𝑆𝑚.
В работе [2] показано, что по произвольной замкнутой позитивной формуле Φ с квантор-

ной приставкой типа 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛∀ можно построить замкнутую позитивную формулу Φ*

с кванторной приставкой типа 𝑄1𝑄2 . . . 𝑄𝑛 такую, что

формула Φ истинна на свободной полугруппе 𝑆𝑚 тогда и только тогда, когда на этой
полугруппе истинна формула Φ*.

Поэтому вопрос об истинности на свободной полугруппе 𝑆𝑚 позитивных формул с кван-
торными приставками вида (∃𝑥1) . . . (∃𝑥𝑛)(∀𝑦1) . . . (∀𝑦𝑚) алгоритмически разрешим.

Представляет интерес вопрос об алгоритмической разрешимости проблемы определения
истинности на свободной полугруппе 𝑆2 для позитивных формул с кванторными пристав-
ками вида ∃∀∃∃ и ∃∃∀∃ и произвольной бескванторной частью, а так же для позитивных
формул с кванторными приставками вида ∃∀∃∃∃∃, ∃∃∀∃∃∃, ∃∃∃∀∃∃ и ∃∃∃∃∀∃ и бескван-
торной частью “простейшего” возможного вида 𝑤 = 𝑢.
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3. Фрагменты элементарной теории счетно порожденной
свободной полугруппы

Выше рассматривались конечно порожденные свободные полугруппы. Для счетно порож-
денных свободных полугрупп ситуация несколько иная. С одной стороны, А.Д. Тайманов и
Ю.И. Хмелевский в совместной работе [10] показали, что универсальная теория свободной
полугруппы счетного ранга 𝑆𝜔 алгоритмически разрешима, т.е. существует алгоритм, позво-
ляющий по произвольной формуле вида

(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)Ψ, где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, . . . },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые),

определить, истинна ли она на свободной полугруппе 𝑆𝜔. Аналогично и для формул вида

(∃𝑥1)(∃𝑥2) . . . (∃𝑥𝑛)Ψ, где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, . . . },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые).

Аналогичный результат для конечно порожденных полугрупп, конечно, сразу следует из
фундаментальной теоремы Г.С. Маканина [9], так как в этом случае, как уже отмечалось
выше, отношение 𝑥 ̸= 𝑦 выразимо позитивной ∃-формулой. В случае счетно порожденной
полугруппы такой подход невозможен, поэтому А.Д. Тайманов и Ю.И. Хмелевский исполь-
зовали другой метод. Но возможно и использование теоремы Г.С. Маканина, если заметить,
что для формулы Φ вида

(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)Ψ, где Ψ =
𝑘
∨
𝑖=1

(( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 )& ( &
𝑡∈𝐵𝑖

𝑣𝑖𝑡 ̸= 𝑧𝑖𝑡 )),

где 𝑤𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑡, 𝑧𝑖𝑡 − слова в алфавите {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 },
𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 − множества (возможно пустые),

справедлива эквивалентность

𝑆𝜔 |= Φ ⇐⇒ 𝑆𝑚+2 |= Φ.

Если 𝑆𝜔 |= Φ, то, конечно, и 𝑆𝑚+2 |= Φ.
Для доказательства обратного предположим, что 𝑆𝑚+2 |= Φ. Тогда формула Φ истинна

на ее счетно порожденной подполугруппе

⟨ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1𝑎𝑚+2𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚+1𝑎
2
𝑚+2𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑚+1𝑎

𝑛
𝑚+2𝑎𝑚+1, . . . ⟩.

Отображение 𝜙, заданное равенствами

𝜙(𝑎𝑛) =

{︃
𝑎𝑛 при n = 1, 2, . . . , m ;

𝑎𝑚+1𝑎
𝑛−𝑚
𝑚+2𝑎𝑚+1 при n = m+1, m+2, . . .

,

является изоморфизмом свободной полугруппы 𝑆𝜔 на эту счетно порожденную подполугруп-
пу, поэтому 𝑆𝜔 |= Φ.
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В работе [2] отмечается, что позитивная теория свободной полугруппы 𝑆𝜔 является ре-
курсивно перечислимой и формулируется вопрос о ее рекурсивности (алгоритмической раз-
решимости).

Для установления рекурсивной перечислимости позитивной теории свободной полугруппы
𝑆𝜔 счетного ранга можно воспользоваться конструкцией Ю.И. Мерзлякова из работы [11],
примененной им к свободным группам:

по произвольной позитивной формуле Φ, содержащей лишь свободные образующие 𝑎1, 𝑎2,
..., 𝑎𝑚, можно построить уравнение с ограничениями на решения

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑝) = 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1, . . . , 𝑎𝑝)&
𝑞

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ ⟨ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ⟩,

где ⟨ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ⟩ — подполугруппа, порожденная элементами 𝑎1, ..., 𝑎𝑛𝑖 , 𝑚 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑛2 ≤ . . . ≤
≤ 𝑛𝑞 = 𝑝, такое что

формула Φ истинна на свободной полугруппе 𝑆𝜔 тогда и только тогда, когда это урав-
нение с ограничениями имеет решение в свободной полугруппе 𝑆𝑝.

Ю.М. Важенин и Б.В. Розенблат в работе [12] на базе алгоритма Г.С. Маканина постро-
или алгоритм, позволяющий по произвольной системе уравнений с ограничениями на реше-
ния указанного вида в свободной полугруппе определить, имеет ли она решение и доказали
разрешимость позитивной теории (с константами) свободной полугруппы счетного ранга.
Аналогичным образом Г.С. Маканин [12] используя работу Ю.И. Мерзлякова [13] доказал
разрешимость позитивной теории (с константами) свободной группы любого ранга и класса
всех групп. Алгоритмическая неразрешимость элементарной теории класса всех групп была
установлена А. Тарским еще в 40-ые годы XX века. Из фундаментального результата П.С.
Новикова [14] о существовании конечно определенной группы с неразрешимой проблемой ра-
венства и теоремы Борисова [15] следует, что невозможно построить алгоритм, позволяющий
по произвольной формуле вида

(∀𝑥1)(∀𝑥2)(
12
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2) = 1 → 𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 1)

определить, истинна ли она на каждой группе. При этом можно считать, что слова 𝑤1(𝑥1, 𝑥2),
..., 𝑤12(𝑥1, 𝑥2) фиксированы, а меняется лишь слово 𝑤(𝑥1, 𝑥2).

Из результата Ю.В. Матиясевича [16] о существовании конечно определенной полугруппы
с тремя определяющими соотношениями и неразрешимой проблемой равенства следует, что
невозможно построить алгоритм, позволяющий по произвольной формуле вида

(∀𝑥1)(∀𝑥2)(
3
&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2) = 𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2) → 𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 𝑢(𝑥1, 𝑥2))

определить, истинна ли она на каждой полугруппе. При этом можно считать, что слова
𝑤1(𝑥1, 𝑥2), 𝑢1(𝑥1, 𝑥2)..., 𝑤3(𝑥1, 𝑥2) и 𝑢3(𝑥1, 𝑥2) фиксированы, а меняется лишь слова 𝑤(𝑥1, 𝑥2)
𝑢(𝑥1, 𝑥2).

В работе K.U. Schulz [17] усиливаются результаты Г.С. Маканина, Ю.М. Важенина и Б.В.
Розенблат — путем модификации алгоритма Г.С. Маканина строится алгоритм, позволяющий
по произвольной системе уравнений в свободной полугруппе с ограничениями на решения вида

𝑝

&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚)&
𝑛
&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ 𝐿𝑖,

где 𝐿1, ..., 𝐿𝑛 — регулярные языки, определить, имеет ли эта система решение в свободной
полугруппе 𝑆𝑚. Отметим, что любая конечно порожденная подполугруппа является регуляр-
ным множеством.
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Для установления алгоритмической неразрешимости “простых” фрагментов элементарной
теории счетно порожденной свободной полугруппы 𝑆𝜔 по произвольной конечно определенной
полугруппе

𝑆 = ⟨ 𝑎, 𝑏 |𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 ⟩

без пустых определяющих слов построим формулу Φ𝑆(𝑋,𝑌 ) вида

(∃𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)((𝑐𝑋𝑐𝑥 ̸= 𝑦𝑐𝑎𝑧& 𝑐𝑋𝑐𝑥 ̸= 𝑦𝑐𝑏𝑧)∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑦𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

где при любом 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛: 𝐴𝑛+𝑗 = 𝐵𝑗 и 𝐵𝑛+𝑗 = 𝐴𝑗 .
Для облегчения понимания дальнейших рассуждений заметим, что построенная формула

Φ𝑆(𝑋,𝑌 ) равносильна формуле вида

(∃𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)((𝑐𝑋𝑐𝑥 = 𝑦𝑐𝑎𝑧 ∨ 𝑐𝑋𝑐𝑥 = 𝑦𝑐𝑏𝑧) →

→
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑦𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3).

Лемма 1. Для произвольных непустых слов 𝐴 и 𝐵 в алфавите образующих полугруппы
𝑆 справедлива эквивалентность

слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент полугруппы 𝑆

⇐⇒ на полугруппе 𝑆𝜔 истинна формула Φ𝑆(𝐴,𝐵).

Доказательство. Предположим, что слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент по-
лугруппы 𝑆 (равны в полугруппе 𝑆). Тогда существует такое натуральное число 𝑚 и такая
последовательность слов 𝑊0, 𝑊1, ..., 𝑊𝑚 свободной полугруппы 𝑆2, что

𝑊0 = 𝐴, 𝑊𝑚 = 𝐵 и для любого 0 ≤ 𝑖 < 𝑚 существуют в 𝑆2

такие слова 𝑋1 и 𝑋2,

что 𝑊𝑖 = 𝑋1𝐴𝑖𝑋2 и 𝑊𝑖+1 = 𝑋1𝐵𝑖𝑋2.

Для единообразия рассуждений, можно считать, что 𝑚 ≥ 2.
Полагаем 𝑋0 =𝑊1𝑐 . . . 𝑐𝑊𝑚−1. Нетрудно понять, что на свободной полугруппе 𝑆𝜔 истинна

формула

(∀𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)((𝑐𝐴𝑐𝑋0 ̸= 𝑦𝑐𝑎𝑧& 𝑐𝐴𝑐𝑋0 ̸= 𝑦𝑐𝑏𝑧)∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑦𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

Поэтому на полугруппе 𝑆𝜔 истинна формула Φ𝑆(𝐴,𝐵).
Для доказательства обратного предположим, что на полугруппе 𝑆𝜔 истинна формула

Φ𝑆(𝐴,𝐵). Выберем в полугруппе 𝑆𝜔 такое слово 𝑋0 наименьшей возможной длины, что на
𝑆𝜔 истинна формула

(∀𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)((𝑐𝐴𝑐𝑋0 ̸= 𝑦𝑐𝑎𝑧& 𝑐𝐴𝑐𝑋0 ̸= 𝑦𝑐𝑏𝑧)∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑦𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

Нетрудно понять, что слово 𝑋0 не может быть пустым.
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Построим цепочку элементарных преобразований для полугруппы 𝑆:

𝐴 =𝑊0 → 𝑊1 → . . . → 𝑊𝑚 = 𝐵,

ведущую о слова 𝐴 к слову 𝐵.
Полагаем 𝑊0 = 𝐴.
Взяв в качестве 𝑦 пустое слово, получим, что для некоторых слов 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 и некоторого

𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛) выполняется равенство

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑐𝑋1𝐴𝑗𝑋2𝑐𝑋1𝐵𝑗𝑋2𝑐𝑋3.

Если слово 𝑋1 содержит буквы, отличные от 𝑎 и 𝑏, то слово 𝐴 является его началом и для
некоторого слова 𝑋 ′

0 выполняется равенство

𝑐𝐴𝑐𝑋 ′
0𝑐𝐵𝑐 = 𝑐𝑋1𝐵𝑗𝑋2𝑐𝑋3

и истинна формула

(∀𝑦)(∀𝑧)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)((𝑐𝐴𝑐𝑋 ′
0 ̸= 𝑦𝑐𝑎𝑧& 𝑐𝐴𝑐𝑋0 ̸= 𝑦𝑐𝑏𝑧)∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑦𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

что противоречит предположению о минимальности длины слова 𝑋0. Значит 𝑋0 не содержит
букв отличных от 𝑎 и 𝑏. Но тогда для некоторых слов 𝑋 ′

2 и 𝑋
′′
2 выполняются равенства

𝑋2 = 𝑋 ′
2𝑋

′′
2 &𝐴 = 𝑋1𝐴𝑗𝑋

′
2.

Полагаем 𝑊1 = 𝑋1𝐵𝑗𝑋
′
2.

Для построения слова 𝑊2 берем в качестве слова 𝑦 слово 𝑐𝑋1𝐴𝑗𝑋
′
2 и аналогичное рассуж-

дение дает преобразование

𝑋1𝐵𝑗𝑋
′
2 =𝑊1 → 𝑊2.

В результате получаем цепочку элементарных преобразований для полугруппы 𝑆:

𝐴 =𝑊0 → 𝑊1 → . . . → 𝑊𝑚 = 𝐵,

ведущую о слова 𝐴 к слову 𝐵.
2

Взяв в качестве полугруппы 𝑆 полугруппу с непустыми определяющими словами и с ал-
горитмически неразрешимой проблемой равенства непустому слову 𝐵, получим

Теорема 2. Элементарная ∃∀2∃3-теория свободной полугруппы 𝑆𝜔 счетного ранга ал-
горитмически неразрешима.

Рассматриваемую в приведенных доказательствах формулу Φ𝑆(𝐴,𝐵) можно привести к
виду

(∃𝑥)(∀𝑦1)(∀𝑦2)(∀𝑦3)(∀𝑦4)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)(∃𝑥4)(∃𝑥5)(𝑢 ̸= 𝑣 ∨ 𝑤1 = 𝑤2),

т.е. виду

(∃𝑥)(∀𝑦1)(∀𝑦2)(∀𝑦3)(∀𝑦4)(∃𝑥1)(∃𝑥2)(∃𝑥3)(∃𝑥4)(∃𝑥5)(𝑢 → 𝑣 → 𝑤1 = 𝑤2).
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4. Формулы с ограниченными кванторами на свободных
полугруппах

В ряде работ на полугруппе 𝑆𝑚 рассматриваются два отношения частичного порядка ≤ и
⊆, определяемые естественным образом

для произвольных элементов 𝑋 и 𝑌 полугруппы 𝑆𝑚:

𝑋 ≤ 𝑌 ⇐⇒ существует такой элемент 𝑍 полугруппы 𝑆𝑚, что 𝑌 = 𝑋𝑍;

𝑋 ⊆ 𝑌 ⇐⇒ существуют такие элементы 𝑈 и 𝑍 полугруппы 𝑆𝑚, что 𝑌 = 𝑈𝑋𝑍.

Это позволяет рассматривать формулы с ограниченными кванторами вида (𝑄𝑧)𝑧≤𝑡 и (𝑄𝑧)𝑧⊆𝑡,
где 𝑄 — это ∀ или ∃, а 𝑡 — слово от переменных и образующих полугруппы 𝑆𝑚, не содержащее
переменной 𝑧.

По произвольной конечно определенной полугруппе

𝑆 = ⟨ 𝑎, 𝑏 |𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 ⟩

без пустых определяющих слов построим формулу Φ′
𝑆(𝑋,𝑌 ) вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧≤𝑐𝑋𝑐𝑥(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐
(𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑧𝑎𝑥1 ∨ 𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑧𝑏𝑥1 ∨ 𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑧𝑐𝑌 𝑐∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑧𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

где при любом 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛: 𝐴𝑛+𝑗 = 𝐵𝑗 и 𝐵𝑛+𝑗 = 𝐴𝑗 .

Лемма 2. Для произвольных непустых слов 𝐴 и 𝐵 в алфавите образующих полугруппы
𝑆 справедлива эквивалентность

слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент полугруппы 𝑆

⇐⇒ на полугруппе 𝑆3 истинна формула Φ′
𝑆(𝐴,𝐵).

Доказательство. Предположим, что слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент по-
лугруппы 𝑆 (равны в полугруппе 𝑆). Тогда существует такое натуральное число 𝑚 и такая
последовательность слов 𝑊0, 𝑊1, ..., 𝑊𝑚 свободной полугруппы 𝑆2, что

𝑊0 = 𝐴, 𝑊𝑚 = 𝐵 и для любого 0 ≤ 𝑖 < 𝑚 существуют в 𝑆2

такие слова 𝑋1 и 𝑋2,

что 𝑊𝑖 = 𝑋1𝐴𝑖𝑋2 и 𝑊𝑖+1 = 𝑋1𝐵𝑖𝑋2.

Полагаем 𝑋0 = 𝑐𝐴𝑐𝑊1𝑐 . . . 𝑐𝑊𝑚−1. Нетрудно понять, что на свободной полугруппе 𝑆3 ис-
тинна формула

(∀𝑧)𝑧≤𝑐𝐴𝑐𝑋0(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐

(𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑎𝑥1 ∨ 𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑏𝑥1 ∨ 𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑐𝐵𝑐∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3).

Поэтому на полугруппе 𝑆3 истинна формула Φ′
𝑆(𝐴,𝐵).
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Для доказательства обратного предположим, что на полугруппе 𝑆3 истинна формула
Φ′
𝑆(𝐴,𝐵). Выберем в полугруппе 𝑆3 такое слово 𝑋0, что на 𝑆3 истинна формула

(∀𝑧)𝑧≤𝑐𝐴𝑐𝑋0(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐

(𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑎𝑥1 ∨ 𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑏𝑥1 ∨ 𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑐𝐵𝑐∨

∨
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑧𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3).

Существует такое натуральное число 𝑚, такие слова 𝑊𝑚 = 𝐴, 𝑊𝑚−1, ..., 𝑊1 и 𝑊0 = 𝐵
полугруппы 𝑆2 и такие натуральные числа 𝛼0 = 1, 𝛼1, ..., 𝛼𝑚 и 𝛼𝑚+1 = 1, что

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑐𝑊𝑚𝑐
𝛼𝑚𝑊𝑚−1𝑐

𝛼𝑚−1𝑊𝑚−2𝑐
𝛼𝑚−3 . . . 𝑐𝛼2𝑊1𝑐

𝛼1𝑊0𝑐.

Индукцией по 𝑡 докажем, что 𝑊𝑡 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆. Предположим, что 𝑚 ≥ 𝑡 > 0 и
при любом 𝑡 > 𝑖 ≥ 0: 𝑊𝑖 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆.

Полагаем: при 𝑡 < 𝑚 𝑍0 — это слово

𝑐𝑊𝑚𝑐
𝛼𝑚𝑊𝑚−1𝑐

𝛼𝑚−1𝑊𝑚−2𝑐
𝛼𝑚−3 . . . 𝑐𝛼𝑡+3𝑊𝑡+2𝑐

𝛼𝑡+2𝑊𝑡+1𝑐
𝛼𝑡+1−1,

а при 𝑡 = 𝑚 𝑍0 — это пустое слово. Тогда для некоторого слова 𝑈 в свободной полугруппе 𝑆3
выполнено равенство 𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑍0𝑐𝑈 . Поэтому существуют такие слова 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3, что
выполняется равенство

𝑐𝐴𝑐𝑋0𝑐𝐵𝑐 = 𝑍0𝑐𝑋1𝐴𝑖𝑋2𝑐𝑋1𝐵𝑖𝑋2𝑐𝑋3 = 𝑍0𝑐𝑊𝑡𝑐
𝛼𝑡 . . . 𝑐𝛼2𝑊1𝑐

𝛼1𝑊0𝑐.

1) Если в слова 𝑋1 и 𝑋2 не входит буква 𝑐 (они элементы полугруппы 𝑆2), то

𝑊𝑡 = 𝑋1𝐴𝑖𝑋2 и𝑊𝑡−1 = 𝑋1𝐵𝑖𝑋2.

Тогда 𝑊𝑡 равно 𝑊𝑡−1 в полугруппе 𝑆, а по индуктивному предположению 𝑊𝑡−1 равно 𝑊0 в
полугруппе 𝑆. Значит 𝑊𝑡 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆.

2) Если в слово 𝑋1 входит буква 𝑐, то существует такое слово 𝑋1𝑟 полугруппы 𝑆3, что

𝑐𝑋1 = 𝑐𝑊𝑡𝑐𝑋1𝑟.

Поэтому существует 𝑗 < 𝑡 такое, что 𝑊𝑡 = 𝑊𝑗 . По индуктивному предположению 𝑊𝑗 равно
𝑊0 в полугруппе 𝑆. Значит 𝑊𝑡 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆.

3) Предположим, что буква 𝑐 не входит в слово 𝑋1, но входит в слово 𝑋2. В этом случае
существует такое слово 𝑋2𝑙 полугруппы 𝑆2 и такое слово 𝑋2𝑟 полугруппы 𝑆3, что

𝑋2 = 𝑋2𝑙𝑐𝑋2𝑟, 𝑐𝑊𝑡𝑐 = 𝑐𝑋1𝐴𝑖𝑋2𝑙𝑐 𝑊𝑡 = 𝑋1𝐴𝑖𝑋2𝑙.

Существует 𝑗 < 𝑡 такое, что 𝑐𝑋1𝐵𝑖𝑋2𝑙𝑐 = 𝑐𝑊𝑗𝑐. Значит 𝑋1𝐵𝑖𝑋2𝑙 = 𝑊𝑗 . По индуктивному
предположению 𝑊𝑗 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆. Значит 𝑊𝑡 равно 𝑊0 в полугруппе 𝑆.

2

Для удаления из формулы знака дизъюнкции ∨ воспользуемся обозначениями и резуль-
татами работы [7]. Следуя этой работе полагаем для произвольного слова 𝑤 ⟨𝑤⟩ = 𝑤𝑎𝑤𝑏. В
цитируемой работе доказана эквивалентность для произвольной полугруппы 𝑆𝑚 (𝑚 ≥ 2)

𝑛
∨
𝑖=1

𝑊 = 𝑊𝑖 ⇐⇒ (∃𝑍)(∃𝑍 ′)𝑈 = 𝑍𝑉 𝑍 ′,

где 𝑣 = 𝑊𝑊1 . . .𝑊𝑛, 𝑉 = ⟨𝑣⟩2𝑊 ⟨𝑣⟩2, 𝑈 = ⟨𝑣⟩2𝑊1⟨𝑣⟩2𝑊2⟨𝑣⟩2 . . . ⟨𝑣⟩2𝑊𝑛⟨𝑣⟩2.
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Легко видеть, что 𝑍,𝑍 ′ ⊆ 𝑈 . Это дает возможность по формуле Φ′
𝑆(𝑋,𝑌 ) построить формулу

Φ𝑆(𝑋,𝑌 ) вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧≤𝑡(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑡1(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑡1(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑡1(∃𝑥4)𝑥4⊆𝑡2(∃𝑥5)𝑥5⊆𝑡2𝑤 = 𝑣,

где 𝑡 = 𝑐𝑋𝑐𝑥, 𝑡1 = 𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐, 𝑡2 = 𝑈

такую, что для произвольных непустых слов 𝐴 и 𝐵 в алфавите образующих полугруппы 𝑆
справедлива эквивалентность

слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент полугруппы 𝑆

⇐⇒ на полугруппе 𝑆3 истинна формула Φ𝑆(𝐴,𝐵).

Взяв в качестве полугруппы 𝑆 полугруппу с непустыми определяющими словами и с алго-
ритмически неразрешимой проблемой равенства непустому слову 𝐵, а в качестве формулы
Φ𝑆(𝑋) — формулу Φ𝑆(𝑋,𝐵), получим

Теорема 3. Можно построить такое однопараметрическое семейство формул Φ𝑆(𝑋)
с параметром 𝑋 вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧≤𝑡(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑡1(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑡1(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑡1(∃𝑥4)𝑥4⊆𝑡2(∃𝑥5)𝑥5⊆𝑡2
𝑤(𝑋,𝑥, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑢(𝑋,𝑥, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏, 𝑐),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному слову 𝐴, элементу сво-
бодной полугруппы 𝑆2, определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆3 позитивная фор-
мула Φ𝑆(𝐴).

Заметим, что в рассматриваемых формулах только один неограниченный квантор ∃, а
вопрос об истинности на произвольной свободной полугруппе 𝑆𝑚 формул, в кванторных при-
ставках которых все кванторы ограниченные, и произвольной бескванторной частью алго-
ритмически разрешим.

По произвольной конечно определенной полугруппе

𝑆 = ⟨ 𝑎, 𝑏 |𝐴1 = 𝐵1, . . . , 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 ⟩

без пустых определяющих слов построим формулу Φ′
𝑆
𝜔(𝑋,𝑌 ) вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧𝑐≤𝑐𝑋𝑐𝑥(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐

(
2𝑛
∨
𝑖=1

𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐 = 𝑧𝑐𝑥1𝐴𝑖𝑥2𝑐𝑥1𝐵𝑖𝑥2𝑐𝑥3),

где при любом 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛: 𝐴𝑛+𝑗 = 𝐵𝑗 и 𝐵𝑛+𝑗 = 𝐴𝑗 .
Доказательство следующей леммы проходит по той же схеме, что и доказательство лемм

2 и 1.

Лемма 3. Для произвольных непустых слов 𝐴 и 𝐵 в алфавите образующих полугруппы
𝑆 справедлива эквивалентность

слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент полугруппы 𝑆

⇐⇒ на полугруппе 𝑆𝜔 истинна формула Φ′
𝑆
𝜔
(𝐴,𝐵).
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По той же схеме, что и выше, из формулы Φ′
𝑆
𝜔(𝐴,𝐵) удаляем знак дизъюнкции ∨. Получим

формулу Φ𝑆
𝜔(𝑋,𝑌 ) вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧𝑐≤𝑡(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑡1(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑡1(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑡1(∃𝑥4)𝑥4⊆𝑡2(∃𝑥5)𝑥5⊆𝑡2𝑤 = 𝑣,

где 𝑡 = 𝑐𝑋𝑐𝑥, 𝑡1 = 𝑐𝑋𝑐𝑥𝑐𝑌 𝑐, 𝑡2 = 𝑈

такую, что для произвольных непустых слов 𝐴 и 𝐵 в алфавите образующих полугруппы 𝑆
справедлива эквивалентность

слова 𝐴 и 𝐵 задают один и тот же элемент полугруппы 𝑆

⇐⇒ на полугруппе 𝑆𝜔 истинна формула Φ𝑆
𝜔(𝐴,𝐵).

Взяв в качестве полугруппы 𝑆 полугруппу с непустыми определяющими словами и с ал-
горитмически неразрешимой проблемой равенства непустому слову 𝐵, а в качестве формулы
Φ𝑆

𝜔(𝑋) — формулу Φ𝑆
𝜔(𝑋,𝐵), получим

Теорема 4. Можно построить такое однопараметрическое семейство формул Φ𝑆
𝜔(𝑋)

с параметром 𝑋 вида

(∃𝑥)(∀𝑧)𝑧𝑐≤𝑡(∃𝑥1)𝑥1⊆𝑡1(∃𝑥2)𝑥2⊆𝑡1(∃𝑥3)𝑥3⊆𝑡1(∃𝑥4)𝑥4⊆𝑡2(∃𝑥5)𝑥5⊆𝑡2
𝑤(𝑋,𝑥, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑢(𝑋,𝑥, 𝑧, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑎, 𝑏, 𝑐),

что невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольному слову 𝐴, элементу сво-
бодной полугруппы 𝑆2, определить, истинна ли на свободной полугруппе 𝑆𝜔 позитивная фор-
мула Φ𝑆

𝜔(𝐴).

Заметим, что в рассматриваемых формулах только один неограниченный квантор ∃, а
вопрос об истинности на произвольной свободной полугруппе 𝑆𝑚 формул, в кванторных при-
ставках которых все кванторы ограниченные, и произвольной бескванторной частью алго-
ритмически разрешим.

Выше рассматривались формулы, содержащие в виде констант образующие элементы сво-
бодных полугрупп (формулы с константами) и основное внимание уделялось возможности
упрощения кванторной приставки и бескванторной части путем удаления пропозициональ-
ных связок, с сохранением алгоритмической неразрешимости.

Естественно возникает вопрос о возможности удаления констант из бескванторной части
формул. Интересные результаты в этом направлении получил Перязев Н.А.: в работе [18] и
в ряде других своих работ он доказал, в частности, что при 2 ≤ 𝑛 < 𝑚 позитивные теории
свободных моноидов 𝑆𝑛 и 𝑆𝑚 (свободных полугрупп с единицей) в сигнатуре ⟨·, 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−2⟩
совпадают,

при 𝑛 ≥ 2 позитивная теория 𝑇ℎ+(𝑆𝑛) свободного моноида 𝑆𝑛 (свободной полугруп-
пы с единицей) в сигнатуре ⟨·, 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−2⟩ алгоритмически разрешима, а в сигнатуре
⟨·, 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1⟩ алгоритмически неразрешима.

В частности это означает, что позитивная формула Φ без констант, т.е. имеющая вид

(𝑄1 𝑥1)(𝑄2 𝑥2) . . . (𝑄𝑚 𝑥𝑚)
𝑘
∨
𝑖=1

( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑢𝑖𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ).

истинна на свободном моноиде 𝑆2 (свободной полугруппе с единицей) тогда и только тогда,
когда она истинна на любом свободном моноиде 𝑆𝑛 (𝑛 ≥ 2),

позитивная формула Φ без констант истинна на свободном моноиде 𝑆2 тогда и только
тогда, когда она истинна на счетнопорожденном свободном моноиде 𝑆𝜔,
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при любом 𝑛 позитивная теория без констант свободного моноида 𝑆𝑛 алгоритмически
разрешима.

Однако при удалении из бескванторной части формул констант усложняется квантор-
ная приставка, а при 𝑛 = 2 нельзя удалить конъюнкцию & и дизъюнкцию ∨ (без использова-
ния двух констант).

Нетрудно понять, что справедлива следующая эквивалентность:
позитивная формула Φ с одной константой, имеющая вид

(∀𝑥)(∃𝑥1)(∃𝑥2) . . . (∃𝑥𝑚)
𝑘
∨
𝑖=1

( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑎) = 𝑢𝑖𝑗(𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑎)),

истинна на свободном моноиде 𝑆2 тогда и только тогда, когда на нем истинна формула

𝑘
∨
𝑖=1

( &
𝑗∈𝐴𝑖

𝑤𝑖𝑗(𝑏, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑎) = 𝑢𝑖𝑗(𝑏, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑎)).

Так как по теореме Г.С. Маканина [9] последний вопрос алгоритмически разрешим, то пози-
тивная ∀∃𝑚-теория с одной константой свободного моноида 𝑆2 алгоритмически разрешима
при любом 𝑚.

Интересно сравнить этот факт с алгоритмической неразрешимостью позитивной ∀∃3-
теории с двумя константами свободного моноида 𝑆2 [5].

5. Заключение

В статье доказана алгоритмическая неразрешимость ∃∀2∃3-теории свободной полугруп-
пы счетного ранга, алгоритмическая неразрешимость позитивной ∀∃5-теории свободной по-
лугруппы ранга 2 с бескванторной частью “простейшего” вида 𝑤 = 𝑢 и алгоритмическая
неразрешимость позитивной ∃∀≤∃5⊆-теории свободной полугруппы ранга 3 с с бескванторной
частью “простейшего” вида 𝑤 = 𝑢.

Поэтому, на наш взгляд, представляет интерес вопрос об алгоритмической разрешимости
∃∀∃3-теории и ∀2∃3-теории свободной полугруппы счетного ранга и об алгоритмической раз-
решимости позитивной ∃∀∃2-теории ∃2∀∃-теории свободных полугрупп ранга 2 и 3. Заметим,
что при любых 𝑚 и 𝑝 позитивная ∃𝑚∀𝑝-теория любой свободной полугруппы алгоритмически
разрешима.

Формула (∀𝑥)(∃𝑦)(𝑥𝑥 = 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑎𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑏𝑦) истинна на свободном моноиде 𝑆2, но ложна
на свободном моноиде 𝑆3. Удалив знак дизъюнкции ∨, получим формулу вида

(∀𝑥)(∃𝑦)(∃𝑦1)(∃𝑦2)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑦1, 𝑦2, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑦1, 𝑦2, 𝑎, 𝑏),

истинную на свободном моноиде 𝑆2, но ложную на свободном моноиде 𝑆3.
Возникает вопрос, можно ли построить формулу вида

(∀𝑥)(∃𝑦)(∃𝑦1)𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑦1, 𝑎, 𝑏) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑦1, 𝑎, 𝑏),

истинную на свободном моноиде 𝑆2, но ложную на свободном моноиде 𝑆3?
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