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Аннотация

В статье предложен метод спектральных элементов, построенных на полиноме Лежанд-
ра для плоских стационарных задач упруго-пластического течения при больших дефор-
мациях. Метод спектральных элементов основывается на вариационном принципе, методе
Галеркина. Решение указанных задач обладает феноменом локализации пластических де-
формаций в узких областях - линиях скольжения. Исследована возможность применения
спектрального элемента для численного решения указанных задач с разрывными решения-
ми. Условие текучести материала - критерий Мизеса. Напряжения интегрируются методом
радиального возврата по неявной обратной схеме Эйлера. Система нелинейных алгебраи-
ческих уравнений решается итерационным методом Ньютона. Приведено численное реше-
ние примера растяжения полосы, ослабленной вырезами с круговым основанием, в плоском
напряженном и плоском деформированном состояниях. Получены кинематические поля и
предельная нагрузка. Приведены сравнения численных результатов с аналитическим ре-
шением, полученным для несжимаемых сред, построенным методом характеристик.

Ключевые слова: спектральный элемент, феномен локализации, пластичность, метод
характеристик, конечные деформации, итерационный метод Ньютона
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Abstract

In paper the method of spectral elements based on the Legendre polynomial for time-
independent elastic-plastic plane problems at large strains is proposed. The method of spectral
elements is based on the variational principle (Galerkin’s method). The solution of these
problems has the phenomenon of localization of plastic deformations in narrow areas called
slip-line or shear band. The possibility of using a spectral element for the numerical solution of
these problems with discontinuous solutions is investigated. The yield condition of the material
is the von Mises criterion. The stresses are integrated by the radial return method by backward
implicit Euler scheme. The system of nonlinear algebraic equations is solved by the Newton’s
iterative method. A numerical solution is given of an example of stretching a strip weakened by
cuts with a circular base in a plane stress and plane deformed state. Kinematic fields and limit
load are obtained. Comparisons of numerical results with the analytical solution obtained for
incompressible media constructed by the method of characteristics are presented
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1. Введение

Пластическое течение как металлов, так и геоматериалов, при значительных деформаци-
ях имеет свойство локализации пластических деформаций в некоторой области. При опре-
деленных условиях напряженно-деформированного состояния известен феномен интенсив-
ной локализации сдвиговых пластических деформаций в узких областях, называемых лини-
ями скольжения (shear band). Феномен достаточно хорошо изучен и описан в литературе
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Теоретический анализ, приведенный в литературе, показывет равенство
нулю толщины линий скольжения и также, вызываемые их наличием, неединственность и
разрывность решения.

Сложность конечно-элементного моделирования процесса формирования линий скольже-
ния связана с тем, что стандартные конечно-элементные формулировки не допускают разрыв-
ных решений внутри элементов.

В данной статье для приближенного моделирования разрывных решений используются
полиномиальные элементы высокого порядка, назывемые спектральными элементами. Пер-
воначально спектральный элемент, построенный на полиноме Чебышева, был предложен для
задач вычислительной гидродинамики [14]. В работе [15] спектральный элемент предложен
с полиномом Лежандра. Отметим связь задачи об определении узлов интерполяции в спек-
тральном элементе с задачей построения оптимальных кубатурных формул [16]. Спектраль-
ные элементы являются аналогом ℎ−𝑝 элемента [13]; применяются в различных дисциплинах:
гидродинамика, акустические волны, геофизика, медицина. В задачах упруго-пластического
деформирования метод не сильно распространен, например, в [20] рассмотрены задачи упру-
гости для околонесжимаемых сред; в [18, 19] рассмотрено применение метода к пластическому
деформированию сыпучих дилатирующих сред; обоими авторами решение получено с опре-
деляющими соотношениями в малых деформациях.

В данной статье метод спектральных элементов на указанных задачах исследован, учи-
тывая конечность деформаций. Формирование линий скольжения рассмотрено на примере
растяжения полосы, ослабленной вырезами с круговым основанием в условиях плоского де-
формированного и плоского напряженного состояний. Для данного примера существует по-
строенное в рамках несжимаемого тела аналитическое решение. Ранее в [21] смоделировано
развитие больших деформаций в объемном случае c локализацией и образованием “шейки”,
применяя стандартный квадратичный изопараметрический конечный элемент.

2. Основные уравнения

2.1. Формулировка задачи

Рассматривается статическая задача с учетом конечности деформаций. Уравнение равно-
весия без инерционных членов в координатах деформированного состояния:

∇ · 𝜎 + 𝑓 = 0 (1)
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с граничными условиями:
u = ū на Γ𝑢
𝜎 · 𝑛 = 𝑡𝑛 на Γ𝑡,

где 𝜎− напряжения Коши, 𝑓 − вектр массовых сил
Уравнение равновесия в слабой формулировке:∫︁

Ω

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
· 𝜎𝑑Ω =

∫︁
Ω
𝛿𝑢 · 𝑓𝑑Ω+

∫︁
Γ𝑡

𝛿𝑢 · 𝑡𝑛𝑑Γ𝑡, (2)

где 𝛿𝑢− вариация допустимых перемещений.

2.2. Спектральная интерполяция

Перемещение ищется в виде:

u =
𝑛∑︁
𝑎

𝑁𝑎(𝜉)ũa. (3)

В спектральном элементе Лежандра функция формы элемента 𝑁𝑎 определяется как тен-
зорное произведение одномерных полиномов Лагранжа степени 𝑛 = 𝑁 − 1 в узлах интерпо-
ляции Гаусса - Лобатто - Лежандра (GLL)

𝑙𝑛𝑎 (𝜉) =

𝑁∏︁
𝑏=1;𝑎̸=𝑏

𝜉 − 𝜉𝑏
𝜉𝑎 − 𝜉𝑏

𝑁𝑎 = 𝑙𝑛𝑖 (𝜉𝑎)𝑙
𝑛
𝑗 (𝜂𝑎),

где 𝑖 ≤ 𝑁, 𝑗 ≤ 𝑁− индексы узла 𝑎, 𝜉, 𝜂− координаты на референсном квадрате. Координаты
точек GLL определяются как корни уравнения: (1− 𝜉2)𝑃 ′

𝑛(𝜉) = 0, где 𝑃𝑛− полином Лежандра
степени 𝑛.

Для случая 𝑛 = 1 получается простой результат для изопараметрического элемента:
𝑁𝑎 =

1
4(1 + 𝜉𝑎𝜉)(1 + 𝜂𝑎𝜂).

2.3. Кинематические соотношения

Аффинор деформаций определяется через градиент вектора перемещений u следующим
образом [12]:

Ψ = I+
0
∇ u. (4)

Здесь I — единичный тензор.
Тензорные меры деформаций Грина C и Фингера b определяются через аффинор дефор-

маций:

C = Ψ ·Ψ*, b = Ψ* ·Ψ,

символ * обозначает транспонирование.
Соотношение для кратности изменения элементарного объёма:

𝐽 = detΨ. (5)

Тензор деформации Грина:

E =
1

2
(C− I)
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Вариация тензора деформации Грина выражается через вариацию тензора малых деформаций
𝜀 и аффинор деформаций:

𝛿𝐸𝑘𝑙 =
1

2
(
𝜕𝛿𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝛿𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)Ψ𝑖𝑘Ψ𝑗𝑙 = 𝛿𝜀𝑖𝑗Ψ𝑖𝑘Ψ𝑗𝑙

2.4. Уравнения Галеркина

Подставляя перемещения (3) в уравнения в слабой формулировке (2) получим систему
уравнений Галеркина при больших деформациях:

𝐾u = 𝐹,

где 𝐾 =
∫︀
Ω𝐵

𝑇aep𝐵𝑑Ω+
∫︀
Ω
𝜕𝑁𝑎
𝜕𝑥𝑖

𝜎 𝜕𝑁𝑏
𝜕𝑥𝑗

𝑑Ω,

𝐹 =
∫︀
Ω𝑁

𝑇 𝑓𝑑Ω+
∫︀
Γ𝑡
𝑁𝑇 𝑡𝑛𝑑Γ𝑡 −

∫︀
𝜔 𝐵

𝑇𝜎𝑑Ω,

𝐵𝑎 =

(︃
𝜕𝑁
𝜕𝑥1

0 𝜕𝑁
𝜕𝑥2

0 𝜕𝑁
𝜕𝑥2

𝜕𝑁
𝜕𝑥1

)︃
,

aep — линеаризованная тангенциальная определяющая матрица.
Система нелинейных алгебраических уравнений решается итерационным методом Ньюто-

на - Рафсона. Для улучшения сходимости используется метод продолжения по параметру.

2.5. Определяющие соотношения для упругопластического материала

В случае конечных деформаций аффинор деформаций можно разложить на упругую и
пластическую мультипликативные составляющие [8, 9]: Ψ = Ψ𝑝 ·Ψ𝑒.

Упругое поведение материала характеризуется определяющими соотношениями для ги-
перупругого материала. Эти соотношения записываются в виде, который позволяет не ис-
пользовать объективные скорости напряжений. Функция накопленной энергии деформации
(упругий потенциал) представляется следующим образом:

𝒲 = 𝑈(𝐽𝑒) +𝑊 (b̄𝑒) =
1

2
𝐾(

1

2
(𝐽𝑒

2 − 1)− ln 𝐽𝑒) +
1

2
𝜇(tr(b̄𝑒)− 3), (6)

где b̄𝑒 = Ψ̄𝑒* · Ψ̄𝑒 — сохраняющая объем часть тензора меры упругих деформаций Фингера;
Ψ̄𝑒 = 𝐽− 1

3Ψ𝑒 — сохраняющая объем часть аффинора упругой деформации; 𝐾, 𝜇 — упругие
модули объемного сжатия и сдвига; tr — первый инвариант тензора второго ранга.

Тензор напряжений Кирхгофа выражается через упругий потенциал следующим образом:

𝜏 = 2Ψ𝑒* · 𝜕𝒲
𝜕C𝑒

·Ψ𝑒. (7)

Для упругого потенциала, записанного в форме (6), выражение (7) имеет вид

𝜏 =
𝐾

2
𝐽𝑒(𝐽𝑒 − 1

𝐽𝑒
)I+ 𝜇 dev[b̄𝑒],

здесь dev — девиатор тензора. Напряжения Коши связаны с напряжениями Кирхгофа:

𝜎 =
1

𝐽
𝜏

Условие пластичности Мизеса, записанное в напряжениях Кирхгофа:

𝑓𝑦(𝜏 , 𝛼) = ||dev(𝜏 )|| − (ℎ(𝛼) + 𝜎0), (8)
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где ||dev(𝜏 )|| =
√︀
dev(𝜏 ) · · dev(𝜏 ), 𝜎0 — предел текучести, ℎ(𝛼) — функция упрочнения. Ассо-

циированный с функцией (8) закон течения [10]:

Ċ𝑝−1
= −2

3
𝜆𝑡𝑟(b̄𝑒)Ψ−1* · 𝑛 ·Ψ−1, ℒ𝑣b̄𝑒 = −

2

3
𝜆𝑡𝑟(b̄𝑒) · 𝑛, (9)

где ℒ𝑣− производная Ли, 𝑛 = dev(𝜏 )
||dev(𝜏 )||− нормаль к поверхности напряжений, 𝜆− множи-

тель Лагранжа, для условия Мизеса равный:

𝛼̇ =
√︁

2
3𝜆

Замыкающиим сотношениями, котрым соответствует внутренняя переменная 𝛼 являются
условие Куна - Таккера:

𝑓(𝜏, 𝛼) ≤ 0, 𝛼̇ ≥ 0, 𝛼̇𝑓(𝜏, 𝛼) = 0

и условие совместности:

𝜆𝑓(𝜏, 𝛼) = 0. (10)

Уравнения (9) итегрируются по обратной неявной схеме Эйлера; обновление напряжений
производится методом радиального возврата [11].

Линеаризованная тангенциальная определяющая матрица выписывается из условия сов-
местности (10):

aep = ae −
∇𝜎𝑓

𝑇ae
⨂︀

aTe ∇𝜎𝑓

ℋ+∇𝜎𝑓𝑇ae∇𝜎𝑓

3. Метод характеристик

В случае несжимаемого материала при малых деформациях решение плоской задачи вос-
станавливается методом характеристик [1, 2, 3].

В плоском деформированном состоянии система уравнений равновесия является гипер-
болической, линии скольжения являются ее характеристиками. Направления 𝛼 и 𝛽 линий
скольжения определяются свободной от нагрузок формой границы. В нашем случае полосы с
вырезами с круговым основанием семейства 𝛼 и 𝛽 будут гиперболическими спиралями, Рис. 1a.
Окружное напряжение в окрестности вырезов определяется по формуле 𝜎𝜑 = 𝜎0𝑙𝑛(1+

𝑟
𝑎), где

r расстояние от центра окружности. Элементарная предельная нагрузка равна 𝑃 *
0 = 4√

3
ℎ𝜎0,

𝜎0 - предел текучести. Отношение 𝑃 */𝑃 *
0 (коэффициент усиления) выражается следующей

формулой:

𝑃 */𝑃 *
0 =

(︀
1 +

𝑎

ℎ

)︀
𝑙𝑛
(︀
1 +

ℎ

𝑎

)︀
.

Угол 𝛾 половины раствора дуги 𝐴𝐵, Рис. 1a, зависит от ℎ : 𝛾 = 𝑙𝑛
(︀
1 + ℎ

𝑎

)︀
.

В плоском напряженном состоянии решение получено в [3]. В окресности свободной грани-
цы уравнения гиперболичесие. Два семейства 𝛼 и 𝛽, исходящих от границы линий (Рис. 1b) в
точке 𝑂 сливаются в одну линию, где уравнения становятся параболическими. Элементарная
предельная нагрузка равна 𝑃 *

0 = 2ℎ𝜎0. Отношение 𝑃 */𝑃 *
0 при ℎ 6 1.07 равняется:

𝑃 */𝑃 *
0 ≈ 1 + 0.23

ℎ

𝑎+ ℎ
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(a) Плоское деформированное состояние

2γ

a

h

A

B

O

P

P

(b) Плоское напряженное состояние

Рис. 1: Вид линий скольжения в области пластического течения

4. Результат численного решения

Полоса шириной 2𝑙 = 200мм, высотой 4𝑙 имеет вырезы с круговыми основаниями радиуса
𝑎 = 𝑙/2, ширина шейки ℎ = 𝑎, ℎ = 1.07𝑎 в случаях плоского деформированного и плоского на-
пряженного состояний, соответственно. Рассчитана четверть полосы с условиями симметрии
на границах; на верхней границе прикладывается перемещение, Рис. 1, 2. Материал рассмот-
рен близким к несжимаемому с модулемЮнга 𝐸 = 100ГПа, коэффициентом Пуассона 𝜈 = 0.49
и постоянным пределом текучести 𝜎0 = 5МПа; упрочнение и разупрочнение не применяются.

Зависимости предельной нагрузки от перемещения показаны на Рис. 3. Из рисунка видно
соответствие численных значений с аналитическими. Локализация пластических деформа-
ций начинается при достижения нагрузкой максимального значения. На Рис. 4, 5 показана
динамика формирования линий скольжения. С увеличением степени интерполяции элемента
толщина линий уменьшается. Вдоль линий скольжения в плоском напряженном состоянии в
отличии от плоского деформированного состояния наблюдается разрыв не только касатель-

Рис. 2: Конечно-элементная сетка



Спектральный элемент Лежандра в задачах локализации. . . 313

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Óäëèíåíèå✱ l/100

Ï
ð
åä
åë
ü
í
à
ÿ
í
à
ãð
ó
çê
à
P
/P

∗ 0

×èñëåííûé ðåçóëüòàò

❒åòîä õàðàêòåðèñòèê

(a) Плоское деформированное состояние

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Óäëèíåíèå✱ l/100

Ï
ð
åä
åë
ü
í
à
ÿ
í
à
ãð
ó
çê
à
P
/P

∗ 0

×èñëåííûé ðåçóëüòàò

❒åòîä õàðàêòåðèñòèê

(b) Плоское напряженное состояние

Рис. 3: Зависимость коэфффициента усиления предельной нагрузки от удлинения

(a) u = 0.1 (b) u = 0.21 (c) u=0.24 (d) u=2.4

Рис. 4: Формирование линий скольжения в плоском деформированном состоянии. Интенсив-
ность пластических деформаций.

(a) u = 0.075 (b) u = 0.1 (c) u=0.13 (d) u=1.2

Рис. 5: Формирование линий скольжения в плоском плоском напряженном состоянии. Интен-
сивность пластических деформаций.

ных перемещений, но и нормальных. В местах локализации при дальнейшем деформировании
образуется “шейка”.
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Вычисления на элементе первого порядка показали невозможность ни при каком измель-
чении сетки получить линии скольжения, а также завышенную оценку предельной нагрузки.

5. Заключение

С помощью спектрального элемента высокого порядка в условиях плоскокого деформиро-
ванного и плоского напряженного состояний получены локализации деформаций вдоль линий
скольжения, геомерически соответствующие теоритическим. В процессе рассчета линии фор-
мируются автоматичски без дополнительных вмешательств: адаптивного измельчения сетки,
критериев локализации или ограничений в определяющие соотношения вдоль направлений
локализации. С увеличением порядка спектрального элемента градиент возрастает, толщина
линий уменьшается. Заметим, что линейный изопараметрический элемент не позволяет до-
стичь линий скольжения и дает грубое приближение предельной нагрузки, значительное пре-
вышающее теоритчееское значение. В будущем планируем провести численный анализ для
дилатирующих сред, пластическое поведение которых зависит от вида напряженного состоя-
ния.
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