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Abstract

This paper presents an overview of mathematical models that allow us to determine the
effective elastic characteristics of various types of composite materials. The most well-known
models are considered: virial decomposition, self-matching method, correlation approximation,
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1. Введение

В данной работе произведен обзор математических моделей упругих характеристик широ-
кого класса композиционных материалов. Рассматриваются наиболее известные математиче-
ские модели: вириальное разложение, метод самосогласования, корреляционное приближение,
сингулярное приближение, теории случайных функций. Применение этих моделей рассмотре-
но для композитов со случайными неоднородностями, для слоистых материалов и для мат-
ричных систем с регулярной структурой.

Современные композиты представляют собой широкий спектр материалов, в которых тем
или иным способом смешаны несколько изотропных или анизотропных компонентов. Пред-
полагается, что механические свойства каждого из компонентов известны. Известна также
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структура (распределение) компонентов в объеме материала. Основная задача состоит в ма-
тематическом определении эффективных свойств, которые можно также определить экспери-
ментально путем механических испытаний. Эти эффективные свойства при их математиче-
ском моделировании позволяют оптимально проектировать материал с учетом влияния струк-
туры и технологии изготовления композита. В данной работе эта задача рассматривается
только для моделирования эффективных упругих свойств композита.

2. Общая постановка задачи

Если в многокомпонентной среде композиционного материала каждый компонент подчи-
няется закону Гука, то и весь композит подчиняется закону Гука:

𝜎 = 𝑐𝜀. (1)

В такой записи тензор с будет оставаться постоянным внутри зерна неоднородности и
меняться скачком при переходе в другое зерно. Поэтому с может быть представлен в виде:

𝑐 = ⟨𝑐⟩+ 𝑐′, (2)

где ⟨𝑐⟩ — среднее значение, 𝑐′ — флуктуационная составляющая.
Относительно средних значений закон Гука может быть записан в виде:

⟨𝜎⟩ = 𝑐*⟨𝜀⟩ (3)

где 𝑐* — тензор эффективных упругих характеристик.
Если удается найти этот тензор, то легко можно найти эффективные технические модули

упругости 𝐸*,𝐾*, 𝜇* и коэффициент Пуассона 𝜈*.
Определим среднее напряжение равенством:

⟨𝜎⟩ = 1

M 𝑉

∫︁
M𝑉

𝜎𝑑𝑉. (4)

Здесь в качестве элемента объема M 𝑉 следует брать область, достаточно большую по
сравнению с характерным размером элемента неоднородности (например, средним диамет-
ром зерна). В этом случае возникает понятие представительного объема. Под этим определе-
нием понимается такой объем, который характеризует равенство объемной плотности одного
компонента в этом объеме объемной плотности этого компонента во всем материале.

Из соотношения (4) получим известное правило смесей:

⟨𝜎⟩ = 𝜗1𝜎1 + 𝜗2𝜎2, (5)

где 𝜗1 и 𝜗2 — объемные концентрации компонентов, 𝜎1 и 𝜎2 — тензоры средних напряжений
в компонентах. Правило смесей обобщается и на случай большего числа компонентов.

Разложим в равенстве (1) все величины на регулярные и флуктуационные и осредним
полученные выражения. Тогда имеем:

⟨𝜎⟩ = ⟨𝑐⟩⟨𝜀⟩+ ⟨𝑐′𝜀′⟩. (6)

Если выразить флуктуационные составляющие полей деформаций 𝜀′ через средние значе-
ния, то получим:

𝜀′ = 𝑃 ⟨𝜀′⟩. (7)
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Тогда эффективные коэффициенты упругости могут быть получены по формуле:

𝑐* = ⟨𝑐⟩+ ⟨𝑐′𝑃 ′⟩. (8)

Компоненты тензора 𝑃 ′ должны представлять собой некоторые интегральные операторы,
зависящие от координат. Упругое поле в точке должно определяться не только средними зна-
чениями напряжений, но оно будет зависеть от напряженного состояния в соседних областях.
Вычисление оператора 𝑃 ′ сводится к известной задаче многих тел, и поэтому может быть вы-
полнено лишь приближенно. Рассмотрим различные математические модели, которые с тем
или иным приближением позволяют вычислить эффективные характеристики тензора 𝑐*.

3. Вириальное разложение

В этом случае для эффективного тензора 𝑐* используется разложение в ряд по степеням
объемной концентрации одного из компонентов:

𝑐* =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐(𝑛)𝜗𝑛, (9)

где 𝜗 — меньшая из концентраций.
Область применения метода ограничена малыми концентрациями одного из компонентов.

В этом случае взаимным влиянием включений в матрице можно пренебречь, а среднее на-
пряжение в матрице будет равно приложенному внешнему напряжению 𝜎0. После решения
соответствующей краевой задачи [1] эффективный объемный модуль и эффективный модуль
сдвига определяется по формулам [1]:

𝐾* = 𝐾2

[︂
1 +

3(1− 𝜈2)(𝐾1 −𝐾2)𝜗1
2𝐾2(1− 2𝜈2) +𝐾1(1 + 𝜈2)

]︂
(10)

𝜇* = 𝜇2

[︂
1 +

15(1− 𝜈2)(𝜇1 − 𝜇2)𝜗1
𝜇2(7− 5𝜈2) + 2𝜇1(4− 5𝜈2)

]︂
, (11)

где знаком 1 отмечены упругие характеристики включения, а знаком 2 — характеристики
матрицы, 𝜗𝑖 — концентрация компонентов. Частным случаем этой задачи является пористая
среда с малой концентрацией пор. Соответствующие формулы для 𝐾* и 𝜇* имеют вид:

𝐾* = 𝐾2

[︂
1− 3(1− 𝜈)𝜗

2(1− 2𝜈)

]︂
(12)

𝜇* = 𝜇2

[︂
1 +

15(1− 𝜈)𝜗
(7− 5𝜈)

]︂
, (13)

где 𝜗 — пористость, 𝜈 — коэффициент Пуассона матрицы.

4. Метод самосогласования

Напряженное состояние в матрице в данном методе считается средним по всему компо-
зиту, и упругие свойства среды определяются эффективными модулями композита в целом.
В методе самосогласования принимается вначале, что первая фаза (компонент) представляет
собой сферическое включение в матрице с эффективными свойствами, затем это же предполо-
жение делается относительно второй фазы. После решения соответствующих краевых задач
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получены следующие соотношения для эффективных упругих модулей [2]:

𝜗1

1 + 𝛼

(︂
𝐾1

𝐾* − 1

)︂ +
𝜗2

1 + 𝛼

(︂
𝐾2

𝐾*
− 1

)︂ = 1 (14)

𝜗1

1 + 𝛽

(︂
𝜇1
𝜇*
− 1

)︂ +
𝜗2

1 + 𝛽

(︂
𝜇2
𝜇*
− 1

)︂ = 1, (15)

где 𝛼 =
1 + 𝜈

3(1− 𝜈)
; 𝛽 =

2(4− 5𝜈)

15(1− 𝜈)
(16)

𝜈 =
3𝐾* − 2𝜇*
6𝐾* + 2𝜇*

. (17)

В частности для пористых материалов соответствующие формулы имеют вид:

𝜗

1− 𝛼
+

1− 𝜗

1 + 𝛼

(︂
𝐾2

𝐾*
− 1

)︂ = 1 (18)

𝜗

1− 𝛽
+

1− 𝜗

1 + 𝛽

(︂
𝜇2
𝜇*
− 1

)︂ = 1 (19)

Метод самосогласования может применяться при любых концентрациях компонентов и не
имеет существенных недостатков, свойственных методу вириального разложения.

5. Корреляционное приближение теории случайных функций

Метод основан на приближении, учитывающем малость влияния упругих полей, находя-
щихся на большом удалении от конкретного включения (компонента). Обычно учитывается
лишь влияние упругих полей на данное включение от ближайшего включения. Этот метод
применим, если разность модулей упругости компонентов невелика. Расчетные зависимости
эффективных характеристик содержат корреляционные функции упругих модулей компонен-
тов, которые предполагаются известными. Для определения этих функций решается (прибли-
женно) статистически нелинейная краевая задача теории упругости, которая линеаризуется с
учетом вышеуказанного приближения. Уравнение равновесия запишем в операторном виде [3]:

𝐿𝑍 = 0, (20)

где 𝐿𝑖𝑙 = O𝑘𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚O𝑚; 𝑍𝑖 = 𝑈𝑖. (21)

Для изотропных компонентов:

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝐾𝑉 + 2𝜇𝐷 (22)

𝑉𝑖𝑗𝑘𝑚 =
1

3
𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑚

𝐷𝑖𝑗𝑘𝑚 =
1

2

(︂
𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑚 + 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑘 −

2

3
𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑚

)︂
.

Разбивая операторы и функции на осредненную и флуктуационную составляющие и осред-
няя получившиеся выражения, имеем:

⟨𝐿⟩⟨𝑍⟩+ ⟨𝐿′𝑍 ′⟩ = 0. (23)
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Уравнение для осредненных напряжений и деформаций должно содержать эффективный
тензор 𝑐*. Тогда рассмотрим эффективный оператор 𝐿*:

𝐿* = ⟨𝐿⟩+ ⟨𝐿′𝑋⟩, 𝑍 ′ = 𝑋⟨𝑍⟩, (24)

где 𝑋 — неизвестный оператор.
Вычтем (23) из (20), тогда:

⟨𝐿⟩𝑍 ′ + 𝐿′⟨𝑍⟩+ (𝐿′𝑍 ′ − ⟨𝐿′𝑍 ′⟩) = 0. (25)

Скобка, содержащая разность произведений флуктуаций будет весьма малой по сравнению
предыдущими слагаемыми, поэтому в корреляционном приближении ею пренебрегают, т.е.:

⟨𝐿⟩𝑍 ′ + 𝐿′⟨𝑍⟩ = 0. (26)

Введем регулярный оператор 𝑀𝑜 равенством:

𝑀𝑜⟨𝑍⟩ = −𝐽, (27)

где 𝐽 – единичный оператор, 𝑀𝑜 — интегральный оператор, ядром которого является тензор
Грина оператора ⟨𝐿⟩. Можно показать, что оператор 𝑋 связан с оператором 𝑀𝑜 формулой:

𝑋 +𝑀𝑜𝐿
′. (28)

Тогда из (24) имеем:

𝐿* = ⟨𝐿⟩+ ⟨𝐿′𝑀𝑜𝐿
′⟩ = ⟨𝐿⟩+𝑀𝑜⟨𝐿′𝐿′⟩. (29)

Последнее выражение содержит корреляционную функцию упругих модулей. В явном виде в
случае одноосного растяжения ⟨𝜎1⟩ = 𝐸*⟨𝑒1⟩ из работы [4] имеем вместо (29):

𝐸* = ⟨𝐸⟩ −
⟨2𝜆+ 7𝜇⟩

15⟨𝜇⟩⟨𝜆+ 2𝜇⟩
[(3𝐷𝜆𝜆 + 4𝐷𝜇𝜆)(1− 2𝜈) + 4𝐷𝜇𝜇], (30)

где 𝐷𝜆𝜆 = 𝑐1𝑐2(𝜆1 − 𝜆2)2; 𝐷𝜇𝜆 = 𝑐1𝑐2(𝜆1 − 𝜆2)(𝜇1 + 𝜇2); 𝐷𝜇𝜇 = 𝑐1𝑐2(𝜇1 + 𝜇2)
2,

где 𝜆𝑖, 𝜇𝑖 — коэффициенты упругости компонентов, 𝜆𝑖 = 𝐾𝑖 −
2

3
𝜇𝑖, 𝐾 — объемный модуль, 𝜇

— модуль сдвига, 𝑐1, 𝑐2 — объемные концентрации компонентов.
При вычислении корреляционных функций упругих модулей использовалось показатель-

ное распределение элементов структуры композита. Применение этого распределения обосно-
вано в работе [5].

6. Метод сингулярного приближения

В корреляционном приближении учитываются лишь парные взаимодействия упругих по-
лей между элементами структуры. Сингулярное приближение позволяет учесть все типы мно-
гочастичных взаимодействий. Однако этот учет удается осуществить за счет некоторых упро-
щающих предположений, которые приводят к размазыванию упругого поля по зерну неодно-
родности и обращения в ноль дисперсии напряжений и деформаций в пределах фазы.

Основой метода является приближение, основанное на разложении в степенной ряд по опе-
раторам 𝑋 (по формуле (28)) эффективного оператора 𝐿*. При этом члены ряда зависят толь-
ко от сингулярной части производных тензора Грина. Это соответствует постоянству упругого
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поля в пределах каждой фазы. Степенной ряд для композитов с изотропными компонента-
ми удается просуммировать. В результате получим расчетные формулы для эффективных
модулей упругости [6]:

𝐾* = ⟨𝐾⟩ −
𝜗1𝜗2(𝐾1 −𝐾2)

2

𝜗1𝐾2 + 𝜗2𝐾1 + 𝑎
, (31)

𝜇* = ⟨𝜇⟩ −
𝜗1𝜗2(𝜇1 − 𝜇2)2

𝜗1𝜇2 + 𝜗2𝜇1 + 𝑏
(32)

𝑎 =
4

3
⟨𝜇⟩, 𝑏 =

1

6

⟨𝜇⟩⟨9𝐾 + 8𝜇⟩
⟨𝐾 + 2𝜇⟩

. (33)

Угловыми скобками обозначены средние значения, определяемыми по методу смесей 𝜗1 и
𝜗2 — объемные концентрации компонентов.

В частности для пористых композитов имеем:

𝐾* = 𝜗2𝐾2 −
𝜗1𝜗2𝐾

2
2

𝜗1𝐾2 + 𝑎1
, (34)

𝜇* = 𝜗2𝜇2 −
𝜗1𝜗2𝜇

2
2

𝜗1𝜇2 + 𝑏1
, (35)

𝑎1 =
4

3
𝜗2𝜇2, 𝑏1 =

1

6

𝜗2𝜇2⟨9𝐾2 + 8𝜇2⟩
⟨𝐾2 + 2𝜇2⟩

. (36)

7. Эффективные упругие модули слоистых материалов

Рассматриваются материалы со слоистой структурой. Все слои обладают свойствами изо-
тропии и имеют одинаковую толщину. В целом такой материал будет трансверсально изотроп-
ным [7] и содержать пять независимых констант 𝐸1, 𝐸2, 𝜇1, 𝜇2, 𝜈1. Определение эффективных
значений констант в таком материале имеется в работе [8]. В плоскости изотропии — это ве-
личины 𝐸*

1 , 𝜇
*
1, 𝜈

*
1 , в направлении, перпендикулярном слоям 𝐸*

2 , 𝜇
*
2. Коэффициент Пуассона в

этом направлении зависит от 𝐸*
1 , 𝜈

*
1 по формуле:

𝐸*
1𝜈

*
1 = 𝐸*

2𝜈
*
2 . (37)

После решения краевой задачи теории упругости при трансверсальной изотропии слоисто-
го материала получены следующие соотношения для эффективных модулей [9]:

𝑐*11 = ⟨𝜒⟩ −𝑀−1
𝜒 𝐷𝜆, (38)

𝑐*12 = ⟨𝜆⟩ −𝑀−1
𝜒 𝐷𝜆, (39)

𝑐*13 = ⟨𝜆⟩ −𝑀−1
𝜒 𝐷𝜆𝜒, (40)

𝑐*33 = ⟨𝜒⟩ −𝑀−1
𝜒 𝐷𝜒, (41)

𝑐*44 = ⟨𝜇⟩ −𝑀−1
𝜇 𝐷𝜇, (42)

где

𝑀𝜒 = 𝜗1𝜒2 + 𝜗2𝜒1,
𝐷𝑥𝑦 = 𝜗1𝜗2(𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2),

𝜒 = 𝜆+ 2𝜇; 𝜆 =
𝜈𝐸

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)
; 𝜇 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
.
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Эффективные модули 𝑐*𝑖𝑗 связаны с техническими модулями 𝐸*
𝑖 и 𝜈

*
𝑖 соотношениями (зна-

чок * далее не указан)

𝑐11 =
𝐸2

1𝐸2

M

(︂
1

𝐸1
− 𝜈21
𝐸2

)︂
, (43)

𝑐12 =
𝐸2

1𝐸2

M

(︂
𝜈1
𝐸1

+
𝜈21
𝐸2

)︂
, (44)

𝑐13 =
𝐸2

1𝐸2

M
𝜈2

1 + 𝜈1
𝐸1

, (45)

𝑐33 =
𝐸2

2

M

(︀
1− 𝜈21

)︀
, (46)

где M= (1 + 𝜈1)
[︀
(1− 𝜈1)𝐸2 − 2𝜈22𝐸1

]︀
; 𝜈2 =

𝐸1

𝐸2
𝜈1.

8. Эффективные модули упругости матричных систем

Рассматриваются регулярные среды, когда все включения имеют одинаковую форму и
размеры и расположены на одинаковом расстоянии друг от друга. Таким образом, имеет-
ся периодическая (ячеистая) структура. Предполагается, что модули упругости компонентов
известны. В работе [10] и [11] получены границы вилки, внутри которых имеются точные зна-
чения эффективных модулей 𝐾* и 𝜇* таких материалов. Для этого использованы решения
соответствующих краевых задач теории упругости. В работе [11] границы вилки для 𝐾* и 𝜇*
вычислены для кубической периодической решетки с включениями кубической формы. Эле-
ментарная ячейка представляет собой куб с ребром 2𝑎, в который вложен другой куб, причем
ребра ячейки и кубика включения параллельны. Будем обозначать величины, относящиеся к
матрице индексом𝑚, а к включению — индексом 𝑖, верхнюю границу вилки для эффективных
модулей будем отмечать индексом 𝑢, а нижнюю — индексом 𝑙. Окончательный вид формул
для границ вилки следующий [11]:

𝜇𝑢 = 𝜇𝑚𝑀 [𝛼𝜇𝑚 + (1− 𝛼)𝑀 ]−1 (47)

𝜇𝑙 = (1− 𝛼)𝜇𝑚 +
𝛼𝜇𝑖𝜇𝑚

𝛼2𝜇𝑚 + (1− 𝛼2)𝜇𝑖
(48)

𝜇𝑖 6 𝜇* 6 𝜇𝑢 (49)

𝐾𝑢 = 𝜗𝑚𝐾𝑚 + 𝜗𝑖𝐾𝑖 + 3

[︂
(𝐾𝑚𝑓1 + 𝑓2𝑓3)

2

𝑓1 + 𝑓3
− 𝑓1𝐾2

𝑚 − 𝑓22 𝑓3
]︂

(50)

𝐾𝑙 = 𝐾𝑅 +
(1− 𝛼2)𝜇𝑚(𝐾𝑚 −𝐾𝑅)

2

𝐾𝑚(3𝐾𝑚 + 𝜇𝑚)
+ 𝛼2 (1−𝐾𝑅𝑓4)

2

𝑓4 + 3𝑓5
, (51)

где
𝐾𝑅 =

(︀
𝜗𝑚𝐾

−1
𝑚 + 𝜗𝑖𝐾

−1
𝑖

)︀−1

𝑓1 =
1− 𝛼

3𝐾𝑚 + 4𝜇𝑚

𝑓2 = 𝛼2𝐾𝑖 + (1− 𝛼2)𝐾𝑀

𝑓3 = 𝛼
{︀
3𝑓2 + 4

[︀
𝛼2𝜇𝑖 + (1− 𝛼2)𝜇𝑚

]︀}︀−1

𝑓4 =
1− 𝛼
𝐾𝑚

+
𝛼

𝐾𝑖
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𝑓5 =
1− 𝛼
𝜇𝑚

+
𝛼

𝜇𝑖
𝐾𝑙 6 𝐾* 6 𝐾𝑢.

9. Заключение

В работе рассмотрены различные математические модели, позволяющие теоретически вы-
числить эффективные упругие характеристики композитов. Следует отметить, что все эти
модели были разработаны в 60 ÷ 70-х годах XX века. Дальнейшее развитие эти методы и
модели получили в связи с появлением и внедрением компьютерных технологий. В частно-
сти, значительное продвижение в этом направлении было достигнуто с появлением пакетов
прикладных программ, основанных на методе конечных элементов. Решение краевых задач с
помощью этих пакетов осуществлялось как для регулярных структур, так и для сред со слу-
чайным распределением компонентов. Дальнейшее развитие получило математическое моде-
лирование вязкоупругих и упругопластических свойств композитов. Применение этих моде-
лей было использовано для решения различных прикладных задач пластичности и прочности
композитов.
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