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Аннотация

В статье рассматривается вариант приближения алгебраических решёток целочислен-
ными в квадратичном случае, выписывается в явном виде множество их локальных ми-
нимумов, а также показывается, что для данных целочисленных приближений алгебра-
ических квадратичных решёток можно построить эффективные алгоритмы вычисления
гиперболического параметра.
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по случаю его семидесятилетия

1. Введение

В 1976 году в работах [11] и [12] К. К. Фроловым были предложены алгебраические решётки
и соответствующие им алгебраические сетки, на которых достигается правильный порядок
погрешности приближенного интегрирования на классах Коробова (см. [6], [14]) и правильный
порядок гиперболической дзета-функции решёток (см. [3], [4]).

Применение квадратурных формул с алгебраическими сетками на практике затруднено,
так как это квадратурные формулы с весами. При оценке погрешности приближенного инте-
грирования возникают большие величины констант, которые трудно оценить.

Таким образом возникает вопрос о приближении алгебраических сеток рациональными, и
так как рациональные параллелепипедальные сетки дают квадратурные формулы с равны-
ми весами только в случае, если они образованы точками решётки взаимной к целочисленной
решётке, то возникает проблема приближения алгебраической решётки целочисленной решёт-
кой.

В данной статье рассматривается вариант приближения алгебраических решёток целочис-
ленными в квадратичном случае, выписывается в явном виде множество их локальных мини-
мумов, а также показывается, что для данных целочисленных приближений алгебраических
квадратичных решёток можно построить эффективные алгоритмы вычисления гиперболиче-
ского параметра.

2. Локальные минимумы и гиперболический параметр решётки

В конце девятнадцатого века Г. Ф. Вороной [1] и независимо Г. Минковский [7] среди узлов
𝑠-мерной решетки выделили специальное подмножество узлов M(Λ). Оно состоит из всех
ненулевых узлов 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑠), для которых не существует ненулевого узла 𝜂 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑠)
из Λ с |𝜂𝑖| 6 |𝛾𝑖| при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 и |𝜂𝑗 | < |𝛾𝑗 | хотя бы при одном 𝑖 = 𝑗. Элементы множества
M(Λ) называются относительными минимумами решётки.

Определение 1. Гиперболическим параметром решётки Λ называется число

𝑞(Λ) = min
𝑥⃗∈Λ∖{0⃗}

𝑞(𝑥⃗),

где 𝑞(𝑥⃗) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠 — усечённая норма вектора 𝑥⃗, 𝑥 = max(|𝑥|, 1).

Понятно, что для нахождения гиперболического параметра решётки достаточно вычислить
только усечённые нормы её локальных минимумов.

3. Решётка линейного сравнения

Рассмотрим линейное сравнение

𝑎𝑥− 𝑦 ≡ 0 mod 𝑁.
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Решётка
Λ(𝑎,𝑁) = {(𝑚,𝑚𝑎− 𝑛𝑁)|𝑚,𝑛 ∈ Z} (1)

является решёткой решений этого сравнения. Её базис имеет вид 𝜆⃗1 = (1, 𝑎), 𝜆⃗2 = (0,−𝑁).
Найдём сначала множество локальных минимумов для решётки линейного сравнения (1).

Определение 2. Рациональное число 𝑎
𝑏 , (b>0) называется наилучшим приближением

второго рода числа 𝛼, если из 𝑐
𝑑 ̸=

𝑎
𝑏 , 0 < 𝑑 6 𝑏 следует, что

|𝑑𝛼− 𝑐| > |𝑏𝛼− 𝑎|. (2)

Лемма 1. [13, стр. 35] Всякое наилучшее приближение второго рода есть подходящая
дробь.

Лемма 2. [13, стр. 36] Всякая подходящая дробь есть наилучшее приближение второго
рода, за исключением 𝛼 = 𝑎0 +

1
2 ,

𝑃0
𝑄0

= 𝑎0
1 .

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑎 < 𝑁 , Λ(𝑎,𝑁) — решётка, заданная равенством (1), 𝑞−1 = 0,
𝑝−1 = 1, а для 𝑖 = 0 . . . 𝑙 𝑝𝑖𝑞𝑖 — 𝑖-тая подходящая дробь к дроби 𝑎

𝑁 (𝑝𝑙𝑞𝑙 =
𝑎
𝑁 ). Тогда множество

локальных минимумов

M(Λ(𝑎,𝑁)) = {±(𝑞𝑖, 𝑞𝑖𝑎− 𝑝𝑖𝑁)|𝑖 = −1, 0, . . . , 𝑙}.

Доказательство. Положим 𝛼 = 𝑎
𝑁 . Из леммы 2 следует, что для любых целых 𝑚, 𝑛,

таких, что 𝑛
𝑚 ̸=

𝑝𝑖
𝑞𝑖
, 0 < 𝑚 6 𝑞𝑖 выполняется неравенство |𝑞𝑖 𝑎𝑁 − 𝑝𝑖| < |𝑚 𝑎

𝑁 − 𝑛|. Тогда
|𝑞𝑖𝑎− 𝑝𝑖𝑁 | < |𝑚𝑎− 𝑛𝑁 |. Из чего следует утверждение теоремы. 2

4. Приближение алгебраической решётки целочисленной

Пусть 𝑑 — произвольное натуральное число, свободное от квадратов. Рассмотрим квад-
ратичное поле 𝐹 = Q(

√
𝑑). Тогда кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид:

Z𝐹 = {𝑛 + 𝑚𝜔|𝑛,𝑚 ∈ Z}, где 𝜔 = 1+
√
𝑑

2 , если 𝑑 = 4𝑡 + 1, и 𝜔 =
√
𝑑, если 𝑑 = 4𝑡 + 2 или

𝑑 = 4𝑡+ 3.
Через Λ(𝐹 ) обозначим алгебраическую решётку поля 𝐹 : Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }

и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа. Если 𝑑 = 4𝑡+2 или 𝑑 = 4𝑡+3, то базис
решётки Λ(𝐹 ) имеет вид 𝜆⃗1 = (1, 1), 𝜆⃗2 = (𝜔;−𝜔), детерминант решётки detΛ(𝐹 ) = 2

√
𝑑. В

случае 𝑑 = 4𝑡+ 1 базис 𝜆⃗1 = (1, 1), 𝜆⃗2 = (𝜔; 1− 𝜔), detΛ(𝐹 ) =
√
𝑑.

Рассмотрим разложение 𝜔 в цепную периодическую дробь:

𝜔 = (𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, . . .) = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

. . . +
1

𝑎𝑘 +
1

. . .

Через 𝑃𝑘
𝑄𝑘

будем обозначать 𝑘-ую подходящую дробь к 𝜔. Таким образом,

𝜔 =
𝑃𝑘
𝑄𝑘

+
(−1)𝑘𝜃𝑘
𝑄2
𝑘

, 0 < 𝜃𝑘 < 1 (𝑘 = 0, 1, . . .). (3)

Через Λ𝑘(𝐹 ) обозначается решётка, полученная из Λ(𝐹 ) домножением на 𝑄𝑘. Она имеет
вид

Λ𝑘(𝐹 ) =
{︀(︀
𝑄𝑘(𝑚+ 𝑛𝜔);𝑄𝑘(𝑚− 𝑛𝜔)

)︀
|𝑚,𝑛 ∈ Z

}︀
, 𝑑 = 4𝑡+ 2 или 𝑑 = 4𝑡+ 3;
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или
Λ𝑘(𝐹 ) =

{︀(︀
𝑄𝑘(𝑚+ 𝑛𝜔);𝑄𝑘(𝑚− 𝑛− 𝑛𝜔)

)︀
|𝑚,𝑛 ∈ Z

}︀
, 𝑑 = 4𝑡+ 1.

Через Λ𝑘(𝑑) обозначим целочисленную решётку, заданную равенствами

Λ𝑘(𝑑) =
{︀(︀
𝑄𝑘𝑚+ 𝑃𝑘𝑛;𝑄𝑘𝑚− 𝑃𝑘𝑛)

)︀
|𝑚,𝑛 ∈ Z

}︀
, 𝑑 = 4𝑡+ 2 или 𝑑 = 4𝑡+ 3; (4)

или
Λ𝑘(𝑑) =

{︀(︀
𝑄𝑘𝑚+ 𝑃𝑘𝑛;𝑄𝑘𝑚−𝑄𝑘𝑛− 𝑃𝑘𝑛)

)︀
|𝑚,𝑛 ∈ Z

}︀
, 𝑑 = 4𝑡+ 1. (5)

В первом случае базис решётки имеет вид 𝜆⃗𝑘,1 = (𝑄𝑘, 𝑄𝑘), 𝜆⃗𝑘,2 = (𝑃𝑘,−𝑃𝑘), а её де-
терминант det(Λ𝑘(𝑑)) = 2𝑃𝑘𝑄𝑘. Во втором случае 𝜆⃗𝑘,1 = (𝑄𝑘, 𝑄𝑘), 𝜆⃗𝑘,2 = (𝑃𝑘, 𝑄𝑘 − 𝑃𝑘),
det(Λ𝑘(𝑑)) = 2𝑃𝑘𝑄𝑘 −𝑄2

𝑘.
Следующая теорема показывает, что решётки (4) и (5) являются решётками решений ли-

нейного сравнения.

Теорема 2. Пусть 𝑃𝑘
𝑄𝑘

— 𝑘-ая подходящая дробь к 𝜔. Числа 𝑎 и 𝑁 определяются следу-

ющими равенствами. При 𝑑 = 4𝑡+2 или 𝑑 = 4𝑡+3: 𝑁 = 2𝑃𝑘𝑄𝑘; 𝑎 = (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘+𝑄𝑘−1𝑃𝑘).
При 𝑑 = 4𝑡+1: 𝑁 = 2𝑄𝑘𝑃𝑘−𝑄2

𝑘; 𝑎 = (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘+𝑄𝑘−1𝑃𝑘−𝑄𝑘−1𝑄𝑘). Тогда Λ𝑘(𝑑) = Λ(𝑎,𝑁).

Доказательство. Рассмотрим унимодулярную матрицу

𝐴 = (−1)𝑘
(︂
𝑃𝑘−1 −𝑄𝑘−1

𝑃𝑘 −𝑄𝑘

)︂
и её действие на базисную матрицу решётки Λ𝑘(𝑑) как матрицы перехода к новому базису.

Докажем утверждение теоремы сначала для случая 𝑑 = 4𝑡+ 2 или 𝑑 = 4𝑡+ 3.

𝐴 ·
(︂
𝑄𝑘 𝑄𝑘
𝑃𝑘 −𝑃𝑘

)︂
= (−1)𝑘

(︂
𝑃𝑘−1 −𝑄𝑘−1

𝑃𝑘 −𝑄𝑘

)︂
·
(︂
𝑄𝑘 𝑄𝑘
𝑃𝑘 −𝑃𝑘

)︂
=

= (−1)𝑘
(︂
𝑃𝑘−1𝑄𝑘 −𝑄𝑘−1𝑃𝑘 𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘
𝑃𝑘𝑄𝑘 −𝑄𝑘𝑃𝑘 𝑃𝑘𝑄𝑘 +𝑄𝑘𝑃𝑘

)︂
=

=

(︂
1 (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘)
0 (−1)𝑘2𝑃𝑘𝑄𝑘

)︂
∼
(︂

1 (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘)
0 2𝑃𝑘𝑄𝑘

)︂
.

Теперь рассмотрим случай 𝑑 = 4𝑡+ 1.

𝐴 ·
(︂
𝑄𝑘 𝑄𝑘
𝑃𝑘 𝑄𝑘 − 𝑃𝑘

)︂
= (−1)𝑘

(︂
𝑃𝑘−1 −𝑄𝑘−1

𝑃𝑘 −𝑄𝑘

)︂
·
(︂
𝑄𝑘 𝑄𝑘
𝑃𝑘 𝑄𝑘 − 𝑃𝑘

)︂
=

= (−1)𝑘
(︂
𝑃𝑘−1𝑄𝑘 −𝑄𝑘−1𝑃𝑘 𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘 −𝑄𝑘−1𝑄𝑘
𝑃𝑘𝑄𝑘 −𝑄𝑘𝑃𝑘 𝑃𝑘𝑄𝑘 +𝑄𝑘𝑃𝑘 −𝑄2

𝑘

)︂
=

=

(︂
1 (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘 −𝑄𝑘−1𝑄𝑘)
0 (−1)𝑘(2𝑃𝑘𝑄𝑘 −𝑄2

𝑘)

)︂
∼
(︂

1 (−1)𝑘(𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘 −𝑄𝑘−1𝑄𝑘)
0 2𝑃𝑘𝑄𝑘 −𝑄2

𝑘

)︂
.

2

Понятно, что не любая решётка линейного сравнения представима в виде (4) или (5).
Заметим, что решётка (4) задаётся с помощью чисел 𝑃𝑘 и 𝑄𝑘 — числителя и знаменате-

ля 𝑘-той подходящей дроби к числу 𝜔. При этом теорема 2 устанавливает, что эта решётка
является решёткой линейного сравнения (1) с параметрами 𝑎 и 𝑁 . Следующая же теорема об-
наруживает связь между разложениями в цепную дробь чисел 𝑃𝑘

𝑄𝑘
и 𝑎
𝑁 . Для её доказательства
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нам понадобятся скобки Эйлера (см., например, [10, стр. 35]). Они определяются следующими
рекуррентными соотношениями:

[ ] = 1; [𝑎0] = 𝑎0; [𝑎0, 𝑎1] = 𝑎0𝑎1 +1; [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘+1] = [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘]𝑎𝑘+1 + [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘−1] (𝑘 > 0).

Полезны следующие свойства скобок Эйлера:

1. [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘] = [𝑎𝑘, . . . , 𝑎0].

2. [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘] = [𝑎0, . . . , 𝑎𝑖][𝑎𝑖+1, . . . 𝑎𝑘] + [𝑎0, . . . , 𝑎𝑖−1][𝑎𝑖+2, . . . , 𝑎𝑘].

3. [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘][𝑎1, . . . , 𝑎𝑘−1]− [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘−1][𝑎1, . . . , 𝑎𝑘] = (−1)𝑘−1.

Пусть 𝑝𝑘 и 𝑞𝑘 — числитель и знаменатель 𝑘-той подходящей дроби к данному числу 𝛼. Если 𝑝𝑘
𝑞𝑘

— подходящая дробь к разложению числа 𝛼 в цепную дробь и 𝑎0, 𝑎1, . . . её неполные частные,
то 𝑝𝑘 = [𝑎0, . . . , 𝑎𝑘], 𝑞𝑘 = [𝑎1, . . . , 𝑎𝑘].

В дальнейшем будем считать, что 𝑎 > 0, поскольку случай отрицательного 𝑎 аналогичен
рассматриваемому.

Теорема 3. Пусть

𝑃𝑘
𝑄𝑘

= (𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), 𝑃𝑘 > 𝑄𝑘,
𝑎

𝑁
=
𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘

2𝑃𝑘𝑄𝑘
.

Тогда
𝑎

𝑁
= (0; 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘). (6)

Доказательство. Воспользуемся свойствами скобок Эйлера для преобразования правой
части равенства 6:

(0; 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, . . . 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) =
[𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1, 𝑎0 +

𝑃𝑘
𝑄𝑘

]

[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 𝑎0 +
𝑃𝑘
𝑄𝑘

]
=

=
[𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1]

(︁
𝑎0 +

𝑃𝑘
𝑄𝑘

)︁
+ [𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎2]

[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1]
(︁
𝑎0 +

𝑃𝑘
𝑄𝑘

)︁
+ [𝑎𝑘, . . . , 𝑎2]

=

=
([𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1]𝑎0 + [𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎2])𝑄𝑘 + [𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1]𝑃𝑘

([𝑎𝑘, . . . , 𝑎1]𝑎0 + [𝑎𝑘, . . . , 𝑎2])𝑄𝑘 + [𝑎𝑘, . . . , 𝑎1]𝑃𝑘
=

=
[𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎0]𝑄𝑘 + [𝑎𝑘−1, . . . , 𝑎1]𝑃𝑘

2𝑃𝑘𝑄𝑘
=
𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘

2𝑃𝑘𝑄𝑘
,

что и доказывает утверждение теоремы. 2

Как мы видим, для нахождения M(Λ(𝑎,𝑁)) решётки линейного сравнения необходимо
разложение числа 𝑎

𝑁 в цепную дробь. При этом если 𝑎 = 𝑃𝑘−1𝑄𝑘 + 𝑄𝑘−1𝑃𝑘 и 𝑁 = 2𝑃𝑘𝑄𝑘, то
𝑙 = 2𝑘 + 1.

Однако базис этой решётки ортогонален. Помимо этого для любой точки решётки (𝑥, 𝑦)
точка (𝑦, 𝑥) также принадлежит этой решётке. Эти два свойства позволяют находить множе-
ство локальных минимумов этой решётки эффективнее.

Теорема 4. Пусть для 𝑖 = 0 . . . 𝑘 𝑃𝑖
𝑄𝑖

— 𝑖-тая подходящая дробь к дроби 𝑃𝑘
𝑄𝑘
. Тогда

множество локальных минимумов решётки (4) имеет вид

M(Λ𝑘(𝑑)) = {±(𝑄𝑘, 𝑄𝑘),±(𝑄𝑘𝑃𝑖 +𝑄𝑖𝑃𝑘, 𝑄𝑘𝑃𝑖 −𝑄𝑖𝑃𝑘),
±(𝑄𝑘𝑃𝑖 −𝑄𝑖𝑃𝑘, 𝑄𝑘𝑃𝑖 +𝑄𝑖𝑃𝑘)|𝑖 = 0, . . . 𝑘}.
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Доказательство. В силу симметрии решётки Λ𝑘(𝑑) достаточно рассматривать только точки
решётки вида (𝑥𝑄𝑘 + 𝑦𝑃𝑘, 𝑥𝑄𝑘 − 𝑦𝑃𝑘), где 𝑥 и 𝑦 — неотрицательные целые числа. Докажем,
что точки решётки являются относительными минимумами, если 𝑥 = 𝑃𝑖, 𝑦 = 𝑄𝑖.

При 𝑖 = 0, очевидно, точка (𝑄𝑘, 𝑄𝑘) — относительный минимум (так как 𝑄𝑘 < 𝑃𝑘).
Известно, что всякая подходящая дробь есть наилучшее приближение второго рода, и

всякое наилучшее приближение второго рода является подходящей дробью. Значит⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑖 ·

𝑃𝑘
𝑄𝑘
− 𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
<

⃒⃒⃒⃒
𝑥 · 𝑃𝑘

𝑄𝑘
− 𝑦
⃒⃒⃒⃒
,

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ N, 𝑥 6 𝑄𝑖, из чего следует, что

|𝑄𝑖𝑃𝑘 −𝑄𝑘𝑃𝑖| < |𝑥𝑃𝑘 − 𝑦𝑄𝑘|.

Если же 𝑥 > 𝑄𝑖 и |𝑄𝑖𝑃𝑘 −𝑄𝑘𝑃𝑖| > |𝑥𝑃𝑘 − 𝑦𝑄𝑘|, то |𝑄𝑖𝑃𝑘 +𝑄𝑘𝑃𝑖| < |𝑥𝑃𝑘 + 𝑦𝑄𝑘|. 2

Установим соответствие между локальными минимумами, выписанными в теоремах 1 и 4
в случае, если 𝑎 = 𝑃𝑘−1𝑄𝑘 +𝑄𝑘−1𝑃𝑘 и 𝑁 = 2𝑃𝑘𝑄𝑘.

Лемма 3. Пусть 𝑃𝑘
𝑄𝑘

= (𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), 𝛽 = −1, 1, . . . 𝑘 − 1, 𝑃−1 = 1, 𝑄−1 = 0. Тогда

𝑄𝑘𝑃𝛽 −𝑄𝑖𝑃𝑘 = (−1)𝛽+1[𝑎𝑘, . . . , 𝑎𝛽+2]. (7)

Доказательство. Для 𝛽 = 𝑘 − 1 и 𝛽 = 𝑘 − 2 утверждение леммы очевидно:

𝑄𝑘𝑃𝑘−1 −𝑄𝑘−1𝑃𝑘 = (−1)𝑘 = (−1)𝑘[];
𝑄𝑘𝑃𝑘−2 −𝑄𝑘−2𝑃𝑘 = (−1)𝑘−1𝑎𝑘 = (−1)𝑘−1[𝑎𝑘].

Обозначим Δ𝛽 = 𝑄𝑘𝑃𝛽 −𝑄𝑖𝑃𝑘. Тогда по индукции

Δ𝛽−1 = 𝑄𝑘𝑃𝛽−1 −𝑄𝛽−1𝑃𝑘 = 𝑄𝑘(𝑃𝛽+1 − 𝑎𝛽+1𝑃𝛽)− 𝑃𝑘(𝑄𝛽+1 − 𝑎𝛽+1𝑄𝛽) = Δ𝛽+1 − 𝑎𝛽+1Δ𝛽 =

= (−1)𝛽+2[𝑎𝑘, . . . , 𝑎𝛽+3]− (−1)𝛽+1𝑎𝛽+1[𝑎𝑘, . . . , 𝑎𝛽+2] = (−1)𝛽[𝑎𝑘, . . . , 𝑎𝛽+1],

что и доказывает лемму. 2

Лемма 4. Пусть 𝑃𝑘
𝑄𝑘

= (𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), 𝛽 = −1, 1, . . . 𝑘, 𝑃−1 = 1, 𝑄−1 = 0. Тогда

𝑄𝑘𝑃𝛽 +𝑄𝛽𝑃𝑘 = [𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, 𝑎𝛽]. (8)

Доказательство. Для 𝛽 = −1 и 𝛽 = 0:

𝑄𝑘𝑃−1 +𝑄−1𝑃𝑘 = 𝑄𝑘 = [𝑎1, . . . , 𝑎𝑘];

𝑄𝑘𝑃0 +𝑄0𝑃𝑘 = 𝑎0[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1] + [𝑎𝑘, . . . , 𝑎0] = 2𝑎0[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1] + [𝑎𝑘, . . . , 𝑎2] = [𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0].

Обозначим Δ𝛽 = 𝑄𝑘𝑃𝛽 +𝑄𝑖𝑃𝑘. Тогда по индукции

Δ𝛽+1 = 𝑄𝑘𝑃𝛽+1 +𝑄𝛽+1𝑃𝑘 = 𝑄𝑘(𝑎𝛽+1𝑃𝛽 + 𝑃𝛽−1) + 𝑃𝑘(𝑎𝛽+1𝑄𝛽 +𝑄𝛽−1) = 𝑎𝛽+1Δ𝛽 +Δ𝛽−1 =

= 𝑎𝛽+1[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝛽] + [𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝛽−1] = [𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝛽+1],

что и доказывает лемму. 2

Теорема 5. Пусть

𝛽𝑖 =

{︂
−1 + 𝑘 − 𝑖, при 𝑖 = −1, 0, . . . , 𝑘 − 1,
−1− 𝑘 + 𝑖, при 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . . , 2𝑘 + 1.

(9)

Тогда
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� (𝑞𝑖, 𝑞𝑖𝑎− 𝑝𝑖𝑁) = (−1)𝛽𝑖+1(𝑄𝑘𝑃𝛽𝑖 −𝑄𝛽𝑖𝑃𝑘, 𝑄𝑘𝑃𝛽𝑖 +𝑄𝛽𝑖𝑃𝑘) при 𝑖 = −1, 0, . . . , 𝑘 − 1,

� (𝑞𝑖, 𝑞𝑖𝑎− 𝑝𝑖𝑁) = (𝑄𝑘, 𝑄𝑘), при 𝑖 = 𝑘,

� (𝑞𝑖, 𝑞𝑖𝑎− 𝑝𝑖𝑁) = (𝑄𝑘𝑃𝛽𝑖 +𝑄𝛽𝑖𝑃𝑘, 𝑄𝑘𝑃𝛽𝑖 −𝑄𝛽𝑖𝑃𝑘) при 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . . , 2𝑘 + 1.

Доказательство. Будем считать 𝑞−1 = 0. Тогда согласно теореме 3

𝑞𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, при 𝑖 = −1,
[𝑎𝑘, . . . , 𝑎𝑘−𝑖+1] , при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1,
𝑄𝑘, при 𝑖 = 𝑘,
[𝑎𝑘, . . . , 𝑎1, 2𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−𝑘−1] при 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . . , 2𝑘 + 1.

Теперь непосредственная подстановка значений 𝛽𝑖 из (9) в равенства (7) и (8) даёт утвержде-
ние теоремы. 2

5. Заключение

В статье рассматривается вариант приближения алгебраических решёток целочисленными
в квадратичном случае. Также мы видим, что приближения алгебраических решёток при
𝑑 = 4𝑡+ 1 и при 𝑑 = 4𝑡+ 2 или 𝑑 = 4𝑡+ 3 существенно отличаются.

При 𝑑 = 4𝑡 + 2 или 𝑑 = 4𝑡 + 3 решётка Λ𝑘(𝑑) обладает обладает свойством, что для
любой точки решётки (𝑥, 𝑦) точка (𝑦, 𝑥) также принадлежит этой решётке. Это обстоятельство
позволяет находить множество локальных минимумов эффективнее.

При 𝑑 = 4𝑡+ 1 решётка Λ𝑘(𝑑) данным свойством уже не не обладает. Этот случай требует
отдельного рассмотрения.

Теорема 2 показывает, что решётка Λ𝑘(𝑑) является решёткой линейного сравнения. Как
показывают численные эксперименты данное свойство наблюдается не только в квадратичном
случае. При бо́льших размерностях приближения алгебраических решёток целочисленными
часто оказываются решётками линейного сравнения.

Автор выражает свою благодарность профессору Н. М. Добровольскому за постановку
задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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