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Аннотация

В работе продолжены исследования авторов по оценке тригонометрических сумм ал-
гебраической сетки с весами с произвольной весовой функцией 𝑟 + 1 порядка.

Для параметра �⃗� тригонометрической суммы 𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) выделены три случая.
Если �⃗� принадлежит алгебраической решётке Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)), то справедлива асимптоти-

ческая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

Если �⃗� не принадлежит алгебраической решётке Λ(𝑡 ·𝑇 (⃗𝑎)), то определены два вектора
�⃗�Λ(�⃗�) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) и �⃗�Λ(�⃗�) из условий �⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�Λ(�⃗�) и произведение
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . · 𝑛𝑠 минимально. Доказана асимптотическая оценка

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�)| 6 𝐵𝑟

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1
+𝑂

(︂
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂)︃
.
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Abstract

The paper continues the author’s research on the evaluation of trigonometric sums of an
algebraic net with weights with the arbitrary weight function of the 𝑟 + 1 order.

For the parameter �⃗� of the trigonometric sum 𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�), three cases are highlighted.
If �⃗� belongs to the algebraic lattice Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)), then the asymptotic formula is valid

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

If �⃗� does not belong to the algebraic lattice Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)), then two vectors are defined
�⃗�Λ(�⃗�) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) and �⃗�Λ(�⃗�) from the conditions �⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�𝜆(�⃗�) and
the product 𝑞(�⃗�𝜆(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . · 𝑛𝑠 is minimal. Asymptotic estimation is proved

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�)| 6 𝐵𝑟

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1
+𝑂

(︂
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂)︃
.
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1. Введение

В данной работе используются обозначения и определения из работ [2]–[6].
Рассматриваются единичные 𝑠−мерные кубы

𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 6 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}, 𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}.

Для произвольного вектора �⃗� его дробной частью называется вектор {�⃗�}=({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).
Отсюда следует, что всегда {�⃗�} ∈ 𝐺𝑠.

Далее везде под произвольной решеткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решет-
ки, то есть

Λ = {𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠 = �⃗� ·𝐴 |�⃗� = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠},

где �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠),. . . ,�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — система линейно-независимых векторов в R𝑠,
а матрица решётки 𝐴 задана соотношениями

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ �⃗�1
...
�⃗�𝑠

⎞⎟⎠ .

Взаимная решетка Λ* = {�⃗� | ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z}. Непосредственно из определения следует

равенство (𝑞Λ)* =
1

𝑞
Λ*.

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠. Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.

Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(�⃗�), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗�+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при �⃗� ∈ 𝐺𝑠, (1)

𝜌(�⃗�) = 0 при �⃗� /∈ (−1; 1)𝑠, (2)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого �⃗� ∈ R𝑠. (3)

Если выполнены условия (1) и (2), то говорим просто о весовой функции 𝜌(�⃗�). Простейшим
примером весовой функции является функция 𝜌1(�⃗�) = 𝜌1(𝑥1) · . . . · 𝜌1(𝑥𝑠), где

𝜌1(𝑥) =

{︂
1− |𝑥|, при |𝑥| 6 1,
0, при |𝑥| > 1.

Пусть �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен

𝑃�⃗�(𝑥) =

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (4)
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неприводим над полем рациональных чисел Q и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (4)
действительные.

Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряженных целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1
Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (5)

а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠)— вектор полного набора алгебраически сопряженных чисел — корней
многочлена 𝑃�⃗�(𝑥).

Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Таким образом, алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) имеет базис �⃗�𝜈 = 𝑡 · (Θ𝜈−1
1 , . . . ,Θ𝜈−1

𝑠 )
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Нетрудно видеть, что Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) ∩ Z𝑠 = {𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)|𝑚 ∈ Z}.

Совокупность 𝑀 ⊂ 𝐺𝑠 точек 𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1, . . . , 𝑁) называется сеткой
𝑀 из 𝑁 узлов, а сами точки — узлами квадратурной формулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) назы-
ваются весами квадратурной формулы. В этой работе будем везде предполагать, что все веса
вещественнозначные и являются значениями специальной весовой функции.

Лемма 1. Для любого действительного 𝜎 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

(1− |𝑥|)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 (𝜎)−2, (6)

где 𝜎 = max(1, |𝜎|).

Доказательство. См. [7]. 2

Лемма 2. Пусть функция 𝜌𝑟(𝑥) определена равенствами

𝜌𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при |𝑥| > 1,

1− (2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈𝑟−1

(−1)𝜈

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при 0 6 𝑥 < 1,

1− (−1)𝑟(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈𝑟−1

1

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при − 1 < 𝑥 < 0

. (7)

Тогда для любого действительного числа 𝜎 и интеграла

𝐼𝑟(𝜎) =

1∫︁
−1

𝜌𝑟(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

выполняется оценка

|𝐼𝑟(𝜎)| 6
𝐵(𝑟)

𝜎𝑟+1 (8)
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и функция 𝜌𝑟(𝑥) — весовая функция порядка 𝑟 + 1 с константой 𝐵(𝑟), где

𝐵(𝑟) =
(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1

2𝑟−2

𝜋(2𝜋)𝑟
sup
|𝜎|>1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(︀𝑃𝑟−1(1)𝑒

2𝜋𝑖𝜎 − 𝑃𝑟−1(0)
)︀
−

1∫︁
0

𝑃𝑟−1,𝑟(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

и при 0 6 𝜈 6 𝑟 − 1 имеем:(︀
((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1

)︀(𝜈)
= ((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1−𝜈𝑃𝜈(𝑥),

где

𝑃0(𝑥) = 1,

𝑃𝜈+1(𝑥) = 𝜈(1− 2𝑥)𝑃𝜈(𝑥) + 𝑥(1− 𝑥)𝑃 ′
𝜈(𝑥) (𝜈 = 0, . . . , 𝑟 − 2),

𝑃𝑟−1(𝑥) =
𝑟−1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈𝑟−1

𝑟−2∏︁
𝑘=0

(𝑟 − 1 + 𝜈 − 𝑘)𝑥𝜈 ,

и при 𝑟 6 𝜈 6 2𝑟 − 2 имеем:(︀
((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1

)︀(𝜈)
= 𝑃𝑟−1,𝜈(𝑥), 𝑃𝑟−1,𝑟(𝑥) = 𝑃 ′

𝑟−1(𝑥),

𝑃𝑟−1,𝜈(𝑥)=

𝑟−1∑︁
𝜇=𝜈+1−𝑟

(−1)𝜇𝐶𝜇𝑟−1

𝜈−1∏︁
𝑘=0

(𝑟 − 1 + 𝜇− 𝑘)𝑥𝑟−1+𝜇−𝜈 =

= 𝑃 ′
𝑟−1,𝜈−1(𝑥) = 𝑃

(𝜈−𝑟+1)
𝑟−1 (𝑥),

𝑃𝑟−1,2𝑟−2(𝑥) = (−1)𝑟−1(2𝑟 − 2)!.

Доказательство. См. [7]. 2

Для произвольных целых 𝑚1,. . .,𝑚𝑠 суммы 𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠), определённые равенством

𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑒
2𝜋𝑖[𝑚1𝜉1(𝑘)+...+𝑚𝑠𝜉𝑠(𝑘)], (9)

называются тригонометрическими суммами сетки с весами.
Пусть матрица 𝑇 = 𝑇 (⃗𝑎) и 𝑡 > 0. Рассмотрим алгебраическую сетку 𝑀(𝑡) = 𝑀 ′(𝑡 · Λ(𝑇 ))

из 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) узлов �⃗�𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) ) с весами

𝜌𝑘 = 𝜌�⃗�𝑘 = (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

{�⃗�}=�⃗�𝑘, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))
𝜌(�⃗�)

и её тригонометрическую сумму с весами

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

�⃗�∈𝑀(𝑡)

⎛⎝ ∑︁
{�⃗�}=�⃗�, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

⎞⎠ 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�).

Теорема 1. Для алгебраической решётки Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и произвольной весовой функции
𝜌(�⃗�) справедливо равенство3

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = 𝛿(�⃗�) +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�−�⃗�)𝑑�⃗�, (10)

где

𝛿(�⃗�) =

{︂
1, при �⃗� = 0⃗;

0, при �⃗� ̸= 0⃗, �⃗� ∈ Z𝑠.
3Здесь и далее символ

∑︀′ означает, что из области суммирования исключена нулевая точка.
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Доказательство. См. [5]. 2

С помощью леммы 1 доказываются следующие теоремы.

Теорема 2. При 𝑡→∞ справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1 (⃗0) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (11)

Доказательство. См. [5]. 2

Теорема 3. При 𝑡→∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ справедлива асимптотическая
формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�) = 𝑂

(︂
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

2 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (12)

Доказательство. См. [5]. 2

Цель данной работы — уточнить теорему 3.

2. Новые оценки тригонометрических сумм алгебраических се-
ток

Теорему 3 можно уточнить. Сначала мы это сделаем для векторов �⃗� специального вида:
�⃗� = 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚), где 𝑚 ∈ Z,𝑚 ̸= 0.

Теорема 4. Для любого целого 𝑚 ̸= 0 и натурального 𝑡 справедливо равенство

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
. (13)

Доказательство. Действительно, если �⃗� = 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚), и 𝑚 ∈ Z,𝑚 ̸= 0, то по теореме 1
имеем:

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) =
∑︁

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{𝑡(𝑚,...,𝑚)}

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌𝑟(�⃗�)𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�,

где {𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)} — одноэлементное множество, состоящее из вектора �⃗� = 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚). Так
как при �⃗� = 0⃗ имеем:

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌𝑟(�⃗�)𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� = 1,

то

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{𝑡(𝑚,...,𝑚)}

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌𝑟(�⃗�)𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�.

Поэтому по лемме 2 получим

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚))− 1| 6 𝐵(𝑟)𝜁𝐻(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|𝑟 + 1) = 𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
,

что и доказывает утверждение теоремы. 2

Теперь рассмотрим случай, когда �⃗� ∈ Z𝑠 ∖ Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и, следовательно, �⃗� ̸= 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)
для любого 𝑚 ∈ Z.

Для решётки Λ = Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)) определим два вектора �⃗�Λ(�⃗�) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) и �⃗�Λ(�⃗�) из условий
�⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�Λ(�⃗�) и произведение 𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . · 𝑛𝑠 минимально. Ясно, что
существует константа 𝐶(Λ) > 1 такая, что для любого вектора �⃗� имеем 𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) 6 𝐶(Λ).
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Лемма 3. Для любого действительного 𝑥 справедливы неравенства

1

𝑛− 𝑥
6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2𝑥 , при 𝑛− 𝑥 > 2𝑥,
1
𝑥 , при 2𝑥 > 𝑛− 𝑥 > 𝑥,
2
𝑥 , при 𝑥

2 6 𝑛− 𝑥 < 𝑥,
2𝑛
𝑥 , 𝑛− 𝑥 < 𝑥

2 .

(14)

Доказательство. Первые три неравенства в (14) очевидны.
Перейдем к доказательству четвертого неравенства. Неравенство 1

𝑛−𝑥 6
2𝑛
𝑥 эквивалентно

неравенству 𝑥 6 2𝑛 · 𝑛− 𝑥. При |𝑥| 6 1 это очевидно. Пусть |𝑥| > 1, тогда |𝑥|
2 6 |𝑛| 6

3|𝑥|
2 .

Отсюда следует, что 2𝑛 > |𝑥| и лемма полностью доказана. 2

Теорема 5. При 𝑡 → ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ и �⃗� ̸∈ Λ справедлива асимп-
тотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(�⃗�) 6 𝐵(𝑟)

⎧⎨⎩
1

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 +𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) ̸= 0⃗,

𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) = 0⃗.

(15)

Доказательство. Действительно, согласно теореме 1 и лемме 2 имеем:⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(�⃗�)

⃒⃒
6 𝐵(𝑟)

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.

Если �⃗�Λ(�⃗�) = 0⃗, то∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
=

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑛1 − 𝑥1 . . . 𝑛𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.

Если �⃗�Λ(�⃗�) ̸= 0⃗, то∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
=

1

(𝑛1 . . . 𝑛𝑠)𝑟+1
+

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{−�⃗�Λ(�⃗�)}

1

(𝑛1 − 𝑥1 . . . 𝑛𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.

Для простоты изложения воспользуемся неравенством (14) в наиболее слабой форме
1

𝑛−𝑥 6
2𝑛
𝑥 , получим

⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(�⃗�)

⃒⃒
6 𝐵(𝑟)

⎛⎝1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1
+

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

2𝑠(𝑟+1)(𝑛1 . . . 𝑛𝑠)
𝑟+1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝑟+1

⎞⎠ =

= 𝐵(𝑟)

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1
+ 2𝑠(𝑟+1)(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1𝜁(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|𝑟 + 1)

)︃
.

Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 11, получим доказываемое утверждение.
2

3. Заключение

Лемма 3 содержит определенный потенциал, чтобы усилить теорему 5, но это потребует до-
полнительного исследования. Кроме этого возникает вопрос о возможности переноса методов
работы [1] на получение усиленных асимптотических оценок рассматриваемых тригонометри-
ческих сумм алгебраических сеток.
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