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Аннотация

В статье рассматриваются суммы значений композиции вещественной периодической
арифметической функции и функции количества простых делителей по натуральным чис-
лам, не превосходящим заданного. При этом подсчет простых делителей может произво-
диться как с учетом кратности, так и без ее учета, а на сами делители может быть наложено
дополнительное требование принадлежности некоторому специальному множеству. Упо-
мянутое специальное множество может быть, например, объединением нескольких ариф-
метических прогрессий с заданной разностью, или же допускать аналог асимптотического
закона распределения простых чисел со степенным понижением в остатке. Более того,
вместо функции количества простых делителей можно рассмотреть любую вещественную
аддитивную функцию, равную единице на простых числах. В качестве примера периоди-
ческой арифметической функции можно рассмотреть символ Лежандра. Доказаны асимп-
тотические формулы для указанных сумм и изучено их поведение.

Доказательство использует разложение периодической арифметической функции по
характерам аддитивной группы вычетов, что сводит задачу к рассмотрению специальной
тригонометрической суммы с функцией количества простых делителей в показателе. Для
нахождения асимптотик этих сумм мы записываем соответствующий производящий ряд
Дирихле, аналитически продолжаем его и применяем формулу Перрона и метод комплекс-
ного интегрирования в специально адаптированном варианте.
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Abstract

We consider sums of values of the composition of a real periodic arithmetic function and
the number of prime divisors function over integers not exceeding a given bound. The prime
divisors may be counted as with their multiplicity or without it, and we can restrict these
divisors to the additional condition of belonging to some special set. This special set may be,
for example, a sum of several arithmetic progressions with a given difference or imply an analog
of prime number theorem with a power decrement in the remainder term. Moreover, instead of
the number of prime divisors function we can consider an arbitrary real additive function that
equals to one on primes. As an example of the periodic arithmetic function we can consider
the Legendre symbol. In the paper we prove asymptotic formulae for such sums and investigate
their behavior.

The proof uses the decomposition of the periodic arithmetic function into additive characters
of the residue group, so the problem reduces to special trigonometric sums with the number
of prime divisors function in the exponent. In order to establish asymptotic formulae for such
sums we consider the corresponding Dirichlet series, accomplish its analytic continuation and
make use of the Perron formula and complex integration method in specially adapted form.
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1. Введение

Пусть 𝐸 — некоторое бесконечное множество натуральных чисел. Через 𝑀 будем обозна-
чать множество натуральных чисел, все простые делители которых принадлежат 𝐸. Количе-
ство чисел множества 𝑀 , не превосходящих 𝑥, обозначим через 𝑛(𝑥), то есть

𝑛(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

1.

В тривиальном случае 𝐸 = N имеем, очевидно, 𝑀 = N и 𝑛(𝑥) = [𝑥]. Пусть теперь 𝑓(𝑛) —
вещественная арифметическая функция, периодическая с периодом 𝑘, не меньшим двух, а
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𝛾(𝑛) — вещественная аддитивная арифметическая функция с условием 𝛾(𝑝) = 1 для любого
простого 𝑝. Введем обозначение

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

𝑓(𝛾(𝑛)).

Простейшим примером периодической арифметической функции является функция
𝑓(𝑛) = (−1)𝑛, периодическая с периодом 2.

Рассмотрим один из вариантов выбора функции 𝛾(𝑛). Пусть Ω(𝑛) обозначает число
простых делителей 𝑛 с учетом их кратности. Таким образом, при 𝑛 = 𝑝𝛼1

1 . . . 𝑝𝛼𝑟
𝑟 имеем

Ω(𝑛) = 𝛼1 + . . . + 𝛼𝑟. Очевидно, что Ω(𝑛) удовлетворяет требованиям, предъявляемым к
функции 𝛾(𝑛), а функция 𝑎Ω(𝑛) вполне мультипликативна при любом ненулевом комплекс-
ном 𝑎. При 𝑎 = −1 эта функция называется функцией Лиувилля и обозначается 𝜆(𝑛). Таким
образом, 𝜆(𝑛) = 𝑓(𝛾(𝑛)) при 𝑓(𝑛) = (−1)𝑛 и 𝛾(𝑛) = Ω(𝑛). Отсюда, пользуясь классическим
результатом [1, теорема 5.2, с.86], в случае 𝐸 = N получаем

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝜆(𝑛)≪ 𝑥𝑒−𝑐
√
ln𝑥.

Пусть теперь заданы натуральные числа 𝑚 > 3 и 𝑟 < 𝜙(𝑚). Пусть 𝑙1, . . . , 𝑙𝑟 — различные
натуральные числа, не превосходящие 𝑚 и взаимно простые с ним. Возьмем в качестве 𝐸
множество всех натуральных чисел, сравнимых с одним из чисел 𝑙1, . . . , 𝑙𝑟 по модулю𝑚. Иначе
говоря, множество 𝐸 есть объединение 𝑟 арифметических прогрессий с первыми членами
𝑙1, . . . , 𝑙𝑟 и разностью 𝑚. В этом случае асимптотическая формула для 𝑛(𝑥) была найдена
Э. Ландау [2, §183] и имеет вид

𝑛(𝑥) =
𝐶1𝑥

ln
− 𝑟

𝜙(𝑚)
+1
𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
.

При исследовании распределения чисел множества 𝑀 в зависимости от четности Ω(𝑛)
А.А. Карацубой [3], [4] было обнаружено, что

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

𝜆(𝑛) =
𝐴𝑛(𝑥)

ln
2𝑟

𝜙(𝑚) 𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
, (1)

где 𝐴 — положительная постоянная. Этот результат имеет неожиданный арифметический
смысл, так как может быть интерпретирован как некоторое преобладание среди чисел мно-
жества 𝑀 чисел с нечетным количеством простых делителей.

Пусть теперь 𝐸 таково, что

𝜋(𝑥,𝐸) =
∑︁
𝑝6𝑥
𝑝∈𝐸

1 = 𝑐𝐸𝜋(𝑥) +𝑂
(︀
𝑥1−Δ

)︀
, (2)

где Δ > 0, 0 < 𝑐𝐸 < 1. В качестве такого 𝐸 можно взять все натуральные числа, принадле-
жащие множеству

∞⋃︁
𝑛=0

[(𝐷𝑛+ 𝑗 − 1)1/𝑎, (𝐷𝑛+ 𝑗)1/𝑎),

где 𝑎 — нецелое положительное число, 𝐷 и 𝑗 — натуральные числа, причем 𝐷 > 2, 𝑗 6 𝐷.
Соответствующая формула для величины 𝜋(𝑥,𝐸) в случае 0 < 𝑎 < 1 доказана в работе [5],
а для нецелых 𝑎, больших единицы, например, в работе [6]. Эта задача изучалась также
в работах [7, 8]. Можно также рассматривать в качестве 𝐸 множество простых чисел, со-
держащих четное число единиц в своей двоичной записи. Справедливость соответствующей
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асимптотической формулы для 𝜋(𝑥,𝐸) установлена в работе [9]. Для такого выбора множе-
ства 𝐸 А.А. Карацубой [3], [4] получены аналогичные случаю арифметических прогрессий
результаты

𝑛(𝑥) =
𝐶2𝑥

ln−𝑐𝐸+1 𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
,

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

𝜆(𝑛) =
𝐵𝑛(𝑥)

ln2𝑐𝐸 𝑥

(︂
1 +𝑂

(︂
1

ln𝑥

)︂)︂
, (3)

где 𝐵 — положительная постоянная. Таким образом, при таком выборе множества 𝐸 обнару-
живается тот же эффект преобладания чисел с нечетным количеством простых делителей.

Рассмотрим другой вариант выбора функции 𝛾(𝑛). Обозначим через 𝜈(𝑛) количество раз-
личных простых делителей числа 𝑛. Таким образом, при 𝑛 = 𝑝𝛼1

1 . . . 𝑝𝛼𝑟
𝑟 имеем 𝜈(𝑛) = 𝑟. Эта

функция также удовлетворяет требованиям, предъявляемым к 𝛾(𝑛), а функция 𝑎𝜈(𝑛) муль-
типликативна при любом ненулевом комплексном 𝑎. Хорошо известно, что при 𝐸 = N имеет
место равенство

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

(−1)𝜈(𝑛) ≪ 𝑥𝑒−𝑐
√
ln𝑥.

Рассматривая распределение чисел из множества 𝑀 в зависимости от четности 𝜈(𝑛), автор
в работах [10, 11] для случая 𝐸, допускающего равенство (2), и в работе [12] для случая 𝐸,
составленного из арифметических прогрессий, получил формулы, отличающиеся от (1) и (3)
лишь значениями констант 𝐴 и 𝐵.

Пусть теперь 𝑘 — фиксированное натуральное число, не меньшее трех, а 𝑙 — некоторое
натуральное число, не превосходящее 𝑘. Положим 𝑓(𝑛) = 1 при 𝑛 ≡ 𝑙(mod𝑘), и 𝑓(𝑛) = 0
в противном случае. Такая арифметическая функция периодична с периодом 𝑘 и является
характеристической функцией множества чисел, сравнимых с 𝑙 по модулю 𝑘. В этом случае
сумма 𝑆(𝑥) имеет смысл количества чисел множества 𝑀 , не превосходящих 𝑥 и таких, что
𝛾(𝑛) ≡ 𝑙(mod𝑘). В работе [13] автор получил в случае 𝐸 = N асимптотическую формулу

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝛾(𝑛)≡𝑙(mod𝑘)

1 =
1

𝑘
𝑛(𝑥)

(︃
1 +

𝐴0 cos
(︀
sin 2𝜋

𝑘 · ln ln𝑥+ 𝜙0 − 2𝜋𝑙
𝑘

)︀
ln2 sin

2 𝜋
𝑘 𝑥

+𝑂
(︁
ln−𝛿𝑘 𝑥

)︁)︃
, (4)

где 𝐴0 ̸= 0 и 𝜙0 — некоторые вещественные постоянные, а 𝛿𝑘 = 2 sin2 𝜋𝑘 + 1 при 𝑘 6 6, и
𝛿𝑘 = 2 sin2 2𝜋

𝑘 при 𝑘 > 7. Эта формула справедлива для любой аддитивной функции 𝛾(𝑛) с
условием 𝛾(𝑝) = 1, в частности, для функций Ω(𝑛) и 𝜈(𝑛). Аналогичные формулы, отличаю-
щиеся от (4) лишь некоторыми коэффициентами, были получены в той же работе [13] и для
случая множества 𝐸, допускающего равенство (2), и для случая множества 𝐸, составленного
из арифметических прогрессий. Интересным эффектом, возникшим при переходе к случаю
𝑘 > 3, является исчезновение качественного отличия случая 𝐸 = N от остальных вариантов
выбора множества 𝐸.

В работах [14, 15] автор рассмотрел сумму символов Лежандра с функцией 𝜈(𝑛), что от-
вечает случаю 𝑓(𝑛) = (𝑛𝑝 ). В этом случае функция 𝑓(𝑛) периодична с периодом 𝑝, где 𝑝 —
фиксированное нечетное простое число. При этом для суммы 𝑆(𝑥) получается асимптоти-
ческая формула, подобная (4), но без первого слагаемого, так как полная сумма символов
Лежандра равна нулю. А именно, при 𝐸 = N имеет место равенство

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

(︂
𝜈(𝑛)

𝑝

)︂
=

𝐴𝑝 𝑥

ln
2 sin2 𝜋

𝑝 𝑥
cos

(︂
sin

2𝜋

𝑝
· ln ln𝑥+ 𝜙𝑝

)︂
+𝑂

(︁
𝑥 ln−𝛿𝑝 𝑥

)︁
,
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где 𝛿𝑝 = 2 sin2 𝜋𝑝 + 1 при 𝑝 = 3, 5, и 𝛿𝑝 = 2 sin2 2𝜋
𝑝 при 𝑝 > 7, а 𝐴𝑝 ̸= 0 и 𝜙𝑝 — некоторые

вещественные постоянные.
Естественным обобщением всех упомянутых задач является задача исследования поведе-

ния суммы 𝑆(𝑥) при произвольной периодической 𝑓(𝑛) и произвольной аддитивной 𝛾(𝑛) с
условием 𝛾(𝑝) = 1, которая и является предметом исследования настоящей статьи. При этом
период 𝑘 функции 𝑓(𝑛) имеет смысл положить не меньшим трех, поскольку при 𝑘 = 2 суще-
ствуют только две независимые функции 𝑓(𝑛), а именно (−1)𝑛 и постоянная, случай которых
всесторонне исследован в работах [3, 4, 10, 11, 12].

2. Основная часть

Сформулируем основные результаты настоящей работы. Пусть 𝑘 — фиксированное на-
туральное число, не меньшее трех, и 𝑓(𝑛) — произвольная вещественная арифметическая
функция, периодическая с периодом 𝑘. Обозначим через 𝑓0 среднее значение функции 𝑓(𝑛),
то есть

𝑓0 =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛).

Пусть 𝛾(𝑛) — произвольная вещественная аддитивная арифметическая функция с условием
𝛾(𝑝) = 1 для любого простого 𝑝. Пусть𝑀 — множество натуральных чисел, все простые дели-
тели которых принадлежат множеству 𝐸. Количество чисел множества 𝑀 , не превосходящих
𝑥, обозначим через 𝑛(𝑥). Тогда имеют место утверждения

Теорема 1. Пусть 𝐸 = N. Тогда существуют такие вещественные постоянные 𝐴 и 𝜙,
что имеет место асимптотическая формула

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑓(𝛾(𝑛)) = 𝑥

(︃
𝑓0 +

𝐴 cos
(︀
sin 2𝜋

𝑘 · ln ln𝑥+ 𝜙
)︀

ln2 sin
2 𝜋

𝑘 𝑥
+𝑂

(︁
ln−𝛿𝑘 𝑥

)︁)︃
,

где 𝛿𝑘 = 2 sin2 𝜋𝑘 + 1 при 𝑘 6 6, и 𝛿𝑘 = 2 sin2 2𝜋
𝑘 при 𝑘 > 7.

Теорема 2. Пусть 𝑚 > 3 и 𝑟 < 𝜙(𝑚). Пусть 𝑙1, . . . , 𝑙𝑟 — различные натуральные числа,
не превосходящие 𝑚 и взаимно простые с ним. Пусть 𝐸 — множество всех натуральных
чисел, сравнимых с одним из чисел 𝑙1, . . . , 𝑙𝑟 по модулю 𝑚. Тогда существуют такие веще-
ственные постоянные 𝐵 и 𝜓, что имеет место асимптотическая формула

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

𝑓(𝛾(𝑛)) = 𝑛(𝑥)

(︃
𝑓0 +

𝐵 cos
(︀
κ sin 2𝜋

𝑘 · ln ln𝑥+ 𝜓
)︀

ln2κ sin2 𝜋
𝑘 𝑥

+𝑂
(︁
ln−𝛿𝑘 𝑥

)︁)︃
,

где 𝛿𝑘 = 2κ sin2 2𝜋
𝑘 при 𝑘 = 4 или 𝑘 > 6, 𝛿5 = min(2κ sin2 2𝜋

5 , 2κ sin2 𝜋5 + 1), 𝛿3 = 3
2κ + 1, а

κ = 𝑟
𝜙(𝑚) .

Теорема 3. Пусть множество 𝐸 допускает равенство (2). Тогда существуют такие
вещественные постоянные 𝐵′ и 𝜓′, что имеет место асимптотическая формула

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑛∈𝑀

𝑓(𝛾(𝑛)) = 𝑛(𝑥)

(︃
𝑓0 +

𝐵′ cos
(︀
𝑐𝐸 sin 2𝜋

𝑘 · ln ln𝑥+ 𝜓′)︀
ln2𝑐𝐸 sin2 𝜋

𝑘 𝑥
+𝑂

(︁
ln−𝛿𝑘 𝑥

)︁)︃
,

где 𝛿𝑘 = 2𝑐𝐸 sin2 2𝜋
𝑘 при 𝑘 = 4 или 𝑘 > 6, 𝛿5 = min(2𝑐𝐸 sin2 2𝜋

5 , 2𝑐𝐸 sin2 𝜋5 + 1), 𝛿3 =
3
2𝑐𝐸 + 1.
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Нам понадобятся вспомогательные утверждения, доказанные в работе [13], которые адап-
тируют метод комплексного интегрирования к поставленной задаче.

Лемма 1. Пусть 𝑘 — натуральное число, не меньшее трех, 𝑦 ∈ Z, 𝛾(𝑛) — аддитивная
арифметическая функция с условием 𝛾(𝑝) = 1 для любого простого 𝑝. Пусть 𝐸 — бесконечное
подмножество N, а 𝑀 — множество натуральных чисел, все простые делители которых
принадлежат 𝐸. Тогда при Re𝑠 > 1 имеет место равенство

∞∑︁
𝑛=1
𝑛∈𝑀

𝑒2𝜋𝑖
𝑦𝛾(𝑛)

𝑘

𝑛𝑠
=
∏︁
𝑝∈𝐸

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂−𝑒2𝜋𝑖
𝑦
𝑘

· 𝐹𝑦(𝑠),

где функция 𝐹𝑦(𝑠) аналитична и ограничена в полуплоскости Re𝑠 > 1
2 + 𝜀 при любом поло-

жительном 𝜀, причем 𝐹𝑦(1) ̸= 0 при |𝑦| < 𝑘
2 .

Лемма 2. Пусть 𝑔(𝑛) — комплекснозначная арифметическая функция с условием
|𝑔(𝑛)| 6 1, и при Re𝑠 > 1 имеет место равенство

∞∑︁
𝑛=1

𝑔(𝑛)

𝑛𝑠
= (𝜁(𝑠))𝛼𝐻(𝑠),

где 𝛼 ∈ C, |𝛼| 6 1, а функция 𝐻(𝑠) при любом достаточно большом 𝑇 аналитична в области
𝜎 > 1 − 𝑐1/ ln𝑇 , |𝑡| 6 𝑇 , причем в этой области справедлива оценка 𝐻(𝑠) ≪ ln𝑐 𝑇 . Тогда
имеет место асимптотическая формула

∑︁
𝑛6𝑥

𝑔(𝑛) =
𝐻(1)

Γ(𝛼)
𝑥 ln𝛼−1 𝑥+𝑂(𝑥 lnRe𝛼−2 𝑥).

Теперь мы готовы к доказательству основного результата настоящей работы.
Доказательство. [Доказательство теоремы 1] Раскладывая периодическую с периодом 𝑘
функцию 𝑓(𝑛) по характерам аддитивной группы вычетов по модулю 𝑘, получим

𝑓(𝛾(𝑛)) =
∑︁

𝑗mod 𝑘

𝑒2𝜋𝑖
𝑗𝛾(𝑛)

𝑘
1

𝑘

∑︁
𝑚mod 𝑘

𝑓(𝑚)𝑒−2𝜋𝑖 𝑗𝑚
𝑘 ,

где 𝑗 и 𝑚 пробегают полную систему вычетов по модулю 𝑘 (для простоты и определенности
— наименьшие по абсолютной величине вычеты). Обозначая

𝑓𝑗 =
1

𝑘

∑︁
𝑚mod 𝑘

𝑓(𝑚)𝑒−2𝜋𝑖 𝑗𝑚
𝑘 (5)

и суммируя по 𝑛, не превосходящим 𝑥, найдем

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑓(𝛾(𝑛)) =
∑︁

𝑗mod 𝑘

𝑓𝑗
∑︁
𝑛6𝑥

𝑒2𝜋𝑖
𝑗𝛾(𝑛)

𝑘 =
∑︁

𝑗mod 𝑘

𝑓𝑗𝑆𝑗(𝑥), (6)

где мы ввели также обозначение

𝑆𝑗(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑒2𝜋𝑖
𝑗𝛾(𝑛)

𝑘 .
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Очевидно, 𝑆0(𝑥) = [𝑥], асимптотики же остальных сумм 𝑆𝑗(𝑥) получим методом комплекс-
ного интегрирования. Применяя лемму 1, для соответствующего производящего ряда Дирихле
при Re𝑠 > 1 получаем выражение

∞∑︁
𝑛=1

𝑒2𝜋𝑖
𝑗𝛾(𝑛)

𝑘

𝑛𝑠
= (𝜁(𝑠))𝑒

2𝜋𝑖
𝑗
𝑘 𝐹𝑗(𝑠), (7)

где функция 𝐹𝑗(𝑠) аналитична и ограничена в полуплоскости Re𝑠 > 1
2 + 𝜀. Применяя затем

лемму 2, для искомой сумматорной функции получаем следующее соотношение

𝑆𝑗(𝑥) =
𝐹𝑗(1)

Γ(𝑒2𝜋𝑖
𝑗
𝑘 )
𝑥 ln𝑒

2𝜋𝑖
𝑗
𝑘 −1 𝑥+𝑂(𝑥 lncos

2𝜋𝑗
𝑘

−2 𝑥). (8)

Так как функция 𝑓(𝑛) вещественна, из равенства (5) имеем 𝑓−𝑗 = 𝑓𝑗 . Далее, поскольку
гамма-функция вещественна при вещественных значениях аргумента, то

Γ(𝑒−2𝜋𝑖 𝑗
𝑘 ) = Γ(𝑒2𝜋𝑖

𝑗
𝑘 ).

Наконец, из соотношения (7) при вещественной 𝛾(𝑛) нетрудно получить, что 𝐹−𝑗(𝑠) = 𝐹𝑗(𝑠),
а значит 𝐹−𝑗(1) = 𝐹𝑗(1). Таким образом, слагаемые суммы (6), отвечающие 𝑗 = 1 и 𝑗 = −1
комплексно сопряжены. Обозначая

𝑓1𝐹1(1)

Γ(𝑒
2𝜋𝑖
𝑘 )

=
1

2
𝐴𝑒𝑖𝜙 (9)

с некоторыми вещественными 𝐴 и 𝜙, имеем

𝑓1𝑆1(𝑥) + 𝑓−1𝑆−1(𝑥) =
𝐴𝑥 cos

(︀
sin 2𝜋

𝑘 · ln ln𝑥+ 𝜙
)︀

ln2 sin
2 𝜋

𝑘 𝑥
+𝑂

(︁
𝑥 ln−2 sin2 𝜋

𝑘
−1 𝑥

)︁
. (10)

С другой стороны, при 2 6 |𝑗| 6 𝑘
2 из соотношения (8) следует, что 𝑆𝑗(𝑥) ≪ 𝑥 ln−2 sin2 2𝜋

𝑘 𝑥.
Подставляя эту оценку, наряду с равенством (10), в сумму (6), получим утверждение теоремы.
2

Доказательство. [Доказательства теорем 2 и 3] Проводятся в целом аналогично доказатель-
ству теоремы 1. Суммирование в сумме 𝑆𝑗(𝑥) в этом случае идет только по числам множества
𝑀 , поэтому при применении леммы 1 в равенстве (7) вместо 𝜁(𝑠) будет фигурировать функция∏︁

𝑝∈𝐸

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂−1

.

Ее аналитическое продолжение, выражение через дзета-функцию Римана, а также оценки ее
модуля вблизи единичной прямой даны в [16, лемма 1] для случая множества 𝐸, являюще-
гося объединением арифметических прогрессий, и в [17, лемма 1] для случая множества 𝐸,
допускающего равенство (2). В конечном итоге в показателе степени 𝜁(𝑠) в соотношении (7)
добавляется множитель κ или 𝑐𝐸 , который затем модифицирует формулы (8) и (10). Кроме
того, при записи окончательного результата следует учесть, что из равенства (8) следует, что

𝑆0(𝑥) = 𝑛(𝑥) ≍ 𝑥 lnκ−1 𝑥

в случае теоремы 2, а в случае теоремы 3 параметр κ заменяется на 𝑐𝐸 . 2

Мы видим, что если среднее значение функции 𝑓(𝑛) отлично от нуля, то сумма 𝑆(𝑥) асимп-
тотически равна 𝑓0·𝑛(𝑥). В случае же среднего значения равного нулю, что имеет место, напри-
мер, при 𝑓(𝑛) = (𝑛𝑝 ), на первый план выходит второе, осциллирующее слагаемое асимптотики.
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При этом указанное слагаемое не обращается в нуль тождественно, если только величина 𝑓1
отлична от нуля, что легко видеть из равенства (9) и леммы 1.

Отметим также, что условие 𝛾(𝑝) = 1 при любом простом 𝑝 продиктовано скорее истори-
ческими причинами: ему удовлетворяют широко известные аддитивные функции 𝜈(𝑛) и Ω(𝑛).
Доказательство без труда модифицируется на случаи, когда 𝛾(𝑝) = 1 для всех простых 𝑝 за
исключением конечного числа, и когда 𝛾(𝑝) при любом простом 𝑝 принимает одно и то же зна-
чение, не обязательно равное единице. Конечно, в последнем случае второй член асимптотики
уже существенно поменяется.

3. Заключение

В статье доказаны асимптотические формулы для суммы значений композиции веществен-
ной периодической арифметической функции с периодом не меньшим трех и вещественной
аддитивной арифметической функции, равной единице на простых числах, по числам, не
превосходящим заданного и таким, что все их простые делители принадлежат специальному
множеству. Рассмотрено три варианта выбора специального множества: множество всех нату-
ральных чисел, объединение арифметических прогрессий с заданной разностью и множество,
допускающее аналог асимптотического закона распределения простых чисел со степенным
понижением в остатке. Из полученных результатов следует, что нетривиальный, осциллиру-
ющий характер поведения изучаемых сумм проявляется в том случае, когда среднее значение
рассматриваемой периодической функции равно нулю.
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