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Аннотация

В работе заложены основы теории гладких многообразий теоретико-числовых решёток.
Рассмотрен простейший случай одномерных решёток. В последующих статьях будет

рассмотрен сначала случай одномерных сдвинутых решёток, потом общий случай много-
мерных решёток, и, наконец, случай многомерных сдвинутых решёток.

В работе определено гомеоморфное отображение пространства одномерных решёток
на множество всех действительных чисел R. Тем самым установлено, что пространство
одномерных решёток 𝑃𝑅1 локально евклидово пространство размерности 1.

Так как метрика на этих пространствах не является евклидовой, а относится к чис-
лу "логарифмических" , то получаются в одномерном случае неожиданные результаты о
производных от основных функций, таких как детерминант решётки, гиперболический па-
раметр решётки, норменный минимум, дзета-функция решётки и гиперболическая дзета-
функция решётки.

В работе рассмотрена связь указанных функций с вопросами изучения погрешности
приближенного интегрирования по параллелепипедальным сеткам.

Ключевые слова: решётки, метрическое пространство решёток, гладкое многообразие
решёток.
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Abstract

In this paper, the foundations of the theory of smooth varieties of number-theoretic lattices
are laid.

The simplest case of one - dimensional lattices is considered. In subsequent articles,
we will first consider the case of one-dimensional shifted lattices, then the General case of
multidimensional lattices, and finally the case of multidimensional shifted lattices.

In this paper, we define a homeomorphic mapping of the space of one-dimensional lattices to
the set of all real numbers R. Thus, it is established that the space of one-dimensional lattices
𝑃𝑅1 is locally Euclidean space of dimension 1.

Since the metric on these spaces is not Euclidean, but is "logarithmic" , unexpected results
are obtained in the one-dimensional case about derivatives of the main functions, such as the
lattice determinant, the hyperbolic lattice parameter, the norm minimum, the lattice Zeta
function, and the hyperbolic lattice Zeta function.

The paper considers the relationship of these functions with the issues of studying the error
of approximate integration over parallelepipedal grids.
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1. Введение

В работе [31] изучалось полное метрическое пространство 𝑠-мерных решёток и была дока-
зана теорема, что множество алгебраических решёток всюду плотно в пространстве решёток.
В теоретико-числовом методе в приближенном анализе значительную роль играют гипербо-
лическая дзета-функция решёток, обобщённая гиперболическая дзета-функция решёток и ги-
перболическая дзета-функция сеток, так как они связаны с оценкой нормы линейного функци-
онала погрешности приближенного интегрирования на классе 𝐸𝛼𝑠 (см. [9, 10, 13, 16, 22, 33, 34]).

С одной стороны, эти функции являются рядами Дирихле на спектре соответствующих
решёток и для них возникают естественные задачи об изучении их свойств как функций ком-
плексного переменного 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, где 𝜎, 𝑡 ∈ R.

С другой стороны, они являются функциями на пространстве решёток или на пространстве
сдвинутых решёток. Непрерывность этих объектов на соответствующих пространствах была
установлена в работах [13, 25].

Естественно возникает вопрос об их дифференциальных свойствах на этих пространствах,
но для этого надо рассмотреть эти пространства как гладкие многообразия. Это потребует
определенных усилий, так как метрика на этих пространствах не является евклидовой, а
относится к числу "логарифмических" , как это будет видно из дальнейшего.

Целью данной работы является рассмотрение простейшего случая гладкого многообразия
одномерных решёток и сдвинутых решёток.

На протяжении всей работы через 𝐼 = 𝐼𝑠 будем обозначать единичную квадратную мат-
рицу порядка 𝑠 > 1. Значение порядка 𝑠 каждый раз будет видно из контекста.

2. Метрическое пространство решёток и гладкое многообразие
одномерных решёток

Важность рассмотрения множества всех решёток как метрического пространства видна из
работ [1, 22], [26] — [30].

Рассмотрим пространство 𝑃𝑅1 всех одномерных решёток. Нетрудно видеть, что

𝑃𝑅1 = {𝜆Z|𝜆 > 0},

где Z — фундаментальная одномерная решётка, являющаяся, кроме этого, кольцом целых
рациональных чисел. Очевидно, что справедливо равенство 𝜆Z = −𝜆Z для любого 𝜆 ̸= 0.

Пусть M1(R) множество всех вещественных квадратных матриц порядка 1, а M*
1(R) —

подмножество невырожденных матриц. Таким образом,

M1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R}, M*
1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R, 𝑎1 1 ̸= 0}.

Если нам дана решётка 𝑀 = 𝑀(𝜆) с базисом (𝜆), 𝜆 > 0, то действие линейного пре-
образования с матрицей 𝐴 = (𝑎1 1) ∈ M*

1(R) задаётся равенством 𝐴 · 𝑀 = 𝑀(|𝑎1 1|𝜆). Для
любой одномерной решётки𝑀 её группа автоморфизмов конечна Aut(𝑀) = {(1), (−1)}. Этим
фактом объясняются многие упрощения теории в одномерном случае в сравнении с общим
случаем, когда группа автоморфизмов бесконечна.

Нетрудно видеть, что можно задать взаимно-однозначное отображение 𝑃𝑅1 ↔ R+, где R+

— мультипликативная группа положительных вещественных чисел.
На пространстве 𝑃𝑅1 всех одномерных решёток, следуя за Касселсом (см. [19] стр. 165), за-

дадим структуру топологического пространства, определив систему открытых окрестностей.
Говорят, что для произвольного 𝜇 > 0 множество L𝜇(𝑀) решёток Λ является открытой

𝜇-окрестностью решётки 𝑀 , если оно состоит из всех решёток

Λ = 𝐴 ·𝑀, (1)
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для которых невырожденная матрица 𝐴 удовлетворяет соотношению

‖𝐴− 𝐼‖ < 𝜇. (2)

Заметим, что в одномерном случае 𝐼 = (1) — единичная матрица и матричная норма
задана равенством ‖𝐴‖ = |𝑎1 1|.2

Мы будем рассматривать только окрестности при 0 < 𝜇 < 1, так как для таких 𝜇 все
матрицы 𝐴 = (𝑎1 1) с ‖𝐴 − 𝐼‖ < 𝜇 удовлетворяют соотношению 0 < 1 − 𝜇 < 𝑎1 1 < 1 + 𝜇 и
являются невырожденными.

Нетрудно записать окрестность L𝜇(𝑀) для произвольной решётки 𝑀 = 𝑀(𝜆) = 𝜆Z с
базисом (𝜆).

L𝜇(𝑀) = {Λ = 𝜆1Z|(1− 𝜇)𝜆 < 𝜆1 < (1 + 𝜇)𝜆}.

Естественно, что прежде всего надо установить, что пересечение двух окрестностей L𝜇(𝑀)
снова является открытой окрестностью.

Лемма 1. Пересечение двух открытых окрестностей L𝜇(𝑀) и L𝜈(𝑁) либо пусто, либо
является открытой окрестностью L𝜅(𝐾), где 𝐾 = 𝑀 и 𝜅 = min(𝜇, 𝜈), если 𝑀 = 𝑁 , и

𝜅 = 𝜆(1+𝜇)−𝜆1(1−𝜈)
𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈) , 𝜆2 = 𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈)

2 , 𝐾 = 𝐾(𝜆2), если 𝜆(1 + 𝜇) > 𝜆1(1 − 𝜈), 𝑀 = 𝑀(𝜆),

𝑁 = 𝑁(𝜆1) и 𝜆 < 𝜆1.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 𝑀 =𝑀(𝜆), 𝑁 = 𝑁(𝜆1)
и 𝜆 < 𝜆1.

Если 𝜆(1 + 𝜇) 6 𝜆1(1− 𝜈), то пересечение окрестностей пусто.
Если 𝑀 = 𝑁 , то 𝐾 =𝑀 и 𝜅 = min(𝜇, 𝜈), L𝜇(𝑀)

⋂︀
L𝜈(𝑁) = L𝜅(𝐾).

Если 𝜆(1 + 𝜇) > 𝜆1(1− 𝜈), то полагаем 𝜆2 = 𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈)
2 , 𝜅 = 𝜆(1+𝜇)−𝜆1(1−𝜈)

𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈) , 𝜃 =
𝜆1(1−𝜈)
𝜆(1+𝜇) .

Тогда 0 < 𝜃 < 1, 0 < 𝜅 = 1−𝜃
1+𝜃 < 1, 𝐾 = 𝐾(𝜆2), L𝜇(𝑀)

⋂︀
L𝜈(𝑁) = L𝜅(𝐾).

Лемма полностью доказана. 2

Лемма 2. Любой интервал решёток (Λ(𝜆1); Λ(𝜆2)) = {Λ(𝜆) |𝜆1 < 𝜆 < 𝜆2} является
открытой 𝜇-окрестностью решётки 𝑀 при 𝑀 =𝑀

(︁
𝜆1+𝜆2

2

)︁
, 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
.

Доказательство. Действительно, 0 < 𝜇 < 1 и

𝜆1 + 𝜆2
2

(︂
1− 𝜆2 − 𝜆1

𝜆1 + 𝜆2

)︂
= 𝜆1,

𝜆1 + 𝜆2
2

(︂
1 +

𝜆2 − 𝜆1
𝜆1 + 𝜆2

)︂
= 𝜆2,

что и доказывает утверждение леммы. 2
Легко видеть, что имеется следующее гомеоморфное отображение

𝜙 : L𝜇(𝑀)↔ (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆))

при котором решётке Λ = 𝜆1Z ставится в соответствие точка

𝜙(Λ) = ln(𝜆1) ∈ (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)),

а числу 𝜃 ∈ (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)) ставится в соответствие решётка

Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ L𝜇(𝑀).

2Для так определенной матричной нормы справедливы соотношения ‖−𝐴‖ = ‖−𝐴‖, ‖𝐴+𝐵‖ 6 ‖𝐴‖+‖𝐵‖,
‖𝐴 ·𝐵‖ = ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖.
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Произвольным открытым множеством L называется множество, представимое в виде
объединения произвольного множества 𝑋 открытых 𝜇 окрестностей

L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

L𝜇𝑥(𝑀𝑥). (3)

Нетрудно видеть, что таким образом на 𝑃𝑅1 задана структура топологического простран-
ства 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1), где 𝜏1 — множество всех открытых множеств L. Топологическое простран-
ство 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1) имеет счетную базу B, состоящую из всех 𝜇-окрестностей рациональных
решёток 𝑀 с рациональными 𝜇, и является сепарабельным топологическим пространством,
так как роль счетного всюду плотного его подмножества выполняет множество 𝑃𝑄1 всех ра-
циональных решёток, т.е. решёток 𝑀 =𝑀(𝜆) с 𝜆 ∈ Q, 𝜆 > 0.

Лемма 3. Топология 𝜏1 инвариантна относительно любого линейного невырожденно-
го преобразования 𝐴 пространства R. Счетная база B инвариантна только относительно
диагональных рациональных преобразований 𝐷(𝑑) = (𝑑), 𝑑 ∈ Q, 𝑑 ̸= 0.

Доказательство. Так как под действием линейного невырожденного преобразования 𝐴
пространства R произвольная решётка Λ переходит в решётку 𝐴 · Λ, то из равенства

𝐴 · L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥)

следует, для инвариантности топологии достаточно доказать, что 𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥) — открытое
множество для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Действительно,

𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥) = {Λ = 𝐴 ·𝐵 ·𝑀𝑥 | ‖𝐵 − 𝐼‖ < 𝜇𝑥} .

Пусть

‖𝐵 − 𝐼‖ < 𝜇𝑥, 𝛿 =
𝜇𝑥 − ‖𝐵 − 𝐼‖
‖𝐵‖ · ‖𝐴−1‖ · ‖𝐴‖

=
𝜇𝑥 − ‖𝐵 − 𝐼‖

‖𝐵‖
,

Λ = 𝐴 ·𝐵 ·𝑀𝑥, Λ1 = 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 ·𝑀𝑥 ∈ L𝛿(Λ).

Таким образом, ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝛿 и 𝛿 < 1 так как 𝜇𝑥 < 1 < ‖𝐼 −𝐵‖+ ‖𝐵‖.
Тогда

Λ1 = 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 ·𝑀𝑥 = 𝐴 ·𝐵1 ·𝑀𝑥, 𝐵1 = 𝐶 ·𝐵

и справедливы неравенства

‖𝐵1 − 𝐼‖ = ‖𝐶 ·𝐵 − 𝐼‖ 6 ‖𝐶 ·𝐵 −𝐵‖+ ‖𝐵 − 𝐼‖ 6
6 ‖𝐵‖ · ‖𝐶 − 𝐼‖+ ‖𝐵 − 𝐼‖ 6 ‖𝐵‖ · 𝛿 + ‖𝐵 − 𝐸‖ < 𝜇𝑥.

Отсюда следует

L𝛿(Λ) ⊂ 𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥), 𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥) =
⋃︁

Λ∈𝐴·L𝜇𝑥 (𝑀𝑥)

L𝛿(Λ)

и инвариантность топологии 𝜏1 относительно невырожденных линейных преобразований до-
казана.

Инвариантность счётной базы B очевидна. 2

Как известно (см. [19], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным
метрическим пространством относительно метрики

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), (4)



170 Е. Н. Смирнова, О. А. Пихтилькова, Н. Н. Добровольский. . .

где
𝜇 = inf

Γ=𝐴·Λ
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=𝐵·Γ
‖𝐵 − 𝐼‖,

Применительно к 𝑃𝑅1 имеем, если Λ = 𝜆Z, Γ = 𝛾Z, то Γ = 𝐴 · Λ, 𝐴 =
(︀
𝛾𝜆−1

)︀
, Λ = 𝐵 · Γ,

𝐵 =
(︀
𝛾−1𝜆

)︀
. Без ограничения общности будем считать, что 𝜆 > 𝛾, тогда 𝜇 = 1 − 𝛾𝜆−1,

𝜈 = 𝛾−1𝜆 − 1 и 𝜌(Λ,Γ) = max(ln(2 − 𝛾𝜆−1), ln(𝛾−1𝜆)). Положим 𝜃 = 𝛾𝜆−1, тогда 0 < 𝜃 < 1 и
2− 𝜃 < 𝜃−1, поэтому 𝜌(Λ,Γ) = ln(𝛾−1𝜆).

Теперь можно записать как выглядит "симметричный отрезок" решёток длинной 2𝜌 с
центром в Λ(𝜆): [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)]. Ясно, что когда ℎ пробегает числовой отрезок [−𝜌; 𝜌], то
Λ(𝑒ℎ𝜆) пробегает отрезок решёток [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)].

Как известно, для любой решётки Λ её взаимная решётка Λ* определяется из условия

Λ* = {�⃗� | ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z}.

Отсюда следует, что для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство Λ* = Λ(𝜆−1).

Лемма 4. Для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство

𝜌(Λ,Z) = 𝜌(Λ*,Z). (5)

Доказательство. Так как Λ* = Λ(𝜆−1) и (Λ*)* = Λ, то без ограничения общности можно
считать, что 𝜆 > 1. Случай 𝜆 = 1 тривиальный, так как тогда Λ = Z = Λ*.

Далее имеем: 𝜌(Λ,Z) = ln𝜆, 𝜌(Λ*,Z) = ln𝜆, что и доказывает утверждение леммы. 2
Заметим, что доказанная лемма является частным случаем теоремы А. Н. Кормачёвой

(см. [20]).

Топологическое пространство 𝑃𝑅1 является хаусдорфовым, так как для любых двух ре-
шеток Λ(𝜆1), Λ(𝜆2) при 𝜆1 < 𝜆2 и 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
открытые 𝜇-окрестности L𝜇(Λ(𝜆1)) и L𝜇(Λ(𝜆2))

не пересекаются.
Всё пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 гомеоморфно R. Действительно, таким гомео-

морфизмом является
𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R,

при котором решётке Λ = 𝜆Z ставится в соответствие точка

𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R,

а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответствие решётка

Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1.

Отсюда следует, что пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 локально евклидово простран-
ство размерности 1.

Согласно Уорнеру (см. [32], стр. 13), пара (𝑈,𝜙), где 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность,
решётка𝑀 =𝑀(𝜆), а 𝜙 — гомеоморфное отображение 𝑈 на интервал (ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆))
называется системой координат, 𝜙 — координатным отображением. Так как 𝜙(𝑀) = 0, то
решётка 𝑀 является началом данной системы координат.

Согласно Арнольду (см. [2], стр. 205) интервал (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)) является картой
открытой 𝜇-окрестности 𝑈 = L𝜇(𝑀) и 𝜙(Λ) изображением решётки Λ ∈ L𝜇(𝑀) на карте
(ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)).

Лемма 5. Для любых двух открытых пересекающихся 𝜇-окрестностей 𝑈𝜈 = L𝜇𝜈 (𝑀𝜈)
решёток 𝑀𝜈 =𝑀𝜈(𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2) гомеоморфные отображения 𝜙𝜈 окрестностей 𝑈𝜈 на интер-
валы (ln((1−𝜇𝜈)𝜆𝜈);ln((1+𝜇𝜈)𝜆𝜈)) связаны соотношениями 𝜙1 ∘ 𝜙−1

2 (𝜃) = 𝜙2 ∘ 𝜙−1
1 (𝜃) = 𝜃 для

любого 𝜃 из пересечения интервалов (𝜆1(1− 𝜇1);𝜆1(1 + 𝜇1))
⋂︀
(𝜆2(1− 𝜇2);𝜆2(1 + 𝜇2)).
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Доказательство. Действительно, пусть 𝑀𝜈 = 𝑀𝜈(𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2) и, без ограничения
общности, 𝜆1 < 𝜆2, тогда окрестности пересекаются, если 𝜆1(1+𝜇1) > 𝜆2(1−𝜇2). Рассмотрим
окрестность 𝑈 = 𝑈1

⋂︀
𝑈2 и интервал

(𝜆2(1− 𝜇2);𝜆1(1 + 𝜇1)) = (𝜆1(1− 𝜇1);𝜆1(1 + 𝜇1))
⋂︁

(𝜆2(1− 𝜇2);𝜆2(1 + 𝜇2)).

Гомеоморфное отображение 𝜙𝜈 , переводящее 𝑈𝜈 на интервал (ln((1−𝜇𝜈)𝜆𝜈); ln((1+𝜇𝜈)𝜆𝜈)), ста-
вит решётке Λ = 𝜆Z в соответствие число 𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ (ln((1−𝜇𝜈)𝜆𝜈); ln((1+𝜇𝜈)𝜆𝜈)), а числу
𝜃 ∈ (ln((1 − 𝜇𝜈)𝜆𝜈); ln((1 + 𝜇𝜈)𝜆𝜈)) ставится в соответствие решётка Λ = 𝜙−1

𝜈 (𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ U𝜈 .
Поэтому для любого 𝜃 ∈ (ln((1− 𝜇2)𝜆2); ln((1 + 𝜇1)𝜆1)) имеем

𝜙1 ∘ 𝜙−1
2 (𝜃) = 𝜙1(𝑒

𝜃Z) = 𝜃 = 𝜙2(𝑒
𝜃Z) = 𝜙2 ∘ 𝜙−1

1 (𝜃),

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 6. Гомеоморфное отображение

𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R,

при котором решётке Λ = 𝜆Z ставится в соответствие точка

𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R,

а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответствие решётка

Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1,

переводит произвольное открытое множество L =
⋃︀
𝑥∈𝑋 L𝜇𝑥(𝑀𝑥) в открытое множество

𝜙(L) =
⋃︁
𝑥∈𝑋

(ln((1− 𝜇𝑥)𝜆𝑥); ln((1 + 𝜇𝑥)𝜆𝑥)). (6)

Доказательство. Действительно, 𝜙(L𝜇𝑥(𝑀𝑥)) = (ln((1 − 𝜇𝑥)𝜆𝑥); ln((1 + 𝜇𝑥)𝜆𝑥)), что и
доказывает утверждение леммы. 2

Пользуясь указанным соответствием, можно определить понятие производной функции
𝑓(Λ) на гладком многообразииℳ = 𝑃𝑅1 следующим образом.

Пусть 𝑀 = 𝑀(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1, 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность, координатная функ-
ция 𝜙 для произвольной решетки Λ = 𝜆1Z ∈ 𝑈 задается равенством 𝜙(Λ) = ln(𝜆1𝜆

−1). Так
как 𝜙(𝑀) = 0, то решётка 𝑀 является началом данной системы координат. Для любого
𝜃 ∈ (ln(1 − 𝜇); ln(1 + 𝜇)) имеем: 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃 ·𝑀 . Касательное пространство многообразияℳ
в точке 𝑀 будем обозначать черезℳ𝑀 , оно имеет размерность один.

Касательный вектор 𝜕
𝜕𝜙

⃒⃒⃒
𝑀
∈ℳ𝑀 зададим равенством

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓) =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑀)

(7)

для каждой функции 𝑓 класса 𝐶∞ в окрестности решётки 𝑀 ∈ ℳ. Также будет использо-
ваться обозначение

𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

=

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓). (8)
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3. Функции на пространстве решёток и ряды Дирихле

В теоретико-числовом методе в приближенном анализе следующие функции на простран-
стве решёток представляют особый интерес, это — детерминант решётки, гиперболический
параметр решётки, норменный минимум, дзета-функция решётки и гиперболическая дзета-
функция решётки. Рассмотрим эти понятия последовательно в случае пространства 𝑃𝑅1 од-
номерных решёток.

Детерминант решётки Λ = Λ(𝜆) задается равенством detΛ=𝜆. Ясно, что detΛ*=(detΛ)−1,

detZ = 1. Для вычисления 𝜕 detΛ
𝜕𝜙

⃒⃒⃒
𝑀
заметим следующее: для решётки 𝑀 =𝑀(𝜆) координат-

ная функция 𝜙(Λ) задается равенством 𝜙(Λ) = ln(𝜆1𝜆
−1) = 𝜃, где Λ = Λ(𝜆1). Далее имеем

𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃 ·𝑀 и detΛ ∘ 𝜙−1 = det(𝑒𝜃 ·𝑀) = 𝑒𝜃𝜆. Отсюда следует, что

𝜕 detΛ

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

=
𝜕𝑒𝜃𝜆

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
0

= lim
ℎ→0

𝑒ℎ𝜆− 𝜆
ℎ

= 𝜆 = det𝑀.

В одномерном случае все три величины — детерминант решётки, гиперболический пара-
метр решётки, норменный минимум — совпадают. Начиная с размерности 𝑠 = 2 справедливы
неравенства 𝑁(Λ) 6 𝑞(Λ) 6 detΛ, где

𝑁(Λ) = inf
�⃗�∈Λ, �̸⃗�=0⃗

|𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠| − норменный минимум,

𝑞(Λ) = inf
�⃗�∈Λ, �̸⃗�=0⃗

𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠 − гиперболический параметр решетки.

Дзета-функция решётки в одномерном случае всегда определена и мы для решётки
Λ = Λ(𝜆) при 𝜆 > 0 имеем:

𝜁(Λ|𝛼) =
∑︁′

𝑥∈Λ
|𝑥|−𝛼 =

2𝜁(𝛼)

𝜆𝛼
.

Отсюда следует, что

𝜁(Λ|𝛼) = 2𝜁(𝛼)

(𝑒𝜃𝜆)𝛼
,

𝜕𝜁(Λ|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

=
𝜕 2𝜁(𝛼)
(𝑒𝜃𝜆)𝛼

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
0

= lim
ℎ→0

2𝜁(𝛼)
(𝑒ℎ𝜆)𝛼

− 2𝜁(𝛼)
(𝜆)𝛼

ℎ
= −𝛼𝜁(𝑀 |𝛼).

Относительно дзета-функции решётки и гиперболической дзета-функции решётки необ-
ходимо сказать следующее в случае размерности 𝑠 > 2. Дзета-функция решётки определена
для произвольной декартовой решётки, но неопределена для произвольной алгебраической
решётки. Поэтому её как функцию на всём пространстве многомерных решёток рассматри-
вать нельзя, так как множество алгебраических решёток всюду плотно в пространстве всех
решёток (см. [31]).

Гиперболической дзета-функции решёток посвящены следующие два раздела.

3.1. Гиперолическая дзета-функция решёток

Так как в данной работе нас интересует только одномерный случай, то все необходимые
определения и результаты будем формулировать для размерности 𝑠 = 1, хотя они справедливы
и для любой размерности 𝑠 > 1.

Рассмотрим класс A1 всех периодических функций 𝑓(𝑥) с периодом 1, у которых их ряд
Фурье

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑚∈Z

𝐶(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑚·𝑥, 𝐶(𝑚) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑚·𝑥𝑑𝑥
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абсолютно сходится. Пространство A1 относительно нормы

‖𝑓(𝑥)‖𝑙1 =
∑︁
𝑚∈Z
|𝐶(𝑚)| <∞

является сепарабельным банаховым пространством, изоморфным пространству 𝑙1 — всех аб-
солютно суммируемых комплекснозначных последовательностей (см. [11]).

Н. М. Коробов ввёл в рассмотрение широкий класс периодических функций 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) (𝛼 > 1)
с быстро убывающими коэффициентами Фурье. Через 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) обозначается множество функ-
ций из 𝐸𝛼𝑠 с нормой, не превосходящей 𝐶, то есть шар в банаховом пространстве 𝐸𝛼𝑠 радиуса
𝐶 с центром в нуле.

Банахово пространство периодических функций 𝐸𝛼1 ⊂ A1 состоит из функций 𝑓(𝑥), у
которых для коэффициентов Фурье выполняется оценка3

𝐶(𝑚) = 𝑂

(︂
1

𝑚𝛼

)︂
.

Таким образом, эти функции удовлетворяют условиям

sup
𝑚∈Z
|𝐶(𝑚)|𝑚𝛼 = ‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼

1
<∞. (9)

Ясно, что для этих функций ряды Фурье сходятся абсолютно, так как

‖𝑓(𝑥)‖𝑙1 6 ‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼
1
(1 + 2𝜁(𝛼)),

а поэтому для любого 𝛼 > 1 они представляют непрерывные функции. Здесь и далее, как
обычно, 𝜁(𝛼) — дзета-функция Римана.

О свойствах класса 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) подробно можно узнать в [21] и [22] (так же см. [11]).
Для дальнейшего мы будем рассматривать класс 𝐸1 =

⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼1 . Очевидно, 𝐸1 ⊂ A1. Ясно,

что класс 𝐸1 незамкнут в пространстве A1 относительно нормы ‖𝑓(𝑥)‖𝑙1 , но является всюду
плотным множеством.

Пространства 𝐸𝛼1 (𝛼 > 1) — несепарабельные банаховы пространства, изоморфные про-
странству 𝑙1,∞ — ограниченных комплекснозначных функций на фундаментальной решётке Z,
которое в силу счётности Z изоморфно пространству 𝑙∞ — ограниченных последовательностей
комплексных чисел.

Действительно, этот изоморфизм 𝜙𝛼 нормированных пространств 𝐸𝛼1 и 𝑙1,∞ задается ра-
венствами для коэффициентов Фурье

𝐶(𝑚) =
𝑐(𝑚)

𝑚𝛼 , 𝑚 ∈ Z, ||𝑐(𝑚)||∞ = sup
𝑚∈Z
|𝑐(𝑚)| <∞.

Таким образом, если 𝑥 ∈ R — произвольная точка, а 𝑐(𝑚) ∈ 𝑙1,∞, то значение функции
𝜙𝛼(𝑐(𝑚)) в точке 𝑥 задается с помощью ряда Дирихле

𝜙𝛼(𝑐(𝑚))(𝑥) =
∑︁
𝑚∈Z

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑥·𝑚

𝑚𝛼 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑥, 𝑛)

𝑛𝛼
,

где
𝑎(𝑥, 𝑛) =

∑︁
𝑚=𝑛

𝑐(𝑚)𝑒2𝜋𝑖𝑥·𝑚.

3Здесь и далее для вещественных 𝑚 полагаем 𝑚 = max(1, |𝑚|).
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Рассмотрим квадратурную формулу с весами

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑓 [𝜉(𝑘)]−𝑅𝑁 [𝑓 ]. (10)

Здесь через 𝑅𝑁 [𝑓 ] обозначена погрешность, получающаяся при замене интеграла

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

средним взвешенным значением функции 𝑓(𝑥), вычисленным в точках

𝑀𝑘 = (𝜉(𝑘)) (𝑘 = 1, . . . , 𝑁).

Совокупность 𝑀 точек 𝑀𝑘 называется сеткой 𝑀 , а сами точки — узлами квадратурной фор-
мулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) называются весами квадратурной формулы. Будем использовать
равноправные обозначения |𝑀 | = 𝑁 . В этой работе будем везде предполагать, что все веса
вещественнозначные.

Определение 1. Тригонометрической суммой сетки с весами (𝑀,𝜌) для произвольного
целочисленного 𝑚 называется выражение

𝑆(𝑚, (𝑀,𝜌)) =
∑︁
𝑥∈𝑀

𝜌(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑚·𝑥, (11)

а нормированной тригонометрической суммой сетки с весами —

𝑆*(𝑚, (𝑀,𝜌)) =
1

|𝑀 |
𝑆(𝑚, (𝑀,𝜌)).

Справедлива следующая обобщенная теорема Коробова о погрешности квадратурных фор-
мул (см. [6]). 4

Теорема 1. Пусть ряд Фурье функции 𝑓(�⃗�) сходится абсолютно, 𝐶(�⃗�) — ее коэффи-
циенты Фурье и 𝑆𝑀,𝜌(�⃗�) — тригонометрические суммы сетки с весами, тогда справедливо
равенство

𝑅𝑁 [𝑓 ] = 𝐶 (⃗0)

(︂
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0)− 1

)︂
+

1

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(�⃗�)𝑆𝑀,𝜌(�⃗�) =

= 𝐶 (⃗0)
(︁
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)− 1

)︁
+

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(�⃗�)𝑆*

𝑀,𝜌(�⃗�) (12)

и при 𝑁 → ∞ погрешность 𝑅𝑁 [𝑓 ] будет стремиться к нулю тогда, и только тогда, ко-
гда взвешенные узлы квадратурной формулы равномерно распределены в единичном 𝑠-мерном
кубе.

В работе [12] дано следующее определение дзета-функции сетки 𝑀 с весами �⃗�.

4Здесь и далее
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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Определение 2. Дзета-функцией сетки 𝑀 с весами �⃗� называется функция 𝜁(𝛼|𝑀, �⃗�),
заданная в правой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 (𝜎 > 1) рядом Дирихле

𝜁(𝛼|𝑀, �⃗�) =

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆*
𝑀,𝜌(�⃗�)|

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑆*(𝑀, �⃗�, 𝑛)

𝑛𝛼
, (13)

где
𝑆*(𝑀, �⃗�, 𝑛) =

∑︁
�⃗�∈𝑁(𝑛)

|𝑆*
𝑀,𝜌(�⃗�)| (14)

и 𝑁(𝑛) — усечённая норменная поверхность, заданная равенством

𝑁(𝑛) = {�⃗� ∈ Z𝑠|𝑚1 . . .𝑚𝑠 = 𝑛}.

Справедливы две обобщенные теоремы Коробова о погрешности квадратурных формул —
это теорема 1 и следующая теорема:

Теорема 2. Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ∈ 𝐸𝛼𝑠 (𝐶), то для погрешности квадратурной формулы
справедлива оценка

|𝑅𝑁 [𝑓 ]|≤𝐶
⃒⃒⃒⃒
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0)−1

⃒⃒⃒⃒
+
𝐶

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑀,𝜌(�⃗�)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=𝐶
⃒⃒⃒
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)−1

⃒⃒⃒
+𝐶 · 𝜁(𝛼|𝑀, �⃗�), (15)

где сумма 𝑆𝑀,𝜌(�⃗�) определена равенством (11). На классе 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) эту оценку нельзя улуч-
шить.

Другими словами теорему 2 можно сформулировать так:
Для нормы ‖𝑅𝑁 [𝑓 ]‖𝐸𝛼

𝑠
линейного функционала погрешности приближенного интегриро-

вания по квадратурной формуле (10) справедливо равенство

‖𝑅𝑁 [𝑓 ]‖𝐸𝛼
𝑠
=

⃒⃒⃒⃒
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0)− 1

⃒⃒⃒⃒
+

1

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑀,𝜌(�⃗�)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=
⃒⃒⃒
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)− 1

⃒⃒⃒
+ 𝜁(𝛼|𝑀, �⃗�). (16)

Следуя К. И. Бабенко [3] и О. В. Локуциевскому [23], в работе [6] дано следующее опреде-
ление ненасыщаемого алгоритма приближенного интегрирования на классе 𝐸𝑠 =

⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 .

Определение 3. Говорят, что периодическая функция 𝑓(�⃗�) из класса 𝐸𝑠=
⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 при-

надлежит конечному показателю 𝛼=𝛼(𝑓(�⃗�)), если 𝑓(�⃗�) ∈ 𝐸𝛼𝑠 и 𝑓(�⃗�) ̸∈ 𝐸𝛽𝑠 для любого 𝛽 > 𝛼.
В противном случае говорят, что периодическая функция из класса 𝐸𝑠 принадлежит беско-
нечному показателю.

Ясно, что бесконечному показателю принадлежит любой конечный тригонометрический
полином. Если периодическая функция 𝑓(�⃗�) ∈ 𝐸𝑠 не является конечным тригонометрическим
полиномом и принадлежит бесконечному показателю, то она будет бесконечно дифференци-
руемой функцией.

Определение 4. Говорят, что алгоритм приближенного интегрирования

< 𝑀(𝑗), �⃗�(𝑗),Δ > (𝑗 = 1, 2, . . .)

периодических функций из класса 𝐸𝑠 =
⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 ненасыщаемый типа (𝛾, 𝜆), если для любой пе-

риодической функции 𝑓(�⃗�) конечного показателя 𝛼 = 𝛼(𝑓(�⃗�)) и погрешности приближенного
интегрирования выполняется равенство

𝑅𝑁𝑗 [𝑓(�⃗�)] = 𝑂

(︃
ln𝛾 𝑁𝑗

𝑁𝜆·𝛼
𝑗

)︃
. (17)
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Как известно (см. [22]), методом оптимальных коэффициентов Коробова можно постро-
ить ненасыщаемые алгоритмы типа ((𝑠 − 1)𝛼, 1), а модифицированным методом Фролова —
((𝑠− 1), 1) . Для случая равномерных сеток имеем тип (0, 1𝑠 ).

Из теоремы 2 сразу следует, что если алгоритм приближенного интегрирования

< 𝑀(𝑗), �⃗�(𝑗),Δ > (𝑗 = 1, 2, . . .)

периодических функций из класса 𝐸𝑠 =
⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 ненасыщаемый типа (𝛾, 𝜆), то

𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0) = 1, 𝜁(𝛼|𝑀(𝑗), �⃗�(𝑗)) = 𝑂

(︃
ln𝛾 𝑁𝑗

𝑁𝜆·𝛼
𝑗

)︃
(𝑗 = 1, 2, . . .).

Из предыдущего видно, что ряды Дирихле, порождённые решетками, естественно возни-
кают в теоретико-числовом методе в приближенном анализе и играют в его развитии суще-
ственную роль.

Теперь мы рассмотрим общий случай одномерной обобщенной параллелепипедальной сет-
ки. Пусть Λ = Λ(𝜆) — произвольная одномерная решётка с детерминантом detΛ = 𝜆 > 1 и Λ*

— её сопряженная решётка с detΛ* = 𝜆−1 < 1.

Определение 5. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩ [0; 1).

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1).
Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {𝑥 |𝑥 = {𝑦}, 𝑦 ∈𝑀1(Λ)}.

Определение 6. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵𝑟 называется гладкая
функция 𝜌(𝑥), удовлетворяющая условиям

𝜌(𝑥) + 𝜌(𝑥− 1) = 1 при 𝑥 ∈ [0; 1), (18)

𝜌(𝑥) = 0 при 𝑥 /∈ (−1; 1), (19)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

𝜌(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎·𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵𝑟 · (𝜎)−𝑟 для любого 𝜎 ∈ R. (20)

Если выполнены условия (18) и (19), то говорим просто о весовой функции 𝜌(𝑥).
Примером весовой функции порядка 𝑟 > 2 служит функция из работы [8]

𝜌𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при |𝑥| > 1,

1− (2𝑟 − 3)𝐶𝑟−2
2𝑟−4

|𝑥|∫︀
0

𝑡𝑟−2(1− 𝑡)𝑟−2𝑑𝑡 при |𝑥| 6 1.

Определение 7. Квадратурной формулой с обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(𝑥) называется формула вида

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (detΛ)−1
∑︁

𝑥∈𝑀 ′(Λ)

𝜌𝑥𝑓(𝑥)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],

где 𝜌𝑥 =
∑︁

𝑦∈𝑀1(Λ),{𝑦}=𝑥
𝜌(𝑦), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.
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Рассмотрим два принципиально разных случая. Пусть 𝜆 = 𝑁 — натуральное число, тогда

Λ* =
{︂
𝑘

𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ Z

}︂
и для сетки 𝑀 ′(Λ) справедливо равенство

𝑀 ′(Λ) =
{︂
𝑘

𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1

}︂
, 𝜌𝑥 = 1, 𝑁 ′(Λ) = 𝑁.

В этом случае мы получаем обычную формулу левых прямоугольников:

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑁

)︂
−𝑅𝑁 [𝑓 ].

Пусть теперь 𝜆 — нецелое число больше 1, тогда для любых целых 𝑘 и 𝑚 имеем 1− 𝑘
𝜆 ̸=

𝑚
𝜆 ,

поэтому

𝑀1(Λ) =

{︂
𝑘

𝜆

⃒⃒⃒⃒
−𝑁 6 𝑘 6 𝑁

}︂
, 𝑁 = [𝜆],

𝑀 ′(Λ) =
{︂
0 < 1− 𝑁

𝜆
<

1

𝜆
< . . . < 1− 1

𝜆
<
𝑁

𝜆

}︂
, 𝑁 ′(Λ) = 2𝑁 + 1,

𝜌𝑥 =

{︂
𝜌(𝑥) при 𝑥 = 𝑘

𝜆 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑁,

1− 𝜌(𝑥) при 𝑥 = 1− 𝑘
𝜆 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

.

В этом случае квадратурная формула будет с весами и примет вид:

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜆

(︃
𝑁∑︁
𝑘=0

𝜌

(︂
𝑘

𝜆

)︂
𝑓

(︂
𝑘

𝜆

)︂
+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
1− 𝜌

(︂
1− 𝑘

𝜆

)︂)︂
𝑓

(︂
1− 𝑘

𝜆

)︂)︃
−𝑅2𝑁+1[𝑓 ].

Для погрешности квадратурной формулы с обобщенной параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼1 справедлива оценка (см. [8], [22])

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
1 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
1 (𝐶)
|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где 𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

𝑥∈Λ
(𝑥)−𝛼.

Отметим важное обстоятельство — квадратурные формулы с обобщенной параллелепипе-
дальной сеткой II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�), вообще говоря, задают насыщаемый алгоритм
численного интегрирования, если весовая функция конечного порядка и решетка не является
целочисленной.

Этот алгоритм будет ненасыщаемый для целочисленных решеток, то есть для параллеле-
пипедальных сеток, или для весовых функций бесконечного порядка. Определение ненасыща-
емых алгоритмов дано в монографиях [3], [23].

Сформулируем без доказательства частный случай одной леммы из работы [7].

Лемма 7. Пусть гладкая функция 𝑓(𝑥) обращается в ноль вместе со своей производной
𝑓 ′(𝑥) на границе отрезка [−1; 1] и обращается тождественно в ноль вне его.
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Тогда для погрешности приближенного интегрирования квадратурной формулы

1∫︁
−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

detΛ

∑︁
𝑥∈Λ*

𝑓(𝑥)−𝑅[𝑓 ]

справедливо равенство

𝑅[𝑓 ] =
∑︁′

𝑥∈Λ

1∫︁
−1

𝑓(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦·𝑥𝑑𝑦.

Оценка погрешности интегрирования получается сразу из леммы 7 и определения весовой
функции, если вместо 𝑓(𝑥) взять гладкую функцию 𝑓(𝑥)𝜌(𝑥) и воспользоваться равенством

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
−1

𝑓(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥.

Действительно, если 𝜌(𝑥) — весовая функция порядка 𝑟 > 𝛼 > 1 и 𝑓(𝑥) ∈ 𝐸𝛼1 , то

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑚∈Z

𝑐(𝑚)

𝑚𝛼 𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥, |𝑐(𝑚)| 6 ‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼
1

и

𝑅[𝑓 ] =
∑︁′

𝑥∈Λ

1∫︁
−1

𝑓(𝑦)𝜌(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦·𝑥𝑑𝑦 =
∑︁′

𝑥∈Λ

∑︁
𝑚∈Z

𝑐(𝑚)

𝑚𝛼

1∫︁
−1

𝜌(𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑦(𝑚−𝑥)𝑑𝑦.

Отсюда следует, что

|𝑅[𝑓 ]| 6 𝐵𝑟‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼
1

∑︁′

𝑥∈Λ

∑︁
𝑚∈Z

1

𝑚𝛼𝑚− 𝑥𝑟
.

Пользуясь оценкой (2.10) из монографии [22] стр. 53, получим

|𝑅[𝑓 ]| 6 𝐵𝑟‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼
1

∑︁′

𝑥∈Λ

𝐴(𝛼

𝑥𝛼
= 𝐵𝑟‖𝑓(𝑥)‖𝐸𝛼

1
𝐴(𝛼)𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где 𝐴(𝛼) = 2𝛼+1(1 + 2𝜁(𝛼)).

Теперь приведём пример из работы [8] весовой функции бесконечного порядка. Пусть

𝜌(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 при |𝑥| > 1,
1 при 𝑥 = 0,

exp
(︁

1
𝑥−1 exp

(︀
− 1
𝑥

)︀)︁
при 0 < 𝑥 < 1,

1− 𝜌(𝑥+ 1) при − 1 < 𝑥 < 0.

Функция 𝜌(𝑥) на отрезке [0; 1] монотонно убывает от 1 до 0, так как при 0 < 𝑥 < 1

𝜌′(𝑥) = exp

(︂
1

𝑥− 1
exp

(︂
−1

𝑥

)︂)︂
exp

(︂
−1

𝑥

)︂
−𝑥2 + 𝑥− 1

𝑥2(𝑥− 1)2
< 0.
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3.2. Производная от гиперболической дзета-функции

Прежде всего введём следующие обозначения 𝐾(𝜆) =
⌈︀
1
𝜆

⌉︀
, где для 𝑥 > 0 ⌈𝑥⌉ = 𝑘 при

𝑘 − 1 < 𝑥 6 𝑘, 𝑘 ∈ N. Положим при 𝑘 ∈ N, 𝛼 > 1

𝜁(𝑘, 𝛼) =
∞∑︁
𝑛=𝑘

1

𝑛𝛼
.

При 𝑘 = 1 имеем 𝜁(𝑘, 𝛼) = 𝜁(𝛼).
Используя сделанные обозначения, можно записать следующее простое выражение для

гиперболической дзета-функции решётки Λ = Λ(𝜆)

𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

{︃
2𝜁(𝛼)
𝜆𝛼 при 𝜆 > 1,

2(𝐾(𝜆)− 1) + 2𝜁(𝐾(𝜆),𝛼)
𝜆𝛼 , при 0 < 𝜆 < 1.

Если положить 𝜁*𝐻(Λ|𝛼) =
2𝜁(𝐾(𝜆),𝛼)

𝜆𝛼 , то для любого 𝜆 > 0 справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 2(𝐾(𝜆)− 1) + 𝜁*𝐻(Λ|𝛼).

Непрерывность гиперболической дзета-функции решётки Λ = Λ(𝜆) очевидна для всех
𝜆 ̸= 1

𝑘 , где 𝑘 — любое натуральное число. Непрерывность слева в точке 𝜆 = 1
𝑘 также оче-

видна.
Рассмотрим lim

𝜆→( 1
𝑘−1)

−
𝜁𝐻(Λ|𝛼). Имеем:

lim
𝜆→( 1

𝑘−1)
−
𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 2(𝑘 − 1) + 2(𝑘 − 1)𝛼𝜁(𝑘, 𝛼) = 2((𝑘 − 1)− 1) + 2(𝑘 − 1)𝛼𝜁(𝑘 − 1, 𝛼) =

= 𝜁𝐻

(︂
Λ

(︂
1

𝑘 − 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂
и непрерывность справа также установлена.

Таким образом, установлена непрерывность гиперболической дзета-функции на простран-
стве 𝑃𝑅1, что согласуется с общей теоремой из работы [13].

Так как при 𝜆 > 1 имеем равенство дзета-функции решётки и гиперболической дзета-
функции решётки, то при 𝜆 > 1 справедливо равенство

𝜕𝜁𝐻(Λ|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

= −𝛼𝜁𝐻(𝑀 |𝛼).

Нетрудно видеть, что при 𝜆 ∈
(︁
1
𝑘 ;

1
𝑘−1

)︁
для любого натурального 𝑘 > 2 справедливо

равенство

𝜕𝜁𝐻(Λ|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

= −𝛼𝜁*𝐻(𝑀 |𝛼).

Таким образом, мы видим, что при 0 < 𝜆 < 1 гиперболическая дзета-функция решётки ку-
сочно дифференцируемая функция, у которой отсутствуют производные в точках𝑀 =𝑀

(︀
1
𝑘

)︀
,

где 𝑘 ∈ N.
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3.3. Ряды Дирихле для решёток

Пусть 𝑎(𝑛) — произвольная числовая функция на Z′, где Z′ = Z∖{0}, тогда рядом Дирихле
на решётке Λ = Λ(𝜆) назовём функцию

𝑓(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) =
∑︁
𝑛∈Z′

𝑎(𝑛)

(𝜆𝑛)𝛼
,

а гиперболическим рядом Дирихле — функцию

𝑓𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) =
∑︁
𝑛∈Z′

𝑎(𝑛)

𝜆𝑛
𝛼 .

Положим

𝐴(𝜆, 𝑎(𝑛)) =
∑︁

|𝑛|<𝐾(𝜆)

𝑎(𝑛), 𝑓(𝜆, 𝑎(𝑛)|𝛼) =
∑︁

|𝑛|>𝐾(𝜆)

𝑎(𝑛)

|𝑛|𝛼
,

тогда

𝑓(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) = 𝑓(Z, 𝑎(𝑛)|𝛼)
|𝜆|𝛼

, 𝑓𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) = 𝐴(𝜆, 𝑎(𝑛)) + 𝑓*𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼),

где

𝑓*𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) =
𝑓(𝜆, 𝑎(𝑛)|𝛼)
|𝜆|𝛼

.

По аналогии с предыдущим разделом получим:

𝜕𝑓(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

= −𝛼𝑓(𝑀,𝑎(𝑛)|𝛼).

При 𝜆 > 1 справедливо равенство

𝜕𝑓𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

= −𝛼𝑓𝐻(𝑀,𝑎(𝑛)|𝛼);

при 𝜆 ∈
(︁
1
𝑘 ;

1
𝑘−1

)︁
для любого натурального 𝑘 > 2 справедливо равенство

𝜕𝑓𝐻(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼)
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

= −𝛼𝑓*𝐻(𝑀,𝑎(𝑛)|𝛼).

Таким образом, мы видим, что при 𝜆 > 1 ряд Дирихле 𝑓(Λ, 𝑎(𝑛)|𝛼) — бесконечно диффе-
ренцируемая функция на дифференцируемом многообразии 𝑃𝑅1, а при 0 < 𝜆 < 1 гиперболи-
ческий ряд Дирихле на решётке кусочно дифференцируемая функция, у которой отсутствуют
производные в точках 𝑀 =𝑀

(︀
1
𝑘

)︀
, где 𝑘 ∈ N.

4. Заключение

Построенные основы теории гладких многообразий касаются только простейшего случая
пространства одномерных теоретико-числовых решёток. Он более простой, так как любая
одномерная решётка имеет только два базиса, отличающихся знаком.

Уже рассмотрение сдвинутых решёток осложнено тем, что для задания метрики на про-
странстве таких решёток необходимо рассмотреть их погружение в пространство решёток
большой размерности. А как известно, уже для любой двумерной решётки количество ба-
зисов решётки счётно. Поэтому возникают определенные трудности для построения теории
гладких многообразий многомерных теоретико-числовых решёток и сдвинутых решёток.

Решению этих проблем будут посвящены следующие статьи по этой тематике.
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