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Аннотация

Найдена оценка тригонометрической суммы вида

𝑆 =
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠),

где 𝑎 ≥ 0, 𝑎 ≤ 𝑏 — вещественные числа, 𝑡𝑠 — возрастающая к бесконечности последова-
тельность неотрицательных чисел, 𝑓(𝑡) — гладкая вещественная функция.

Здесь также доказываются аналоги формул Эйлера, Сонина, Пуассона и ван дер Кор-
пута для рассматриваемой суммы.

Пусть задана последовательность Δ точек

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = +∞,

на положительной полуоси вещественной прямой.
Для неотрицательного числа 𝑥 определим аналог целой части [𝑥]Δ, отвечающий после-

довательности Δ : [𝑥]Δ = 𝑡𝑠, если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0. Дробная часть {𝑥}Δ определяется
равенством

{𝑥}Δ =
𝑥− 𝑡𝑠
𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠

,

если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0, причём 0 ≤ {𝑥}Δ < 1.
Определим аналог функции Бернулли, отвечающий последовательности Δ : 𝜌Δ(𝑥) =

= 0, 5− {𝑥}Δ
Тогда справедлив следующий аналог теоремы ван дер Корпута для разбиений. Пусть

Δ = {𝑡𝑠}, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , — разбиение полуоси 𝑡 ≥ 0 вещественной

прямой, 𝛿𝑠 = 𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠 ≥ 1, 𝛿(𝑎, 𝑏) = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝜌′Δ(𝑥) и пусть задана последовательность

Δ0 = {𝜇𝑠}, 𝜇𝑠 = 0, 5(𝑡𝑠 + 𝑡𝑠+1), 𝑠 ≥ 0, и точки 𝑎, 𝑏 ∈ Δ0, пусть, также, 𝑓
′(𝑥) является

непрерывной, монотонной и знакопостоянной функцией в промежутке 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏, причём
найдётся постоянная 𝛿 такая, что 0 < 2𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏) < 1 и что для всех 𝑥 из этого промежутка

справедливо неравенство |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝛿. Тогда имеем

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 10𝜃

𝛿

1− 𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏)
, |𝜃| ≤ 1.
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Abstract

The estimate of the trigonometric sum of the kind

𝑆 =
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠),

where 𝑎 ≥ 0, 𝑎 ≤ 𝑏 are real numbers, 𝑡𝑠 is increasing to infinity of non-negative numbers, 𝑓(𝑡)
is a smooth real function, is found.

Here also there are proved the analogues of Euler’s, Sonin’s, Poisson’s and van der Corput’s
formulas for considering sum.

Let be given the sequence of Δ points

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = +∞,

on the positive half-axis of the real line.
For non-negative number 𝑥 we define the analogue of the integer part [𝑥]Δ, meeting to the

sequence Δ : [𝑥]Δ = 𝑡𝑠, if 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0. The fractional part {𝑥}Δ is defined by the
equality

{𝑥}Δ =
𝑥− 𝑡𝑠
𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠

,

if 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0, moreover 0 ≤ {𝑥}Δ < 1.
We define the analogue of the Bernoulli function meeting to the sequence Δ : 𝜌Δ(𝑥) = 0, 5−

−{𝑥}Δ.
Then is valid the following analogue of the van der Corput’s theorem for subdivisions.
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Let Δ = {𝑡𝑠}, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , be a subdivision of the half-axis 𝑡 ≥ 0
of the real line, 𝛿𝑠 = 𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠 ≥ 1, 𝛿(𝑎, 𝑏) = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
𝜌′Δ(𝑥), and let be given the sequence

Δ0 = {𝜇𝑠}, 𝜇𝑠 = 0, 5(𝑡𝑠 + 𝑡𝑠+1), 𝑠 ≥ 0, and points 𝑎, 𝑏 ∈ Δ0, let, also, 𝑓
′(𝑥) be continuous,

monotonic sign-constant in the interval 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏, moreover there exists the constant 𝛿 such

that 0 < 2𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏) < 1 and that for all 𝑥 from this interval is valid inequality |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝛿.
Then we have

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 10𝜃

𝛿

1− 𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏)
, |𝜃| ≤ 1.
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Corput’s theorem on replacing a trigonometric sum modulo subdivision to an integral; the
Euler’s, Sonin’s, Poisson’s summation formulas on points of subdivision.
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1. Введение

Настоящую статью авторы посвящают светлой памяти Г. И. Архипова.
В работе [8] (см. [9], с. 355-357, [5], [1], с. 25) была доказана следующая теорема, уточняю-

щая остаточный член в формуле ван дер Корпута [3], [4] о замене тригонометрической суммы
на интеграл.

Теорема 1. Пусть 𝑎 и 𝑏 — полуцелые числа, 𝑓(𝑥) — вещественная функция на (𝑎, 𝑏),
причём 𝑓 ′(𝑥) непрерывна и монотонна на (𝑎, 𝑏) и |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝛿 < 1. Тогда справедлива формула

∑︁
𝑎<𝑛<𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑛) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+𝑅0,

где

|𝑅0| ≤
4𝛿

1− 𝛿
.

Целью настоящей работы является оценка тригонометрической суммы 𝑆 по модулю раз-
биения положительной полуоси вещественной прямой,

𝑆 =
∑︁
𝑠≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠),

где 𝑡𝑠 — возрастающая последовательность неотрицательных чисел, 𝑓(𝑡) — гладкая веществен-
ная функция.

Это предполагает изучение тригонометрических сумм для гладких функций или функций
ограниченной вариации на “временной” последовательности, что может привести к решению
задач математической физики.

Здесь доказываются аналоги формул Эйлера, Сонина, Пуассона и ван дер Корпута для
разбиения Δ.

Рассмотрим последовательность Δ точек

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = +∞,
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на полуоси вещественной прямой.
Для неотрицательного числа 𝑥 определим аналог целой части [𝑥]Δ, отвечающий после-

довательности Δ : [𝑥]Δ = 𝑡𝑠, если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0. Дробная часть {𝑥}Δ определяется
равенством

{𝑥}Δ =
𝑥− 𝑡𝑠
𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠

,

если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0, причём 0 ≤ {𝑥}Δ < 1.
Определим также аналог функции Бернулли, отвечающий последовательностиΔ : 𝜌Δ(𝑥) =

= 0, 5− {𝑥}Δ
Теорема 2. (Теорема ван дер Корпута для разбиений). Пусть

Δ = {𝑡𝑠}, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . ,

— разбиение полуоси 𝑡 ≥ 0 вещественной прямой, 𝛿𝑠 = 𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠 ≥ 1, 𝛿(𝑎, 𝑏) = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝜌′Δ(𝑥) и

пусть задана последовательность Δ0 = {𝜇𝑠}, 𝜇𝑠 = 0, 5(𝑡𝑠 + 𝑡𝑠+1), 𝑠 ≥ 0, и точки 𝑎, 𝑏 ∈ Δ0,
пусть, также, 𝑓 ′(𝑥) является непрерывной, монотонной и знакопостоянной функцией в
промежутке 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏, причём найдётся постоянная 𝛿 такая, что 0 < 2𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏) < 1 и что
для всех 𝑥 из этого промежутка справедливо неравенство |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝛿. Тогда имеем

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 10𝜃

𝛿

1− 𝛿𝛿−1(𝑎, 𝑏)
, |𝜃| ≤ 1.

2. Вспомогательные утверждения

Для неотрицательного числа 𝑥 определим аналог целой части [𝑥]Δ, отвечающий после-
довательности Δ : [𝑥]Δ = 𝑡𝑠, если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0. Дробная часть {𝑥}Δ определяется
равенством

{𝑥}Δ =
𝑥− 𝑡𝑠
𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠

,

если 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1, 𝑠 ≥ 0, причём 0 ≤ {𝑥}Δ < 1.
Определим также аналог функции Бернулли, отвечающий последовательностиΔ : 𝜌Δ(𝑥) =

= 0, 5− {𝑥}Δ
Лемма 1. (Формула Л. Эйлера для разбиений.) Пусть 𝑓(𝑥) — гладкая функция при

𝑥 ≥ 0. Тогда

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑥

𝑓(𝑡𝑠)− 𝜌Δ(𝑥)𝑓(𝑥) = −
𝑥∫︁
𝑎

(︀
𝜌′Δ(𝑢)𝑓(𝑢) + 𝜌Δ(𝑢)𝑓

′(𝑢)
)︀
𝑑𝑢− 𝜌Δ(𝑎)𝑓(𝑎).

Доказательство. Правая часть равенства равенства представляет функцию 𝐹 (𝑥), а ле-
вая часть — функцию 𝐺(𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏]. На этом отрезке обе функции — непрерывны,
поскольку в точке 𝑥 ∈ Δ “скачок суммы гасится скачком функции −𝜌Δ(𝑥)𝑓(𝑥)”, функция
𝐺(𝑥) непрерывна по свойству интеграла Римана как функции верхнего предела интегрирова-
ния. В остальных точках функции 𝐹 (𝑥) и 𝐺(𝑥) дифференцируемы и их производные равны
− (𝜌′Δ(𝑢)𝑓(𝑢) + 𝜌Δ(𝑢)𝑓

′(𝑢)) . Кроме того, 𝐹 (𝑎) = 𝐺(𝑎) = −𝜌Δ(𝑎)𝑓(𝑎). Тогда, как первообразные
𝐹 (𝑥) = 𝐺(𝑥) для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Лемма доказана. 2

Далее определим функцию 𝜎Δ(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝜌Δ(𝑢) 𝑑𝑢. Из формулы Л. Эйлера суммирования

значений гладкой функции по целым точкам, отвечающим последовательности Δ, имеем ин-
тегрированием по частям аналог формулы Н. Я. Сонина.
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Лемма 2. (Формула Н. Я. Сонина для разбиений). Пусть функция 𝑓(𝑥) имеет непре-
рывную производную на полуоси 𝑥 ≥ 0. Тогда

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑥

𝑓(𝑡𝑠) = −
𝑥∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝜌Δ(𝑥)𝑓(𝑥)− 𝜌Δ(𝑎)𝑓(𝑎)−

−𝜎Δ(𝑥)𝑓 ′(𝑥) + 𝜎Δ(𝑎)𝑓
′(𝑎) +

𝑥∫︁
𝑎

𝜎Δ(𝑥)𝑓
′′(𝑥) 𝑑𝑥.

Лемма 3. (Остаток ряда Фурье периодизированной первой функции Бернулли). Пусть

𝜌(𝑥) = 0, 5− {𝑥}, 𝑠𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=1

sin (2𝜋𝑚𝑥)

𝜋𝑚
, 𝑛 ≥ 1.

Тогда при любом натуральном 𝑛 справедлива формула

𝜌(𝑥) = 𝑠𝑛(𝑥) + 𝜎𝑛(𝑥),

где

|𝜎(𝑥)| ≤ 𝑟𝑛(𝑥) =
4√︀

1 + 𝑛2 sin2 𝜋𝑥

Доказательство. См. [10], с. 440, теорема 1. 2

Пусть, как и раньше, Δ = {𝑡𝑠}, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑠 < . . . , 𝛿𝑠 = 𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠, 𝑠 ≥ 0. Зададим
последовательность Δ0 = {𝜇𝑠}, 𝜇𝑠 = 0, 5(𝑡𝑠 + 𝑡𝑠+1), 𝑠 ≥ 0.

Лемма 4. (Формула Пуассона для разбиений). Пусть 𝑎 ≤ 𝑏 ∈ Δ0, и функция 𝑓(𝑥)
имеет непрерывную производную на отрезке [𝑎, 𝑏], причём найдётся число 𝑀 > 0 такое,
что |𝑓 ′(𝑥)| ≤𝑀 на [𝑎, 𝑏].

Тогда для любого натурального числа 𝑛 справедлива формула

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑓(𝑡𝑠) =
𝑛∑︁

𝑚=−𝑛

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑚{𝑥}Δ𝑑𝑥+𝑅𝑛,

где

|𝑅𝑛| ≤
4𝑀(𝑏− 𝑎)(1 + ln𝑛)

𝑛
.

Доказательство. Далее воспользуемся формулой Л. Эйлера (лемма 1). Имеем 𝜌Δ(𝑎) =
= 𝜌Δ(𝑏) = 0,

𝑆 = −
𝑏∫︁
𝑎

(𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝜌Δ(𝑥)𝑓
′(𝑥)) 𝑑𝑥.

Заметим, что отсюда при 𝑠 ≥ 1 следует равенство

𝑓(𝑡𝑠) = −
𝜇𝑠∫︁

𝜇𝑠−1

(𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝜌Δ(𝑥)𝑓
′(𝑥)) 𝑑𝑥.

При 𝑡𝑠 < 𝑥 ≤ 𝑡𝑠+1, 𝑛 ≥ 1, находим

𝜌Δ(𝑥) = 0, 5− {𝑥}Δ = 0, 5−
{︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

}︂
= 𝜌

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿

)︂
= 𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿

)︂
+ 𝜎𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿

)︂
,
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где для любого вещественного 𝑦

𝑠𝑛(𝑦) =

𝑛∑︁
𝑘=1

sin (2𝜋𝑘𝑦)

𝜋𝑘
, |𝜎𝑛(𝑦)| ≤ 𝑟𝑛(𝑦) =

4√︀
1 + 𝑛2 sin2(𝜋𝑦)

Далее представим 𝑆 в виде 𝑆 = 𝑇𝑛 +𝑅𝑛, где

𝑇𝑛 = −
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

⎛⎝ 𝑡𝑠∫︁
𝜇𝑠−1

(︂
𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠−1

𝛿𝑠−1

)︂
𝑓 ′(𝑥) +

𝑓(𝑥)

𝛿𝑠−1

)︂
𝑑𝑥+

𝜇𝑠∫︁
𝑡𝑠

(︂
𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) +

𝑓(𝑥)

𝛿𝑠

)︂
𝑑𝑥

⎞⎠ ,

|𝑅𝑛| ≤
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

⎛⎝ 𝑡𝑠∫︁
𝜇𝑠−1

𝑟𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠−1

𝛿𝑠−1

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥+

𝜇𝑠∫︁
𝑡𝑠

𝑟𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠ .

Интегрируя по частям, преобразуем 𝑇𝑛. Сначала при 𝑎 < 𝑡𝑠 < 𝑡𝑠+1 < 𝑏 находим

−
𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 = − 𝑓(𝑥)𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂⃒⃒⃒⃒𝑡𝑠+1

𝑡𝑠

+

𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝑠′𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

2𝑓(𝑥)

𝛿𝑠

𝑛∑︁
𝑘=1

cos

(︂
2𝜋𝑘(𝑥− 𝜇𝑠)

𝛿𝑠

)︂
𝑑𝑥.

Таким образом

−
𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

1

𝛿𝑠

𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑘(𝑥−𝑡𝑠)

𝛿𝑠 𝑑𝑥.

Аналогично, получим

−
𝑡𝑠+1∫︁
𝜇𝑠

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑡𝑠+1∫︁
𝜇𝑠

𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

1

𝛿𝑠

𝑡𝑠+1∫︁
𝜇𝑠

𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑘(𝑥−𝑡𝑠)

𝛿𝑠 𝑑𝑥,

−
𝜇𝑠∫︁
𝑡𝑠

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
𝜇𝑠∫︁
𝑡𝑠

𝑠𝑛

(︂
𝑥− 𝑡𝑠
𝛿𝑠

)︂
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

1

𝛿𝑠

𝜇𝑠∫︁
𝑡𝑠

𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑘(𝑥−𝑡𝑠)

𝛿𝑠 𝑑𝑥.

Следовательно,

𝑇𝑛 =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑚{𝑥}Δ𝑑𝑥

Оценим |𝑅𝑛|. Имеем

|𝑅𝑛| = |
𝑏∫︁
𝑎

𝜎𝑛({𝑥}Δ)𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥| ≤ 4𝑀

𝑏∫︁
𝑎

𝑟𝑛({𝑥}Δ) 𝑑𝑥.

Поскольку при 𝑡𝑠 ≤ 𝑥 < 𝑡𝑠+1 справедлива цепочка соотношений

𝑏∫︁
𝑎

𝑟𝑛({𝑥}Δ) 𝑑𝑥 = 8

0,5𝛿𝑠∫︁
0

𝑑𝑥√︀
1 + 𝑛2 sin2 (𝜋𝑥/𝛿𝑠)

≤
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≤ 8

0,5𝛿𝑠𝑛−1∫︁
0

𝑑𝑥+ 8

0,5𝛿𝑠∫︁
0,5𝛿𝑠𝑛−1

𝛿𝑠𝑑𝑥

2𝑛
= 4𝛿𝑠

1 + ln𝑛

𝑛

получим

|𝑅𝑛| ≤
4𝑀(𝑏− 𝑎)(1 + ln𝑛)

𝑛
.

Лемма доказана. 2

3. Доказательство теоремы 2

Сначала будем предполагать, что на интервале (𝑎, 𝑏) находится не менее двух точек после-
довательности Δ. Без ограничения общности можно предполагать, что 𝑓 ′(𝑥) > 0. Воспользу-
емся формулой Пуассона суммирования значений функции по последовательности Δ. Имеем
𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ Δ0. Положим 𝑛 = [8(𝑏− 𝑎) ln (𝑏− 𝑎+ 1)] + 1. Из леммы 4 следует, что

∑︁
𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

𝑓(𝑡𝑠) =
𝑛∑︁

𝑚=−𝑛
𝑈(𝑚) +𝑅𝑛,

где

𝑈(𝑚) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝑚{𝑥}Δ𝑑𝑥,𝑅𝑛 ≪ 𝛿.

Заметим, что

𝑈(0) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Оценим 𝑈(𝑚) при 𝑚 ≥ 1. Имеем

𝑈(𝑚) =
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏
(𝑈(𝑚, 𝑠) + 𝑈𝑎(𝑚) + 𝑈𝑏(𝑚),

где

𝑈(𝑚, 𝑠) =

𝑡𝑠+1∫︁
𝑡𝑠

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓(𝑥)+𝑚{𝑥}Δ) 𝑑𝑥,

𝑈𝑎(𝑚) =

𝑎′∫︁
𝑎

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓(𝑥)+𝑚{𝑥}Δ) 𝑑𝑥,

𝑈𝑏(𝑚) =

𝑏∫︁
𝑏′

𝜌′Δ(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓(𝑥)+𝑚{𝑥}Δ) 𝑑𝑥,

причём 𝑎′ — ближайший к точке 𝑎 член последовательности Δ, превосходящий 𝑎, и 𝑏′ —
ближайший к точке 𝑏 член последовательности Δ, не превосходящий 𝑏.

Произведём в интеграле 𝑈(𝑚, 𝑠) замену переменной интегрирования вида

𝑦 = 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
𝑚(𝑥− 𝑡𝑠)

𝛿𝑠
, 𝑦(𝑡𝑠) = 𝑓(𝑡𝑠), 𝑦(𝑡𝑠+1) = 𝑓(𝑡𝑠+1) +𝑚.
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Поскольку

|𝑦′| =
⃒⃒⃒⃒
𝑓 ′(𝑥) +

𝑚

𝛿𝑠

⃒⃒⃒⃒
≥ |𝑚|

𝛿𝑠
− 𝛿 ≥ 1

𝛿𝑠
− 𝛿 > 0,

функция 𝑦 = 𝑦(𝑥) является монотонной, существует гладкая обратная функция 𝑥 = 𝑥(𝑦).
Далее, интегрируя по частям, находим

𝑈(𝑚, 𝑠) =
1

2𝜋𝑖𝛿𝑠

𝑓(𝑡𝑠+1)+𝑚∫︁
𝑓(𝑡𝑠)

1

𝑓 ′(𝑥) + 𝑚
𝛿𝑠

𝑑𝑒2𝜋𝑖𝑦 =

=
1

2𝜋𝑖𝛿𝑠
𝑒2𝜋𝑖𝑦

1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) + 𝑚
𝛿𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓(𝑡𝑠+1)+𝑚

𝑓(𝑡𝑠)

− 1

2𝜋𝑖𝛿𝑠

𝑓(𝑡𝑠+1)+𝑚∫︁
𝑓(𝑡𝑠)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︃
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) + 𝑚
𝛿𝑠

)︃
.

Следовательно,
2𝜋𝑖𝛿𝑠(𝑈(𝑚, 𝑠) + 𝑈(−𝑚, 𝑠)) =

= 𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠+1)

(︃
1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑡𝑠+1) +𝑚)) + 𝑚
𝛿𝑠

+
1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑡𝑠+1)−𝑚))− 𝑚
𝛿𝑠

)︃
−

−𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑡𝑠)
(︃

1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑡𝑠))) + 𝑚
𝛿𝑠

+
1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑡𝑠)))− 𝑚
𝛿𝑠

)︃
−

−
𝑓(𝑡𝑠+1)+𝑚∫︁
𝑓(𝑡𝑠)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︃
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) + 𝑚
𝛿𝑠

)︃
−

𝑓(𝑡𝑠+1)−𝑚∫︁
𝑓(𝑡𝑠)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︃
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦))− 𝑚
𝛿𝑠

)︃
.

Отсюда получим

2𝜋𝛿𝑠|𝑈(𝑚, 𝑠) + 𝑈(−𝑚, 𝑠)| ≤ 4𝛿
𝑚2

𝛿2𝑠
− 𝛿2

+

+

𝑓(𝑡𝑠+1)+𝑚∫︁
𝑓(𝑡𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑑
(︃

1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) + 𝑚
𝛿𝑠

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑓(𝑡𝑠+1)−𝑚∫︁

𝑓(𝑡𝑠)

𝑑

(︃
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦))− 𝑚
𝛿𝑠

)︃⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ≤
≤ 6𝛿𝛿2𝑠
𝑚2 − 𝛿2𝛿2𝑠

+
2𝛿𝛿2𝑠
𝑚2
≤ 8𝛿𝛿2𝑠
𝑚2 − 𝛿2𝛿2𝑠

.

Интегралы 𝑈𝑎(𝑚) и 𝑈𝑏(𝑚) оцениваются аналогично. Имеем

𝑈𝑚(𝑎) =
1

2𝜋𝑖
𝜌′Δ(𝑥)𝑒

2𝜋𝑖𝑦 1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) +𝑚𝜌′Δ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑓(𝑎′)
𝑓(𝑎′)−0,5𝑚

− 1

2𝜋𝑖

𝑓(𝑎′)∫︁
𝑓(𝑎′)−0,5𝑚

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︂
𝜌′Δ(𝑥)

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) +𝑚𝜌′Δ(𝑥)

)︂
,

𝑈𝑚(𝑏) =
1

2𝜋𝑖
𝜌′Δ(𝑥)𝑒

2𝜋𝑖𝑦 1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) +𝑚𝜌Δ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑓(𝑏′)+0,5𝑚

𝑓(𝑏′)

− 1

2𝜋𝑖

𝑓(𝑏′)+0,5𝑚∫︁
𝑓(𝑏′)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︂
𝜌′Δ(𝑥)

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) +𝑚𝜌′Δ(𝑥)

)︂
.

Далее находим
2𝜋𝑖(𝜌′Δ(𝑎))

−1(𝑈𝑎(𝑚) + 𝑈𝑎(−𝑚)) =

= 𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑎
′)

(︂
1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑎′))) + 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)
+

1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑎′)))− 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)

)︂
−
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−𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑎)
(︂

1

𝑓 ′(𝑥(𝑎))) + 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)
+

1

𝑓 ′(𝑥(𝑓(𝑎)))− 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)

)︂
−

−
𝑓(𝑎′)+0,5𝑚∫︁
𝑓(𝑎)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︂
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦)) + 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)

)︂
−

𝑓(𝑎′)−0,5𝑚∫︁
𝑓(𝑎)

𝑒2𝜋𝑖𝑦 𝑑

(︂
1

𝑓 ′(𝑥(𝑦))− 0, 5𝑚𝜌′Δ(𝑎)

)︂
.

Отсюда приходим к оценке

|(𝑈𝑎(𝑚) + 𝑈𝑎(−𝑚))| ≤
𝜌′Δ(𝑎)
2𝜋

8𝛿

0, 5𝑚2(𝜌′Δ(𝑎))
2 − 𝛿2

≤
4𝛿(𝜌′Δ(𝑎))

−1

𝜋(0, 25𝑚2 − 𝛿2(𝜌′Δ(𝑎))−2)
.

Подобным образом такая же оценка с заменой 𝑎 на 𝑏 получается для |(𝑈𝑏(𝑚) + 𝑈𝑏(−𝑚))|.
Заметим, что

(𝜌′Δ(𝑎)
−1 +

∑︁
𝑎<𝑡𝑠<𝑏

𝛿𝑠 + (𝜌′Δ(𝑏)
−1 = 𝑏− 𝑎.

Так как 𝛿(𝑎, 𝑏) = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

(𝜌′Δ(𝑥)
−1, то

∑︁
𝑚≥1

(|𝑈(𝑚) + 𝑈(−𝑚)|) =
∑︁
𝑚≥1

(|𝑈𝑎(𝑚) + 𝑈𝑎(−𝑚)|+ |𝑈𝑏(𝑚) + 𝑈𝑏(−𝑚)| +

+
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏
(|𝑈(𝑚, 𝑠) + 𝑈(−𝑚, 𝑠)|)

⎞⎠ ≤
≤
∑︁
𝑚≥1

⎛⎝ 4𝛿(𝜌′Δ(𝑎))
−1

𝜋(0, 25𝑚2 − 𝛿2(𝜌′Δ(𝑏))−2)
+
∑︁

𝑎<𝑡𝑠≤𝑏

4𝛿𝛿𝑠
𝜋(𝑚2 − 𝛿2𝛿2𝑠)

⎞⎠ ≤
≤ 4𝛿

𝜋(0, 25− 𝛿2(𝛿(𝑎, 𝑏))−2)
+

∞∑︁
𝑚=2

16𝛿

𝜋𝑚(𝑚− 1)
≤ 10𝛿

1− 𝛿
.

4. Заключение

Основным результатом работы является обобщение формулы ван дер Корпута на триго-
нометрические суммы по разбиению неотрицательной полуоси вещественной прямой на по-
следовательности, стремящейся к бесконечности. Следующим шагом исследования является
формула Корпута — Виноградова, позволяющая заменить эту сумму более короткой. Послед-
няя формула может найти приложения в математической физике.
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Int.Kózl., 8:2, 3–11.

15. Gallagher P.X. 1974. “A large sieve density estimate near 𝜎 = 1”. Invent. Math., 1, 757–771.

16. Kuipers L., NiederreiterH. 1974. “Uniform Distribution of Sequences”. — N.Y.,London, Sydney,
Toronto: John Wiley & Sons. М.: Наука,(2001), 418 с.

Получено 23.06.2020 г.
Принято в печать 22.10.2020 г.




