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Аннотация

Теория диофантовых приближений, как раздел математики, начала активно формиро-
ваться в XIX веке. Значительный вклад в ее развитие внесли русские и советские мате-
матики. В данной работе мы дадим исторический обзор некоторых результатов в области
диофантовых приближений, полученных русской и советской научной школой теории чи-
сел.

Одним из первых, задачами теории диофантовых приближений заинтересовался во вто-
рой половине XIX века П. Л. Чебышев. Эти исследования были продолжены его учениками
А. Н. Коркиным и Е. Н. Золотарёвым. А в 1880 году, ученик А. Н. Коркина, академик
А. А. Марков-старший в своей магистерской диссертации блестяще решил задачу опи-
сания классов плохоприближаемых неопределенных квадратичных форм. Другой ученик
П. Л. Чебышева — Г. Ф. Вороной, наряду с Г. Минковским, заложил основы нового, тесно
связанного с диофантовыми приближениями раздела математики — геометрии чисел.

В развитие метрической теории цепных дробей внес значительный вклад А. Я. Хинчин.
В 1936 году им была получена постоянная Хинчина — значение среднего геометрического
элементов разложения в цепную дробь, для почти всех вещественных чисел. Поразитель-
ность этого факта отмечается математиками всего мира.

Значительный вклад в развитие метрической теории диофантовых приближений при-
надлежит белорусским математикам. В 1964 году В. Г. Спринджук получил доказатель-
ство гипотезы о мере множества 𝑆-чисел. Исследования в этой области были продолжены
В. И. Берником.

Интересных результатов в области геометрии чисел и свойств приближения алгебра-
ических чисел были получены во 70–80-ых годах XX века Б. Ф. Скубенко. В частности,
в его работах представлена оценка константы наилучших диофантовых приближений для
двумерного случая. Исследования в области приближения действительных чисел и теории
цепных дробей были продолжены в 1990–2010-ых годах Н. Г. Мощевитиным, О. Н. Герма-
ном, А. Д. Брюно, Н. М. Добровольским и Н. Н. Добровольским.
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Abstract

The theory of diophantine approximations, as a branch of mathematics, began to take shape
in the 19th century. A significant contribution to its development was made by Russian and
Soviet mathematicians. In this paper, we give a historical review of some results in the field of
Diophantine approximations obtained by the Russian scientific school of number theory.

One of the first, P. L. Chebyshev became interested in the problems of the theory of di-
ophantine approximations in the second half of the 19th century. These studies were continued
by his students A. N. Korkin and E. N. Zolotarev. In 1880 academician A. A. Markov (the
student of A. N. Korkin) in his master thesis brilliantly solved the problem of describing classes
of poorly approximating indefinite quadratic forms. Another student of P. L. Chebyshev —
G. F. Voronoj, along with G. Minkowski, laid the foundations for a new, closely related to
Diophantine approximations section of mathematics — the geometry of numbers.

A. I. Hinchin made a significant contribution to the development of the metric theory of
continued fractions. In 1936, he obtained the Khinchin constant — the value of the geometric
mean of the decomposition into a continued fraction, for almost all real numbers. The
awesomeness of this fact is noted by mathematicians around the world.

A significant contribution to the development of the metric theory of diophantine approxi-
mations belongs to Belarusian mathematicians. In 1964 V. G. Sprindzhuk obtained a proof of
the hypothesis on the measure of the set of 𝑆-numbers. Research in this area was continued by
V. I. Bernik.

Interesting results in the field of geometry of numbers and the approximation properties
of algebraic numbers were obtained in the 70–80s of the XX century by B. F. Skubenko. In
particular his work presents an estimate of the constant of the best Diophantine approximations
for the two-dimensional case. Research in the field of approximation of real numbers and
the theory of continued fractions was continued in the 1990–2010s by N. G. Moshchevitin,
O. N. German, A. D. Bruno, N. M. Dobrovol’skii and N. N. Dobrovol’skii.
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1. Введение

Теория диофантовых приближением сформировалось как естественное развитие теории цепных
дробей, которая активно развивалась в XVII–XIX веках. Исследованию непрерывных дробей посвя-
щали свои работы Л. Эйлер, Ж. Л. Лагранж, Ж. Лиувилль, К. Ф. Гаусс. Ключевой особенностью
цепных дробей является то, что они обеспечивают наилучшие приближения действительного чис-
ла рациональными дробями, обладая при этом простой и изящной алгебраической и геометрической
структурой.
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Теория диофантовых приближений интересуется более общими вопросами аппроксимации в целых
числах. Многие проблемы теории диофантовых приближений исходят из фундаментального утвержде-
ния, полученного П. Г. Дирихле в 1842 году [4]

Теорема 1. Пусть 𝛼𝑖𝑗(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚) и 𝑄 — произвольные действительные числа,
причем 𝑄 > 1. Тогда найдутся целые числа 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑚 и 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такие, что
1 ≤ 𝑚𝑎𝑥 (|𝑞1|, |𝑞2|, . . . , |𝑞𝑚|) < 𝑄

𝑛
𝑚 и⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 · 𝑞𝑗 − 𝑝𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1

𝑄
, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛).

В данной работе мы дадим краткий обзор русской школы теории диофантовых приближений. С бо-
лее частным вопросом истории оценки константы наилучших совместных диофантовых приближений
можно ознакомиться в работе [16].

2. Петербургская школа

Петербургской, а вместе с ней и русской, научной школе в области диофантовых приближений
более полутора веков. К первым исследованиям русских ученых в этой области можно отнести работу
П. Л. Чебышева 1866 года «Об одном арифметическом вопросе» [63]. В этой работе он получает
оценку степени приближения для неоднородной линейной формы. А именно, показывает, что для
произвольных чисел 𝑎, 𝑏 существует бесконечное количество пар целых чисел 𝑥, 𝑦 таких, что

|𝑥− 𝑎𝑦 − 𝑏| < 2

𝑦
.

Изучение этого вопроса было затем продолжено Ш. Эрмитом [8], а позднее Г. Минковским [11].
В теории бинарных квадратичных форм известно следующее утверждение. Если 𝜙(𝑥, 𝑦) =

= 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 — бинарная форма с произвольными коэффициентами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и определителем
Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ̸= 0 (если Δ = 0, то бинарная форма приводится к линейной), то переменным 𝑥, 𝑦
можно дать такие целые, не равные одновременно нулю, значения, что

𝜙(𝑥, 𝑦) ≤
√︂

1

3
|Δ| для определенных квадратичных форм, где Δ < 0 (1)

и

𝜙(𝑥, 𝑦) ≤
√︂

1

5
|Δ| для неопределенных квадратичных форм, где Δ > 0 (2)

Указанное утверждение впервые было четко сформулировано учениками П. Л. Чебышева,
А. Н. Коркиным и Е. Н. Золотарёвым [9]. При исследовании этого вопроса ими была обнаружена

принципиальная разница между случаями Δ < 0 и Δ > 0. При Δ > 0 равенство 𝜙(𝑥, 𝑦) =
√︁

1
5 |Δ|

достигается на некотором классе эквивалентных квадратичных форм. Если исключить этот класс из
рассмотрения, то можно усилить неравенство (2) как

𝜙(𝑥, 𝑦) ≤
√︂

1

8
|Δ|,

где равенство также достигается на определенном классе квадратичных форм. Этот процесс можно
продолжать далее. В тоже время, для Δ < 0, после исключения из рассмотрения класса эквивалентных

форм для которых 𝜙(𝑥, 𝑦) =
√︁

1
3 |Δ|, для любого 𝜆 < 1

3 можно будет найти формы для которых

достигается 𝜙(𝑥, 𝑦) <
√︀
𝜆 |Δ|.

Задача дальнейшего продолжения ряда описанных выше констант 1
5 ,

1
8 , . . . (при Δ > 0) была ре-

шена учеником Коркина, академиком А. А. Марковым в 1880 году в магистерской диссертации «О
бинарных квадратичных формах положительного определителя» [40]. А. А. Марков доказал, что ряд
чисел 1

5 ,
1
8 ,

25
221 , . . . бесконечный и стремится к пределу

4
9 . По сути, этот ряд и соответствующие каждо-

му члену квадратичные формы описывает классы плохоприближаемых неопределенных квадратичных
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форм. Фундаментальность этой работы отмечает Б. Н. Делоне в работе [35]. В этой же работе он дает
интересную геометрическую интерпретацию задачи А. А. Маркова и ее обобщения.

Разрешив полностью проблему Коркина для неопределенных бинарных форм, А. А. Марков в
работах «О неопределенных тройничных квадратичных формах» (1901 г.) [41], «О неопределенных
квадратичных формах с четырьмя переменными» (1902 г.) [42] ставит аналогичную проблему для
неопределенных тройничных и четвертичных форм. Позднее исследования в этом направлении про-
должил Б. А. Венков в работе [28] от 1945 года.

Значительный вклад в тесно связанный с диофантовыми приближениями разделы геометрии чисел
внес другой ученик П. Л. Чебышева — Г. Ф. Вороной. Он подошел к вопросу изучения квадратичных
форм с точки зрения геометрии [30]. В своей докторской диссертации «Об одном обобщении алгоритма
непрерывных дробей» (1896 г.) [29], удостоенной, премии имени В. Я. Буняковского, он построил и
обосновал новые алгоритмы вычисления основных единиц кубического поля алгебраических чисел.

Важным понятием геометрии чисел является

Определение 1. Пусть F — точечное тело. Если решетка Λ не имеет в F отличных от O
точек (O ∈ F), то Λ допустима для F. Точную нижнюю грань

Δ(F) = inf 𝑑(Λ)

определителей 𝑑(Λ) всех F-допустимых решеток Λ называют критическим определителем множе-
ства F.

Вычисление критического определителя произвольного тела F является сложной задачей. Вопро-
сам оценки значений некоторых критических определителей посвящены исследования А. В. Малы-
шева. В своих работах он активно использовал метод Л. Дж. Морделла (1973 г.)[39]. В сочетании с
использованием ЭВМ это позволило ему достичь значительных результатов в доказательстве гипотезы
Минковского о критическом определителе области |𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝 < 1 [38, 34].

В работе 1962 года «О представлении целых чисел положительными квадратичными формами»
[38] А. В. Малышевым дается исчерпывающее описание задачи целочисленного представления чисел

квадратичными формами 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 с целыми коэффициентами, в частности опреде-

ление количества таких представлений. Некоторые асимптотические формулы количества представ-
лений целого числа квадратичными формами можно найти в работе 1979 года Е. В. Подсыпанина
«Количество целых точек в эллиптической области (замечание к одной теореме А. В. Малышева)»
[49].

В работе [47] Е. В. Подсыпанин проводит подробное исследование одного из вариантов обобщения
цепных дробей — алгоритма Вигго Бруна — исследует его сходимость, получает выражение знаме-
нателя 𝑛-ых подходящих дробей как функции неполных частных 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛. В работе [48]
Е. В. Подсыпанин получает оценку для длины периода квадратичной иррациональности, сформули-
рованную в следующей теореме

Теорема 2. Пусть

𝐷 =

{︂
𝑓2𝑑, если 𝑑 ≡ 1(mod4),
4𝑓2𝑑, если 𝑑 ≡ 2, 3(mod4),

где 𝑑 > 1 — бесквадратное число, 𝐿(1, 𝜒) — 𝐿-функция Дирихле, ℎ — число классов вещественного
квадратичного поля Q(

√
𝑑). Тогда длина 𝑙 периода квадратичной иррациональности дискриминанта

𝐷 удовлетворяет следующему неравенству

𝑙 <
𝐶
√
𝐷𝐿(1, 𝜒)

ℎ
,

где

𝐷 =

{︃
1/
(︁

2 log 1+
√
5

2

)︁
, если 𝑓 = 1,

1/ log 1+
√
5

2 , если 𝑓 > 1.

Нельзя не отметить вклад в развитие теории диофантовых приближений и цепных дробей в нашей
стране А. Я. Хинчина. В 1936 году в работе «Метрические задачи теории иррациональных чисел» [60]
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им было доказано существование постоянной Хинчина. Пусть

𝑥 = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

𝑎3 + · · ·

разложение в цепную дробь, 𝑎0 целое, а остальные 𝑎𝑖 натуральные, тогда для почти всех вещественных
чисел 𝑥 выполняется, что среднее геометрическое элементов этого разложения равно

lim
𝑛→∞

(𝑎1𝑎2...𝑎𝑛)
1/𝑛

= 𝐾0 = 2, 6854520010 . . .

При этом постоянную Хинчина 𝐾0 можно выразить в виде бесконечного произведения

𝐾0 =

∞∏︁
𝑟=1

(︂
1 +

1

𝑟(𝑟 + 2)

)︂log2 𝑟

.

Значимость этого результата сложно переоценить. Если каким-либо образом случайно выбирать эле-
менты последовательности натуральных чисел, то среднее геометрическое элементов, вообще говоря,
совершенно не обязательно будет одним и тем же для всех или почти всех получаемых последователь-
ностей. Поэтому существование постоянной Хинчина — то обстоятельство, что среднее геометрическое
элементов разложения в цепную дробь оказывается одним и тем же для почти всех вещественных чи-
сел — это один из самых поразительных фактов в математике (по мнению профессора MIT С. Финча
в книге [6]).

Также, нельзя не отметить монографию А. Я. Хинчина «Цепные дроби» [62], где дается исчер-
пывающего описание теории непрерывных дробей. В частности, в этой работе подробно показывается
связь цепных дробей и диофантовых приближений одного действительного числа. В работе «Принцип
Дирихле в теории диофантовых приближений» [61] излагается ряд методических вопросов, связанных
с применением принципа Дирихле.

С течением времени, исследования в области диофантовых приближений и в области цепных дро-
бей стали развиваться в различных направлениях. Далее мы рассмотрим результаты в области дио-
фантовых приближений и геометрии чисел, а затем вернемся к вопросам связанным с исследованием
цепных дробей.

Известна следующая гипотеза Минковского: в 𝑅𝑛 для любой решетки Λ и любой точки 𝐿 в мно-
жестве Λ + 𝐿 содержится точка 𝑌 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), для которой будет выполнено

𝑀 =

𝑛∏︁
𝑖=1

|𝑦𝑖| ≤ 2−𝑛|det Λ|.

Вопросу ее доказательства посвящено множество работ. Первый значительный результат был получен
в 1934 году Н. Г. Чеботаревым в работе «Заметки по алгебре и теории чисел» [64]. Он получил оценку

𝑀 ≤ 2−𝑛/2|det Λ|.

Исследованиям связанными с гипотезой Минковского посвящены работы Б. Ф. Скубенко. В 1972–1976
годах в работах [50, 51, 52] он излагает доказательства гипотезы Минковского для 𝑛 ≤ 5. В частности
он вводит и использует понятие «парус» — границу замкнутой выпуклой оболочки множества (Λ∖0)𝑓 ,
которое строится как отображение 𝑓 множества Λ∖0, полученного из Λ путем отбрасывания точки 0.
Отображение 𝑓 переводит точку 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в точку 𝑋𝑓 = (𝑥21, . . . , 𝑥

2
𝑛). Парус состоит из (𝑛− 1)-

мерных граней, соприкасающихся по (𝑛− 2)-мерным граням. Грани являются выпуклыми конечными
многогранниками. В работе «К гипотезе Минковского при больших 𝑛» [53] он дает оценку

𝑀 < 2𝑛/2𝑒2

(︃
log2 𝑛

𝑛

)︃1/3

,

для достаточно больших 𝑛.
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В работе 1982 года «К совместным приближениям алгебраических иррациональностей» [54]
Б. Ф. Скубенко дает ряд интересных результатов для совместных приближений чисел чисто веще-
ственных алгебраических, и в частности кубических полей. Пусть расстояние до ближайшего целого
определяется как

||𝑞𝜃|| = min
𝑎∈Z

|𝑞𝜃 − 𝑎|,

а константой наилучших диофантовых приближений называют наименьшее 𝐶𝑛 для которого суще-
ствует 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛, что для бесконечного количества 𝑞 выполняется

max
𝑖=1,𝑛

||𝑞𝜃𝑖|| ≤ 𝐶𝑛𝑞
−1/𝑛.

В этой работе Б. Ф. Скубенко во-первых повторяет полученную в 1955 году Дж. В. С. Касселсом
[3] оценку для константы наилучших диофантовых приближений для чисел из чисто вещественного
кубического поля

max (||𝑞𝜃1||, ||𝑞𝜃2||) ≤
2

7
𝑞−1/2,

где 𝜃1, 𝜃2 принадлежит полю Q(2 cos 2𝜋
7 ). Во-вторых, Б. Ф. Скубенко дает оценку

||𝑞𝜃𝑖|| · ||𝑞𝜃𝑗 || < 𝛼𝑖𝑗(𝑞 log 𝑞)−1

для произвольного целого 𝑞, 𝜃𝑖, 𝜃𝑗 из чисто вещественного кубического поля, и числа 𝛼𝑖𝑗 , зависящего
только от 𝜃𝑖, 𝜃𝑗 .

Известна следующая обобщенная теорема Рота–Шмидта [14].

Теорема 3. Пусть 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 вещественные алгебраические числа, такие что 1, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 линей-
но независимы над полем рациональных чисел. Тогда для любого 𝜀 > 0 существует только конечное
количество натуральных чисел 𝑞 таких, что

||𝑞𝜃1|| · . . . · ||𝑞𝜃𝑛|| < 𝑞−1−𝜀.

В работе «К обобщенной теореме Рота–Шмидта» [55] Б. Ф. Скубенко дает следующее дополнение
описанной выше теоремы.

Теорема 4. Пусть 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 вещественные алгебраические числа из чисто вещественного ал-
гебраического поля степени 𝑛. Тогда существует 𝐶 > 0, что

||𝑞𝜃1|| · . . . · ||𝑞𝜃𝑛|| ≤ 𝐶(𝑞 log 𝑞)−1.

для бесконечного числа натуральных чисел 𝑞.

3. Белорусская школа

Значительных результатов в теории диофантовых приближений достигли белорусские ученые.
В. Г. Спринджуком в 1964 году [56] было получено доказательство гипотеза Малера о мере множе-
ства 𝑆-чисел. Суть этого утверждения в следующем. Пусть 𝜔 – трансцендентное число. Для данного
натурального 𝑛 определим 𝑤𝑛(𝜔) – точную верхнюю грань тех чисел 𝑤, для которых существует бес-
конечное количество целочисленных полиномов 𝑃 степени не более 𝑛, удовлетворяющих неравенству

|𝑃 (𝜔)| < ℎ−𝑤, (ℎ→ ∞)

где ℎ – высота полинома 𝑃 . Положим

1

𝑛
𝑤𝑛(𝜔) =

{︂
𝜃𝑛(𝜔), если 𝜔 вещественно,
𝜈𝑛(𝜔), если 𝜔 комплексно.

Известно, что

𝜃𝑛(𝜔) ≥ 1, 𝜈𝑛(𝜔) ≥ 1

2
− 1

2𝑛
, 𝑛 ≥ 1.
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Гипотеза Малера утверждает, что для почти всех (в смысле меры Лебега) вещественных и комплекс-
ных чисел

sup
𝑛
𝜃𝑛(𝜔) = 1, sup

𝑛
𝜈𝑛(𝜔) =

1

2
.

В работах [57, 58] В. Г. Спринджуком проводится исследование значений в алгебраических точках
для расширения класса 𝐸 функций Зигеля. В. Г. Спринджук вводит класс 𝐸* функций

𝜙(𝑧) =

∞∑︁
𝑣=0

𝑐𝑣 ·
𝑧𝑣

𝑣!

обладающих следующими свойствами

� число 𝑐𝑣 – алгебраические и принадлежат полю конечной степени над полем рациональных
чисел Q;

� существует число 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, для которого |𝑐𝑣| < 𝑐(𝜀)(𝑣!)𝛼+𝜀;

� для фиксированного 𝑛 пусть 𝑞𝑛𝑚 – наименьшее натуральное число q, для которого все чис-
ла 𝑞 𝑐𝑣1𝑐𝑣2 . . . 𝑐𝑣𝑛 , 𝑣1 + 𝑣2 + . . . + 𝑣𝑛 ≤ 𝑚 – целые; существует последовательность чисел
𝛽𝑛, 0 ≤ 𝛽𝑛 = 𝑜(

√
𝑛) при 𝑛→ ∞ для которых 𝑞𝑛𝑚 < 𝑐(𝑛, 𝜀)(𝑚!)𝛽𝑛+𝜀 при любом 𝜀 > 0.

Исследования в области метрической теории диофантовых приближений были продолжены
В. И. Берником [17]. В работе «Метрическая теорема о совместном приближении нуля значениями
целочисленных многочленов» в 1980 году им было доказано предложенное В. Г. Спринджуком обоб-
щение гипотезы Малера.

Теорема 5. Пусть 𝑤𝑛(𝜔) – точная верхняя грань тех 𝑤 > 0, для которых неравенство

𝑘∏︁
𝑖=1

|𝑃 (𝜔𝑖)| < ℎ−𝑤

имеет бесконечное число решений в полиномах 𝑃 (𝑥). Тогда для почти, всех со 𝜔

𝑤𝑛(𝜔) = 𝑛− 𝑘 + 1.

Продолжением этих исследований стало доказательство в 1984 году гипотезы А. Бэйкера [18] и
доказательство В. И. Берником [19] и В. И. Бересневичем [2] аналога метрической теоремы Хинчина
для многочленов произвольной степени. Дальнейшие исследования в этой области были направлены
на переход от степенной функции в правой части оценки к логарифмической. Это позволяет получить
многие тонкие характеристики классических множеств, возникающих в теории трансцендентных чи-
сел. В работе 1997 года «Совместная аппроксимация нуля значениями целочисленных полиномов» [20]
В. И. Берником и В. Н. Борбатом была получена двумерная оценка следующего вида:

Теорема 6. Пусть 𝑃 (𝑥) – многочлен с целыми коэффициентами, ℎ – его высота, функция Ψ(𝑥)
монотонно убывает при 𝑥 > 0 и

∑︀∞
𝑡=1 Ψ(𝑡) <∞. Тогда система неравенств{︂

|𝑃 (𝜔1)| < ℎ−𝑤1Ψ𝑣1(ℎ),
|𝑃 (𝜔2)| < ℎ−𝑤2Ψ𝑣2(ℎ),

где 𝑤1 +𝑤2 = 𝑛− 2, 𝑣1 + 𝑣2 = 1, имеет для почти всех (𝑤1, 𝑤2) ∈ R2 лишь конечное число решений в
полиномах 𝑃 (𝑥) ∈ Z[𝑥].

4. Современная школа

В 1992 году Н. Г. Мощевитин в работе «О совместных приближениях алгебраических чисел» [43],
основываясь на работах Б. Ф. Скубенко, вместо оценки совместного произведения получил оценку для
отдельных сомножителей, сформулированную в следующей теореме
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Теорема 7. Пусть натуральное 𝑞 задает совместные приближения к числам 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛:

||𝑞𝜃𝑖|| < 𝑐𝑞−1/𝑠, 𝑖 = 1, 𝑛

где 𝑐 > 0 — некоторая константа. Тогда

||𝑞𝜃𝑖|| > 𝐶𝑞−1/𝑠 log−𝛽 𝑞, 𝑖 = 1, 𝑛

с константами 𝐶, 𝛽 > 0, зависящими от 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 и 𝑐.

В работе 2002 года «К теореме Блихфельдта —Мюллендера — Спона о совместных приближениях»
[45] развивает, полученную В. Споном [15] (1968 г.) и В. Г. Новаком [13] (1993 г.), оценку сверху
константы наилучших диофантовых приближений

𝐶𝑛 ≤ 1

𝛽 𝑛
, 𝛽𝑛 ≥ 𝑛 · 2𝑛+1

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑢𝑛−1𝑑𝑢

(1 + 𝑢)𝑛 + (1 + 𝑢𝑛)
+ 𝜀𝑛

⎞⎠ , 𝜀𝑛 > 0.

Н. Г. Мощевитин получил оценку для остаточного члена

𝜀𝑛 =
1

2(log 2𝜋)3𝑒𝑛2 · 22𝑛+7

(︂
1 − 21/𝑚

2

)︂𝑛+2

> 0, 𝑛 ≥ 2.

При ее доказательстве он использовал следующее свойство совместных диофантовых приближений,
полученное Дж. К. Лагариасом [10] в 1982 году.

Лемма 1. Пусть знаменатели 𝑞 𝑛-мерных наилучших совместных приближений образуют
бесконечную последовательность 𝑞1 < . . . < 𝑞𝜇 < 𝑞𝜇+1 < . . .. Тогда 𝑞𝜇+2𝑛+1 > 2𝑞𝜇.

В 1982 году Дж. К. Лагариас ввел величину, показывающую скорость роста знаменателей совмест-
ных приближений

𝑔(𝛼) = lim
𝛼∈R𝑛

inf
𝜈→∞

𝑞1/𝜈𝜈 ,

где 𝑞1 < . . . < 𝑞𝑖 < 𝑞𝑖+1 < . . . последовательные знаменатели совместных диофантовых приближений
и получил оценку

𝑔(𝛼) ≥ 𝜃

(︂
8 + 13𝜃

𝜃13

)︂1/11

≈ 1.28040 . . .

В работе 2005 года «О наилучших двумерных совместных диофантовых приближениях в sup-норме»
[46] Н. Г. Мощевитин улучшил оценку 𝑔(𝛼) для двух чисел

𝑔(𝛼) ≥ 𝜃 =

√︃
1 +

√
5

2
≈ 1.2720 . . . ,

Несколько иной подход к задачам теории диофантовых приближений состоит в рассмотрении по-
нятия диофантовых экспонент. О. Н. Герман излагает это понятие следующим образом [31]. Пусть
дана вещественная матрица

Θ =

⎛⎜⎜⎝
𝜃11 𝜃12 . . . 𝜃1𝑚
𝜃21 𝜃22 . . . 𝜃2𝑚
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜃𝑛1 𝜃𝑛2 . . . 𝜃𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎠ ,

тогда

Определение 2. Точная вещественных чисел 𝛾, для которых существует бесконечно много
таких 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 ∈ Z одновременно не равных 0 и , 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ Z что

max
1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
1≤𝑗≤𝑚

𝜃𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑦𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ (︂ max

1≤𝑖≤𝑚
|𝑥𝑖|
)︂−𝛾

называется (регулярной) диофантовой экспонентой матрицы Θ и обозначается 𝛽(Θ).
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Определение 3. Точная вещественных чисел 𝛾, для которых существует бесконечно много
таких 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 ∈ Z одновременно не равных 0 и , 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ Z что

∏︁
1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
1≤𝑗≤𝑚

𝜃𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑦𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

⎛⎝ ∏︁
1≤𝑖≤𝑚

max(1, |𝑥𝑖|)

⎞⎠−𝛾

называется (регулярной) мультипликативной диофантовой экспонентой матрицы Θ и обозначает-
ся 𝛽𝑀 (Θ).

В работе [31] О. Н. Герман указывает на тесную связь этого понятия с теоремами переноса. На-
пример, известный принцип переноса Хинчина изящно выражается в описанных выше терминах

Теорема 8. Если 𝑛 = 1, то

𝛽(Θ)

(𝑚− 1)𝛽(Θ) +𝑚
≤ 𝛽

(︀
Θ𝑇
)︀
≤ 𝛽(Θ) −𝑚+ 1

𝑚
,

где Θ𝑇 — транспонированная матрица Θ.

В работе «Усиление теоремы переноса Малера» [7] (2012 год) О. Н. Германом получены следующие
теоремы переноса

Теорема 9. Пусть пространство целочисленных решений системы

Θ−→𝑥 = −→𝑦

не одномерно. Тогда для всех натуральных 𝑛,𝑚, не равных одновременно 1, справедливы три нера-
венства

𝛽
(︀
Θ𝑇
)︀
≥ 𝑛𝛽(Θ) + 𝑛− 1

(𝑚− 1)𝛽(Θ) +𝑚
,

𝛽
(︀
Θ𝑇
)︀
≥ (𝑛− 1)(1 + 𝛽(Θ)) − (1 − 𝛼(Θ))

(𝑚− 1)(1 + 𝛽(Θ)) + (1 − 𝛼(Θ))
,

𝛽
(︀
Θ𝑇
)︀
≥ (𝑛− 1)(1 + 𝛽(Θ)−1) − (1 − 𝛼(Θ)𝑣)

(𝑚− 1)(1 + 𝛽(Θ)−1) + (1 − 𝛼(Θ)−1)
,

где 𝛼(Θ) это равномерная диофантова экспонента матрицы Θ — точная верхняя грянь веществен-
ных чисел 𝛾, для которых при любом достаточно большом 𝑡 система неравенств

max
1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
1≤𝑗≤𝑚

𝜃𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑦𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑡−𝛾 , max

1≤𝑖≤𝑚
|𝑥𝑖| ≤ 𝑡

имеет ненулевое решение −→𝑥 ∈ Z𝑚, −→𝑦 ∈ Z𝑛.

Дальнейшее развитие этих исследований можно найти в работе О. Н. Германа Диофантовы экс-
поненты решеток» [32].

Как уже ранее отмечалось, теория диофантовых приближений тесно связана с теорией непрерыв-
ных дробей. В последнее время активные исследования в области цепных дробей велись В. И. Парус-
никовым и А. Д. Брюно. Ими в серии работ был дано обобщение алгоритма цепных дробей в начале на
трехмерный [21, 22] (1994–1997 гг.), а потом и на многомерный случай [23, 24, 25, 26] (2004–2015 гг.).

Изложим суть этого обобщения. Пусть в 𝑛-мерном вещественном пространстве R𝑛 с коорди-
натами 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) заданы 𝑚 однородных вещественных форм (т. е. многочленов от пере-
менных) 𝑓1(𝑋), . . . , 𝑓𝑚(𝑋). Модули 𝑔𝑖(𝑋) = |𝑓𝑖(𝑋)| форм 𝑓𝑖(𝑋), 𝑖 = 1,𝑚, задают отображение
𝐺(𝑋) = (𝑔1(𝑋), . . . , 𝑔𝑚(𝑋)) пространства 𝑅𝑛 в положительный ортант 𝑆 = 𝑅𝑚+ в 𝑚-мерном простран-
стве R𝑚 с координатами

𝑆 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑚) : 𝑠𝑖 = 𝑔𝑖(𝑋) = |𝑓𝑖(𝑋)|, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚
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При этом целочисленная решётка Z𝑛 ⊂ R𝑛 отображается в некоторое множество Z ⊂ S. Замыка-
ние выпуклой оболочки H множества Z∖0 является выпуклым множеством. Все целочисленные точки
𝑋 ∈ Z𝑛∖0, отображающиеся на границу 𝛿H множества H, назовём граничными. Ограничимся случа-
ями, когда выпуклое множество H является многогранным, т.е. его граница 𝛿H состоит из вершин,
рёбер, граней различных размерностей и не содержит непрерывных «кривых» частей. В этих случаях
граница 𝛿H вычисляется с помощью стандартных программ для вычисления выпуклых многогранных
оболочек [1]. Это и даёт алгоритмическое обобщение цепной дроби на любую размерность.

В работе «Вычисление основных единиц числовых колец с помощью обобщенной цепной дроби»
[27] А. Д. Брюно сводит вычисление основных единиц кольца Z[𝜆] для целого неприводимого в Q
вещественного многочлена и к вычислению куска границы 𝛿H, содержащий (𝑚− 1)-мерную грань.

Исследованиями, связанными с разложением алгебраических чисел в цепные дроби, в настоящее
время занимаются Н. М. Добровольский и Н. Н. Добровольский. В работах [5, 36, 37] ими было про-
ведено исследование, поведения остаточных дробей и их сопряжённых чисел для разложения алгеб-
раических чисел в цепные дроби, например, что начиная с некоторого места все остаточные дроби яв-
ляются приведёнными алгебраическими числами. В этих работах излагаются свойства минимальных
многочленов остаточных дробей. В частности установлена связь значений минимальных многочленов
и неполных частных разложений алгебраических чисел, сформулированная в следующей теореме

Теорема 10. Пусть 𝛼 = 𝛼0 — вещественный корень неприводимого целочисленного многочлена

𝑓0(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛 > 0,

и число 𝛼 имеет разложение в цепную дробь

𝛼 = 𝛼0 = 𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

· · · +
1

𝑞𝑘 + 1
···

.

Пусть последовательность минимальных многочленов 𝑓𝑚(𝑥) для остаточных дробей 𝛼𝑚 задана фор-
мулами и номер 𝑚0 = 𝑚0(𝛼, 𝜀) определен из неравенства

2(𝑛− 1)

𝑄𝑚0−1𝛿(𝛼)
< 𝜀,

тогда для любого 𝑚 > 𝑚0 справедливы равенства

𝑞𝑚 =

⎧⎨⎩ 𝑞*𝑚, если 𝑓𝑚(𝑞*𝑚+1) > 0 и 𝑓𝑚(𝑞*𝑚) < 0
𝑞*𝑚+1, если 𝑓𝑚(𝑞*𝑚+1) < 0
𝑞*𝑚−1, если 𝑓𝑚(𝑞*𝑚) > 0

где

𝑞*𝑚 =

[︂
−
𝑓 ′𝑚−1(𝑞𝑚−1)

𝑓𝑚−1(𝑞𝑚−1)
+

(𝑛− 1)𝑄𝑚−2

𝑄𝑚−1

]︂
.

В работе [37] была предложена классификация чисто-вещественных алгебраических иррациональ-
ностей с точки зрения разложения их в цепные дроби.

5. Заключение

Русская научная школа внесла значительный вклад в развитие теории диофантовых приближений.
Фундаментальные результаты А. А. Маркова [40], А. Я. Хинчина [60], В. Г. Спринджука [56] дали
мощный толчок к развитию теории чисел во всем мире. Значительный вклад в исследование свойств
приближения алгебраических и действительных чисел внес во второй половине XX века Б. Ф. Скубенко
[50, 51, 52, 53, 54, 55], а в развитие метрической теории диофантовых приближений белорусские ученые
[17, 18, 20, 56, 57, 58, 59].

Активные исследования в этой области продолжают проводиться российскими учеными и в насто-
ящее время [26, 27, 31, 7, 32, 36, 5, 37].
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