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Abstract

In this paper, we construct Hensel–Shafarevich generating set in Honda formal modules over
a higher dimensional field. Later, that should allow us to compute Hilbert symbol in this case.
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1. Введение

При изучении формальных модулей важную роль играют их системы образующих. В данной рабо-
те мы построим систему образующихШафаревича для формальных модулей Хонды над многомерным
полем. В дальнейшем это даст возможность вычисления символа Гильберта в описанной ситуации.

2. Обозначения

Пусть 𝑘 — локальное поле характеристики 0, с полем вычетов 𝑘 = F𝑞, 𝑞 = 𝑝𝑓 , 𝑝 ̸= 2. Пусть 𝑘′/𝑘
— конечное неразветвленное расширение с униформизующей 𝜋. Рассмотрим 𝐾 — 𝑛-мерное локальное
поле, т.е., цепочку полей 𝐾 = 𝐾𝑛,𝐾𝑛−1, . . . ,𝐾1,𝐾0, где каждое следуюшее поле является полем вы-
четов предыдущего, и предположим, что при этом 𝐾1 = 𝑘′. Тогда 𝐾 = 𝑘′((𝑡2)) . . . ((𝑡𝑛)), (𝜋, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛)
— система локальных параметров.

Обозначим за 𝐿 конечное расширение 𝐾. Тогда 𝐿 = 𝐿1((𝑇2)) . . . ((𝑇𝑛)), 𝐿1 — конечное расширение
𝐾1. Системой локальных параметров при этом будет (Π, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛), где Π — униформизующая в 𝐾.
Пусть 𝐿𝑖 = 𝐿1((𝑇2)) . . . ((𝑇𝑖))) и 𝑇0 — подполе инерции в 𝐿1/𝑘.

Нам понадобится отображение 𝜎 : 𝐾 → 𝐾, действующее на локальные параметры 𝑡𝑖 как 𝜎(𝑡𝑖) = 𝑡𝑝𝑖 ,
а на 𝑘′ совпадаюшее с автоморфизмом Фробениуса, и оператор △ на 𝐾[[𝑋]]:

△(
∑︁

𝑐𝑖𝑋
𝑖) =

∑︁
𝜎(𝑐𝑖)𝑋

𝑝𝑖

Обозначим через 𝒟 кольцо степеннных рядов от △ с коэффициентами из 𝒪𝐾 , на котором введем
умножение

△ · 𝑎 = 𝜎(𝑎) · △

3. Предварительные сведения

3.1. Тип формальной группы

Пусть 𝐹 (𝑋,𝑌 ) ∈ 𝒪𝐾 [[𝑋,𝑌 ]] — формальная группа. Тогда 𝐹 строго изоморфна 𝑝-типической фор-

мальной группе 𝐹𝑝, т.е., такой формальной группе, логарифм которой имеет вид 𝜆𝑝(𝑋) =
∞∑︀
𝑖=0

𝑐𝑖𝑋
𝑝𝑖 .

Предложение 1. Пусть 𝐹𝑝 — 𝑝-типическая формальная группа. Тогда существует единствен-
ный 𝑢𝑝(△) ∈ 𝜋 + 𝒟△ (будем называть его типом 𝐹𝑝), такой что

𝜆𝑝(𝑋) = (𝜋𝑢−1
𝑝 (△))(𝑋).

Обратно, пусть 𝑢 ∈ 𝜋 + 𝒟Δ. Тогда ряд 𝜆(𝑋) = 𝜋𝑢−1(Δ) ∘ 𝑋 будет логарифмом некоторой 𝑝-
типической формальной группы над 𝒪𝐾 .

Доказательство. По теории Хонды существует 𝑢(Δ) ∈ 𝜋+𝒟Δ со свойством 𝑢(Δ)∘𝜆𝑝(𝑋) ≡ 0 mod𝜋.
Тогда 𝑢 ∘ Λ = 𝜋𝜀(Δ), и 𝜀 ∈ 1 + 𝒟Δ. Теперь можно взять 𝑢𝑝 = 𝜀−1 ∘ 𝑢.

Обратно, ряд 𝜆(𝑋) удовлетворяет сравнению. 2
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3.1.1. Оператор 𝒜

Из теории Хонды выводится следующее утверждение:

Предложение 2. В классе изоморфных формальных групп высоты ℎ можно выделить ка-
нонический представитель – группу Артина-Хассе 𝐹𝑐 с логарифмом 𝜆𝑐(𝑋) = 𝜋𝑢−1

𝑐 (Δ) ∘ 𝑋, где

𝑢𝑐 = 𝜋 −
ℎ∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖Δ
𝑖.

Теорема 1. Пусть 𝐹 — 𝑝-типическая формальная группа над 𝒪𝐾 типа 𝑢 = 𝜋 − 𝑎ℎ𝐵△ℎ,

𝐵 ∈ 1 + 𝒟△, и пусть 𝜆1(𝑋) = (𝜋𝑢−1(△))(𝑋), где 𝑢1 = 𝑢𝜎
ℎ ∘𝐵−1. Тогда

1. 𝜆1 является логарифмом некоторой 𝑝-типической формальной группы 𝐹1 над 𝒪𝐾 ;

2. существует [𝜋𝑎−1
ℎ ]𝐹,𝐹1

∈ 𝐻𝑜𝑚𝒪𝐾
(𝐹, 𝐹1), такой что

[𝜋𝑎−1
ℎ ]𝐹,𝐹1

(𝑋) ≡ 𝑋𝑝ℎmod𝜋

3. если 𝑢𝑐 — канонический тип 𝐹 , то 𝑢𝑐,1 = 𝑎−1
ℎ 𝑢𝑐𝑎ℎ — канонический тип 𝐹1.

Доказательство.

1. 𝑢1 = 𝑢𝜎
ℎ ∘𝐵−1 ∈ 𝜋 + 𝒟Δ Следовательно, 𝑢1 — логарифм некоторой формальной группы 𝐹1 над

𝒪𝐾 .

2. Рассмотрим группу 𝐹 ′
1 с логарифмом 𝜆

′

1 = 𝜋𝑢′
−1
1 ∘𝑋, где 𝑢′1 = 𝐵𝑢1. Учитывая, что 𝐵 ≡ 1modΔ,

𝐹 ′
1 будет строго изоморфна 𝐹1.

Легко проверить, что
[𝜋𝑎−1

ℎ ]𝐹,𝐹1
= [𝜋𝑎−1

ℎ ]𝐹,𝐹 ′
1
∘ [1]𝐹 ′

1,𝐹1

– гомоморфизм, удовлетворяющий условию.

3.
𝑢𝑐,1 = (𝑎−1

ℎ 𝜀𝑎ℎ)(𝑎−1
ℎ 𝑢𝑎ℎ = (𝑎−1

ℎ 𝜀𝑎ℎ)𝐵𝑢1

Т.е., 𝑢𝑐,1 = 𝜂𝑢1, где 𝜂 ∈ 1 + 𝒟△.

2

Таким образом мы получаем последовательность формальных групп и гомоморфизмов 𝑓𝑖

𝐹 → 𝐹1 → . . .→ 𝐹𝑀

𝑓 (𝑚) = 𝑓𝑚−1 ∘ . . . ∘ 𝑓1 ∘ 𝑓

3.1.2. Отображение Артина-Хассе

Определим отображения

� 𝐸𝐹 : 𝑇0[[𝑋]]0 → 𝐹 (𝑇0[[𝑋]]0)

𝐸𝐹 (𝜙) = 𝜆−1(𝜋𝑢−1
0 ∘ 𝜙)

� 𝑙𝐹 : 𝐹 (𝑇0[[𝑋]]0) → 𝑇0[[𝑋]]0

𝑙𝐹 (𝜓) =
𝑢0
𝜋

∘ 𝜆(𝜓)

(”экспоненту и логарифм”).

Лемма 1. 𝐸𝐹 и 𝑙𝐹 задают обратные друг другу изоморфизмы 𝒪𝐾-модулей 𝑂𝑇0
[[𝑋]]0 и

𝐹 (𝑂𝑇0
[[𝑋]]0), а также 𝑇0[[𝑋]]0 и 𝐹 (𝑇0[[𝑋]]0).

Доказательство. Непосредственной проверкой. 2
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3.1.3. Примарные элементы

Definition 5. Элемент 𝜔 ∈ 𝐹𝑀 (M) называется примарным, если 𝐾(̃︀𝜔)/𝐾 неразветвлено (где
𝑓 (𝑀)(̃︀𝜔) = 𝜔).

� 𝑊𝑀
𝐹 = 𝐾𝑒𝑟[𝜋𝑀 ]𝐹 ⊂ 𝐹 (M)

� {𝑧1, . . . , 𝑧ℎ} — множество образующих 𝑊𝑀
𝐹 (как модуля над 𝒪𝐾)

� 𝑠 = 𝑓 (𝑀) ∘ 𝑧, где 𝑧 — разложение одной из образующих в ряд по локальным параметрам

�
̂︀𝑏 = 𝑏+ 𝑏△ + . . .+ 𝑏△

ℎ−1

Предложение 3.
𝜔(𝑏) = 𝐸𝑀 (̂︀𝑏𝜆𝑀 (𝑠))|𝑋=Π

– корректно определенный элемент 𝐹𝑀 (M), и, более того, является примарным.

Доказательство. Аналогично доказательству из [4], свойства ряда ̂︀𝑏𝜆𝑀 (𝑠) позволяют подставлять
в него элемент Π. 2

3.2. Основные результаты

Определим многочлены Эньяра:
𝑔0 = 𝜋𝑀−1𝑋 +𝑋𝑝ℎ

𝑔𝜌,𝑎 = 𝜋𝑀−1𝑋 + 𝜋𝑀−1𝑎𝑋
𝑝𝜌 +𝑋𝑝ℎ , 𝑎 ∈ 𝒪𝐾 , 1 ≤ 𝜌 < 𝑓ℎ

Пусть 𝑢𝑀−1 — канонический тип группы 𝐹𝑀−1. Тогда существуют единственные (с точностью до
изоморфизма) формальные группы 𝐺0, 𝐺𝜌,𝑎, для которых 𝑔0, 𝑔𝜌,𝑎 являются допустимыми изогениями
в группы 𝐺′

0, 𝐺
′
𝜌,𝑎 соответственно. Тогда 𝑢𝑀 — тип групп 𝐺′

0, 𝐺
′
𝜌,𝑎, следовательно, они изоморфны

𝐹𝑁 . Обозначим соответствующие изоморфизмы за ℰ0
𝑀 , ℰ𝜌,𝑎𝑀 .

Теорема 2. Элементы
𝜔𝑖(𝑏), 𝑏 ∈ 𝒪𝐾 , 1 ≤ 𝑖 ≤ ℎ,

ℰ0
𝑀 (𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ),

ℰ𝜌,𝑎𝑀 (𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ),

𝜃 ∈ ℛ, 𝑎 ∈ 𝒪𝐾
*, 1 ≤ 𝜌 < 𝑓ℎ, 𝑝 - −→𝑖 , 0 < 𝑖𝑛 ≤ 𝑒* = 𝑝ℎ𝑒𝑛/(𝑝

ℎ − 1) являются множеством образующих
для 𝐹𝑀 (M).

Доказательство. Достаточно проверить это утверждение для одной формальной группы типа 𝑢,
например, 𝐹 = 𝒜−𝑀+1𝐺0. Обозначим логарифм 𝐺0 за 𝜆0 и логарифм 𝐺𝜌,𝑎 за 𝜇. Тогда

(𝐵𝑛−1𝜆
Δℎ

0 ) ∘ 𝑔0 = 𝜋𝑛−1𝜆0,

(𝐵𝑛−1𝜇
Δℎ

) ∘ 𝑔𝜌,𝑎 = 𝜋𝑛−1𝜇,

то есть
(𝐵𝑛−1𝜆

Δℎ

0 )(𝜋𝑛−1𝑥) ≡ 𝜋𝑛−1𝜆0(𝑥)mod deg 𝑝𝜌 + 1

(𝐵𝑛−1𝜇
Δℎ

)(𝜋𝑛−1𝑥) ≡ 𝜋𝑛−1𝜇(𝑥)mod deg 𝑝𝜌 + 1

Таким образом, если мы определим 𝑉 как элемент, удовлетворяющий условию

𝑉 − 𝑉 Δℎ

𝜋𝑝
𝜌−1
𝑛−1 = 𝑎,

то 𝜇 ≡ 𝜆0 + 𝑉 𝑥𝑝
𝜌

. Рассмотрев логарифмы 𝒜𝐺0 и 𝒜𝐺𝜌,𝑎, делаем вывод, что

𝐸𝜌,𝑎𝑀 (𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ) − 𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ≡

≡ 𝑉 Δℎ

𝜃𝑝
𝜌

Π𝑖𝑝𝜌𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 modΠ𝑖𝑝𝜌+1

𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛
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Теперь заметим, что достаточно добавить примарные элементы, чтобы получить полную систему об-
разующих. 2

Положим ̃︀ℰ0 = [𝜋𝑀/𝜋
(𝑀)
1 ]𝒜𝐺0,𝐹̃︀ℰ𝜌,𝑎 = [𝜋𝑀/𝜋
(𝑀)
1 ]𝒜𝐺𝜌,𝑎,𝐹

Теорема 3. Элементы ̃︀𝜔𝑖(𝑏), 𝑏 ∈ 𝒪𝐾 , 1 ≤ 𝑖 ≤ ℎ,̃︀ℰ0(𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ),̃︀ℰ𝜌,𝑎(𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ),

𝜃 ∈ ℛ, 𝑎 ∈ 𝒪𝐾
*, 1 ≤ 𝜌 < 𝑓ℎ, 𝑝 - −→𝑖 , 0 < 𝑖𝑛 ≤ 𝑒* = 𝑝ℎ𝑒𝑛/(𝑝

ℎ − 1) являются множеством образующих
для 𝐹 (M).

Доказательство. Следует из предыдущей теоремы и того, что

[𝜋𝑀/𝜋
(𝑀)
1 ]𝐹𝑀 ,𝐹ℰ0

𝑀 (𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ) = ̃︀ℰ0(𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 )

[𝜋𝑀/𝜋
(
1𝑀)]𝐹𝑁 ,𝐹ℰ

𝜌,𝑎
𝑀 (𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 ) = ̃︀ℰ𝜌,𝑎(𝜃Π𝑖1𝑇 𝑖22 . . . 𝑇 𝑖𝑛𝑛 )

2
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