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Аннотация

В статье рассматривается краевая задача для системы линейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка, построенная для определения поля смеще-
ний в непрерывно-неоднородном упругом покрытии пластины при прохождении через неё
плоской звуковой волны.

Полагается, что однородная изотропная упругая пластина с неоднородным по толщине
упругим покрытием граничит с идеальными жидкостями.

Методом степенных рядов получено приближенное аналитическое решение краевой за-
дачи. Краевая задача сведена к задачам с начальными условиями. Решение краевой за-
дачи представлено в виде линейной комбинации фундаментальных решений. Найденное
аналитическое решение краевой задачи справедливо для широкого класса законов неод-
нородности материала покрытия.

Проведены численные расчеты зависимостей компонентов вектора смещения на грани-
цах покрытия от угла падения плоской волны.

Ключевые слова: краевая задача, поле смещений, отражение и прохождение звуковых
волн, однородная упругая пластина, непрерывно-неоднородное покрытие.
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Abstract

The article considers a boundary value problem for a system of linear second-order ordinary
differential equations constructed for determining the displacement field in a continuously
inhomogeneous elastic coating of the plate when a plane sound wave passes through.

It is believed that a homogeneous isotropic elastic plate with inhomogeneous in thickness
elastic coating borders on ideal liquids.

An approximate analytical solution of the boundary value problem by the power series
method is obtained . The boundary-value problem is reduced to problems with initial conditions.
The solution of the boundary value problem is presented in the form of a linear combination
of fundamental decisions. Found analytical solution boundary value problem is valid for a wide
class of heterogeneity laws of the coating material.

The numerical calculations of the dependences of the components of the displacement vector
at the boundaries of the coating from the angle of incidence of the plane wave are presented.
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1. Введение

Отражение и прохождение плоской звуковой волны через плоский неоднородный упру-
гий слой исследовано в [1–9]. Задачи о прохождении плоской звуковой волны через однород-
ную изотропную упругую пластину с непрерывно-неоднородным упругим покрытием решены
в [10–14]. В этих работах для определения поля смещений в неоднородном покрытии построена
краевая задача для системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго
порядка, которая решается численными методами. Однако всегда желательно иметь аналити-
ческое решение задачи. Его использование позволяет существенно сократить вычислительные
затраты.
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В настоящей работе получено приближенное аналитическое решение краевой задачи, опи-
сывающее поле смещений в неоднородном по толщине упругом покрытии пластины и спра-
ведливое для широкого класса законов неоднородности материала покрытия.

2. Постановка задачи

Рассмотрим однородную изотропную упругую пластину толщиной 𝐻, материал которой
характеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Пластина имеет покрытие
в виде неоднородного по толщине изотропного упругого слоя толщиной ℎ, материал которо-
го имеет плотность 𝜌 = 𝜌(𝑧) и модули упругости 𝜆 = 𝜆(𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑧). При этом декартова
система прямоугольных координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 выбрана таким образом, что ось 𝑥 лежит в плос-
кости, разделяющей однородный слой и неоднородное покрытие, а ось 𝑧 направлена вниз
по нормали к поверхности пластины (рис.1). Пластина с покрытием помещена между двумя
полупространствами, заполненными идеальными однородными жидкостями, которые имеют
плотности 𝜌1, 𝜌2 и скорости звука 𝑐1, 𝑐2 соответственно.

Из полупространства 𝑧 < −ℎ на пластину с покрытием падает под произвольным углом
плоская гармоническая звуковая волна, волновой вектор k1 которой лежит в плоскости 𝑥, 𝑧.
Потенциал скорости падающей волны записывается в виде

𝜓0 = 𝐴0 exp{𝑖[𝑘1𝑥 + 𝑘1𝑧(𝑧 + ℎ) − 𝜔𝑡]},

где 𝐴0 — амплитуда волны; 𝑘1𝑥 = 𝑘1 sin 𝜃0, 𝑘1𝑧 = 𝑘1 cos 𝜃0 — проекции волнового вектора
𝑘1 на оси координат 𝑥 и 𝑧 соответственно; 𝑘1 = 𝜔/𝑐1 — волновое число в полупространстве
𝑧 < −ℎ; 𝜃0 — угол падения плоской волны, составляемый нормалью к фронту волны с осью 𝑧;
𝜔 — круговая частота; 𝑡 — время. В дальнейшем временной множитель 𝑒−𝑖𝜔𝑡 будем опускать.

 

Рис. 1: Геометрия задачи

Задача об отражении и прохождении плоской звуковой волны через упругую пластину
с неоднородным покрытием, граничащую с идеальными жидкостями, решена в [10]. При этом
для аналитического описания волновых полей в полупространствах 𝑧 < −ℎ и 𝑧 > 𝐻, в одно-
родной пластине и неоднородном покрытии необходимо знание значений компонентов вектора
смещения u в неоднородном покрытии на его границах (𝑧 = −ℎ и 𝑧 = 0).

Компоненты вектора смещения в неоднородном покрытии выражаются формулами

𝑢𝑥 = 𝑈1(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥), 𝑢𝑧 = 𝑈2(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥),

а функции 𝑈𝑛(𝑧) (𝑛 = 1, 2) являются решением краевой задачи для системы линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений второго порядка

AU′′ + BU′ + CU = 0, (1)
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(AU′ + EU)𝑧=−ℎ = D,

(AU′ + FU)𝑧=0 = 0,
(2)

где U = (𝑈1, 𝑈2)
𝑇 ;

A =

(︂
𝜇 0
0 𝜆+ 2𝜇

)︂
; B =

(︂
𝜇′ 𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇)

𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇) 𝜆′ + 2𝜇′

)︂
;

C =

(︂
−𝑘21𝑥(𝜆+ 2𝜇) + 𝜔2𝜌 𝑖𝑘1𝑥𝜇

′

𝑖𝑘1𝑥𝜆
′ −𝑘21𝑥𝜇+ 𝜔2𝜌

)︂
;

E =

(︂
0 𝑖𝑘1𝑥𝜇

𝑖𝑘1𝑥𝜆 𝑖𝜔2𝜌1/𝑘1𝑧

)︂
; F =

(︂
𝑓11 𝑖𝑘1𝑥𝜇+ 𝑓12

𝑖𝑘1𝑥𝜆+ 𝑓21 𝑓22

)︂
;

D = (0; −2𝑖𝜌1𝜔𝐴0)
𝑇 ;

𝑓1𝑗 = 𝜇0

[︂
2𝑘1𝑥

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥(𝛽𝑗1 − 𝛽𝑗2) + 𝑠3(𝛾𝑗1 + 𝛾𝑗2)

]︂
;

𝑓2𝑗 = 𝑠1(𝛽𝑗1 + 𝛽𝑗2) + 𝑠2(𝛾𝑗1 − 𝛾𝑗2) (𝑗 = 1, 2);

𝛽11 = 𝑘1𝑥𝑡2𝑤1; 𝛽21 =
√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘21𝑥 𝑟2𝑤1; 𝛽12 = 𝑘1𝑥𝑡1𝑤1; 𝛽22 = −

√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘21𝑥 𝑟1𝑤1;

𝛾11 = −
√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥 𝑞2𝑤2; 𝛾21 = 𝑘1𝑥𝑔2𝑤2; 𝛾12 =

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥 𝑞1𝑤2; 𝛾22 = −𝑘1𝑥𝑔1𝑤2;

𝑤1 =
−4𝑖𝜇0𝑠3
𝑟1𝑡2 + 𝑟2𝑡1

; 𝑤2 =
4𝑖𝑠1

𝑔1𝑞2 − 𝑔2𝑞1
;

𝑔𝑗 = (−1)𝑗4𝑠1

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥

√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘21𝑥 − (𝑠7−𝑗𝑒1𝑙 + 𝑠9−𝑗𝑒2𝑙)𝑒𝑗𝜏 ;

𝑞𝑗 = 4𝑠1𝑘
2
1𝑥 + (𝑠7−𝑗𝑒1𝑙 − 𝑠9−𝑗𝑒2𝑙)𝑒𝑗𝜏 ;

𝑡𝑗 = 4𝜇0𝑠3

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥

√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘21𝑥 + (𝑠6+(−1)𝑗𝑒2𝜏 − 𝑠7+(−1)𝑗𝑒1𝜏 )𝑒𝑗𝑙;

𝑟𝑗 = 4𝜇0𝑘
2
1𝑥𝑠3 + (−1)𝑗(𝑠6+(−1)𝑗𝑒2𝜏 + 𝑠7+(−1)𝑗𝑒1𝜏 )𝑒𝑗𝑙;

𝑠1 = (𝜆0 + 2𝜇0)𝑘
2
𝑙 − 2𝜇0𝑘

2
1𝑥; 𝑠2 = 2𝜇0𝑘1𝑥

√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘21𝑥; 𝑠3 = 2𝑘21𝑥 − 𝑘2𝜏 ; 𝑠4 =

𝜔2𝜌2√︀
𝑘22 − 𝑘21𝑥

;

𝑠4+𝑗 = 𝑠3(𝑠4

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥 − 𝑠1) − 2𝑘1𝑥

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥(𝑠4𝑘1𝑥 − (−1)𝑗𝑠2);

𝑠6+𝑗 = 𝑠3(𝑠4

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥 + 𝑠1) − 2𝑘1𝑥

√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘21𝑥(𝑠4𝑘1𝑥 − (−1)𝑗𝑠2) (𝑗 = 1, 2);

𝑒1𝑙 = 𝑒𝑖
√
𝑘2𝑙 −𝑘

2
1𝑥𝐻 ; 𝑒2𝑙 = 𝑒−𝑖

√
𝑘2𝑙 −𝑘

2
1𝑥𝐻 ; 𝑒1𝜏 = 𝑒𝑖

√
𝑘2𝜏−𝑘21𝑥𝐻 ; 𝑒2𝜏 = 𝑒−𝑖

√
𝑘2𝜏−𝑘21𝑥𝐻 ;

𝑘2 = 𝜔/𝑐2 — волновое число в полупространстве 𝑧 > 𝐻; 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые
числа продольных и поперечных упругих волн в однородной пластине; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 𝜇0)/𝜌0 и

𝑐𝜏 =
√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости продольных и поперечных волн соответственно.

Найдем аналитическое решение краевой задачи (1), (2).
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3. Аналитическое решение задачи

Для решения краевой задачи (1), (2) воспользуемся методом степенных рядов [15].
Решение системы (1) будем искать в виде

𝑈𝑛(𝑧) =

∞∑︁
𝑠=0

𝑈 (𝑠)
𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑠 (𝑛 = 1, 2), (3)

где a — некоторая точка отрезка [−ℎ, 0].
Если на отрезке [−ℎ, 0] функция 𝜌(𝑧) является дифференцируемой, а функции 𝜆(𝑧) и 𝜇(𝑧)

имеют непрерывные производные до второго порядка включительно, то все коэффициенты
системы (1) будут представлять собой функции, непрерывные вместе со своими первыми про-
изводными на [−ℎ, 0]. Тогда ряды (3) будут сходящимися на [−ℎ, 0] [15].

Предположим, что функции 𝜌, 𝜆 и 𝜇 имеют вид многочленов относительно переменной 𝑧
(или аппроксимированы такими многочленами):

𝜌(𝑧) =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝜌(𝑘)(𝑧 − 𝑎)𝑘, 𝜆(𝑧) =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝜆(𝑘)(𝑧 − 𝑎)𝑘, 𝜇(𝑟) =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝜇(𝑘)(𝑧 − 𝑎)𝑘, (4)

где 𝑅 — степень многочленов.
Обозначим элементы матриц A, B, C через 𝐴𝑚𝑛, 𝐵𝑚𝑛, 𝐶𝑚𝑛 соответственно. Запишем

систему (1) в координатной форме

2∑︁
𝑛=1

(𝐴𝑚𝑛𝑈
′′
𝑛 +𝐵𝑚𝑛𝑈

′
𝑛 + 𝐶𝑚𝑛𝑈𝑛) = 0, 𝑚 = 1, 2. (5)

Так как элементы матриц A, B, C выражаются через модули упругости и плотность ма-
териала покрытия, то с учетом (4) получаем

𝐴𝑚𝑛 =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝐴(𝑘)
𝑚𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑘, 𝐵𝑚𝑛 =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝐵(𝑘)
𝑚𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑘, 𝐶𝑚𝑛 =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝐶(𝑘)
𝑚𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑘. (6)

.
Коэффициенты 𝐴

(𝑘)
𝑚𝑛, 𝐵

(𝑘)
𝑚𝑛, 𝐶

(𝑘)
𝑚𝑛 имеют вид

𝐴
(𝑘)
11 = 𝜇(𝑘), 𝐴

(𝑘)
12 = 𝐴

(𝑘)
21 = 0, 𝐴

(𝑘)
22 = 𝜆(𝑘) + 2𝜇(𝑘),

𝐵
(𝑘)
11 = (𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1), 𝐵

(𝑘)
12 = 𝐵

(𝑘)
21 = 𝑖𝑘1𝑥(𝜆(𝑘) + 𝜇(𝑘)), 𝐵

(𝑘)
22 = (𝑘 + 1)(𝜆(𝑘+1) + 2𝜇(𝑘+1)),

𝐶
(𝑘)
11 = −𝑘21𝑥(𝜆(𝑘) + 2𝜇(𝑘)) + 𝜔2𝜌(𝑘), 𝐶

(𝑘)
12 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1),

𝐶
(𝑘)
21 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1), 𝐶

(𝑘)
22 = −𝑘21𝑥𝜇(𝑘) + 𝜔2𝜌(𝑘).

Производные 𝑈 ′
𝑛 и 𝑈

′′
𝑛 согласно (3) запишем в виде

𝑈 ′
𝑛 =

∞∑︁
𝑠=0

(𝑠+ 1)𝑈 (𝑠+1)
𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑠, 𝑈 ′′

𝑛 =
∞∑︁
𝑠=0

(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝑈 (𝑠+2)
𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑠. (7)

С учетом разложений (3), (6), и (7) будем иметь

𝐴𝑚𝑛𝑈
′′
𝑛 =

∞∑︁
𝑠=0

(︃
𝑅1∑︁
𝑘=0

(𝑠+ 1 − 𝑘)(𝑠+ 2 − 𝑘)𝐴(𝑘)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠+2−𝑘)
𝑛

)︃
(𝑧 − 𝑎)𝑠,
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𝐵𝑚𝑛𝑈
′
𝑛 =

∞∑︁
𝑠=0

(︃
𝑅1∑︁
𝑘=0

(𝑠+ 1 − 𝑘)𝐵(𝑘)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠+1−𝑘)
𝑛

)︃
(𝑧 − 𝑎)𝑠,

𝐶𝑚𝑛𝑈𝑛 =
∞∑︁
𝑠=0

(︃
𝑅1∑︁
𝑘=0

𝐶(𝑘)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠−𝑘)
𝑛

)︃
(𝑧 − 𝑎)𝑠,

где 𝑅1 = min(𝑅, 𝑠).
Подставляя последние выражения в уравнения (5) и приравнивая нулю коэффициенты при

каждой степени (𝑧 − 𝑎), получаем уравнения для определения коэффициентов 𝑈 (𝑠)
𝑛 (𝑛 = 1, 2)

2∑︁
𝑛=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

[(𝑠+ 1 − 𝑘)(𝑠+ 2 − 𝑘)𝐴(𝑘)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠+2−𝑘)
𝑛 + (𝑠+ 1 − 𝑘)𝐵(𝑘)

𝑚𝑛𝑈
(𝑠+1−𝑘)
2 + 𝐶(𝑘)

𝑚𝑛𝑈
(𝑠−𝑘)
𝑛 ] = 0,

𝑠 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑚 = 1, 2.

Выделяя из первой суммы последнего равенства член с индексом 𝑘 = 0, будем иметь

2∑︁
𝑛=1

(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠+2)
𝑛 = −

2∑︁
𝑛=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1 − 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑚𝑛 +𝐵(𝑘)

𝑚𝑛]𝑈 (𝑠+1−𝑘)
𝑛 +

+𝐶(𝑘)
𝑚𝑛𝑈

(𝑠−𝑘)
𝑛 } (𝑚 = 1, 2). (8)

Составим из (8) систему двух уравнений относительно неизвестных 𝑈 (𝑠+2)
1 и 𝑈 (𝑠+2)

2

𝑎
(𝑠)
𝑚1𝑈

(𝑠+2)
1 + 𝑎

(𝑠)
𝑚2𝑈

(𝑠+2)
2 = 𝑏(𝑠)𝑚 , 𝑚 = 1, 2, (9)

где
𝑎(𝑠)𝑚𝑛 = (𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)

𝑚𝑛 (𝑚, 𝑛 = 1, 2);

𝑏(𝑠)𝑚 = −
2∑︁

𝑛=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1 − 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑚𝑛 +𝐵(𝑘)

𝑚𝑛]𝑈 (𝑠+1−𝑘)
𝑛 + 𝐶(𝑘)

𝑚𝑛𝑈
(𝑠−𝑘)
𝑛 }.

Так как 𝐴(0)
12 = 𝐴

(0)
21 = 0, то 𝑎(𝑠)12 = 𝑎

(𝑠)
21 = 0. Поэтому из (9) находим

𝑈 (𝑠+2)
𝑛 = 𝑏(𝑠)𝑛 /𝑎(𝑠)𝑛𝑛 (𝑛 = 1, 2; 𝑠 = 0, 1, . . .). (10)

Рекуррентные соотношения (10) позволяют вычислить все коэффициенты разложений (3)

за исключением 𝑈
(0)
𝑛 и 𝑈 (1)

𝑛 (𝑛 = 1, 2).
Для нахождения этих коэффициентов сведем краевую задачу (1), (2) к задачам с началь-

ными условиями в точке 𝑧 = 𝑎. Найдем четыре линейно независимых решения системы диф-
ференциальных уравнений (1). В качестве фундаментальных решений можно выбрать четыре
решения задачи Коши U𝑙(𝑧) = (𝑈 𝑙1, 𝑈

𝑙
2)
𝑇 (𝑙 = 1, 2, 3, 4) системы (1) с начальными условиями,

являющимися линейно независимыми.
Возьмем следующие начальные условия:

U𝑙|𝑧=𝑎 = (𝛿1𝑙, 𝛿2𝑙)
𝑇 , U𝑙′ |𝑧=𝑎 = (𝛿3𝑙, 𝛿4𝑙) (𝑙 = 1, 2, 3, 4), (11)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера; 𝑙 — порядковый номер задачи Коши.
Однородность системы (1) позволяет представить решение краевой задачи (1), (2) в виде

линейной комбинации фундаментальных решений

U =

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙U
𝑙, (12)



316 Л. А. Толоконников, Т. Ш. Нгуен

где 𝐶𝑙 – постоянные.
Каждую составляющую вектора U𝑙 будем искать в виде (3)

𝑈 𝑙𝑛 =
∞∑︁
𝑠=0

𝑈 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑠 (𝑛 = 1, 2). (13)

Все коэффициенты разложений (13) за исключением 𝑈
𝑙(0)
𝑛 и 𝑈 𝑙(1)𝑛 (𝑛 = 1, 2) вычисляются

по формуле (10)

𝑈 𝑙(𝑠+2)
𝑛 = 𝑐𝑙(𝑠)𝑛 (𝑛 = 1, 2; 𝑙 = 1, 2, 3, 4; 𝑠 = 0, 1, . . .), (14)

где

𝑐𝑙(𝑠)𝑛 = −[(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)
𝑛𝑛 ]−1

2∑︁
𝑞=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1 − 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑚𝑞 +𝐵(𝑘)

𝑚𝑞 ]𝑈
𝑙(𝑠+1−𝑘)
𝑞 + 𝐶(𝑘)

𝑚𝑞𝑈
𝑙(𝑠−𝑘)
𝑞 }.

Учитывая, что 𝑈 𝑙
′
𝑛 |𝑧=𝑎 = 𝑈

𝑙(1)
𝑛 , из начальных условий (11), получаем

𝑈
𝑙(0)
1 = 𝛿1𝑙; 𝑈

𝑙(0)
2 = 𝛿2𝑙; 𝑈

𝑙(1)
1 = 𝛿3𝑙; 𝑈

𝑙(1)
2 = 𝛿4𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3, 4).

Подставляя (12) в краевые условия (2), получим систему четырех линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных 𝐶𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3, 4)

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙

(︁
AU𝑙′ + EU𝑙

)︁
𝑧=−ℎ

= D,

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙

(︁
AU𝑙′ + FU𝑙

)︁
𝑧=0

= 0.

Определив из этой системы коэффициенты 𝐶𝑙, согласно (12) и (13) находим приближенное
аналитическое решение краевой задачи (1),(2)

𝑈𝑛(𝑧) =

4∑︁
𝑙=1

𝐶𝑙

∞∑︁
𝑠=0

𝑈 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑠 (𝑛 = 1, 2). (15)

В качестве точки 𝑧 = 𝑎 можно взять любую точку отрезка [−ℎ, 0]. Выберем 𝑎 = −ℎ/2, то
есть середину отрезка [−ℎ, 0].

На основе полученного аналитического решения краевой задачи были проведены числен-
ные расчеты зависимостей модулей компонентов вектора смещения в неоднородном покрытии
|𝑢𝑥 | = |𝑈1(𝑧)|, |𝑢𝑧 | = |𝑈2(𝑧)| на границах покрытия (при 𝑧 = −ℎ и 𝑧 = 0) от угла падения
плоской волны. Исследовался случай, когда жидкости по обе стороны тела являются одина-
ковыми (𝑘1 = 𝑘2, 𝜌1 = 𝜌2). Полагалось, что амплитуда падающей волны 𝐴0 = 1, а отношение
толщины покрытия ℎ к толщине однородной пластины 𝐻, равно 0,2. Рассматривалась алюми-
ниевая пластина толщиной 𝐻 = 0, 1 м (𝜌0 = 2, 7 ·103 кг/м3, 𝜆0 = 5, 3 ·1010 Н/м2, 𝜇0 = 2, 6 ·1010

Н/м2) с покрытием на основе поливинилбутираля, находящаяся в воде (𝜌1 = 𝜌2 = 103 кг/м3,
𝑐1 = 𝑐2 = 1485 м/с). Волновой размер пластины полагался равным 𝑘1𝐻 = 5. Расчеты проводи-
лись как для однородного покрытия с плотностью 𝜌 = 1, 07 · 103 кг/м3 и модулями упругости
𝜆̃ = 3, 9 · 109 Н/м2, 𝜇̃ = 9, 8 · 108 Н/м2, так и для неоднородных покрытий, механические
характеристики которых менялись по толщине слоя по закону

𝜌 = 𝜌 𝑓(𝑧), 𝜆 = 𝜆̃𝑓(𝑧), 𝜇 = 𝜇̃𝑓(𝑧).
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Рассматривались следующие линейный и квадратичный законы неоднородности:

𝑓1(𝑧) = 𝑎1

(︁
− 𝑧
ℎ

+ 0, 5
)︁

(𝑎1 = 1), 𝑓2(𝑧) = 𝑎2

[︂(︁ 𝑧
ℎ

)︁2
+ 0, 5

]︂
(𝑎2 = 6/5).

Множитель 𝑎𝑗 (𝑗 = 1, 2) выбран так, чтобы среднее значение функции 𝑓𝑗(𝑧) по толщине слоя
было равно единице.

Согласно (4) для линейного закона неоднородности материала покрытия (𝑅 = 1) имеем

𝜌(𝑧) = 𝜌[𝜌(0) + 𝜌(1)(𝑧 + ℎ/2)], 𝜆(𝑧) = 𝜆̃[𝜆(0) + 𝜆(1)(𝑧 + ℎ/2)], 𝜇(𝑧) = 𝜇̃[𝜇(0) + 𝜇(1)(𝑧 + ℎ/2)],

где
𝜌(0) = 𝜌, 𝜌(1) = −𝜌/ℎ, 𝜆(0) = 𝜆̃, 𝜆(1) = −𝜆̃/ℎ, 𝜇(0) = 𝜇̃, 𝜇(1) = −𝜇̃/ℎ,
𝜌(𝑘) = 𝜆(𝑘) = 𝜇(𝑘) = 0 (𝑘 = 2, 3, ...),
а для квадратичного (𝑅 = 2) —

𝜌(𝑧) = 𝜌(0) + 𝜌(1)(𝑧 + ℎ/2) + 𝜌(2)(𝑧 + ℎ/2)2, 𝜆(𝑧) = 𝜆(0) + 𝜆(1)(𝑧 + ℎ/2) + 𝜆(2)(𝑧 + ℎ/2)2,

𝜇(𝑧) = 𝜇(0) + 𝜇(1)(𝑧 + ℎ/2) + 𝜇(2)(𝑧 + ℎ/2)2,

где
𝜌(0) = 0, 9𝜌, 𝜌(1) = −1, 2𝜌/ℎ, 𝜌(2) = 1, 2𝜌/ℎ2, 𝜆(0) = 0, 9𝜆̃, 𝜆(1) = −1, 2𝜆̃/ℎ,
𝜆(2) = 1, 2𝜆̃/ℎ2, 𝜇(0) = 0, 9𝜇̃, 𝜇(1) = −1, 2𝜇̃/ℎ, 𝜇(2) = 1, 2𝜇̃/ℎ2,
𝜌(𝑘) = 𝜆(𝑘) = 𝜇(𝑘) = 0 (𝑘 = 3, 4, ...).

Зависимости |𝑈𝑗(𝑧)/𝐴0| (𝑗 = 1, 2) от 𝜃0 при 𝑧 = −ℎ представлены на рис. 2 и рис. 3,
а при 𝑧 = 0 — на рис. 4 и рис. 5. Сплошные линии соответствуют однородному покрытию,
пунктирные и штриховые — покрытиям с линейным и квадратичным законами неоднородно-
сти соответственно. Сравнение приведенных зависимостей показывает существенное влияние
неоднородности материала покрытия на поле смещений.

Рис. 2: Зависимость |𝑈1(−ℎ)/𝐴0| от 𝜃0
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Рис. 3: Зависимость |𝑈2(−ℎ)/𝐴0| от 𝜃0

Рис. 4: Зависимость |𝑈1(0)/𝐴0| от 𝜃0

Рис. 5: Зависимость |𝑈2(0)/𝐴0| от 𝜃0
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4. Заключение

Полученное аналитическое решение рассматриваемой краевой задачи для системы линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка позволяет эффективно
исследовать поле смещений в упругом неоднородном по толщине покрытии пластины при про-
хождении плоской звуковой волны, а также существенно сократить вычислительные затраты
при численном анализе отраженного и прошедшего через пластину с покрытием акустических
полей.
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