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Аннотация

В теоретико-числовом методе приближенного анализа важную роль играют гиперболи-
ческие дзета-функции решёток. Каждая такая гиперболическая дзета-функция решётки
является рядом Дирихле по усеченному норменному спектру решётки. Поэтому возни-
кает задача об аналитическом продолжении этого класса рядов Дирихле. Как показали
Н. М. Добровольский и его соавторы для любой декартовой решётки такое аналитиче-
ское продолжение на всю комплексную плоскость за исключением точки 𝛼 = 1, в которой
полюс порядка 𝑠, существует. Вопрос о существовании аналитического продолжения для
произвольных решёток остается открытым.

Поэтому, естественно, рассмотреть множество всевозможных рядов Дирихле, порож-
денных заданной решёткой, и изучить свойства этого функционального пространства над
полем комплексных чисел.

Алгебраические решётки и соответствующие алгебраические сетки вошли в науку в
1976 году в работах К. К. Фролова. Каждая такая решётка является решёткой, повторяю-
щейся умножением, а её норменный спектр будет моноидом натуральных чисел. Поэтому
можно рассмотреть алгебру рядов Дирихле, соответствующих этому моноиду натураль-
ных чисел.

Такая постановка является новой и ранее не встречалась в литературе.
Принципиальный вопрос, который связан с такой постановкой, заключается в следую-

щем: Какими аналитическими свойствами обладают ряды Дирихле из соответствую-
щего пространства и соответствующей алгебры?

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение.
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Abstract

Hyperbolic Zeta functions of lattices play an important role in the numerical-theoretic
method of approximate analysis. Each such hyperbolic Zeta function of the lattice is a Dirichlet
series over the truncated normal spectrum of the lattice. Therefore, the problem of analytic
continuation of this class of Dirichlet series arises. As shown by N. M. Dobrovolsky and his co-
authors, for any Cartesian lattice, such an analytical continuation over the entire complex plane
except for the point 𝛼 = 1, in which the pole of order 𝑠 exists. The question of the existence of
an analytic continuation for arbitrary lattices remains open.

Therefore, it is natural to consider the set of possible Dirichlet series generated by a given
lattice, and to study the properties of this functional space over the field of complex numbers.

Algebraic lattices and corresponding algebraic grids entered science in 1976 in the works of
K. K. Frolov. Each such lattice is a lattice repeated by multiplication, and its normal spectrum
will be a monoid of natural numbers. Therefore, we can consider the algebra of Dirichlet series
corresponding to this monoid of natural numbers.

This setting is new and has not been seen before in the literature.
The fundamental question that is associated with this statement is the following: What

analytical properties do Dirichlet series have from the corresponding space and the corresponding
algebra?
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1. Введение

Рассмотрим класс A𝑠 всех периодических функций 𝑓(𝑥⃗) с периодом 1 по каждой перемен-
ной, у которых их ряд Фурье

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁
𝑚⃗∈Z𝑠

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗), 𝐶(𝑚⃗) =

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥⃗)𝑒−2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗)𝑑𝑥⃗

2Acknowledgments: The reported study was funded by RFBR, project number 19-41-710004_r_a.
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абсолютно сходится. Пространство A𝑠 относительно нормы

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝑙1 =
∑︁
𝑚⃗∈Z𝑠

|𝐶(𝑚⃗)| <∞

является сепарабельным банаховым пространством, изоморфным пространству 𝑙1 — всех аб-
солютно суммируемых комплексно-значных последовательностей (см. [14]).

Н. М. Коробов ввёл в рассмотрение широкий класс периодических функций 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) (𝛼 > 1)
с быстро убывающими коэффициентами Фурье. Через 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) обозначается множество функ-
ций из 𝐸𝛼𝑠 с нормой, не превосходящей 𝐶, то есть шар в банаховом пространстве 𝐸𝛼𝑠 радиуса
𝐶 с центром в нуле.

Банахово пространство периодических функций 𝐸𝛼𝑠 ⊂ A𝑠 состоит из функций 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠),
у которых для коэффициентов Фурье выполняется оценка3

𝐶(𝑚⃗) = 𝑂

(︂
1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

)︂
.

Таким образом, эти функции удовлетворяют условиям

sup
𝑚⃗∈Z𝑠

|𝐶(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)
𝛼 = ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
<∞. (1)

Ясно, что для этих функций ряды Фурье сходятся абсолютно, так как

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝑙1 6 ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠

(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠,

а поэтому для любого 𝛼 > 1 они представляют непрерывные функции. Здесь и далее, как
обычно, 𝜁(𝛼) — дзета-функция Римана.

О свойствах класса 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) подробно можно узнать в [20] и [21] (так же см. [14]).
Для дальнейшего мы будем рассматривать класс 𝐸𝑠 =

⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 . Очевидно 𝐸𝑠 ⊂ A𝑠. Ясно,

что класс 𝐸𝑠 незамкнут в пространстве A𝑠 относительно нормы ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝑙1 , но является всюду
плотным множеством.

Пространства 𝐸𝛼𝑠 (𝛼 > 1) — несепарабельные банаховы пространства, изоморфные про-
странству 𝑙𝑠,∞ — ограниченных комплекснозначных функций на фундаментальной решётке
Z𝑠, которое в силу счётности Z𝑠 изоморфно пространству 𝑙∞ — ограниченных последователь-
ностей комплексных чисел.

Действительно, этот изоморфизм 𝜙𝛼 нормированных пространств 𝐸𝛼𝑠 и 𝑙𝑠,∞ задается ра-
венствами для коэффициентов Фурье

𝐶(𝑚⃗) =
𝑐(𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
, 𝑚⃗ ∈ Z𝑠, ||𝑐(𝑚⃗)||∞ = sup

𝑚⃗∈Z𝑠
|𝑐(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)| <∞.

Таким образом, если 𝑥⃗ ∈ R𝑠 — произвольная точка, а 𝑐(𝑚⃗) ∈ 𝑙𝑠,∞, то значение функции
𝜙𝛼(𝑐(𝑚⃗)) в точке 𝑥⃗ задается с помощью ряда Дирихле

𝜙𝛼(𝑐(𝑚⃗))(𝑥⃗) =
∑︁
𝑚⃗∈Z𝑠

𝑐(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑥⃗,𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑥⃗, 𝑛)

𝑛𝛼
,

где
𝑎(𝑥⃗, 𝑛) =

∑︁
𝑚1...𝑚𝑠=𝑛

𝑐(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑥⃗,𝑚⃗).

3Здесь и далее для вещественных 𝑚 полагаем 𝑚 = max(1, |𝑚|).
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Рассмотрим квадратурную формулу с весами

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑓 [𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)] −𝑅𝑁 [𝑓 ]. (2)

Здесь через 𝑅𝑁 [𝑓 ] обозначена погрешность, получающаяся при замене интеграла

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠

средним взвешенным значением функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), вычисленным в точках

𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1, . . . , 𝑁).

Совокупность 𝑀 точек 𝑀𝑘 называется сеткой 𝑀 , а сами точки — узлами квадратурной фор-
мулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) называются весами квадратурной формулы. Будем использовать
равноправные обозначения |𝑀 | = 𝑁 . В этой работе будем везде предполагать, что все веса
вещественнозначные.

Определение 1. Тригонометрической суммой сетки с весами (𝑀,𝜌) для произвольного
целочисленного вектора 𝑚⃗ называется выражение

𝑆(𝑚⃗, (𝑀,𝜌)) =
∑︁
𝑥⃗∈𝑀

𝜌(𝑥⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗), (3)

а нормированной тригонометрической суммой сетки с весами —

𝑆*(𝑚⃗, (𝑀,𝜌)) =
1

|𝑀 |
𝑆(𝑚⃗, (𝑀,𝜌)).

Справедлива следующая обобщенная теорема Коробова о погрешности квадратурных фор-
мул (см. [13]). 4

Теорема 1. Пусть ряд Фурье функции 𝑓(𝑥⃗) сходится абсолютно, 𝐶(𝑚⃗) — ее коэффи-
циенты Фурье и 𝑆𝑀,𝜌(𝑚⃗) — тригонометрические суммы сетки с весами, тогда справедливо
равенство

𝑅𝑁 [𝑓 ] = 𝐶 (⃗0)

(︂
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0) − 1

)︂
+

1

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(𝑚⃗)𝑆𝑀,𝜌(𝑚⃗) =

= 𝐶 (⃗0)
(︁
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0) − 1

)︁
+

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(𝑚⃗)𝑆*

𝑀,𝜌(𝑚⃗) (4)

и при 𝑁 → ∞ погрешность 𝑅𝑁 [𝑓 ] будет стремиться к нулю тогда и только тогда, ко-
гда взвешенные узлы квадратурной формулы равномерно распределены в единичном 𝑠-мерном
кубе.

В работе [15] дано следующее определение дзета-функции сетки 𝑀 с весами 𝜌⃗.

4Здесь и далее
∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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Определение 2. Дзета-функцией сетки 𝑀 с весами 𝜌⃗ называется функция 𝜁(𝛼|𝑀, 𝜌⃗),
заданная в правой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 (𝜎 > 1) рядом Дирихле

𝜁(𝛼|𝑀, 𝜌⃗) =

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆*
𝑀,𝜌(𝑚⃗)|

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑆*(𝑀, 𝜌⃗, 𝑛)

𝑛𝛼
, (5)

где

𝑆*(𝑀, 𝜌⃗, 𝑛) =
∑︁

𝑚⃗∈𝑁(𝑛)

|𝑆*
𝑀,𝜌(𝑚⃗)| (6)

и 𝑁(𝑛) — норменная поверхность, заданная равенством 𝑁(𝑛) = {𝑚⃗ ∈ Z𝑠|𝑚1 . . .𝑚𝑠 = 𝑛}.

Справедливы две обобщенные теоремы Коробова о погрешности квадратурных формул —
это теорема 1 и следующая теорема:

Теорема 2. Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ∈ 𝐸𝛼𝑠 (𝐶), то для погрешности квадратурной формулы
справедлива оценка

|𝑅𝑁 [𝑓 ]|≤𝐶
⃒⃒⃒⃒

1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0)−1

⃒⃒⃒⃒
+
𝐶

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑀,𝜌(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=𝐶
⃒⃒⃒
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)−1

⃒⃒⃒
+𝐶 · 𝜁(𝛼|𝑀, 𝜌⃗), (7)

где сумма 𝑆𝑀,𝜌(𝑚⃗) определена равенством (3). На классе 𝐸𝛼𝑠 (𝐶) эту оценку нельзя улучшить.

Другими словами теорему 2 можно сформулировать так:
Для нормы ‖𝑅𝑁 [𝑓 ]‖𝐸𝛼

𝑠
линейного функционала погрешности приближенного интегриро-

вания по квадратурной формуле (2) справедливо равенство

‖𝑅𝑁 [𝑓 ]‖𝐸𝛼
𝑠

=

⃒⃒⃒⃒
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0) − 1

⃒⃒⃒⃒
+

1

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑀,𝜌(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=
⃒⃒⃒
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0) − 1

⃒⃒⃒
+ 𝜁(𝛼|𝑀, 𝜌⃗). (8)

Следуя К. И. Бабенко [1] и О. В. Локуциевскому [22], в работе [13] дано следующее опре-
деление ненасыщаемого алгоритма приближенного интегрирования на классе 𝐸𝑠 =

⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 .

Определение 3. Будем говорить, что периодическая функция 𝑓(𝑥⃗) из класса 𝐸𝑠=
⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠

принадлежит конечному показателю 𝛼 = 𝛼(𝑓(𝑥⃗)), если 𝑓(𝑥⃗) ∈ 𝐸𝛼𝑠 и 𝑓(𝑥⃗) ̸∈ 𝐸𝛽𝑠 для любого
𝛽 > 𝛼. В противном случае будем говорить, что периодическая функция из класса 𝐸𝑠 при-
надлежит бесконечному показателю.

Ясно, что бесконечному показателю принадлежит любой конечный тригонометрический
полином. Если периодическая функция 𝑓(𝑥⃗) ∈ 𝐸𝑠 не является конечным тригонометрическим
полиномом и принадлежит бесконечному показателю, то она будет бесконечно дифференци-
руемой функцией.

Определение 4. Будем говорить, что алгоритм приближенного интегрирования
< 𝑀(𝑗), 𝜌⃗(𝑗),Δ > (𝑗 = 1, 2, . . .) периодических функций из класса 𝐸𝑠 =

⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 ненасыщаемый

типа (𝛾, 𝜆), если для любой периодической функции 𝑓(𝑥⃗) конечного показателя 𝛼 = 𝛼(𝑓(𝑥⃗))
и погрешности приближенного интегрирования выполняется равенство

𝑅𝑁𝑗 [𝑓(𝑥⃗)] = 𝑂

(︃
ln𝛾 𝑁𝑗

𝑁𝜆·𝛼
𝑗

)︃
. (9)
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Как известно (см. [21]), методом оптимальных коэффициентов Коробова можно постро-
ить ненасыщаемые алгоритмы типа ((𝑠 − 1)𝛼, 1), а модифицированным методом Фролова —
((𝑠− 1), 1) . Для случая равномерных сеток имеем тип (0, 1𝑠 ).

Из теоремы 2 сразу следует, что если алгоритм приближенного интегрирования

< 𝑀(𝑗), 𝜌⃗(𝑗),Δ > (𝑗 = 1, 2, . . .)

периодических функций из класса 𝐸𝑠 =
⋃︀
𝛼>1

𝐸𝛼𝑠 ненасыщаемый типа (𝛾, 𝜆), то

𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0) = 1, 𝜁(𝛼|𝑀(𝑗), 𝜌⃗(𝑗)) = 𝑂

(︃
ln𝛾 𝑁𝑗

𝑁𝜆·𝛼
𝑗

)︃
(𝑗 = 1, 2, . . .).

Из предыдущего видно, что ряды Дирихле, порождённые решетками, естественно возни-
кают в теоретико-числовом методе в приближенном анализе и играют в его развитии суще-
ственную роль.

Целью данной работы является изучение функционального пространства над полем ком-
плексных чисел всевозможных рядов Дирихле, порожденных заданной решёткой.

2. Пространство рядов Дирихле для многомерных решёток

Пусть Λ — произвольная 𝑠-мерная решётка в R𝑠. Рядом Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) для решётки Λ
будем называть произвольную функцию, заданную равенством

𝑓(𝛼|Λ) =
∑︁
𝑥⃗∈Λ

𝑎(𝑥⃗)

(𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑘=1

𝐴(𝜆𝑘)𝜆
−𝛼
𝑘 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑓 > 𝜎*𝑓 ,

где 𝜎𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости и 𝜎*𝑓 — абсцисса сходимости, а 𝜆𝑘 — точки усечённого
норменного спектра 𝑄𝑠𝑝(Λ), который определяется равенством

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑞(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Λ∖{⃗0}}, 𝑞(𝑥⃗) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠

и
𝐴(𝜆𝑘) =

∑︁
𝑥1·...·𝑥𝑠=𝜆𝑘

𝑎(𝑥⃗).

Как хорошо известно [23, 24], для любых рядов Дирихле справедливо неравенство 𝜎𝑓 6 𝜎*𝑓 +1.
По теореме Абеля (см. [23], стр. 106)

𝑓(𝛼|Λ) = 𝛼

∞∫︁
𝜆1

𝐴*(𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡, 𝐴*(𝑡) =

∑︁
𝑞(𝑥⃗)6𝑡

𝑎(𝑥⃗).

Множество всех рядов Дирихле, порожденных заданной решёткой Λ, обозначим через
D(Λ).

Далее мы будем следовать работе [19], подчёркивая отличия случая решётки от случая
моноида.

Пусть K — произвольное числовое поле. Таким образом, Q ⊆ K ⊆ C. Если все коэффици-
енты 𝑎(𝑥⃗) ∈ K, то множество всех таких рядов Дирихле будем обозначать через D(Λ)K и оно
является бесконечномерным линейным функциональным пространством над полем K.

Выделим подпространство D∞(Λ)K условием sup𝑥⃗∈Λ |𝑎(𝑥⃗)| <∞. На D∞(Λ)K зададим норму

‖𝑓(𝛼|Λ)‖ = sup
𝑥⃗∈Λ

|𝑎(𝑥⃗)|.
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Относительно заданной нормы D∞(Λ)K является несепарабельным пространством. Оно будет
банаховым, если поле K — банахово пространство над полем Q относительно нормы, заданной
абсолютной величиной числа из поля K. Так как отсюда следует, что либо K = R, либо K = C,
то D∞(Λ)K — банахово пространство, только для K = R, либо K = C.

Нетрудно понять, что пространство D∞(Λ)K над полем K не является алгеброй, так как
нет замкнутости относительно произведения рядов Дирихле.

Более того, для произвольной решётки Λ произведение двух рядов Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) и
𝑔(𝛼|Λ), вообще говоря, не является рядом Дирихле ℎ(𝛼|Λ), так как для произвольной ре-
шётки Λ покоординатное произведение двух точек 𝑥⃗ и 𝑦⃗ из Λ не является точкой решётки
Λ.

Принципиальное отличие пространства D(Λ)K от случая пространства D(𝑀)K, когда 𝑀
— произвольный моноид натуральных чисел, в том, что усечённый норменный спектр 𝑄𝑠𝑝(Λ)
не является мультипликативным моноидом. Положение можно исправить, если рассмотреть
мультипликативный моноид вещественных чисел 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), порожденный усечённым нор-
менным спектром 𝑄𝑠𝑝(Λ). Таким образом,

𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) = {𝜆 = 𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑛)|𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Λ, 𝑛 > 1}.

Ясно, что 𝑄𝑠𝑝(Λ) ⊆ 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) и мультипликативный моноид 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) — дискретное мно-
жество. Действительно, для любого 𝜆 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) имеем:

𝜆 > 1, 𝜆 = 𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑛), 1 6 𝑥1,𝑗 , . . . , 𝑥𝑠,𝑗 6 𝜆.

Отсюда следует, что 𝑥𝑛 ∈ [−𝜆;𝜆]𝑠. Так как любому 𝑠-мерному кубу принадлежит конечное
число точек решётки Λ в силу её дискретности, то дискретность мультипликативного моноида
𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) доказана.

Порядком точки 𝜆 усечённого норменного спектра называется количество точек 𝑥⃗ решётки
Λ, для которых 𝑞(𝑥⃗) = 𝜆. Порядок точки 𝜆 обозначается через 𝑞(𝜆). Нетрудно понять, что
величина

𝐷(𝑇 |Λ) =
∑︁

𝜆∈𝑄𝑠𝑝(Λ), 𝜆6𝑇

𝑞(𝜆)

— количество точек решётки Λ в гиперболическом кресте 𝐾𝑠(𝑇 ) = {𝑥⃗ | 𝑞(𝑥⃗) 6 𝑇}.
В работе [16] доказана асимптотическая формула

𝐷(𝑇 |Λ) =
2𝑠𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)! det Λ
+𝑂

(︂
𝑇 ln𝑠−2 𝑇

det Λ

)︂
.

Прежде чем идти дальше, сделаем принципиальное замечание. Вся теория, построенная в
работе [19], относится к случаю мультипликативного моноида натуральных чисел, а введённый
выше мультипликативный моноид 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) является, вообще говоря, мультипликативным
моноидом вещественных чисел. Этот случай ближе к тематике работ Б. М. Бредихина [2]–[10],
но они посвящены другим вопросам, которых мы в данной работе не касаемся.

Поэтому далее мы будем утверждения, аналогичные утверждениям из работы [19], при-
водить, как правило, без доказательств, кроме тех случаев, когда надо проводить дополни-
тельные рассуждения, связанные со спецификой мультипликативного моноида вещественных
чисел.

Рассмотрим произведение двух рядов Дирихле из D(Λ)K:

𝑓(𝛼|Λ) =
∑︁

𝑛∈𝑄𝑠𝑝(Λ)

𝐴(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑔(𝛼|Λ) =

∑︁
𝑛∈𝑄𝑠𝑝(Λ)

𝐵(𝑛)

𝑛𝛼
𝐴(𝑛), 𝐵(𝑛) ∈ K,
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имеем:

𝑓(𝛼|Λ)𝑔(𝛼|Λ) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝐶(𝑛)

𝑛𝛼
,

где

𝐶(𝑛) =
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚, 𝑛
𝑚
∈𝑄𝑠𝑝(Λ)

𝐴(𝑚)𝐵
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
∈ K 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)).

Следовательно 𝑓(𝛼|Λ)𝑔(𝛼|Λ) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K.
Для произведения двух произвольных рядов Дирихле из D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K имеем аналогич-

ные формулы, но с некоторыми отличиями:

𝑓(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑎(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑔(𝛼) =

∑︁
𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑏(𝑛)

𝑛𝛼
𝑎(𝑛), 𝑏(𝑛) ∈ K,

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑐(𝑛)

𝑛𝛼
,

𝑐(𝑛) =
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚, 𝑛
𝑚
∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑎(𝑚)𝑏
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
∈ K 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

и D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K является коммутативной алгеброй над полем K.
Хотя мультипликативный моноид 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), вообще говоря, не является мультиплика-

тивным моноидом натуральных чисел, но многие утверждения из [19] справедливы и в этом
более общем случае. В частности, доказывается ассоциативность алгебры D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K над
полем K.

Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K имеет коэффициент 𝑎(1) ̸= 0, то существует
обратный ряд Дирихле 𝑓−1(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, то есть такой ряд Дирихле

𝑓−1(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑏(𝑛)

𝑛𝛼
, что 𝑓(𝛼)𝑓−1(𝛼) = 1.

Нетрудно видеть, что коэффициенты 𝑏(𝑛) удовлетворяют соотношениям:

𝑏(1) =
1

𝑎(1)
, 𝑏(𝑛) = − 1

𝑎(1)

∑︁
𝑚|𝑛,𝑚, 𝑛

𝑚
∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)),𝑚>1

𝑎(𝑚)𝑏
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), 𝑛 > 1.

Множество всех обратимых рядов Дирихле из алгебры D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K обозначим через
D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K. Ясно, что это мультипликативный моноид, но справедливо более сильное
утверждение.

Теорема 3. Множество D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K всех обратимых рядов Дирихле из алгебры
D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K является бесконечной абелевой группой, состоящей из рядов, у которых пер-
вый коэффициент отличен от нуля.

Доказательство. Доказательство дословно повторяет доказательство аналогичной тео-
ремы из [19]. 2

Обозначим через 𝐴𝑓 область аналитичности ряда Дирихле 𝑓(𝛼), то есть максимальную
область, куда ряд Дирихле 𝑓(𝛼) аналитически продолжается. Через 𝑃𝑓 — множество полю-
сов его аналитического продолжения, а через 𝑍𝑓 — множество его нулей. Очевидно, что для
𝑓(𝛼) ∈ D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K выполняются соотношения

𝐴𝑓−1 = (𝐴𝑓 ∖ 𝑍𝑓 )
⋃︁
𝑃𝑓 .
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3. Алгебра целых рядов Дирихле

Рассмотрим кольцо целых алгебраических чисел ZK алгебраического поля K. Ряд Дирихле

𝑓(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑎(𝑛)

𝑛𝛼
𝑎(𝑛) ∈ ZK, 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

будем называть целым рядом Дирихле над алгебраическим полем K для моноида 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)).
Множество всех таких рядов Дирихле будем обозначать через D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK . Ясно, что
D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK ⊂ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K.

Нетрудно видеть, что множество целых рядов Дирихле, с одной стороны, является ZK-
модулем, а с другой стороны, — алгеброй над целым алгебраическим кольцом ZK.

Обозначим через UK группу алгебраических единиц кольца целых алгебраических чисел
ZK алгебраического поля K. Через D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK обозначим подмножество целых рядов
Дирихле из алгебры D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK , у которых 𝑎(1) ∈ UK.

Теорема 4. Множество D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK целых рядов Дирихле является мультипли-
кативной группой.

Доказательство. Во-первых, покажем, что множество D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK замкнуто отно-
сительно операции умножения рядов Дирихле. Действительно, если

𝑓(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑎(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑔(𝛼) =

∑︁
𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑏(𝑛)

𝑛𝛼
𝑎(𝑛), 𝑏(𝑛) ∈ ZK, 𝑎(1), 𝑏(1) ∈ UK,

то

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑐(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑐(𝑛) =

∑︁
𝑚|𝑛,𝑚, 𝑛

𝑚
∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑎(𝑚)𝑏
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
∈ ZK 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)),

𝑐(1) = 𝑎(1)𝑏(1) ∈ UK

и замкнутость установлена.
Во-вторых, единичным элементом является ряд Дирихле 𝑓(𝛼) ≡ 1.
Наконец, для любого 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK имеем:

𝑓−1(𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ))

𝑏(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑏(1) =

1

𝑎(1)
, 𝑏(𝑛) = − 1

𝑎(1)

∑︁
𝑚|𝑛,𝑚, 𝑛

𝑚
∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)),𝑚>1

𝑎(𝑚)𝑏
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), 𝑛 > 1.

Ясно, что 𝑏(1) ∈ UK. Далее индукцией5 по 𝑛 мы получаем, что для всех 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), 𝑛 > 1
имеем 𝑏(𝑛) ∈ ZK, что доказывает 𝑓−1(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK . Тем самым теорема полностью
доказана. 2

Если определить множество D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))1K целых рядов Дирихле с 𝑎(1) = 1, то нетрудно
видеть, что это будет подгруппа: D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))1K ⊂ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK ⊂ D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K.

5Индукция возможна, так как мультипликативный моноид 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) — дискретное множество.
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4. Алгебра необратимых рядов Дирихле

Для произвольного ряда Дирихле 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K определим его необратимую
часть 𝑓*(𝛼) равенством 𝑓*(𝛼) = 𝑓(𝛼) − 𝑎(1). Ясно, что 𝑓*(𝛼) = 𝑓(𝛼) только для необ-
ратимых рядов Дирихле. Обозначим множество всех необратимых рядов Дирихле через
D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, а множество всех необратимых целых рядов Дирихле обозначим через
D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK . Очевидно, что D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K — алгебра над полем K, а D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK

— алгебра над кольцом ZK.
Ясно, что справедливы следующие разложения в прямые суммы:

D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K = K
⨁︁

D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK = ZK
⨁︁

D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK .

Кроме этого, справедливы равенства:

D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K = K* + D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, D*(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK = Z*
K + D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK ,

D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))UK = UK + D0(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK ,

где K* = K ∖ {0} и Z*
K = ZK ∖ {0}.

Для произвольного ряда Дирихле 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K определим его дополнительную
часть 𝑓**(𝛼) равенством 𝑓**(𝛼) = (1 + 𝑓*(𝛼))−1 − 1.

Если дан произвольный ряд Дирихле 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, то его приведенным рядом
Дирихле назовём ряд 𝑓 (𝑝)(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K, заданный равенством 𝑓 (𝑝)(𝛼) = 1 + 𝑓*(𝛼).
Очевидно, что для 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))1K будет 𝑓 (𝑝)(𝛼) = 𝑓(𝛼).

Теорема 5. Для любого 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))K справедливо равенство

𝑓(𝛼) = 𝑓 (𝑝)(𝛼)(𝑎(1) + 𝑓*(𝛼) + 𝑓(𝛼)𝑓**(𝛼)).

Доказательство. Дословно повторяет доказательство аналогичной теоремы из [19]. 2

Следствие 1. Для любого 𝑓(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK справедливо равенство

𝑓(𝛼) = 𝑓 (𝑝)(𝛼)(𝑎(1) + 𝑓*(𝛼) + 𝑓(𝛼)𝑓**(𝛼)),

где 𝑓 (𝑝)(𝛼), 𝑎(1) + 𝑓*(𝛼) + 𝑓(𝛼)𝑓**(𝛼) ∈ D(𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)))ZK .

Доказательство. Дословно повторяет доказательство аналогичного следствия из [19]. 2

5. Алгебра рядов Дирихле решёток, повторяющихся умножением

Как было отмечено выше (см. стр. 239), усечённый норменный спектр 𝑄𝑠𝑝(Λ) не является
мультипликативным моноидом. Поэтому было введено понятие мультипликативного моноида
вещественных чисел 𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)), порожденного усечённым норменным спектром 𝑄𝑠𝑝(Λ).

Сама решётка Λ может быть замкнута относительно умножения, если это случай решётки,
повторяющейся умножением (см. [12]). Но даже в этом случае отображение 𝑞(𝑥⃗) : Λ → R не
является гомоморфизмом. Поясним сказанное на двух примерах.

Если 𝐹 — чисто вещественное алгебраическое расширение степени 𝑠 поля рациональных
чисел Q и Z𝐹 — кольцо целых алгебраических чисел поля 𝐹 , то 𝑠-мерной решёткой является
множество Λ(𝐹 ), следующим способом образованное с помощью Z𝐹 :

Λ(𝐹 ) = {(Θ(1), . . . ,Θ(𝑠)) | Θ(1) ∈ Z𝐹 }, (10)
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где Θ(1), . . . ,Θ(𝑠) — система алгебраически сопряженных чисел, и если 𝑑 — дискриминант поля
𝐹 , то det Λ(𝐹 ) =

√
𝑑.

Легко видеть, что 𝑞(𝑥⃗) = 1 для 𝑥⃗ ∈ Λ(𝐹 ) только для 𝑥⃗ = (1, . . . , 1). С другой сторо-
ны, если 𝜀 ∈ Z𝐹 , то 𝑞(𝜀⃗) > 1, где 𝜀⃗ = (𝜀(1), . . . , 𝜀(𝑠)), 𝜀 — алгебраическая единица поля
𝐹 . Далее имеем: 𝜀1 = 𝜀−1 — алгебраическая единица поля 𝐹 , 𝜀1 = ((𝜀(1))−1, . . . , (𝜀(𝑠))−1),
𝑞(𝜀⃗𝜀1) = 𝑞(⃗1) = 1 < 𝑞(𝜀⃗)𝑞(𝜀1).

Второй пример связан с приводимой решёткой, повторяющейся умножением, Λ(𝑚⃗) =
= 𝑚1Z× . . .×𝑚𝑠Z, где 𝑚1,. . . ,𝑚𝑠 — натуральные числа. Если 𝑥⃗ ∈ Λ, то 𝑥⃗ = (𝑚1𝑛1, . . . ,𝑚𝑠𝑛𝑠),
𝑛⃗ = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) ∈ Z𝑠. Ясно, что для 𝑞(𝑥⃗) справедливо равенство

𝑞(𝑥⃗) =
∏︁
𝑛𝜈 ̸=0

𝑚𝜈 |𝑛𝜈 |.

Если 𝑥⃗𝑦⃗ = (𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠) = 0⃗, 𝑥⃗ ̸= 0⃗, 𝑦⃗ ̸= 0⃗, то 𝑞(𝑥⃗𝑦⃗) = 1 < 𝑞(𝑥⃗)𝑞(𝑦⃗), если 𝑞(𝑥⃗) > 1, 𝑞(𝑦⃗) > 1.

Теорема 6. Для любого 𝑚⃗ ∈ N𝑠 справедливо равенство

𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ(𝑚⃗))) = 𝑄𝑠𝑝(Λ(𝑚⃗)).

Доказательство. Чтобы доказать требуемое равенство, достаточно показать, что для
любых 𝑥1,. . . ,𝑥𝑘 ∈ Λ(𝑚⃗), отличных от 0⃗, найдётся 𝑥⃗ ∈ Λ(𝑚⃗) такой, что 𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑘) = 𝑞(𝑥⃗).

Пусть 𝜈0 — наименьшее 𝜈 такое, что 𝑥𝑗,𝜈 ̸= 0, тогда 𝑚𝜈0 |𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑘). Определим
𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) с помощью равенств

𝑥𝜈 =

{︂
0, при 𝜈 ̸= 𝜈0,
𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑘), при 𝜈 = 𝜈0,

тогда 𝑥⃗ ∈ Λ(𝑚⃗) и 𝑞(𝑥⃗) = 𝑞(𝑥1) · . . . · 𝑞(𝑥𝑘), что доказывает утверждение теоремы. 2
Из доказанной теоремы следует, что в случае приводимой решёткой, повторяющейся умно-

жением, Λ(𝑚⃗) пространство D(Λ(𝑚⃗))K является коммутативной, ассоциативной алгеброй над
полем K.

6. Заключение

В данной статье заложены основы теории пространств и алгебр рядов Дирихле, порожден-
ных 𝑠-мерными решётками. Показано, что пространство таких рядов Дирихле вкладывается
в алгебру рядов Дирихле моноида вещественных чисел. Таким образом возникает более об-
щий случай, чем в работе [19]. Этот более общий случай близок по объекту исследования с
тем, что рассматривался в работах Б. М. Бредихина. Один из интересных вопросов связан с
выделением в спектре 𝑄𝑠𝑝(Λ) тех элементов, которые будут простыми элементами в мульти-
пликативном моноиде вещественных чисел𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)). Здесь возникают непростые вопросы о
подходящем понятии плотности для моноида𝑀(𝑄𝑠𝑝(Λ)) и вида асимптотического закона рас-
пределения простых элементов в зависимости от решётки Λ. Мы предполагаем рассмотреть
такие вопросы в дальнейших исследованиях.

Выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добровольскому
за постановку задачи и доценту Н. Н. Добровольскому за постоянное внимание к работе и
полезные обсуждения.
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