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Аннотация

В работе исследуются конечные циклические полукольца с полурешеточным сложени-
ем, определенные как конечные циклические мультипликативные моноиды ⟨𝑆, ·⟩ с введен-
ной на них операцией сложения (+), так, что алгебраическая структура ⟨𝑆,+⟩ является
верхней полурешеткой и выполняются законы дистрибутивности умножения относительно
сложения.

Описано строение конечных циклических полуколец с полурешеточной аддитивной опе-
рацией, заданной двухпорожденным идеалом полукольца целых неотрицательных чисел.

Результатом работы является теорема о строении циклических полуколец с полуре-
шеточной аддитивной операцией, заданной двухпорожденным идеалом полукольца целых
неотрицательных чисел. Полученный результат, в частности, позволяет установить ко-
личество циклических полуколец, соответствующих каждому двухпорожденному идеалу
полукольца целых неотрицательных чисел.

В работе используется аппарат идеалов полукольца целых неотрицательных чисел. По-
лучены некоторые свойства идеалов полукольца целых неотрицательных чисел, определя-
ющих структуру конечных циклических полуколец.

Работа дополняет исследования Е.М. Вечтомова и И.В. Орловой, где строение конеч-
ных циклических полуколец с идемпотентным некоммутативным сложением описано через
конечные циклические полуполя и конечные циклические полукольца с полурешеточным
сложением.
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кольцо целых неотрицательных чисел, идеал.
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Abstract

The article deals with finite cyclic semirings with a semilattice addition which are defined
as finite cyclic multiplicative monoids ⟨𝑆, ·⟩ with an operation of addition (+) such that the
algebraic structure ⟨𝑆,+⟩ is an upper semilattice and laws of distributivity of multiplication
over addition are satisfied.

The structure of finite cyclic semirings with a semilattice additive operation defined by a
two-generated semiring of nonnegative integers is described.

The result of the work is a theorem about a structure of cyclic semirings with the semilattice
additive operation defined by a two-generated ideal of non-negative numbers. This fact, in
particular, allows to calculate the number of cyclic semirings corresponding to each two-
generated ideal of non-negative integers.

The method of ideals of a semiring of nonnegative integers is used in the article. Some
properties of ideals of semirings of nonnegative integers determining the structure of finite
cyclic semirings are obtained.

This work complements the research of E.M. Vechtomova and I.V. Orlova where the
structure of finite cyclic semirings with idempotent noncommutative addition is described in
terms of cyclic semifields and finite cyclic semirings with semilattice addition.
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1. Введение. Основные понятия

Работа посвящена исследованию конечных мультипликативно циклических полуколец
с полурешеточным (т. е. идемпотентным коммутативным) сложением.

Полукольцом [27] называется алгебраическая структура ⟨𝑆,+, ·⟩, представляющая собой
непустое множество 𝑆 с заданными на нем двумя ассоциативными бинарными операциями
сложения (+) и умножения (·), такими, что умножение дистрибутивно относительно сложения
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с обеих сторон: 𝑥(𝑦+𝑧) = 𝑥𝑦+𝑥𝑧, (𝑥+𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧+𝑦𝑧. При этом ⟨𝑆,+⟩ — аддитивная полугруппа
полукольца 𝑆, а ⟨𝑆, ·⟩ — его мультипликативная полугруппа.

Полукольцо может обладать выделенными элементами: нулем 0 — нейтральным по сло-
жению (𝑥 + 0 = 0 + 𝑥 = 𝑥) и поглощающим по умножению (𝑥 · 0 = 0 · 𝑥 = 0) и единицей 1 —
нейтральным элементом по умножению (𝑥 · 1 = 1 · 𝑥 = 𝑥). Полукольцо, мультипликативная
полугруппа которого является абелевой группой, называется полуполем.

В любом полукольце 𝑆 с полурешеточным сложением естественным образом вводится раз-
ностный порядок:

𝑎 6 𝑏⇐⇒ ∃𝑐 ∈ 𝑆 𝑎+ 𝑐 = 𝑏, для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. (1)

При этом 𝑎+ 𝑏 = sup{𝑎, 𝑏}.
Полукольцо 𝑆 называется (мультипликативно) циклическим с образующим 𝛼, в обозначе-

ниях 𝑆 = (𝛼), если его мультипликативная полугруппа ⟨𝑆, ·⟩ является циклической полугруп-
пой {𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛}, элемент 𝛼 — образующий этой полугруппы. При этом, если циклическое
полукольцо 𝑆 содержит единицу 1, то 1 = 𝛼0.

Циклическая структура играет важную роль в современной математике. Хорошо известно
строение циклических групп, их значение в теории групп [12]. Полностью описаны цикличе-
ские (моногенные) полугруппы [14]. Класс неодноэлементных циклических колец в точности
совпадает с классом конечных полей [13]. Также известна структура полуколец с цикличе-
ским сложением [18]. Обзор основных результатов теории циклических полуколец приведен
в работе [6]. Циклические и идемпотентные алгебраические структуры находят приложения в
теории кодирования и криптологии [24, 25, 26], в частности теория конечных полей положена
в основу названных дисциплин [15].

Напомним, что циклической полугруппой ⟨𝑆, ·⟩ называется множество 𝑆 с заданной на
нем ассоциативной операцией умножения (·), имеющей образующий элемент 𝛼, натуральные
степени которого 𝛼𝑘, 𝑘 ∈ N, исчерпывают множество 𝑆. Любая конечная циклическая по-
лугруппа 𝑆 с образующим 𝛼 однозначно характеризуется парой натуральных чисел 𝑘, 𝑙 ∈ N
такими, что 𝑆 = {𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, . . . , 𝛼𝑛+𝑙−1} и 𝛼𝑛+𝑙 = 𝛼𝑛 [14]. Множество {𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛−1}
называют хвостом, а множество {𝛼𝑛, . . . , 𝛼𝑛+𝑙−1} — циклом полугруппы 𝑆. При наличии еди-
ницы 𝑛-элементная циклическая полугруппа имеет вид 𝑇 = {1, 𝛼, . . . , 𝛼𝑛−1, . . . , 𝛼𝑛+𝑙−2} , где
𝑎𝑛+𝑙−1 = 𝑎𝑛−1.

Конечные циклические полугруппы без хвоста (𝑘 = 1) и только они являются конечнными
группами. При 𝑙 = 1, в свою очередь, будем иметь 𝑛-элементную циклическую полугруппу
𝑆 = {𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛} с поглощающим элементом 𝛼𝑛.

Далее будем рассматривать только конечные циклические полугруппы, не являющиеся
группами, иными словами 𝑛 > 2.

Задавая на мультипликативных полугруппах 𝑆 и 𝑇 всевозможные полукольцевые опера-
ции сложения, мы получим все конечные циклические полукольца, отличные от полуполей.
Биекция 𝑎𝑚 ↔ 𝑎𝑚−1, 𝑚 ∈ {1, ..., 𝑛+ 𝑙−1}, между ними позволяет переносить операцию сложе-
ния с 𝑆 на 𝑇 , и обратно [10]. Таким образом, между классом всех циклических полуколец без
единицы и классом всех циклических полуколец с единицей существует естественное взаимно
однозначное соответствие.

Отметим, что мультипликативная полугруппа любого конечного циклического полуколь-
ца с коммутативным сложением имеет одноэлементный цикл {𝛼𝑛} (см. [2]), иными словами,
выполняется свойство 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛+1. Таким образом, 𝛼𝑛 является поглощающим элементом как
по сложению, так и по умножению.

Задача исследования циклических полуколец с коммутативным сложением поставлена
Е.М. Вечтомовым в 2000 году [5, задача 8]. В этой работе описаны бесконечные цикличе-
ские полукольца с коммутативным сложением [5, теорема 4].
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Систематическое изучение конечных циклических полуколец ведется с 2010 года [22]. По-
дробный обзор результатов исследований циклических полуколец приведен в статье [6]. Мы
отметим только основные вехи изучения конечных циклических полуколец с идемпотентным
сложением.

Начиная с доклада [2], Е.М. Вечтомовым и И.В. Орловой исследуются циклические полу-
кольца с некоммутативным сложением [7, 8, 9, 16]. В частности, изучение конечных цикличе-
ских полуколец с идемпотентным некоммутативным сложением сведено к конечным цикли-
ческим полуполям и конечным циклическим полукольцам с полурешеточным сложением [7].

Начало исследований конечных циклических полуколец с полурешеточным сложением по-
ложено А.С. Бестужевым в работе [1]. В этой работе установлено, что свойства операции
сложения в конечном циклическом полукольце с полурешеточным сложением определяются
элементами, непосредственно большими 1, и в терминах полурешеток описаны идемпотентные
конечные циклические полукольца, представимые полурешетками ширины 𝑚 6 3.

Дальнейшее исследование ведется Е.М. Вечтомовым, Д.В. Чупраковым и А.В. Ведернико-
вой [4, 21, 23]. В статье [4] задача описания конечных циклических полуколец с полурешеточ-
ным сложением сведена к исследованию свойств идеалов полукольца целых неотрицательных
чисел. В докладе [23] изложен алгоритм построения конечных циклических полуколец с полу-
решеточным сложением по числу элементов и базису идеала показателей элементов верхнего
конуса единицы полукольца. В работе [21] описаны конечные циклические полукольца с полу-
решеточным сложением, заданные идеалом полукольца целых неотрицательных чисел с двумя
взаимно простыми образующими. Наконец, основные результаты данной работы анонсирова-
ны в докладах [11, 20].

Ниже в работе мы будем рассматривать циклические полукольца 𝑆 = {1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛}
с полурешеточным сложением.

2. Представление конечных мультипликативных циклических
полуколец с полурешеточным сложением

Через N0 обозначим полукольцо целых неотрицательных чисел с арифметическими опе-
рациями сложения и умножения. Рассмотрим отрезок первых 𝑛 + 1 целых неотрицательных
чисел {0, 1, . . . , 𝑛} и введем на нем аддитивную (+) и мультипликативную (·) операции, за-
данные для всех 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} формулами

𝑥+ 𝑦 = min
𝑥,𝑦,𝑛∈N0

{𝑥+ 𝑦, 𝑛}, 𝑥 · 𝑦 = min
𝑥,𝑦,𝑛∈N0

{𝑥𝑦, 𝑛}.

Построенная алгебра N𝑛 =
⟨︀
{0, 1, . . . , 𝑛},+, ·

⟩︀
является полукольцом.

Пусть 𝑆 = {1, 𝛼, . . . , 𝛼𝑛} — (𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо с единицей и полу-
решеточным сложением. На полукольце N𝑛 зададим порядок 4 правилом

𝑥 4 𝑦 ⇐⇒ 𝛼𝑥 6 𝛼𝑦 (2)

для всевозможных 𝑥, 𝑦 ∈ N𝑛.
Порядок 4 будем называть порядком, индуцированным конечным циклическим полуколь-

цом 𝑆, а упорядоченное полукольцо ⟨N𝑛,4⟩ — полукольцом показателей 𝑆.
Отображение 𝛼𝑖 → 𝑖 устанавливает порядковый изоморфизм

⟨𝑆,6⟩ ∼= ⟨N𝑛,4⟩ (3)

между полукольцом 𝑆 с разностным порядком, заданным правилом (1), и полукольцом N𝑛
с порядком 4.
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Естественный линейный порядок на множестве N𝑛 обозначим через 6.
Вводя на верхней полурешетке ⟨N𝑛,4⟩ аддитивную операцию ∨4 правилом

𝑏 ∨4 𝑐 = sup{𝑏, 𝑐}, 𝑏, 𝑐 ∈ N𝑛,

получаем полукольцо
Ň𝑛 = ⟨N𝑛,∨4,+⟩,

изоморфное полукольцу 𝑆.
Таким образом, (𝑛 + 1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆 с полурешеточным сложе-

нием однозначно определяется своей аддитивной полугруппой ⟨𝑆,+⟩.
На полукольце N𝑛 имеет место аналог сократимости [4, лемма 1]. Если 𝑥 + 𝑑 = 𝑦 + 𝑑 < 𝑛

для некоторого 𝑑 ∈ N𝑛, то 𝑥 = 𝑦.
Определим в N𝑛 разность 𝑦 − 𝑥 как наименьший элемент 𝑑, относительно естественного

порядка 6 такой, что 𝑥+ 𝑑 = 𝑦. Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈ N, если 𝑛− 𝑦 = 𝑛− 𝑥, то 𝑥 = 𝑦.
Значит, в силу дистрибутивности в конечном циклическом полукольце 𝑆 операция по-

лурешеточного сложения однозначно задается суммами единицы со всеми его элементами
𝛼𝑝𝑘 = 1 + 𝛼𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}. Иными словами, каждое (𝑛+ 1)-элементное циклическое полу-
кольцо 𝑆 с полурешеточным сложением однозначно задается (𝑛+ 1)-элементным кортежем:

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}𝑛+1, где 1 + 𝛼𝑖 = 𝛼𝑝𝑖 . (4)

Операции ∨4 и + на полукольце Ň𝑛 связаны следующим соотношением:

𝑏 ∨4 𝑐 = min{𝑏, 𝑐} + 𝑝|𝑏−𝑐|.

Обозначим через 𝐼 множество всех компонент кортежа (4) конечного полукольца 𝑆:

𝐼 =
{︀
𝑝𝑖 : 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}

}︀
. (5)

Множество 𝐼 обладает следующими свойствами:

1. Множество 𝐼 ⊆ N𝑛 является верхним конусом нуля 0 ∈ N𝑛 относительно порядка 4.

2. Множество 𝐼 является множеством показателей элементов 𝑆, выдерживающих прибав-
ление единицы:

𝐼 =
{︀
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} : 𝑘 = 𝑝𝑘}.

3. Множество 𝐼 является идеалом полукольца N𝑛 [4, Теорема 2].

Лемма 1. Для любых элементов 𝑎 и 𝑏 полукольца N𝑛 c отношением 4, индуцированным
полукольцом 𝑆, справедливо свойство:

𝑎 4 𝑏⇐⇒ 𝑏 = 𝑎+ 𝑗, для некотого 𝑗 ∈ 𝐼, (6)

где 𝐼 — множество элементов кортежа (4), задающего полукольцо 𝑆.

Доказательство. Для любых двух элементов 𝑎 и 𝑏 полукольца N𝑛, отношение 𝑎 4 𝑏
по определению (2) равносильно отношению 𝛼𝑎 6 𝛼𝑏 в 𝑆, что, в свою очередь, по (1) равно-
сильно 𝛼𝑏 = 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏 = 𝛼𝑎(1 + 𝛼𝑐) = 𝛼𝑎+𝑝𝑐 . Иными словами, 𝑏 = 𝑎+ 𝑗 для 𝑗 = 𝑝𝑐 ∈ 𝐼.

Обратно, пусть 𝑏 = 𝑎 + 𝑗 и 𝑗 ∈ 𝐼. По свойству 2 справедливо равенство 𝑗 = 𝑝𝑗 и, следова-
тельно, 𝛼𝑏 = 𝛼𝑎(1 + 𝛼𝑗) = 𝛼𝑎 + 𝛼(𝑎+𝑗) = 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏, что равносильно 𝑎 4 𝑏. Лемма доказана.

Обозначим через 𝐼𝑘 множество показателей элементов верхнего конуса {𝛼𝑘}△ конечного
циклического полукольца 𝑆. В силу леммы 1 выполняется равенство 𝐼𝑘 = 𝐼 + 𝑘.



Конечные циклические полукольца с полурешеточным сложением . . . 87

Так как полукольцо 𝑆 является верхней полурешеткой, то и для каждого индекса
𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑛} справедливо равенство

𝑝𝑘 = min(𝐼 ∩ 𝐼𝑘). (7)

Отсюда вытекает справедливость следующих утверждений, характеризующих взаимосвязь
порядков:

Следствие 1 ([21, лемма 3]). Для любых элементов 𝑘, 𝑙 ∈ N𝑛 и порядка 4, индуцирован-
ного конечным циклическим полукольцом 𝑆, из справедливости неравенства 𝑘 4 𝑙 следует
𝑘 6 𝑙, а если 𝑘 6 𝑙, то либо 𝑘 4 𝑙, либо 𝑘 и 𝑙 несравнимы.

Следствие 2 ([4, предложение 2]). Для каждого элемента 𝑝𝑘 кортежа (4), задающе-
го некоторое конечное циклическое полукольцо с полурешеточным сложением, справедливо
неравенство 𝑝𝑘 > 𝑘.

Идеал 𝐼 полукольца N𝑛 конечен и, значит, порожден конечным базисом 𝐺 = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑙},
то есть каждый элемент 𝑏 ∈ 𝐼 представим в виде линейной комбинации 𝑏 =

∑︀𝑙
𝑖=1 𝑘𝑖𝑔𝑖, где

𝑘1, . . . , 𝑘𝑙 ∈ N𝑛 и никакой элемент множества 𝐺 нельзя представить в виде комбинации осталь-
ных элементов 𝐺 с коэффициентами из N𝑛. Ясно, что поглощающий элемент 𝑛 полукольца
N𝑛 может быть базисным только в случае, когда 𝐼 = {0, 𝑛}.

Так как построение базиса идеала 𝐼 сводится к последовательному выбору наименьшего
элемента 𝑖𝑗 ∈ 𝐼, не представимого в виде комбинации 𝑖1, . . . , 𝑖𝑗−1, то базис идеала 𝐼 определен
однозначно.

Идеал 𝐼, порожденный базисом 𝐺 = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑙}, будем обозначать 𝐼 = ⟨𝑔1, 𝑔2, . . ., 𝑔𝑙⟩.
Заметим, что имеют место следующие предложения:

Предложение 1 ([21, предложение 3]). Каждое упорядоченное множество ⟨𝐼𝑘,4⟩ от-
носительно порядка 4, индуцированного конечным циклическим полукольцом 𝑆 с полуреше-
точным сложением по правилу (2), является решеткой с наименьшим элементом 𝑘 и наи-
большим — 𝑛. Атомами решетки ⟨𝐼𝑘,4⟩ являются в точности элементы вида 𝑘 + 𝑔𝑖 для
всевозможных базисных элементов 𝑔𝑖 идеала 𝐼.

Предложение 2 ([4, теорема 3]). Кортеж (4), определяющий полурешеточную операцию
сложения (𝑛 + 1)-элементного циклического полукольца 𝑆, однозначно восстанавливается
по множеству 𝐺 базисных элементов идеала его компонентов.

Идеал полукольца целых неотрицательных чисел 𝐽 = ⟨𝑔1, 𝑔2, . . ., 𝑔𝑙⟩ с базисом 𝐺 = (𝑔1,
𝑔2, . . ., 𝑔𝑙) будем называть идеалом, ассоциированным с полукольцом 𝑆. Полукольцо 𝑆, в свою
очередь, назовем ассоциированным с идеалом 𝐽 .

Ясно, что для каждого (𝑛+1)-элементного циклического полукольца 𝑆, ассоциированного
с идеалом натуральных чисел 𝐽 , множество элементов 𝐼 = {𝑝𝑖 : 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}} кортежа (4)
выражается через идеал 𝐽 следующим образом:

𝐼 = {min{𝑗, 𝑛} : 𝑗 ∈ 𝐽} ∪ {𝑛} (8)

3. Общие свойства конечных циклических полуколец
с полурешеточным сложением

Лемма 2 ([21, лемма 2]). Если элемент 𝑝𝑗 ̸= 𝑛 идеала 𝐼 ⊆ N𝑛 с базисом 𝐺 = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑙}
представлен в виде

𝑝𝑗 =
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑔𝑖 = 𝑘 +
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑑𝑗𝑔𝑗 , 𝑐𝑖, 𝑑𝑖 ∈ N𝑛,

то min{𝑐𝑖, 𝑑𝑖} = 0 для каждого 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑙}.
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Теорема 1 (критерий существования конечного циклического полукольца с полуреше-
точным сложением [21, теорема 1]). Пусть 𝐼 — идеал полукольца N𝑛, порожденный базисом
𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑙}, и на полукольце N𝑛 определен порядок 4 свойством:

𝑏 4 𝑐⇐⇒ 𝑐 = 𝑏+ 𝑗, для некотого 𝑗 ∈ 𝐼.

Тогда следующие условия равносильны:
1) существует единственное (𝑛 + 1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆 с образую-

щим 𝛼 и полурешеточным сложением, заданным кортежем:

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 1 + 𝛼𝑖 = 𝛼𝑝𝑖 , 𝑝𝑖 ∈ 𝐼,

причем, каждый элемент идеала 𝐼 входит в кортеж;
2) идеал 𝐼 является решеткой относительно порядка 4;
3) для каждого элемента 𝑘 полукольца N𝑛 найдется элемент 𝑝𝑘 ∈ 𝐼 такой, что

𝐼 ∩ 𝐼𝑘 = 𝐼𝑝𝑘 ;
4) для каждого элемента 𝑘 < min𝐺 полукольца N𝑛 найдется элемент 𝑝𝑘 ∈ 𝐼 такой, что

𝐼 ∩ 𝐼𝑘 = 𝐼𝑝𝑘 .

Лемма 3. Пусть (𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆 с полурешеточной адди-
тивной операцией, заданной кортежем

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, ) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}𝑛+1

ассоциировано с идеалом полукольца целых неотрицательных чисел 𝐽 = ⟨𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑙⟩, где
наибольший общий делитель базисных элементов 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑙 равен 𝑑. Тогда для каждого
𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑛} элемент 𝑝𝑘 делится на 𝑑 в полукольце N𝑛. При этом, если 𝑘 не делится
на 𝑑, то 𝑝𝑘 = 𝑛.

Действительно, 𝑛 ∈ N𝑛 делится на 𝑑 как поглощающий элемент, а если 𝑝𝑘 ̸= 𝑛, то 𝑝𝑘 лежит
в идеале 𝐽 , все элементы которого кратны 𝑑. Теперь, если 𝑘 не делится на 𝑑, то все элементы
𝐽𝑘 = 𝐽 + 𝑘 не кратны 𝑑, значит, 𝐽 ∩ 𝐽𝑘 = ∅ и, следовательно, 𝐼 ∩ 𝐼𝑘 = {𝑛}, откуда 𝑝𝑘 = 𝑛.

Предложение 3. Пусть 𝑆 — (𝑛 + 1)-элементное циклическое полукольцо с полуреше-
точной аддитивной операцией, заданной кортежем

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}𝑛+1.

Тогда кортеж
(𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑛}𝑑𝑛+1,

где 𝑞𝑘 = 𝑑𝑛 для всех индексов 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑛}, не кратных 𝑑, и 𝑞𝑑𝑡 = 𝑑𝑝𝑡 для всех
𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, определяет (𝑑𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо.

Доказательство. Пусть полукольцо 𝑆 задано кортежем (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}𝑛+1

и 𝐼 — множество элементов этого кортежа. Рассмотрим множество 𝑆′ = {0, 1, . . . , 𝑛}
и кортеж (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑛}𝑑𝑛+1. Согласно теореме 1, этот кортеж определя-
ет (𝑑𝑛 + 1)-элементное полукольцо, если справедливы условия 𝐼 ′ ∩ 𝐼 ′𝑘 = 𝐼 ′𝑞𝑘 , где 𝐼 ′ =
= {𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑𝑛}, 𝐼 ′𝑘 = 𝐼 ′ + 𝑘 для каждого 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑛}. Ясно, что 𝐼 ′ = 𝑑𝐼.

Для каждого 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑛}, не кратного 𝑑, множество 𝐼 ′𝑘 не содержит элементов крат-
ных 𝑑, отличных от 𝑑𝑛 — показателя поглощающего элемента. Значит, 𝐼 ∩ 𝐼 ′𝑘 = 𝐼 ′𝑞𝑘 = {𝑑𝑛}.

Рассмотрим теперь 𝑘 = 𝑑𝑡, где 𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}. Имеем

𝐼 ′𝑘 = 𝐼 ′ + 𝑑𝑡 = 𝑑𝐼 + 𝑑𝑡 = 𝑑 (𝐼 + 𝑡) = 𝑑𝐼𝑡,

𝐼 ′ ∩ 𝐼 ′𝑘 = 𝑑(𝐼 ∩ 𝐼𝑡) = 𝑑𝐼𝑝𝑡 = 𝐼𝑞𝑑𝑡 = 𝐼𝑞𝑘 .

Таким образом, по теореме 1, кортеж (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑑}𝑑𝑛+1 определяет
(𝑑𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо. Предложение доказано.
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Предложение 4. Пусть существует (𝑁 + 1)-элементное циклическое полукольцо, ас-
социированное с идеалом 𝐽 полукольца целых неотрицательных чисел, порожденным бази-
сом 𝐺. Тогда для каждого 𝑛, удовлетворяющего неравенству 𝑀 < 𝑛 6 𝑁 , где 𝑀 = min𝐺,
найдется единственное (𝑛+1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆, ассоциированное с иде-
алом 𝐽 полукольца целых неотрицательных чисел.

Доказательство. Рассмотрим конечное циклическое полукольцо 𝑆 с полурешеточным
сложением, заданным (𝑁 + 1)-элементным кортежем (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑁 ) ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}𝑁+1. Мно-
жество 𝐼 элементов этого кортежа является идеалом.

Для каждого 𝑛, удовлетворяющего неравенству 𝑀 < 𝑛 6 𝑁 , рассмотрим кортеж

(𝑞0, 𝑝1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}𝑛+1, 𝑞𝑘 = min{𝑝𝑘, 𝑛} ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}

и идеал
𝐼
′

= {𝑞𝑘 : 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}} .

По теореме 1 достаточно показать, что для каждого 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} справедливо равенство
𝐼 ′𝑝𝑘 = 𝐼 ′ ∩ 𝐼 ′𝑘.

С учетом неравенства 𝑝𝑖 > 𝑖 для каждого 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} имеем

𝐼 ′ = {min{𝑝𝑖, 𝑛} : 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}} = {min{𝑝𝑖, 𝑛} : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼} ;

𝐼 ′𝑘 = 𝐼 ′ + 𝑘 = {min{𝑝𝑖, 𝑛} + 𝑘 : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼} = {min{𝑝𝑖 + 𝑘, 𝑛} : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼} = {min{𝑝𝑖, 𝑛} : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼𝑘} ;

𝐼 ′ ∩ 𝐼 ′𝑘 = {min{𝑝𝑖, 𝑛} : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼 ∩ 𝐼𝑘} = {min{𝑝𝑖, 𝑛} : 𝑝𝑖 ∈ 𝐼𝑝𝑘} = 𝐼 ′𝑝𝑘 .

Предложение доказано.
Из равносильности 1) ⇐⇒ 4) теоремы 1, равенства (8) и предложения 4 вытекает следую-

щее утверждение.

Следствие 3. Для каждого идеала 𝐽 полукольца целых неотрицательных чисел, задан-
ного неодноэлементным базисом 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑙}, и каждого числа 𝑛, удовлетворяющего
двойному неравенству

max𝐺 < 𝑛 6 min
min𝐺−1⋃︁
𝑗=1

(︀
(𝐽 ∩ 𝐽𝑗) ∖ 𝐽𝑝𝑗

)︀
,

существует единственное (𝑛 + 1)-элементное циклическое полукольцо с полурешеточным
сложением, ассоциированное с идеалом 𝐽 , причем других полуколец с полурешеточным сло-
жением, ассоциированных с идеалом 𝐽 , нет.

Замечание 1. Отметим, что для любого неодноэлементного главного идеала 𝐽 = (𝑚),
полукольца целых неотрицательных чисел каждому числу 𝑛 > 𝑚 соответствует един-
ственное (𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо c полурешеточным сложением, задан-
ным кортежем (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), где 𝑝𝑘 = 𝑘, если 𝑘 кратно 𝑚, и 𝑝𝑘 = 𝑛 — в противном случае.

Предложение 5. Пусть 𝐽 ′ — идеал полукольца натуральных чисел и полукольцо 𝑆,
ассоциировано с идеалом 𝐽 = 𝑑𝐽 ′ = {𝑑𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐽 ′} полукольца целых неотрицательных чисел,
тогда 𝑆 содержит подполукольцо, изоморфное полукольцу 𝑆′, ассоциированному с идеалом 𝐽 ′.

Доказательство. Пусть 𝐽 ′ — идеал полукольца натуральных чисел, 𝐽 = 𝑑𝐽 ′ и цикли-
ческое полукольцо 𝑆, ассоциированное с идеалом 𝐽 , задано кортежем (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ {0,
1, . . . , 𝑛}𝑛+1. Обозначим через 𝛼 образующий элемент 𝑆.

Рассмотрим натуральное число 𝑚, удовлетворяющее условию

(𝑚− 1) 𝑑 < 𝑛 6 md ,
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и (𝑚 + 1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆′, ассоциированное с идеалом 𝐽 ′, имеющее
образующий элемент 𝛽 ∈ 𝑆′.

Пусть 𝑆′ задано кортежем (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑚) ∈ {0, 1, . . . ,𝑚}𝑚+1. По предложениям 3 и 4 имеет
место свойство 𝑝𝑑𝑡 = 𝑑𝑞𝑡 для всех 𝑡 < 𝑚.

Рассмотрим отображение 𝜙 : 𝑆′ → 𝑆, заданное правилом 𝜙(𝑏𝑖) = 𝛼𝑑𝑖 для всех 𝑖 < 𝑚
и 𝜙(𝛽𝑚) = 𝛼𝑛.

Тогда для произвольных 𝑖, 𝑗 6 𝑚 справедливы равенства

𝜙(𝛽𝑖𝛽𝑗) = 𝜙(𝛽min{𝑖+𝑗,𝑚}) = 𝛼min{𝑑(𝑖+𝑗),𝑛} = 𝛼𝑑𝑖𝛼𝑑𝑗 = 𝜙(𝛽𝑖)𝜙(𝛽𝑗);

𝜙(𝛽𝑖 + 𝛽𝑚) = 𝜙(𝛽𝑚) = 𝛼𝑛 = 𝛼𝑑𝑖 + 𝛼𝑚 = 𝜙(𝛽𝑖) + 𝜙(𝛽𝑚).

Для всех 𝑖 6 𝑗 < 𝑚, 𝑖+ 𝑗 < 𝑚 имеем

𝜙(𝛽𝑖 + 𝛽𝑗) = 𝜙(𝛽𝑖(1 + 𝛽𝑗−𝑖)) = 𝜙(𝛽𝑖𝛽𝑞𝑗−𝑖) = 𝛼𝑑𝑖𝛼𝑑𝑞𝑗−𝑖 = 𝛼𝑑𝑖𝛼𝑝𝑑𝑗−𝑑𝑖 =

= 𝛼𝑑𝑖(1 + 𝛼𝑑𝑗−𝑑𝑖) = 𝛼𝑑𝑖 + 𝑎𝑑𝑗 = 𝜙(𝛽𝑖) + 𝜙(𝛽𝑗).

Наконец, для всех 𝑖 6 𝑗 < 𝑚, 𝑖+ 𝑗 > 𝑚 имеем 𝑑𝑖+ 𝑑𝑗 > 𝑑𝑚 > 𝑛 и

𝜙(𝛽𝑖 + 𝛽𝑗) = 𝜙(𝛽𝑚) = 𝛼𝑛 = 𝛼𝑑𝑖 + 𝛼𝑑𝑗 = 𝜙(𝛽𝑖) + 𝜙(𝛽𝑗) =

= 𝛼𝑑𝑖(1 + 𝛼𝑑𝑗−𝑑𝑖) = 𝛼𝑑𝑖 + 𝛼𝑑𝑗 = 𝜙(𝛽𝑖) + 𝜙(𝛽𝑗)

Итак, 𝜙 : 𝑆′ → 𝑆 — полукольцевой гомоморфизм и, следовательно, осуществляет требуемое
вложение. Предложение доказано.

Следующие диаграммы Хассе (рис. 1) иллюстрируют применение предложения 5.

𝐽1 = ⟨3, 5⟩ 𝐽2 = ⟨6, 10⟩

Рис. 1: Диаграммы Хассе полуколец с полурешеточным сложением

В полукольце c операцией сложения, заданной идеалом 𝐽2 = ⟨6, 10⟩, выделено подполу-
кольцо, изоморфное полукольцу с операцией сложения, заданной идеалом 𝐽1 = ⟨3, 5⟩.

Заметим также, что для построения циклических полуколец с полурешеточным сложением
полезно следующее свойство базисных элементов идеала полукольца целых неотрицательных
чисел, ассоциированного с полукольцом 𝑆:

Предложение 6 ([21]). Пусть 𝐺 = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑘} — базис идеала полукольца целых неот-
рицательных чисел, ассоциированного с полукольцом 𝑆 с полурешеточным сложением. Тогда
все попарные разности элементов множества 𝐺 различны.
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Доказательство. Допустим, что нашлись элементы 𝑔𝑖1 , 𝑔𝑖2 , 𝑔𝑖3 , 𝑔𝑖4 ∈ 𝐺 и целое неотри-
цательное число Δ такие, что 𝑔𝑖1 + Δ = 𝑔𝑖2 , 𝑔𝑖3 + Δ = 𝑔𝑖4 .

1) Если 𝑔𝑖2 6 𝑔𝑖3 , то найдется неотрицательное целое число 𝑙, что 𝑔𝑖3 = 𝑔𝑖2 + 𝑙.
В полукольце 𝑆 𝛼𝑔𝑖1 = 𝛼𝑔𝑖1 + 𝛼0, следовательно 𝛼𝑔𝑖3 = 𝛼𝑔𝑖1+𝑙+Δ = 𝛼𝑔𝑖1+𝑙+Δ + 𝛼𝑙+Δ. Ины-

ми словами, 𝛼𝑔𝑖3 > 𝛼𝑙+Δ. В то же время 𝛼𝑔𝑖3 > 𝛼0. Значит, 𝛼𝑔𝑖3 > 𝛼𝑝(𝑙+Δ) . Аналогично
𝛼𝑔𝑖4 > 𝛼𝑝(𝑙+Δ) . Так как 𝛼𝑔𝑖3 и 𝛼𝑔𝑖4 несравнимы, то 𝛼𝑔𝑖3 > 𝛼𝑝(𝑙+Δ) и 𝛼𝑔𝑖4 > 𝛼𝑝(𝑙+Δ) , что про-
тиворечит атомарности элементов 𝛼𝑔𝑖3 и 𝛼𝑔𝑖4 .

2) Если 𝑔𝑖2 > 𝑔𝑖3 , то существует неотрицательное целое число 𝑙, такое, что 𝑔𝑖2 = 𝑔𝑖3 + 𝑙. При
этом 𝑔𝑖2 = 𝑔𝑖1 + Δ. Если 𝑔𝑖1 < 𝑔𝑖3 , то 𝑔𝑖3 = 𝑔𝑖1 + Δ′ и 𝑔𝑖4 = 𝑔𝑖2 + Δ′, где Δ′ + 𝑙 = Δ. Дальнейшие
рассуждения аналогичны случаю 1.

Результаты параграфа 3 позволяют свести вопрос описания структуры конечных цикли-
ческих полуколец с полурешеточным сложением к задаче определения наибольшего числа
элементов полукольца, ассоциированного с идеалом полукольца целых неотрицательных чи-
сел, базисные элементы которого взаимно просты в совокупности.

4. Строение конечных циклических полуколец с полурешеточ-
ным сложением, заданным двухпорожденным идеалом полу-
кольца целых неотрицательных чисел

В начале параграфа (леммы 4, 5, предложение 7) установим свойства идеалов полукольца
целых неотрицательных чисел, полезные для исследования конечных циклических полуколец
с полурешеточным сложением.

Лемма 4. Для произвольных взаимно простых натуральных чисел 𝑔1 и 𝑔2, и каждого
натурального числа 𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2} существует единственная пара целых чисел 𝑣1 и 𝑣2
таких, что

𝑘 = 𝑣1𝑔1 + 𝑣2𝑔2, |𝑣1| 6
𝑔2
2
, |𝑣2| 6

𝑔1
2
, (9)

причем, хотя бы одно из неравенств строгое.

Доказательство. Пусть НОД(𝑔1, 𝑔2) = 1. Для них найдется единственная пара (см. [17,
предложение 61]) целых чисел 𝑢1 и 𝑢2, что

1 = 𝑢1𝑔1 + 𝑢2𝑔2, |𝑢1| 6
𝑔2
2
, |𝑢2| 6

𝑔1
2
. (10)

Пусть 𝑢1 > 0 и 𝑢2 < 0. Если это не так, то изменим нумерацию чисел 𝑔1 и 𝑔2 и соответствующих
коэффициентов 𝑢1, 𝑢2.

Возьмем произвольное натуральное число 𝑘 < min{𝑔1, 𝑔2}, рассмотрим 𝑘 = 𝑘𝑢1𝑔1 + 𝑘𝑢2𝑔2
и представим 𝑘𝑢1 = 𝑞1𝑔2 + 𝑟1 и −𝑘𝑢2 = 𝑞2𝑔1 + 𝑟2. Ясно, что 𝑟1 ̸= 0 и 𝑟2 ̸= 0. Имеем

𝑘 = (𝑞1 − 𝑞2)𝑔1𝑔2 + 𝑟1𝑔1 − 𝑟2𝑔2.

Так как 𝑘 < min{𝑔1, 𝑔2}, то 𝑘+𝑟2𝑔2−𝑟1𝑔1 < (𝑟2+1)𝑔2−𝑟1𝑔1 < 𝑔1𝑔2. Следовательно, 𝑞1−𝑞2 = 0.
Иными словами, нашлись коэффициенты 𝑟1 < 𝑔2, 𝑟2 < 𝑔1, что

𝑘 = 𝑟1𝑔1 − 𝑟2𝑔2.

Покажем, что либо 𝑟1 6
𝑔2
2 и 𝑟2 6

𝑔1
2 , либо 𝑟1 >

𝑔2
2 и 𝑟2 >

𝑔1
2 .

Действительно, если 𝑟1 > 𝑔2
2 , 𝑟2 < 𝑔1

2 , то 2𝑟1 = 𝑔2 + 𝑡1, 2𝑟2 = 𝑔1 − 𝑡2 для некоторых
натуральных 𝑡1 и 𝑡2. Значит,

2𝑘 = 2𝑟1𝑔1 − 2𝑟2𝑔2 = 𝑔1𝑔2 + 𝑔1𝑡1 − 𝑔1𝑔2 + 𝑔2𝑡2 = 𝑔1𝑡1 + 𝑔2𝑡2 > 𝑔1 + 𝑔2.
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Однако, 2𝑘 = 2 min{𝑔1, 𝑔2} < 𝑔1 + 𝑔2.
Аналогично, если 𝑟1 < 𝑔2

2 , 𝑟2 > 𝑔1
2 , то для некоторых натуральных чисел 𝑡1, 𝑡2 имеем

2𝑟1 = 𝑔2 − 𝑡1, 2𝑟2 = 𝑔1 + 𝑡2,

2𝑘 = 𝑔1𝑔2 − 𝑔1𝑡1 − 𝑔1𝑔2 − 𝑔2𝑡2 = −(𝑔1𝑡1 + 𝑔2𝑡2) < 0,

что невозможно.
Итак, если 𝑟1 6

𝑔2
2 , 𝑟2 6

𝑔1
2 , то 𝑣1 = 𝑟1 и 𝑣2 = −𝑟2. Если же 𝑟1 > 𝑔2

2 , 𝑟2 >
𝑔1
2 , то 𝑣1 = 𝑔1 − 𝑟2

и 𝑣2 = 𝑟1 − 𝑔2. При этом хотя бы одно из неравенств (9) строгое, так как 𝑘 ̸= 0.
Докажем единственность коэффициентов 𝑣1 и 𝑣2. Ясно, что если 𝑘 = 𝑣′1𝑔1+𝑣′2𝑔2 для 𝑣

′
1 ̸= 𝑣1,

𝑣′2 ̸= 𝑣2, то (𝑣′1 − 𝑣1)𝑔1 + (𝑣′2 − 𝑣2)𝑔2 = 0 и 𝑣′1 = 𝑣1 + 𝑞1𝑔2, 𝑣′2 = 𝑣2 + 𝑞2𝑔1 для некоторых целых
ненулевых 𝑞1, 𝑞2. Следовательно, |𝑣′1| >

𝑔2
2 и |𝑣2| > 𝑔1

2 , причем хотя бы одно из неравенств
строгое. Лемма доказана.

Непосредственно из леммы 4 вытекает

Следствие 4. Для произвольных натуральных чисел 𝑔1 и 𝑔2, таких, что 𝑑 = (𝑔1, 𝑔2) ̸=
̸= min{𝑔1, 𝑔2}, и каждого натурального числа 𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2}, кратного 𝑑, существует един-
ственная пара целых чисел 𝑣1 и 𝑣2 таких, что

𝑘 = 𝑣1𝑔1 + 𝑣2𝑔2, |𝑣1| 6
𝑔2
2𝑑
, |𝑣2| 6

𝑔1
2𝑑
, (11)

причем хотя бы одно из неравенств строгое.

В линейном представлении (11) числа 𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2} положительное слагаемое обозначим
символом 𝑘+𝑔1,𝑔2 , а отрицательное — 𝑘−𝑔1,𝑔2 .

Лемма 5. Для произвольных взаимно простых натуральных чисел 𝑔1, 𝑔2, и каждого
представления натурального числа 𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2} в виде сумм

𝑘 = 𝛼1𝑔1 − 𝛼2𝑔2 = 𝛽2𝑔2 − 𝛽1𝑔1, 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 ∈ N

справедливы неравенства

𝛼1𝑔1 > 𝑘+𝑔1,𝑔2 , 𝛼2𝑔2 > −𝑘−𝑔1,𝑔2 , 𝛽2𝑔2 > 𝑘+𝑔1,𝑔2 , 𝛽1𝑔1 > −𝑘−𝑔1,𝑔2 .

Доказательство. Рассмотрим взаимно простые натуральные числа 𝑔1 и 𝑔2 и число
𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2}. По лемме 4 найдутся целые числа 𝑣1, 𝑣2, что 𝑘 = 𝑣1𝑔1 + 𝑣2𝑔2, |𝑣1| 6 𝑔2

2 ,
|𝑣2| 6 𝑔1

2 , причем хотя бы одно из неравенств строгое. Не умаляя общности будем считать, что

𝑘+𝑔1,𝑔2 = 𝑣1𝑔1, 𝑘−𝑔1,𝑔2 = 𝑣2𝑔2.

Предположим, что нашлась пара натуральных чисел 𝛼1 и 𝛼2, для которых 𝑘 = 𝛼1𝑔1−𝛼2𝑔2
и 0 < 𝛼1𝑔1 < 𝑘+𝑔1,𝑔2 . Тогда 𝛼1𝑔1 − 𝛼2𝑔2 = 𝑣1𝑔1 − |𝑣2|𝑔2 = 𝑘. Так как 𝛼1𝑔1 < 𝑣1𝑔1 и числа 𝑔1 и 𝑔2
взаимно просты, то 𝑣1 − 𝛼1 = 𝛿𝑔2, для некоторого 𝛿 ∈ N.

Однако, в этом случае,

𝛼1𝑔1 = 𝑣1𝑔1 − 𝛿𝑔2𝑔1 6
𝑔1𝑔2

2
− 𝛿𝑔1𝑔2 = 𝑔1𝑔2

(︂
1

2
− 𝛿

)︂
< 0.

Получаем противоречие предположению.
Пусть натуральные числа 𝛼1 и 𝛼2 таковы, что 𝑘 = 𝛼1𝑔1 − 𝛼2𝑔2 и 0 < 𝛼2𝑔1 < −𝑘−𝑔1,𝑔2 . Тогда

0 < 𝛼2𝑔1 +𝑘−𝑔1,𝑔2 < 0 и 0 < 𝛼1𝑔1 = (𝛼2𝑔2 +𝑘−𝑔1,𝑔2)+𝑣1𝑔1 < 𝑣1𝑔1. Что невозможно по доказанному
выше.



Конечные циклические полукольца с полурешеточным сложением . . . 93

Рассмотрим теперь произвольные натуральные числа 𝛽1 и 𝛽2, для которых выполняется
условие 𝑘 = 𝛽2𝑔2 − 𝛽1𝑔1. Имеем 𝛽2𝑔2 − 𝛽1𝑔1 = 𝑣1𝑔1 − |𝑣2|𝑔2 = 𝑘. В силу взаимной простоты
чисел 𝑔1 и 𝑔2 имеет место равенство 𝛽2 + |𝑣2| = 𝛿𝑔1 для некоторого натурального числа 𝛿.

𝛽2𝑔2 = 𝛿𝑔1𝑔2 − |𝑣2|𝑔2 > 𝛿𝑔1𝑔2 −
𝑔1𝑔2

2
= 𝑔1𝑔2

(︂
𝛿 − 1

2

)︂
>
𝑔1𝑔2

2
> |𝑣1|𝑔1 = 𝑘+𝑔1,𝑔2 .

Итак, установлено неравенство 𝛽2𝑔2 > 𝑘+𝑔1,𝑔2 .
Справедливость неравенства 𝛽1𝑔1 > −𝑘−𝑔1,𝑔2 проверяется аналогично неравенству 𝛼2𝑔2 >

> −𝑘−𝑔1,𝑔2 . Лемма доказана.

Предложение 7. Для каждого двуxпорожденного идеала целых неотрицательных чисел
𝐽 = ⟨𝑔1, 𝑔2⟩, НОД(𝑔1, 𝑔2) = 1, справедливы следующие утверждения:

1) наименьшим элементом множества 𝐽 ∩ 𝐽𝑘 является число 𝑘+𝑔1,𝑔2;
2) наименьшим элементом множества 𝐽 ∩ 𝐽𝑘, не лежащим во множестве 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2

, явля-

ется число 𝑔1𝑔2 + 𝑘−𝑔1,𝑔2.

Доказательство. Первое утверждение непосредственно следует из лемм 4 и 5.
Докажем второе утверждение. Пусть 𝑔1, 𝑔2 взаимно простые базисные элементы двуxпо-

рожденного идеала 𝐽 . По лемме 4 для каждого 𝑘 6 min{𝑔1, 𝑔2} найдется единственная пара
целых чисел 𝑣1 и 𝑣2, удовлетворяющих условию (9). Причем хотя бы одно из неравенств
|𝑣1| 6 𝑔2

2 или |𝑣2| 6 𝑔1
2 строгое.

Будем считать, что 𝑣1 > 0, 𝑣2 < 0. Тогда

𝑘+𝑔1,𝑔2 = 𝑣1𝑔1, 𝑘−𝑔1,𝑔2 = 𝑣2𝑔2.

Обозначим
𝑢1 = (𝑔2 − 𝑣1) > 0, 𝑢2 = (𝑔1 + 𝑣2) > 0.

Ясно, что

𝑘 = 𝑢2𝑔2 − 𝑢1𝑔1,
𝑔2
2

6 𝑢1 < 𝑔2,
𝑔1
2

6 𝑢2 < 𝑔1. (12)

Рассмотрим элемент 𝑧 ∈ 𝐽 ∩ 𝐽𝑘, заданный равенством

𝑧 = 𝑢2𝑔2 = 𝑘 + 𝑢1𝑔1. (13)

Заметим, что 𝑘+𝑔1,𝑔2 6 𝑔1𝑔2
2 6 𝑧, причем хотя бы одно из двух неравенств строгое.

Нам нужно доказать, что 𝑧 = min
(︀
(𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2

)︀
.

Сначала установим, что 𝑧 /∈ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2
. Действительно, предположим, что 𝑧 ∈ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2

, тогда
найдутся целые неотрицательные числа 𝑐1, 𝑐2:

𝑧 = 𝑐1𝑔1 + 𝑐2𝑔2 + 𝑘+𝑔1,𝑔2 .

Подставляя в данное равенство линейные представления чисел 𝑘+𝑔1,𝑔2 и 𝑧 в базисе 𝐺, полу-
чаем:

𝑢2𝑔2 = (𝑐1 + 𝑣1)𝑔1 + 𝑐2𝑔2.

Значит, 𝑢2 > 𝑐2 и (𝑢2 − 𝑐2)𝑔2 = (𝑐1 + 𝑢1)𝑔1. В силу взаимной простоты чисел 𝑔1 и 𝑔2
разность 𝑢2− 𝑐2 делится на 𝑔1. Откуда 𝑢2− 𝑐2 > 𝑔1, однако, 0 < 𝑢2− 𝑐2 < 𝑢2 < 𝑔1. Полученное
противоречие доказывает, что 𝑧 ∈ (𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2 .

Покажем, что 𝑧 — наименьший элемент множества (𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2 .
Действительно, пусть 𝑧* ∈ (𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2 и 𝑧

* < 𝑧. Ясно, что

𝑘+𝑔1,𝑔2 < 𝑧* < 𝑧.
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Так как 𝑧* ∈ 𝐽 ∩𝐽𝑘, то 𝑧* < 𝑧. Найдутся целые неотрицательные числа 𝑑1, 𝑑2, для которых
выполняется равенство 𝑧* = 𝑑1𝑔1 + 𝑑2𝑔2.

Используя равенства (13), получаем

𝑔1𝑣1 < 𝑑1𝑔1 + 𝑑2𝑔2 < 𝑢2𝑔2.

Заметим, что 𝑑2 < 𝑢2 и 𝑑1 < 𝑣1. Так как, если 𝑑2 > 𝑢2, то 𝑧* = 𝑑1𝑔1+(𝑑2−𝑢2)𝑔2+𝑧 ∈ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2
,

что невозможно в силу выбора 𝑧*. Противоречие также получается, если допустить, что
𝑑1 > 𝑢1. В этом случае 𝑧* = (𝑑1 − 𝑣1)𝑔1 + 𝑑2𝑔2 + 𝑧0 ∈ 𝐽𝑧0

Так как 𝑧* ∈ 𝐽𝑘, то найдутся целые неотрицательные числа 𝑒1 и 𝑒2 такие, что 𝑧* = 𝑒1𝑔1+
+𝑒2𝑔2 + 𝑘.

Пусть 𝑙1 = min{𝑑1, 𝑒1}, 𝑙2 = min{𝑑2, 𝑒2}. Рассмотрим элемент

𝑧′ = (𝑑1 − 𝑙1)𝑔1 + (𝑑2 − 𝑙2)𝑔2 = (𝑒1 − 𝑙1)𝑔1 + (𝑒2 − 𝑙2)𝑔2 + 1 ∈ 𝐽 ∩ 𝐽1.

Ясно, что 𝑧* = 𝑧′ + 𝑙1𝑔1 + 𝑙2𝑔2. Иными словами, 𝑧′ 6 𝑧*.
По лемме 2 либо 𝑑1 − 𝑙1 = 0, либо 𝑒1 − 𝑙1 = 0.
Пусть 𝑑1 − 𝑙1 = 0. Обозначим 𝑦1 = 𝑒1 − 𝑙1 ̸= 0 и 𝑦2 = 𝑑2 − 𝑙2 ̸= 0. Значит, по лемме 2

(𝑒2 − 𝑙2)𝑔2 = 0 и 𝑧′ = 𝑦2𝑔2 = 𝑦1𝑔1 + 𝑘.
Имеем, 𝑦2𝑔2 − 𝑦1𝑔1 = 𝑘, 𝑦2 < 𝑔1 и 𝑦1 < 𝑔2.
Из доказательства леммы 4 следует, что возможно два случая:
а) 𝑦2 6

𝑔1
2 и 𝑦1 6

𝑔2
2 , причем равенства не достигаются одновременно.

б) 𝑔1
2 6 𝑦2 < 𝑔1 и

𝑔2
2 6 𝑦1 < 𝑔2, причем хотя бы одно из неравенств строгое.

В случае а) 𝑧′ = 𝑧0 в силу (13) и леммы 4. При этом, 𝑧* = 𝑧0 + 𝑙1𝑔1 + 𝑙2𝑔2 ∈ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2
, что

противоречит доказанному выше.
В случае б) 𝑧′ = 𝑧, 𝑧* > 𝑧 и, в силу произвольности выбора элемента 𝑧* ∈ (𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑧0 ,

число 𝑧 — наименьший элемент множества (𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑧0 .
Ситуация (𝑒1 − 𝑙1) = 0 аналогична рассмотренной. Предложение доказано.
Непосредственно из предложения 7 вытекает

Предложение 8. Пусть 𝐼 идеал показателей элементов верхнего конуса {𝛼0}△ ко-
нечного циклического полукольца 𝑆 с полурешеточным сложением, заданный условием
(5) и 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2} — его базис, причем НОД(𝑔1, 𝑔2) = 1. Тогда для каждого элемента
𝑘 < min{𝑔1, 𝑔2} полукольца N𝑛 элемент 𝑝𝑘 = 𝑘+𝑔1,𝑔2.

Сформулируем центральный результат работы.

Теорема 2 (о строении конечного циклического полукольца с полурешеточным сложе-
нием, заданным двухпорожденным идеалом). Пусть натуральные числа 𝑔1, 𝑔2 таковы, что
𝑑 = (𝑔1, 𝑔2) и 𝑑 < 𝑔1 < 𝑔2. Каждому натуральному числу 𝑛, удовлетворяющему неравенствам

𝑔2 < 𝑛 6
𝑔1𝑔2
𝑑

+ min
{︀
𝑘−𝑔1,𝑔2 : 𝑘 = 𝑑𝑡 < 𝑔1, 𝑡 ∈ N

}︀
, (14)

𝑘 = 𝑘+𝑔1,𝑔2 + 𝑘−𝑔1,𝑔2 , −𝑔1𝑔2
2𝑑

6 𝑘−𝑔1,𝑔2 < 0 < 𝑘+𝑔1,𝑔2 6
𝑔1𝑔2
2𝑑

, 𝑘+𝑔1,𝑔2 , 𝑘
−
𝑔1,𝑔2 ∈ N,

соответствует единственное (𝑛+ 1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆 = {1, 𝛼, . . . , 𝛼𝑛}
с полурешеточным сложением, заданным двухпорожденным идеалом ⟨𝑔1, 𝑔2⟩. Операция сло-
жения на 𝑆 определяется свойством 𝛼𝑝𝑖 = 1 + 𝛼𝑖, где

𝑝𝑖 =

{︃
𝑘+𝑔1,𝑔2 , 𝑘 делится на 𝑑,

𝑛, 𝑘 не делится на 𝑑,
𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}.

При этом построенными полукольцами с точностью до изоморфизма исчерпываются все ко-
нечные циклические полукольца с полурешеточным сложением, заданным двухпорожденным
идеалом ⟨𝑔1, 𝑔2⟩ полукольца N0.
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Доказательство. Пусть 𝐽 = ⟨𝑔1, 𝑔2⟩ — двуxпорожденный идеал целых неотрицательных
чисел и 𝑑 = (𝑔1, 𝑔2) — наибольший общий делитель базисных элементов. Будем считать, что
𝑔1 < 𝑔2. В силу того, что базис идеала 𝐽 содержит два элемента, их наибольший общий
делитель не совпадает ни с одним из них. Следовательно, 𝑔1 > 2.

Сначала рассмотрим случай взаимно простых базисных элементов 𝑔1 и 𝑔2.
По лемме 4 каждое число 𝑘 6 𝑔1 может быть единственным образом представлено в виде

линейной комбинации 𝑘 = 𝑘+𝑔1,𝑔2 + 𝑘−𝑔1,𝑔2 . Рассмотрим идеалы

𝐽 ⊂ N0, 𝐼 =
(︀
𝐽 ∪ {𝑛}

)︀
∩ {0, 1, . . . , 𝑛} ⊂ N𝑛

и множества
𝐽𝑘 = 𝐽 + 𝑘 ⊂ N0, 𝐼𝑘 =

(︀
𝐽𝑘 ∪ {𝑛}

)︀
∩ {0, 1, . . . , 𝑛} ⊂ N𝑛.

По предложению 7 для каждого числа 𝑛, удовлетворяющего условию (14), и каждого на-

турального 𝑘 6 𝑔1 справедливо неравенство min
(︁

(𝐽 ∩ 𝐽𝑘) ∖ 𝐽𝑘+𝑔1,𝑔2

)︁
> 𝑛. Следовательно, вы-

полняется равенство 𝐼𝑘+𝑔1,𝑔2
= 𝐼 ∩ 𝐼𝑘. По теореме 1 существует единственное (𝑛+ 1)-элементное

полукольцо 𝑆 с множеством показателей элементов верхнего конуса {𝛼0}△.
Пусть теперь 𝑑 = (𝑔1, 𝑔2) ̸= 1. Обозначим 𝑔′1 = 𝑔1

𝑑 , 𝑔
′
2 = 𝑔2

𝑑 и рассмотрим идеал 𝐽 ′ = ⟨𝑔′1, 𝑔′2⟩,
где 𝑔′1 < 𝑔2, (𝑔′1, 𝑔

′
2) = 1.

Найдется 𝑁 ′ + 1-элементное полукольцо 𝑆′, ассоциированное с идеалом 𝐽 ′, где 𝑁 ′ = 𝑔′1𝑔
′
2+

+ min
{︀
𝑘−
𝑔′1𝑔

′
2

: 𝑘 ∈ N, 𝑘 < 𝑔′1}
}︀
— максимально возможный показатель поглощающего элемента

полукольца 𝑆′.
Так как полукольцо 𝑆′ однозначно задается кортежем

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑁 ′) ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 ′}𝑁 ′+1,

то в силу предложения 3 существует (𝑑𝑁 ′+1)-элементное циклическое полукольцо 𝑆 с полуре-
шеточной операцией сложения, определенной кортежем (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑𝑁 ) ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑁 ′}𝑑𝑁 ′+1,
где 𝑞𝑘 = 𝑑𝑁 ′ для всех индексов 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑑𝑁}, некратных 𝑑, и 𝑞𝑑𝑡 = 𝑑𝑝𝑡 для всех
𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, причем 𝑆′ вкладывается в 𝑆 по предложению 5. Ясно, что полукольцо 𝑆
ассоциировано с идеалом 𝐽 = ⟨𝑔1, 𝑔2⟩.

По предложению 4 для каждого 𝑛, удовлетворяющего неравенству 𝑑𝑀 < 𝑛 6 𝑑𝑁 , суще-
ствует единственное полукольцо, ассоциированное с идеалом 𝐽 .

Наконец, по следствию 3 других циклических полуколец с полурешеточным сложением,
заданным идеалом 𝐽 , нет. Теорема доказана.

5. Число конечных циклических полуколец с полурешеточным
сложением и небольшим числом элементов

Опираясь на теоремы 1, 2, предложения 3, 5, 6, следствие 3 и замечание 1 в системе
компьютерной алгебры SageMath нами была составлена программа, подсчитывающая число
полуколец и формирующая кортежи (4) для каждого полукольца. С помощью неё найдены,
с точностью до изоморфизма, все циклические полукольца с полурешеточным сложением,
заданные идеалами полукольца N0 с базисом 𝐺 мощности 𝑙 и содержащие не более 31 элемента.
Их число приведено в табл. 1.

Отметим, что все полукольца, найденные программно, обладают свойством, которое мы
сформулируем в качестве гипотезы:

Гипотеза. Число элементов конечного циклического полукольца с полурешеточным сложе-
нием, заданным идеалом ⟨𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑚⟩, где 𝑔1 < 𝑔2 < . . . < 𝑔𝑚 и 𝑚 > 2, не превосходит
максимального числа элементов полукольца, ассоциированного с идеалом ⟨𝑔1, 𝑔2⟩.
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Таблица 1: Число циклических полуколец с полурешеточным сложением

Порядок полукольца
|𝐺| = 𝑙 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 0 0 0 1 1 4 5 10 11 17 21 30 32 43 51

3 0 0 0 0 0 0 0 2 2 6 6 17 17 32 39

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Число
полуко-
лец

1 2 3 5 6 10 12 20 22 33 38 59 62 91 107

Порядок полукольца
|𝐺| = 𝑙 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

2 62 67 82 91 108 116 132 148 169 175 197 217 239 255 282

3 62 69 105 115 169 182 241 275 369 379 482 540 662 726 890

4 10 10 26 26 60 63 116 122 214 222 355 395 565 614 879

5 0 0 0 0 0 0 0 0 4 4 22 22 68 68 156

Число
полуко-
лец

150 163 231 251 357 382 511 568 780 805 1082 1201 1562 1692 2237

Данное предположение продиктовано его справедливостью для рассмотренных полуколец
малых порядков и тем фактом, что добавление нового элемента к базису идеала 𝐽 полукольца
целых неотрицательных чисел не увеличивает отличные от 𝑛 значения элементов кортежа (4),
задающего полукольцо 𝑆, ассоциированное с идеалом 𝐽 , где 𝑛 — степень поглощающего эле-
мента полукольца 𝑆.
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