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Abstract

An optimal control problem with a feedback is considered for an initial boundary problem
describing a motion of non-linearly viscous liquid. An existence of an optimal solution
minimising a given quality functional is proved. A topological approximation approach to study
of mathematical problems of hydrodynamics is used in the proof of existence of an optimal
solution.
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1. Введение

Движение несжимаемой нелинейно–вязкой жидкости в ограниченной области Ω ⊂ 𝑅𝑛,
𝑛 = 2, 3, на промежутке времени [0, 𝑇 ] (𝑇 < ∞) описывается следующей начально–краевой
задачей:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
−Div

[︀
2𝜇
(︀
𝐼2(𝑣)

)︀
𝜀(𝑣)

]︀
+ grad 𝑝 = 𝑓, (1)

div 𝑣 = 0, 𝑣|𝑡=0 = 𝑣0(𝑥), 𝑣|𝜕Ω×[0,𝑇 ] = 0. (2)

Здесь 𝑣(𝑥, 𝑡) — вектор–функция скорости частицы жидкости в точке 𝑥 ∈ Ω в момент времени
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; 𝑝—функция давления в жидкости; 𝑓 — плотность внешних сил; 𝜀— тензор скоростей

деформации 𝜀(𝑣) =
(︀
𝜀𝑖𝑗(𝑣)

)︀
, 𝜀𝑖𝑗(𝑣) =

1

2

(︀ 𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︀
, тензор 𝐼2(𝑣) определяется равенством:

𝐼22 (𝑣) = 𝜀(𝑣) : 𝜀(𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

[𝜀𝑖𝑗(𝑣)]
2 .
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Здесь для произвольных квадратных матриц 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) и 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) используется символ
𝐴 : 𝐵 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 . Символ Div 𝑀 обозначающий дивергенцию тензора 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗), т. е. век-

тор

Div 𝑀 =
(︀ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑚1𝑗

𝜕𝑥𝑗
, . . . ,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑚𝑛𝑗

𝜕𝑥𝑗

)︀
.

Данная математическая модель подробно исследовалась в работах профессора В. Г. Лит-
винова (см. [1]), где приведены естественные ограничения на вязкость рассматриваемой среды
через свойства функции 𝜇 : R+ → R: 𝜇(𝑠) должна быть определенная при 𝑠 > 0 непрерывно
дифференцируемая скалярная функция, для которой выполнены неравенства

𝑎) 0 < 𝐶1 6 𝜇(𝑠) 6 𝐶2 <∞;

𝑏) −𝑠𝜇′(𝑠) 6 𝜇(𝑠) при 𝜇′(𝑠) < 0;

𝑐) |𝑠𝜇′(𝑠)| 6 𝐶3 <∞.

Здесь и далее через 𝐶𝑖 обозначаются различные константы.
Вопрос существования решений для данной задачи рассматривался в работах В. Г. Литви-

нова (см., например, [1]), П. Е. Соболевского [2], В. Г. Звягина [3] и др. В работе [4] установ-
лено существование траекторных и глобальных аттракторов для рассматриваемой начально-
краевой задачи (1)–(2) в автономном случае.

В данной работе рассматривается задача оптимального управления с обратной связью
для системы уравнений (1)–(2). Исследованию задач управления посвящено большое коли-
чество работ (см. [5]-[7]). Однако, в то время как управление для линейных систем более
или менее изучено, управление для нелинейных систем остается серьезной задачей (даже для
конечномерных или локальных областей). На практике часто возникает задача управления
(оптимального управления) движением жидкости при помощи внешних сил. Обычно при ре-
шении таких задач управление выбирается из некоторого заданного (конечного) множества
управлений. В данной работе рассматривается управление внешними силами, которые зави-
сят от скорости движения жидкости. Такие задачи называются задачами с обратной связью
(см., например, [8]-[10] и приведенную там библиографию). Эта позволяет более точно выби-
рать управление, поскольку в данном случае управление выбирается не из конечного набора
имеющихся управлений, а принадлежит образу некоторого многозначного отображения (есте-
ственно, что на это отображение накладываются некоторые условия), что может позволить
более точно выбрать управление.

В данной работе изучается вопрос существования решений задачи управления с обратной
связью для модели нелинейно–вязкой жидкости (1)–(2), а так же доказывается существование
оптимального решения рассматриваемой задачи, дающего минимум заданному ограниченному
функционалу качества.

2. Постановка задачи и основные результаты

Сначала введем основные обозначения и вспомогательные утверждения.
Через 𝐿𝑝(Ω), 1 6 𝑝 < ∞, будем обозначать множество измеримых вектор–функций

𝑣 : Ω → R𝑛, суммируемых с 𝑝-ой степенью. Через 𝑊𝑚
𝑝 (Ω), 𝑚 > 1, 𝑝 > 1, будем обо-

значать пространства Соболева. Через 𝐶∞
0 (Ω)𝑛 мы обозначим пространство бесконечно–

дифференцируемых вектор–функций из Ω в R𝑛 с компактным носителем в Ω. Обозначим
через 𝒱 множество {𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)𝑛,div 𝑣 = 0}. Через 𝐻 мы обозначим замыкание 𝒱 по норме
𝐿2(Ω), через 𝑉 — по норме 𝑊 1

2 (Ω).
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Введем основное пространство, в котором будут изучаться слабые решения изучаемой за-
дачи:

𝑊1 = {𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉 ) ∩ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻), 𝑣′ ∈ 𝐿1(0, 𝑇, 𝑉
*)}.

Пространство 𝑊1 снабжено нормой ‖𝑣‖𝑊1 = ‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇,𝑉 ) + ‖𝑣‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝐻) + ‖𝑣′‖𝐿1(0,𝑇,𝑉 *).

Рассмотрим многозначное отображение Ψ : 𝑊1 ( 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉
*) в качестве функции управ-

ления. Будем предполагать, что Ψ удовлетворяет следующим условиям:

(Ψ1) Отображение Ψ определено на пространстве𝑊1 и имеет непустые, компактные и выпук-
лые значения;

(Ψ2) Отображение Ψ компактно и полунепрерывно сверху (т.е. для любой функции 𝑣 ∈ 𝑊1

и открытого множества 𝑌 ⊂ 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉
*), такого что Ψ(𝑣) ⊂ 𝑌 , существует окрестность

𝑈(𝑣) такая, что Ψ(𝑈(𝑣)) ⊂ 𝑌 );

(Ψ3) Отображение Ψ глобально ограничено, то есть существует константа 𝐶 > 0 такая, что

‖Ψ(𝑣)‖𝐿2(0,𝑇,𝑉 *) := sup{‖𝑢‖𝐿2(0,𝑇,𝑉 *) : 𝑢 ∈ Ψ(𝑣)} ≤ 𝐶 для всех 𝑣 ∈𝑊1;

(Ψ4) Отображение Ψ слабо замкнуто в следующем смысле: если {𝑣𝑙}∞𝑙=1 ⊂ 𝑊1, 𝑣𝑙 ⇀ 𝑣0, 𝑢𝑙 ∈
∈ Ψ(𝑣𝑙) и 𝑢𝑙 → 𝑢0 в 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉

*) тогда 𝑢0 ∈ Ψ(𝑣0).

Будем рассматривать слабую постановку задачи управления с обратной связью для
начально–краевой задачи (1)–(2). Под обратной связью мы понимаем условие

𝑓 ∈ Ψ(𝑣). (3)

Определение 1. Пара функций (𝑣, 𝑓) ∈𝑊1 × 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉
*) называется слабым решением

задачи с обратной связью (1)–(2), если она удовлетворяет при всех 𝜙 ∈ 𝑉 и п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
равенству

⟨𝑣′, 𝜙⟩ −
∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥+ 2

∫︁
Ω

𝜇(𝐼2(𝑣))𝜀(𝑣) : 𝜀(𝜙) 𝑑𝑥 = ⟨𝑓, 𝜙⟩, (4)

начальному условию 𝑣(0) = 𝑣0 и условию обратной связи (3).

Здесь и далее ⟨𝑣′, 𝜙⟩ = (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
, 𝜙).

Первым результатом работы является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть многозначное отображение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)− (Ψ4),
а вязкость рассматриваемой среды удовлетворяет условиям 𝑎)−𝑐). Тогда существует хотя
бы одно решение (𝑣*, 𝑓*) ∈𝑊1 × 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉

*) задачи с обратной связью (1)–(2), (3).

Обозначим через Σ ⊂𝑊1×𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) множество всех слабых решений задачи управления

с обратной связью (1)–(2), (3). Рассмотрим произвольный функционал качества Φ : Σ → R,
удовлетворяющий следующим условиям:

(Φ1) Существует число 𝛾 такое, что Φ(𝑣, 𝑓) > 𝛾 для всех (𝑣, 𝑓) ∈ Σ.

(Ψ2) Если 𝑣𝑙 ⇀ 𝑣* в 𝑊1 и 𝑓𝑙 → 𝑓* в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*), то Φ(𝑣*, 𝑓*) 6 lim

𝑚→∞
Φ(𝑣𝑙, 𝑓𝑙).

Основным результатом работы является следующая теорема:
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Теорема 2. Если отображение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)–(Ψ4), вязкость рас-
сматриваемой среды удовлетворяет условиям 𝑎)− 𝑐), а функционал Φ удовлетворяет усло-
виям (Φ1), (Φ2), тогда задача оптимального управления с обратной связью (1)–(2), (3) имеет
хотя бы одно слабое решение (𝑣*, 𝑓*) такое, что

Φ(𝑣*, 𝑓*) = inf
(𝑣,𝑓)∈Σ

Φ(𝑣, 𝑓).

Доказательство теорем 1 и 2 основано на аппроксимационно–топологическом методе ис-
следования задач гидродинамики (см. [11], [12]). Для этого сначала переходят к операторной
трактовке рассматриваемой задачи (операторному включению) в подходящих функциональ-
ных пространствах. Далее, в связи с тем, что операторы в полученном операторном включении
не обладают необходимыми свойствами, рассматривается задача, аппроксимирующая исход-
ную (в данном случае это тоже операторное включение, но с лучшим оператором, обладающим
требуемыми свойствами и в более лучших функциональных пространствах). После чего на ос-
нове априорных оценок решений и теории топологической степени многозначных векторных
полей доказывается существование решения аппроксимационной задачи. И, наконец, пока-
зывается, что из последовательности решений аппроксимационной задачи можно выделить
подпоследовательность, сходящуюся в некотором смысле к решению исходного операторного
включения. После доказательства разрешимости задачи управления показывается, что в мно-
жестве решений найдется хотя бы одно решение, дающее минимум заданному функционалу
качества (именно поэтому данный вид задач называют задачами оптимального управления
движением жидкости с обратной связью).

Работа организована следующий образом. В пункте 3 рассматривается операторная трак-
товка изучаемой задачи и доказываются необходимые свойства введенных операторов. В пунк-
те 4 вводится аппроксимационная задача и изучаются улучшенные свойства новых операто-
ров. В следующем пункте 5 на основе теории топологической степени многозначных отображе-
ний доказывается разрешимость аппроксимационной задачи и устанавливаются необходимые
оценки решений аппроксимационной задачи. Пункт 6 посвящен предельному переходу и до-
казательству теоремы 1, а заключительный пункт 7 — доказательству теоремы 2.

3. Операторная трактовка

Дадим операторную трактовку рассматриваемой задачи. Введем операторы при помощи
следующих равенств:

𝐾 : 𝑉 → 𝑉 *, ⟨𝐾(𝑣), 𝜙⟩ =
∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜕𝜙𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝜙 ∈ 𝑉 ;

𝐷 : 𝑉 → 𝑉 *, ⟨𝐷(𝑣), 𝜙⟩ = 2

∫︁
Ω

𝜇(𝐼2(𝑣))𝜀(𝑣) : 𝜀(𝜙) 𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝜙 ∈ 𝑉.

Тогда из (4) в силу произвольности функции 𝜙 получаем следующее операторное уравне-
ние:

𝑣′(𝑡) +𝐷(𝑣)−𝐾(𝑣) = 𝑓. (5)

Таким образом, слабое решение задачи с обратной связью (1)–(2), (3) – это решение
(𝑣, 𝑓) ∈𝑊1 × 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉

*) операторного уравнения (5), удовлетворяющее начальному условию
𝑣|𝑡=0 = 𝑣0 и условию обратной связи (3).

Отметим некоторые свойства введенных выше операторов.
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Лемма 1. Отображение 𝐾 : 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 )→ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑉
*) непрерывно и справедлива оценка

‖𝐾(𝑣(𝑡))‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶4‖𝑢‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ).

Доказательство данного факта приведено в монографии [13].

Лемма 2. Отображение 𝐷 : 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 )→ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) непрерывно и монотонно.

Доказательство. Покажем непрерывность оператора 𝐷. Положив 𝑧 = 𝑣 − 𝑢 и используя
теорему Лагранжа на интервале [0, 1] для функции 𝑓(𝛿) = 𝜇(𝐼2(𝑢 + 𝛿𝑧))𝜀(𝑢 + 𝛿𝑧) : 𝜀(𝑤),
получим:

⟨𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢), 𝑤⟩ = 2

∫︁
Ω

[𝜇(𝐼2(𝑣))𝜀(𝑣)− 𝜇(𝐼2(𝑢))𝜀(𝑢)] : 𝜀(𝑤) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

𝑑

𝑑𝛿
[𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧)] : 𝜀(𝑤) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) +

𝑑

𝑑𝛿
𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧)

]︂
: 𝜀(𝑤) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑤) +

𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧)

(𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧))
1
2

𝑑𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧)
𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑤)

]︂
𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑤) +

1

𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧)

𝑑𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧)
(𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧))(𝜀(𝑢+ 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑤))

]︂
𝑑𝑥.

Следовательно

|⟨𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢), 𝑤⟩| 6 2
⃒⃒⃒ ∫︁
Ω

𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑤) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒
+

+2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧)
𝑑𝜇(𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑢+ 𝛿0𝑧)
𝐼2(𝑧)𝐼2(𝑤) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6 2𝐶5

⎛⎝∫︁
Ω

𝐼22 (𝑧) 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2
⎛⎝∫︁

Ω

𝐼22 (𝑤) 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

+ 2𝐶5

⎛⎝∫︁
Ω

𝐼22 (𝑧) 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2
⎛⎝∫︁

Ω

𝐼22 (𝑤) 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

6

6 𝐶6‖𝑧‖𝐿2(Ω)‖𝑤‖𝐿2(Ω) 6 𝐶7‖𝑧‖𝑉 ‖𝑤‖𝑉 .

Следовательно, ‖𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢)‖𝑉 * 6 𝐶7‖𝑣−𝑢‖𝑉 . Таким образом, оператор𝐷 : 𝑉 → 𝑉 * непре-
рывен. Последнее неравенство выполнено для почти всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), возведем его в квадрат и
проинтегрируем по 𝑡 от 0 до 𝑇, получим

𝑇∫︁
0

‖𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢)‖2𝑉 * 𝑑𝑥 6 𝐶7

𝑇∫︁
0

‖𝑣 − 𝑢‖2𝑉 𝑑𝑥.

Так как ‖𝑣−𝑢‖𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ), то ‖𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢)‖𝑉 * ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ) и, следовательно, 𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢) ∈
∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

*). Из последней оценки следует требуемое неравенство:

‖𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶7‖𝑣 − 𝑢‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ).

Теперь покажем монотонность оператора 𝐷(𝑣). Здесь также применим теорему Лагранжа
к той же функции, что и выше.
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⟨𝐷(𝑣)−𝐷(𝑢), 𝑣 − 𝑢⟩ = 2

∫︁
Ω

[𝜇(𝐼2(𝑣))𝜀(𝑣)− 𝜇(𝐼2(𝑢))𝜀(𝑢)] : 𝜀(𝑣 − 𝑢) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

𝑑

𝑑𝛿
[𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧)] : 𝜀(𝑧) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) +

𝑑

𝑑𝛿
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧)

]︂
: 𝜀(𝑧) 𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) +

𝑑

𝑑𝛿
𝜇((𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧))

1
2 )𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧)

]︂
𝑑𝑥 =

= 2

∫︁
Ω

[︃
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) +

𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧)

(𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧))
1
2

𝑑𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)
𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧)

]︃
𝑑𝑥=

= 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) +

1

𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)

𝑑𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)
(𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧))

2

]︂
𝑑𝑥.

Если
𝑑𝜇(𝑠)

𝑑𝑠
> 0, тогда подынтегральная функция больше либо равна нулю. Следовательно

⟨𝐷(𝑢)−𝐷(𝑣), 𝑢− 𝑣⟩ > 0.

Если
𝑑𝜇(𝑠)

𝑑𝑠
6 0, используя 𝑠

𝑑𝜇(𝑠)

𝑑𝑠
> −𝜇(𝑠), получим требуемое неравенство:

2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) +

1

𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)

𝑑𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)
(𝜀(𝑣 + 𝛿0𝑧) : 𝜀(𝑧))

2

]︂
𝑑𝑥 >

> 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) +

𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)

𝐼22 (𝑣 + 𝛿0𝑧)

𝑑𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)
𝐼22 (𝑣 + 𝛿0𝑧)𝐼

2
2 (𝑧)

]︂
𝑑𝑥 >

> 2

∫︁
Ω

[︂
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝜀(𝑧) : 𝜀(𝑧) + 𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)

𝑑𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))

𝑑𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧)
𝐼22 (𝑧)

]︂
𝑑𝑥 >

> 2

∫︁
Ω

[︀
𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝐼

2
2 (𝑧)− 𝜇(𝐼2(𝑣 + 𝛿0𝑧))𝐼

2
2 (𝑧)

]︀
𝑑𝑥 > 0,

что и завершает доказательство данной леммы. 2

4. Аппроксимационная задача

Рассмотрим оператор 𝐾𝛿(𝑣), аппроксимирующий оператор 𝐾(𝑣) :

𝐾𝛿 : 𝑉 → 𝑉 *, ⟨𝐾𝛿(𝑣), 𝜙⟩ =
∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑣𝑖𝑣𝑗
1 + 𝛿|𝑣|2

𝜕𝜙𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝜙 ∈ 𝑉.

Здесь |𝑣|2 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑣𝑖 и 𝛿 — положительная константа.
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Рассмотрим аппроксимационную задачу, заменяя в операторном уравнении (5) оператор
𝐾(𝑣) на оператор 𝐾𝛿(𝑣). По аналогии определения слабого решения исходной задачи, дадим
определение слабого решения аппроксимационной задачи. Для этого введем пространство

𝑊 = {𝑣 : 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), 𝑣′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*)}

с нормой ‖𝑣‖𝑊 = ‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) + ‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *).

Определение 2. Пара функций (𝑣, 𝑓) ∈ 𝑊 × 𝐿2(0, 𝑇, 𝑉
*) называется слабым решением

аппроксимационной задачи с обратной связью, если она удовлетворяет операторному равен-
ству

𝑣′(𝑡) +𝐷(𝑣)−𝐾𝛿(𝑣) = 𝑓, (6)

начальному условию 𝑣(0) = 𝑣0 и условию обратной связи

𝑓 ∈ Ψ(𝑣). (7)

Приведем свойства аппроксимационного оператора 𝐾𝛿(𝑣), доказанные в монографии [14]:

Лемма 3. 1. Для любого 𝛿 > 0 отображение 𝐾𝛿 : 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 )→ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) коррект-

но определено, непрерывно и справедлива оценка

||𝐾𝛿(𝑣)||𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6
𝐶8

𝛿
(8)

с некоторой константой 𝐶8, не зависящей от 𝑣.

2. Для любого 𝛿 > 0 отображение 𝐾𝛿 :𝑊 → 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) вполне непрерывно.

3. Для любого 𝛿 > 0 справедлива оценка

||𝐾𝛿(𝑣)||𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶9|𝑣||2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 )

с некоторой константой 𝐶9, не зависящей от 𝑣 и 𝛿.

Для дальнейшего исследования введем новые операторы:

L :𝑊 → 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*)×𝐻, L(𝑣) = (𝑣′ +𝐷(𝑣), 𝑣|𝑡=0);

K𝛿 :𝑊 ⊂ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 )→ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*)×𝐻, K𝛿(𝑣) = (𝐾𝛿(𝑣), 0);

Ψ :𝑊 → 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*)×𝐻, Ψ(𝑣) = (Ψ(𝑣), 𝑣0)

и запишем аппроксимационную задачу в более компактном виде:

L(𝑣)−K𝛿(𝑣) ∈ Ψ(𝑣). (9)

Исследуем свойства оператора L.

Лемма 4. Нелинейное отображение L : 𝑊 → 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) × 𝐻, корректно определено,

обратимо и справедлива оценка

‖𝑣‖𝑊 6 𝐶10‖L(𝑣)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)×𝐻 , (10)

для любых 𝑣 ∈𝑊 и некоторой константы 𝐶10. Обратный оператор L
−1 : 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

*)×𝐻→𝑊
непрерывен и

‖L−1(𝑓, 𝑣0)‖𝑊 6 𝐶11(‖𝑣0‖𝐻 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)).
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Доказательство.

Оператор взятия производной непрерывен, это следует из определения пространства 𝑊 ,
оператор 𝐷(𝑣) непрерывен по доказанному выше. Так как вложение 𝑊 ⊂ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻) непре-
рывно (см. [13]), то оператор взятия следа функции 𝑣|𝑡=0 корректно определен и непрерывен,
а следовательно, корректно определен и непрерывен оператор L.

Докажем оценку (10). Для 𝑣 ∈ 𝑊 обозначим L(𝑣) = (𝑓, 𝑣0). При каждом фиксированном
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] применим функционалы 𝑣′ +𝐷(𝑣) = 𝑓 к функции 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉

⟨𝑣′(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩+ ⟨𝐷(𝑣), 𝑣(𝑡)⟩ = ⟨𝑓(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩.

Так как

⟨𝑣′(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩ = 1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣(𝑡)‖2𝐻 ;

⟨𝑓(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩𝑉 6 ‖𝑓(𝑡)‖𝑉 *‖𝑣(𝑡)‖𝑉 ;

⟨𝐷(𝑣), 𝑣(𝑡)⟩ = 2

∫︁
Ω

𝜇(𝐼2(𝑣))𝜀(𝑣) : 𝜀(𝑣) 𝑑𝑥 > 2𝐶12

∫︁
Ω

𝜀(𝑣) : 𝜀(𝑣) 𝑑𝑥 > 𝐶12||𝑣||2𝑉 .

Последнее неравенство выполнено в силу первого неравенства Корна (см. [15], Часть 1,
Пункт 12).

Проинтегрируем полученное неравенство по переменной 𝑡 на отрезке [0, 𝑡]. Используя на-
чальное условие для функции 𝑣(𝑡) и неравенство Коши 𝑎·𝑏 6 𝜀

2𝑎
2+ 1

2𝜀𝑏
2 (∀𝜀, 𝑎, 𝑏 > 0), приходим

к оценке:

1

2
‖𝑣(𝑡)‖2𝐻 −

1

2
‖𝑣0‖2𝐻 + 𝐶12

∫︁ 𝑡

0
‖𝑣(𝜏)‖2𝑉 𝑑𝜏 6

1

2𝜀

∫︁ 𝑡

0
‖𝑓(𝑡)‖2𝑉 *𝑑𝜏 +

𝜀

2

∫︁ 𝑡

0
‖𝑣(𝜏)‖2𝑉 𝑑𝜏

теперь выбирая 𝜀 = 𝐶12, получаем

1

2
‖𝑣(𝑡)‖2𝐻 +

1

2
𝐶12

∫︁ 𝑡

0
‖𝑣(𝜏)‖2𝑉 𝑑𝜏 6

1

2
‖𝑣0‖2𝐻 +

1

2𝐶12

∫︁ 𝑡

0
‖𝑓(𝑡)‖2𝑉 *𝑑𝜏,

умножим обе части неравенства на 2 и вычислим максимум по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], получим

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣(𝑡)‖2𝐻 + 𝐶12‖𝑣‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) 6 ‖𝑣
0‖2𝐻 +

1

𝐶12
‖𝑓‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)

Используя неравенство (𝑎 + 𝑏)2 6 2(𝑎2 + 𝑏2), 𝑎, 𝑏 > 0, отсюда нетрудно получить итоговую
оценку

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣(𝑡)‖𝐻 + ‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) 6 𝐶13(‖𝑣0‖𝐻 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *))

с некоторой константой 𝐶13.
Для того, чтобы оценить‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *), воспользуемся равенством 𝑣′ = −𝐷(𝑣) + 𝑓 , оценкой

‖𝐷(𝑣)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶14‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) и полученной выше оценкой

‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝐷(𝑣)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + 𝐶14‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) 6

6 𝐶15(‖𝑣0‖𝐻 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)).

Таким образом, мы получаем требуемую оценку

‖𝑣‖𝑊 = ‖𝑣‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) + ‖𝑣′‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶15

(︁
‖𝑣0‖𝐻 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)

)︁
= 𝐶15‖L(𝑣)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)×𝐻
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с некоторой константой 𝐶15.
Для доказательства обратимости отображения L достаточно применить теорему (см [16],

Глава 4, Теорема 1.1). Так как, оператор 𝐷 : 𝑉 → 𝑉 * непрерывен и монотонен, то все условия
теоремы выполнены. Применение теоремы показывает, что для каждого (𝑓, 𝑣0) существует
решение 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), а следовательно, 𝑣 ∈ 𝑊 . Таким образом, оператор L обратим. Пере-
писывая оценку (10) в виде

‖L−1(𝑓, 𝑣0)‖𝑊 6 𝐶10(‖𝑣0‖𝐻 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *))

получаем, что оператор L−1 непрерывен.
2

Из последней леммы следует, что изучение операторного включения (9) эквивалентно ис-
следованию задачи о неподвижной точке следующего включения:

𝑣 ∈ 𝐹 (𝑣), (11)

где 𝐹 :𝑊 →𝑊 и определен:
𝐹 (𝑣) = L−1(K𝛿(𝑣) +Ψ(𝑣)).

5. Разрешимость аппроксимационной задачи

Теорема 3. Операторное включение (11) имеет хотя бы одно решение 𝑣 ∈𝑊 .

Доказательство. Для доказательства данной теоремы рассмотрим семейство аппроксима-
ционных задач:

𝑣′ +𝐷(𝑣)− 𝜆𝐾𝛿(𝑣) ∈ 𝜆Ψ(𝑣), 𝜆 ∈ [0, 1], (12)

или в компактной форме:
𝑣 ∈ 𝐺(𝑣), (13)

где 𝐺(𝑣) = L−1(𝜆K𝛿(𝑣)+𝜆Ψ(𝑣)). Заметим, что данное семейство совпадает с изучаемой зада-
чей (11) при 𝜆 = 1.

Покажем, что определена топологическая степень deg (𝐺, �̄�𝑅, 0) (см. [17]) для многознач-
ного отображения 𝐺 на шаре �̄�𝑅 ⊂𝑊 достаточно большого радиуса 𝑅 и отлична от нуля.

Если 𝑣 ∈ 𝑊 – решение одного из уравнений (12), то в силу оценок (8) и (10) и условий
(Ψ1)− (Ψ4) имеем

||𝑣||𝑊 6 𝐶11||K𝛿(𝑣) + (𝑓, 𝑣0)||𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *)×𝐻 6

6 𝐶11

(︀
||K𝛿(𝑣)||𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ||𝑓 ||𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ||𝑣0||𝐻

)︀
6 𝐶11

(︂
𝐶8

𝛿
+ 𝐶16 + ||𝑣0||𝐻

)︂
.

Выберем 𝑅 > 𝐶11

(︀
𝐶8
𝛿 + 𝐶16 + ||𝑣0||𝐻

)︀
, тогда ни одно решение включения (13) не принадле-

жит границе шара 𝐵𝑅 ⊂ 𝑊. Поэтому отображение 𝐺 : 𝑊 × [0, 1] → 𝑊 определяет гомото-
пию многозначных отображений на 𝐵𝑅. Следовательно, топологическая степень 𝑑𝑒𝑔(𝐺, �̄�𝑅, 0)
определена для каждого значения 𝜆 ∈ [0, 1] и в силу свойства гомотопической инвариантности
степени имеем

𝑑𝑒𝑔(𝐺, �̄�𝑅, 0) = 𝑑𝑒𝑔(𝐹, �̄�𝑅, 0) = 𝑑𝑒𝑔(𝐼, �̄�𝑅, 0) = 1.

так как 0 ∈ 𝐵𝑅. Отличие от нуля степени отображения 𝐹 обеспечивает существование реше-
ния операторного включения (11), a, следовательно, существование решения включения (9) и
аппроксимационной задачи. 2
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Теорема 4. Для любого решения 𝑣𝛿 ∈ 𝑊 , 𝛿 > 0, операторного включения (11) справед-
ливы оценки

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣𝛿(𝑡)‖𝐻 + ‖𝑣𝛿‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) 6 𝐶17

(︀
‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝑣𝛿0‖𝐻

)︀
, (14)

‖𝑣′𝛿‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶18

(︀
1 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝑣𝛿0‖𝐻

)︀2
, (15)

с константами 𝐶17 и 𝐶18, не зависящими от 𝛿.

Доказательство. Пусть 𝑣𝛿 ∈𝑊 решение операторного включения (11), существующего по
предыдущей теореме для некоторого 𝛿 > 0. Повторяя рассуждения доказательства оценки (10)
и используя тот факт, что ⟨𝐾𝛿(𝑣𝛿(𝑡)), 𝑣𝛿(𝑡)⟩ = 0 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], отсюда нетрудно получить
требуемую оценку:

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑣𝛿(𝑡)‖𝐻 + ‖𝑣𝛿‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) 6 𝐶17

(︀
‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝑣𝛿0‖𝐻

)︀
.

Для того, чтобы оценить ‖𝑣′𝛿‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *), воспользуемся равенством 𝑣
′
𝛿 = −𝐷(𝑣𝛿)+𝐾𝛿(𝑣𝛿)+𝑓.

Отсюда
‖𝑣′𝛿‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) ≤ ‖𝐷(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝐾𝛿(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝑓‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *). (16)

Используя непрерывность вложение 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*) ⊂ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑉

*), с помощью неравенства
Коши и оценки ‖𝐷(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶14‖𝑣𝛿‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) получим

‖𝐷(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶14‖𝐷(𝑣𝛿)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶19‖𝑣𝛿‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ), ‖𝑓‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6
√
𝑇‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *).

Кроме того, для ‖𝐾𝛿(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) имеется оценку:

‖𝐾𝛿(𝑣𝛿)‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) 6 𝐶20‖𝑣𝛿‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ).

Подставляя полученные оценки в неравенство (16) и используя оценку (14), получим:

‖𝑣′𝛿‖𝐿1(0,𝑇 ;𝑉 *) ≤ 𝐶19‖𝑣𝛿‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) + 𝐶20‖𝑣𝛿‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) +
√
𝑇‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) 6

6 𝐶21

(︀
1 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 *) + ‖𝑣𝛿0‖𝐻

)︀2
.

2

6. Доказательство теоремы 1

Прежде чем переходить к доказательству теоремы 1 о существовании слабых решений
исходной задачи, сформулируем утверждение о предельном переходе для оператора 𝐾𝛿.

Лемма 5. Если последовательность {𝑣𝑙}∞𝑙=1, 𝑣𝑙 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), удовлетворяет условиям:

𝑣𝑙 ⇀ 𝑣* слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ),

𝑣𝑙 → 𝑣* почти всюду в 𝑄𝑇 ,

𝑣𝑙 → 𝑣* сильно в 𝐿2(𝑄𝑇 ),

тогда

𝐾𝛿(𝑣𝑙) 99K 𝐾(𝑣*) в смысле распределений при 𝑙→∞, 𝛿 → 0.
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Доказательство данной леммы можно найти в [14] (Глава 5, Лемма 5.3).
Итак, докажем теорему 1 о существование решений задачи управления с обратной связью

(1)–(2), (3).
Возьмем произвольную последовательность положительных чисел {𝛿𝑙}∞𝑙=1, 𝛿𝑙 → 0. Для

каждого 𝛿𝑙 известно, что соответствующая аппроксимационная задача (11) имеет, по крайней
мере, одно решение 𝑣𝑙 ∈𝑊.

Из оценки (14) следует, что {𝑣𝑙} ограничена по норме ‖ · ‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑉 ) и ‖ · ‖𝐿∞(0,𝑇,𝐻), а из
оценки (15) последовательность {𝑣′𝑙} ограничена по норме пространства 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑉

*). Тогда,
не уменьшая общности рассуждений, будем полагать что:

𝑣𝑙 ⇀ 𝑣* слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ),

𝑣𝑙 ⇀ *- слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻),

𝑣𝑙 → 𝑣* сильно в 𝐿2(𝑄𝑇 ),

𝑣𝑙 → 𝑣* почти всюду 𝑄𝑇 ,

𝑣′𝑙 ⇀ 𝑣′* в смысле распределений.

Так как оператор 𝐷 слабо непрерывен, то будем полагать, что 𝐷(𝑣𝑙) ⇀ 𝐷(𝑣*)слабо в
𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

*), а следовательно, в смысле распределений со значениями в 𝑉 *.
В силу леммы (5) выполнена следующая сходимость:

𝐾𝛿𝑙(𝑣𝑙) 99K 𝐾(𝑣*) в смысле распределений.

Принимая во внимание оценки (14), (15) и условия (Ψ1)− (Ψ4), без ограничения общности
можем предположить, что существует 𝑓* ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉

*) такое, что 𝑓𝑙 → 𝑓* ∈ Ψ(𝑣*) при 𝑙→∞.
Таким образом, переходя в каждом из членов равенства

𝑣′𝑙 +𝐷(𝑣𝑙)−𝐾𝛿𝑙(𝑣𝑙) = 𝑓𝑙 ∈ Ψ(𝑣𝑙)

к пределу при 𝑙→∞, получим, что предельные функции (𝑣*, 𝑓*) удовлетворяют равенству

𝑣′* +𝐷(𝑣*)−𝐾(𝑣*) = 𝑓* ∈ Ψ(𝑣*),

а также переходя в начальном условии 𝑣𝑙(0) = 𝑣0 к пределу при 𝑙 → ∞, получим что 𝑣*
удовлетворяет начальному условию 𝑣*(0) = 𝑣0.

Следовательно, (𝑣*, 𝑓*) — слабое решение задачи управления с обратной связью (1)–(2),
(3). Заметим, что так как 𝑣* ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ) ∩ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻), то из равенства (5) следует, что
𝑣′* ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝑉

*).

7. Доказательство теоремы 2

Из теоремы 1 получаем, что множество решений непусто. Следовательно, существует ми-
нимизирующая последовательность (𝑣𝑙, 𝑓𝑙) ∈ Σ такая, что

lim
𝑙→∞

Φ(𝑣𝑙, 𝑓𝑙) = inf
(𝑣,𝑓)∈Σ

Φ(𝑣, 𝑓).

Как и ранее при доказательстве теоремы 1 из оценок (14), (15) следует:

𝑣𝑙 ⇀ 𝑣* слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ),

𝑣𝑙 ⇀ *- слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻),

𝑣𝑙 → 𝑣* сильно в 𝐿2(𝑄𝑇 ),

𝑣𝑙 → 𝑣* почти всюду 𝑄𝑇 ,

𝑣′𝑙 ⇀ 𝑣′* в смысле распределений,

𝑓𝑙 → 𝑓* ∈ Ψ(𝑣*) сильно в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*).
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Отсюда аналогично получаем:

𝐷(𝑣𝑙)⇀ 𝐷(𝑣*) слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉
*),

𝐾(𝑣𝑙) 99K 𝐾(𝑣*) в смысле распределений.

Переходя к пределу в соотношении

𝑣′𝑙 +𝐷(𝑣𝑙)−𝐾(𝑣𝑙) = 𝑓𝑙 ∈ Ψ(𝑣𝑙),

получаем что (𝑣*, 𝑓*) ∈ Σ. Поскольку функционал Φ полунепрерывен снизу относительно
слабой топологии, имеем

Φ(𝑣*, 𝑓*) 6 inf
(𝑣,𝑓)∈Σ

Φ(𝑣, 𝑓).

Таким образом, (𝑣*, 𝑓*) — требуемое решение, что и требовалось доказать.
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