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Abstract

In this paper are investigated a polynomial formal group analogues of the operators
introduced by Coleman for the Lubin Tate formal group and the multiplicative formal group.
Explicit constructions of the norm and trace operators for Laurent series are given, their main
propirtes are checked. The eigenvalues and root values of these operators are also studied, and
a homomorphism is constructed that connects the additive structure and the structure of the
formal module on the set of formal power series.
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1. Введение

Зафиксируем простое число 𝑝 и положим 𝐾 = Q𝑝. Пусть 𝐻 его произвольное неразветв-
лённое полное расширение. Обозначим 𝒪𝐾 кольцо целых поля 𝐾 и возьмём в качестве уни-
формизующей 𝑝. Также зафиксируем какое-нибудь его алгебраическое замыкание Ω.

Через F(𝑋,𝑌 ) = 𝑋 +𝐹 𝑌 = 𝑋 + 𝑌 + 𝑎𝑋𝑌 будем обозначать многочленный формальный
групповой закон с параметром 𝑎 ∈ 𝒪×𝐻 . Как известно ([1], [2], [3]), кольцо Z𝑝 вкладывается в
кольцо эндоморфизмов формальной группы F следующим образом:

∀𝑏 ∈ Z𝑝 [𝑏](𝑇 ) ≡ 𝑏𝑇 mod 𝑇 2

Более того для многочленной формальной группы известен (например см. [4]) явный вид:

[𝑏](𝑇 ) =
1

𝑎
((1 + 𝑎𝑇 )𝑏 − 1)

Ядро эндоморфизма умножения на 𝑝𝑛, Ker[𝑝𝑛+1](𝑇 ) обозначим F𝑛. Хорошо известно ([5]), что
F𝑛 имеет естественным образом определенную структуру 𝒪𝐾-модуля.

Определим башню расширений полей 𝐻𝑛 = 𝐻(F𝑛), 𝑛 = 0, 1, ... с соответствующими им
кольцами целых 𝒪𝑛 . Пусть F∞ =

⋃︀
𝑛≥0 F𝑛, 𝐻∞ =

⋃︀
𝑛≥0𝐻𝑛 и F′∞ = F𝑛 ∖ {0}. Обозначим за

𝑣 = (𝑣𝑛) порождающую lim
←−

F𝑛 как 𝒪𝐾−модуля. Через 𝑇𝑚,𝑛 и 𝑁𝑚,𝑛 будем обозначать обычные

след и норму из 𝐻𝑚 в 𝐻𝑛. Также обозначим 𝐼 = 𝒪𝐻 [[𝑇 ]] и ℳ = 𝒪𝐻((𝑇 ))×.
В статье [6] доказана следующая лемма

Лемма 1. Пусть {𝑎}∞𝑖=1 последовательность различных элементов единичного шара 𝐵
′,

такая что
∞∏︀
𝑖=1

𝑎𝑖 = 0, и пусть {𝑔𝑛}∞𝑖=1 последовательность элементов 𝒪[[𝑇 ]]. Тогда, если

lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑎𝑖) = 0 для всех 𝑖 ≥ 1, то lim
𝑛→∞

𝑔𝑛 = 0 в Ω((𝑇 ))1.

И из этой леммы непосредственно следует, так называемый, принцип единственности:

Предложение 1. Если 𝑓 ,𝑔 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )) и 𝑓(𝑢) = 𝑔(𝑢) для всех 𝑢 ∈ F′∞, то 𝑓 = 𝑔.

Доказательство. Это верно, поскольку
∏︀

𝑢∈F′∞

𝑢 = 0. 2

Далее будем обозначать 𝑓𝑝𝑛 = 𝑓 ∘ [𝑝𝑛] и 𝑢𝑓 = 𝑓(𝑇 +𝐹 𝑢) для 𝑢 ∈ F∞, 𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )).

Замечание 1. Следующие факты о многочленных формальных группах считаются из-
вестными, ( см. например[4], [7]) :
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i [𝑝𝑛](𝑇 ) = 1
𝑎((1 + 𝑎𝑇 )𝑝

𝑛 − 1) = 𝐶1
𝑝𝑛𝑇 + 𝐶2

𝑝𝑛𝑎𝑇
2 + ...+ 𝑎𝑝

𝑛−1𝑇 𝑝𝑛

ii 𝑢𝑛 ∈ F𝑛, тогда 𝑢𝑛 = 𝜁𝑛+1−1
𝑎 ∈ p𝑛

iii Логарифм формальной группы log(𝑇 ) =
∞∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑇 𝑖

𝑎𝑖 = 1
𝑎𝐿𝑜𝑔(1 − 𝑎𝑇 )

2. Основная часть

2.1. Оператор следа

В этом разделе мы определим Кольмановский оператор следа для нашего группового за-
кона и проверим, что построенная конструкция будет обладать аналогичными свойствами,
что и классический оператор Кольмана, введённый в [6].

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]] и 𝑢𝑓 = 𝑓 для всех 𝑢 ∈ F0. Тогда найдется единственный
𝑔 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]], такой что 𝑔𝑝 = 𝑓 .

Доказательство. Доказательство леммы полностью аналогично доказательству леммы 3
из [6] если в качестве униформизующей 𝜋 выбрать нашу 𝑝. 2

Определим оператор следа как отображение S : 𝐻((𝑇 )) → 𝐻((𝑇 )), удовлетворяющее
тождеству (S (𝑓))𝑝 =

∑︀
𝑢∈F0

𝑢𝑓 .

Замечание 2. Доказательство следующей теоремы тоже не отличается от доказа-
тельства в классическом случае (𝑎 = 1), но для порядка мы приведём его здесь

Теорема 1. Оператор следа существует и единственен.

Доказательство. Единственность следует из того, что [𝑝] является обратимым рядом в
𝐻[[𝑇 ]].[]
Докажем существование: 1 шаг. 𝑓 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]]. Положим S(𝑓) =

∑︀
𝑢∈F0

𝑢𝑓 . Тогда ясно, что

𝑢S(𝑓) = S(𝑓). Воспользовавшись предыдущей леммой, получаем 𝑔 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]], такой что
𝑔𝑝 = S(𝑓). Это и есть искомый S (𝑓).
2 шаг. 𝑓 ∈ 𝐻[[𝑇 ]]. По построению видно, что S 𝒪𝐻−линеен. Следовательно мы можем рас-
ширить его 𝐻-линейно на 𝐻 ⊗ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]], которое плотно в 𝐻[[𝑇 ]] и поэтому S 𝐻-линейно
расширяется так же и на 𝐻[[𝑇 ]].
3 шаг. 𝑓 ∈ 𝐻((𝑇 )). Пусть 𝑛 наименьшее, такое что 𝑇𝑛𝑓 ∈ 𝐻[[𝑇 ]]. Тогда, очевидно, нужно
положить S (𝑓) = 𝑇−𝑛S ([𝑝]𝑛𝑓). 2

Из доказательства ясно, что оператор S 𝐻-линеен и оставляет инвариантными 𝐻((𝑇 )),
𝒪𝐻 [[𝑇 ]], 𝒪𝐻((𝑇 )). Также необходимо отметить следующее важное свойство построенного опе-
ратора, которое связывает обычный оператор следа с новым:

S (𝑓)(𝑣𝑛) = 𝑇𝑛+1,𝑛(𝑓(𝑣𝑛+1))

для 𝑓 ∈ 𝐻((𝑇 )).
𝑛-кратное применение оператора к 𝑓 ∈ 𝐼 и композиция его с [𝑝𝑛] дает нам:

S 𝑛(𝑓)𝑝𝑛 =
∑︁

𝑢∈F𝑛−1

𝑢𝑓

Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )), тогда

S 𝑛(𝑓) ≡ 0 mod 𝑝𝑛𝒪𝐻((𝑇 ))
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Доказательство. Будем доказывать по индукции, докажем базу 𝑛 = 1, индукционный
переход очевиден.
1 шаг. 𝑓 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]]. В этом случае легко видеть, что

S (𝑓)𝑝(𝑇 ) = S (𝑓)(
1

𝑎
((1 + 𝑎𝑇 )𝑝 − 1)) ≡ S (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) mod 𝑝𝐼

поскольку аргумент это многочлен, все коэффициенты которого, за исключением последнего,
делятся на 𝑝. Далее заметим, что

𝑢𝑓(𝑇 ) = 𝑓(𝑇 +𝐹 𝑢) ≡ 𝑓(𝑇 ) mod p0𝐼

где p0 это максимальный идеал в 𝒪0 (𝑢 ∈ p0). Из этих сравнений можем заключить, что

S (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) ≡ 𝑝𝑓(𝑇 ) ≡ 0 mod p0𝐼

Следовательно S (𝑓)(𝑇 ) ≡ 0 mod 𝑝𝐼, поскольку 𝑎 - обратимый элемент кольца, и коэффици-
енты ряда в левой части равенства лежат в 𝒪𝐻 .
2 шаг. 𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )). Как и в теореме выше найдем такое 𝑛, что 𝑇𝑛𝑓 ∈ 𝒪𝐻 [[𝑇 ]]. Тогда

𝑇𝑛S (𝑓) = S ([𝑝]𝑛𝑓) ≡ 0 mod 𝑝𝐼

поделив на 𝑇𝑛 получаем
S (𝑓) ≡ 0 mod 𝑝𝒪𝐻((𝑇 )).

2

2.2. Оператор нормы

Будем обозначать автоморфизм Фробениуса 𝐻∞ над 𝐾 как 𝜙. Зададим действие 𝜙 на
рядах 𝑓 ∈ 𝐻((𝑇 )) покоэффициентно. Тогда очевидно, что S (𝜙𝑓) = 𝜙S (𝑓).

Теперь по аналогии с оператором следа введем оператор нормы. Будем называть операто-
ром нормы отображение N : 𝒪𝐻((𝑇 )) → 𝒪𝐻((𝑇 )), удовлетворяющее тождеству

N (𝑓)𝑝 =
∏︁
𝑢∈F0

𝑢𝑓

Теорема 3. Оператор нормы N существует и единственен.

Доказательство. Доказательство полностью аналогично доказательству того-же факта
для оператора следа. 2 Отметим важные свойства оператора нормы. Из определения можем
видеть, что отображение N мультипликативно: N (𝑓𝑔) = N (𝑓)N (𝑔). N оставляет инвари-
антным M = 𝒪𝐻((𝑇 ))×, а также 𝐼. Оператор нормы связан с обычной нормой следующим
тождеством: N (𝑓)(𝑣𝑛) = 𝑁𝑛+1,𝑛(𝑓(𝑣𝑛+1)) для 𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )). Для дальнейших рассуждений
важно будет отметить, что порядки полюса (или корня) в точке 0 у рядов 𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 )) и
N (𝑓) совпадают, и что действие 𝜙 коммутирует с N : N (𝜙𝑓) = 𝜙N (𝑓).
Теперь мы докажем техническую лемму, которая будет нам полезна в дальнейшем.

Лемма 3. Пусть 𝑓 ∈ 𝐼 и предположим, что 𝑓𝑝 ∈ 𝑝𝑛𝐼, тогда 𝑓 ∈ 𝑝𝑛𝐼

Доказательство. Докажем по индукции. База 𝑛 = 0 очевидна.
Индукционный переход: пусть утверждение верно для 𝑛 − 1. Положим 𝑔 = 1

𝑝𝑛−1 𝑓 . Тогда по

предположению индукции, так как 𝑓𝑝 ∈ 𝑝𝑛𝐼 ⊂ 𝑝𝑛−1𝐼, то 𝑓 ∈ 𝑝𝑛−1𝐼, следовательно 𝑔 ∈ 𝐼.
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Заметим также, что [𝑝](𝑇 ) ≡ 𝑎𝑝−1𝑇 𝑝 mod 𝑝𝐼 и следовательно 𝑔(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) ≡ 𝑔𝑝(𝑇 ) ≡ 0 mod 𝑝𝐼.
То есть 𝑔 ∈ 𝑝𝐼, а следовательно 𝑓 ∈ 𝑝𝑛𝐼

2

В следующей теореме будет важно какой мы выбрали параметр 𝑎 нашей формальной
группы. Обозначим группу всех единиц кольца целых 𝑈 = 𝒪×𝐻 и группу 𝑛-ых главных единиц
𝑈𝑛 = 1 + 𝑝𝑛𝒪𝐻 .

Теорема 4. i Пусть 𝑓 ∈ 1 + 𝑝𝑖𝐼, где 𝑖 ≥ 1, и параметр формальной группы 𝑎 ∈ 𝑈 ,
тогда

N (𝑓) ≡ 1 mod 𝑝𝑖+1𝐼

ii Пусть 𝑔 ∈ M и параметр формальной группы 𝑎 ∈ 𝑈 , тогда

N (𝑔)(𝑎𝑝−1𝑇 )

𝜙𝑔(𝑇 )
≡ 1 mod 𝑝𝐼

iii Пусть 𝑔 ∈ M и параметр формальной группы 𝑎 ∈ 𝑈1, тогда

N 𝑖(𝑔)

𝜙N 𝑖−1(𝑔)
≡ 1 mod 𝑝𝑖𝐼

Доказательство.

i Заметим, что

𝑢𝑓 = 𝑓(𝑇 +𝐹 𝑢) = 𝑓(𝑇 + 𝑢+ 𝑎𝑇𝑢) ≡ 𝑓(𝑇 ) mod 𝑝𝑖p0𝐼

для 𝑢 ∈ F0, и следовательно
∏︀

𝑢∈F0

𝑢𝑓 ≡ 𝑓𝑝 ≡ 1 mod 𝑝𝑖+1𝐼, поскольку 𝑓 ∈ 1 + 𝑝𝑖𝐼. Тогда

имеем
N (𝑓)𝑝 =

∏︁
𝑢∈F0

𝑢𝑓 ≡ 1 mod 𝑝𝑖+1𝐼

И остается воспользоваться леммой 3.

ii Сначала докажем для 𝑓 ∈ 𝐼 ∩ M . Для начала заметим, что

N (𝑓)𝑝(𝑇 ) ≡ N (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) mod 𝑝𝐼

а также 𝑢𝑓 ≡ 𝑓 mod 𝑝𝐼, поэтому

N (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) ≡ N (𝑓)(𝑇 )𝑝 ≡ 𝑓(𝑇 )𝑝 ≡ 𝜙𝑓(𝑇 𝑝) mod 𝑝𝐼

теперь поделим на 𝜙𝑓 , сделаем замену переменной и получим

N (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 )

𝜙𝑓(𝑇 )
≡ 1 mod 𝑝𝐼

Теперь несложно доказать это для любого 𝑓 ∈ M , поскольку либо 𝑓 , либо 𝑓−1 лежат
в 𝐼, а также N (𝑓) имеет в нуле тот же порядок полюса, что и 𝑓 , поэтому дробь будет
всегда элементом 𝐼.

iii Тут мы предполагаем, что параметр многочленной формальной группы 𝑎 лежит в группе
первых главных единиц. То есть 𝑎 = 1 + 𝑝𝜖, где 𝜖 ∈ 𝒪𝐻 . Тогда

N (𝑓)(𝑎𝑝−1𝑇 𝑝) ≡ N (𝑓)((1 + 𝑝𝜖)𝑝−1𝑇 𝑝) ≡ N (𝑓)(𝑇 𝑝)
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Дальше как и в пункте (ii) поделим на 𝜙𝑓 и проведём те же рассуждения. В итоге
получим:

N (𝑓)

𝜙𝑓
≡ 1 mod 𝑝𝐼

Теперь применим 𝑖−1 раз тождество из пункта (i), воспользуемся мультипликативностью
N и тем самым получим требуемое утверждение.

2

2.3. Собственные числа и функции операторов N и S

Интересно заняться задачей поиска собственных значений и функций только что постро-
енных нами операторов, а также операторов 𝜙−1N и 𝜙−1S .
Будем считать что наши операторы действуют из 𝐼 в 𝐼, если не оговорено противное. Для
начала введём некоторые обозначения. M 𝜙

N и M 𝜙
S будем обозначать собственные функции

операторов 𝜙−1N и 𝜙−1S соответственно.
Сначала будем работать с операторами 𝜙−1N и 𝜙−1S и покажем как можно строить для них
собственные функции. Начнем с оператора 𝜙−1N .
Обозначим 𝑐 = 𝑎1−𝑝 и возьмем 𝑓 ∈ M и воспользуемся вторым пунктом теоремы 4:

𝜙−1N (𝑓)(𝑇 ) = 𝑓(𝑐𝑇 )(1 + 𝑝𝑘1)

для некоторого 𝑘1 ∈ 𝐼
Далее применим оператор N и 𝜙−1 к обеим частям равенства и воспользуемся первым и
вторым утверждениями теоремы 4:

𝜙−2N 2(𝑓)(𝑇 ) = 𝑓(𝑐2𝑇 )(1 + 𝑝𝑘′1)(1 + 𝑝2𝑘2)

для некоторых 𝑘′1, 𝑘2 ∈ 𝐼
Продолжим этот процесс и перейдем к пределу, тогда бесконечное произведение в правой
части сойдется, а также существует lim

𝑛→∞
𝑐𝑛 = 𝑠, потому что 𝑐- единица.

Обозначим этот предел
N∞(𝑓) = lim

𝑛→∞
𝜙−𝑛N 𝑛(𝑓)

Ясно что построеноое отображение является мультипликативным:

N∞(𝑓𝑔) = N∞(𝑓)N∞(𝑔)

Как видно из построения N∞(𝑓) обладает следующими замечательными свойствами, во пер-
вых:

N (N∞(𝑓)) = 𝜙N∞(𝑓)

и во вторых
N∞(𝑓)

𝑓(𝑠𝑇 )
≡ 1 mod 𝑝𝐼

Тем самым мы получили

Предложение 2. N∞(𝑓) ∈ M 𝜙
N , то есть N∞(𝑓) является собственной функцией опе-

ратора 𝜙−1N с собственным числом 1.

Множества собственных функций с собственным числом 1 для операторов 𝜙−1N и 𝜙−1S
тесным образом связаны, а именно:
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Предложение 3. M 1𝜙
S = 𝐿𝑜𝑔(M 1𝜙

N ), где 𝐿𝑜𝑔 - это обычный логарифмический ряд (не
логарифм формальной группы), и ряды берутся из 𝐻((𝑇 ))

Доказательство. Для начала заметим, что оператор нормы и следа связаны следующим
соотношением:

𝐿𝑜𝑔(N (𝑓)) = S (𝐿𝑜𝑔(𝑓))

Докажем включение в одну сторону:
Пусть

N (𝑓) = 𝜙𝑓

Подействуем логарифмом и получим:

S (𝐿𝑜𝑔(𝑓)) = 𝐿𝑜𝑔(N (𝑓)) = 𝐿𝑜𝑔(𝜙𝑓) = 𝜙𝐿𝑜𝑔(𝑓)

Для доказательство включения в другую сторону достаточно подействавать 𝐿𝑜𝑔−1 на соот-
ветствующее тождество для оператора S 2 Более того легко увидеть, что 𝐿𝑜𝑔 устанавливает
гомоморфизм между этими множествами.
Теперь выясним какие собственные числа и корневые значения могут быть у операторов S
и 𝜙−1N . И будем рассматривать их только из 𝐻, но если нас заинтересуют с.ч. и корневые
значения из 𝐻∞, то утверждение и доказательство следующей теоремы практически не поме-
няются, только 𝒪𝐻 заменится на 𝒪𝐻∞ и в доказательствах последних двух пункотв придется
более аккуратно оценивать нормирования.

Теорема 5. i Собственные числа оператора S : 𝒪𝐻((𝑇 )) → 𝒪𝐻((𝑇 )) лежат в 𝑝𝒪𝐻 .

ii Пусть 𝑎 ∈ 𝑈1, тогда собственные числа оператора 𝜙
−1N : 𝐼 → 𝐼 лежат в 1 + 𝑝𝒪𝐻 .

iii 𝑛-ые корневые значения оператора S : 𝒪𝐻((𝑇 )) → 𝒪𝐻((𝑇 )) лежат в 𝑝𝒪𝐻

iv Пусть 𝑎 ∈ 𝑈1, тогда 𝑛-ые корневые значения оператора 𝜙
−1N : 𝐼 → 𝐼 лежат в 1+𝑝𝒪𝐻

Доказательство.

i Пусть
S (𝑓) = 𝑏𝑓

где 𝑏 ∈ 𝐻, тогда применим к этому равенству 𝑛 раз оператор S и воспользуемся теоре-
мой 2:

𝑏𝑛𝑓 = S 𝑛(𝑓) ≡ 0 mod 𝑝𝑛𝒪𝐻((𝑇 ))

Тогда если 𝑏 /∈ 𝑝𝒪𝐻 , то левая часть равенства с ростом 𝑛 убывает медленнее чем правая,
чего не может быть, поэтому 𝑏 ∈ 𝑝𝒪𝐻

ii Пусть
N (𝑓) = 𝑏𝜙𝑓

где 𝑏 ∈ 𝒪𝐻 , тогда по пункту (iii) теоремы 4 при 𝑖 = 1 имеем:

𝑏𝜙𝑓 = N (𝑓) = 𝜙𝑓(1 + 𝑝𝑘)

где 𝑘 ∈ 𝐼. Следовательно 1 + 𝑝𝑘 = 𝑏, то есть 𝑘 является константой, причем из 𝒪𝐻 что
и доказывает наше утверждение.
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iii Пусть b является корневым значением нашего оператора, тогда для некоторой

𝑓 ∈ 𝒪𝐻((𝑇 ))

можем записать
(S − 𝑏ℐ)𝑛𝑓 = 0

где ℐ тождественный оператор. Тогда распишем это равенство по биному Ньютона:

S 𝑛 − 𝑛𝑏S 𝑛−1𝑓 + ...± 𝑛𝑏𝑛−1S 𝑓 ∓ 𝑏𝑛𝑓 = 0

Тогда все слагаемые кроме последнего лежат в 𝑝𝒪𝐻((𝑇 )). Как и в предыдущих пунктах
по линейности наших операторов не умаляя общности можем считать что 𝑓 /∈ 𝑝𝒪𝐻((𝑇 )).
Поэтому 𝑏𝑛 ∈ 𝑝𝒪𝐻 а из этого уже следует, что и 𝑏 ∈ 𝑝𝒪𝐻 .

iv Аналогично как в предыдущем пункте запишем всё то же самое для оператора 𝜙−1N :

(𝜙−1N − 𝑏ℐ)𝑛𝑓 = 0

Снова распишем это через бином Ньютона

𝜙−𝑛N 𝑛𝑓 − 𝑛𝑏𝜙𝑛−1N 𝑛−1𝑓 + ...± 𝑛𝑏𝑛−1𝜙−1N 𝑓 ∓ 𝑏𝑛𝑓 = 0

Заметим, что 𝜙−𝑚N 𝑚 = 𝑓 · (1 + 𝑝𝑘𝑚), где 𝑘𝑚 ∈ 𝐼. Это следует из пунктов 3 и 1 теоремы
4. Поэтому можем написать

(1 + 𝑝𝑘1)𝑓 − 𝑛𝑏(1 + 𝑝𝑘2)𝑓 + ...± 𝑛𝑏𝑛−1(1 + 𝑝𝑘𝑛−1)𝑓 ∓ 𝑏𝑛𝑓 = 0

Теперь сократим на 𝑓 и рассмотрим значения по модулю 𝑝𝐼:

𝐶0
𝑛 − 𝐶1

𝑛𝑏+ 𝐶2
𝑛𝑏

2 + ...± 𝐶𝑛
𝑛𝑏

𝑛 ≡ 0 mod 𝑝𝐼

(1 − 𝑏)𝑛 ≡ 0 mod 𝑝𝐼

а из этого уже следует, что 𝑏 ∈ 1 + 𝑝𝒪𝐻 .

2

2.4. Гомоморфизм Θ

Далее будем считать что параметр нашей формальной группы 𝑎 ∈ 𝑈1. Обозначим M мак-
симальный идеал 𝐼, порожденный 𝑝𝒪𝐻 [[𝑇 ]] и 𝑇𝒪𝐻 [[𝑇 ]]. Зададим на нём операцию сложения
при помощи формального группового закона: 𝑎+𝐹 𝑏, для 𝑎, 𝑏 ∈ M и будем обозначать множе-
ство M с этой структурой как F(M). Наша цель построить гомоморфизм из F(M) в 𝐼 хорошо
согласованный с их структурами.

Лемма 4. Пусть 𝑖 ≥ 1, 𝑔, ℎ ∈ 𝐼, ℎ удовлетворяет условию

ℎ(𝑇 ) ≡ 𝑇 𝑝 mod 𝑝𝒪𝐻

i тогда
[𝑝𝑖] ∘ 𝑔 ≡ [𝑝𝑖−1] ∘ 𝜙𝑔 ∘ ℎ mod 𝑝𝑖𝒪𝐻

ii Если параметр формальной группы 𝑎 ∈ 𝑈 , то в этом случае

[𝑝𝑖] ∘ 𝑔 ≡ [𝑝𝑖−1] ∘ 𝑎𝑝−1𝜙𝑔 ∘ ℎ mod 𝑝𝑖𝒪𝐻
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Доказательство. Сначала докажем пункт (ii), из него простыми рассуждениями получим
пункт (i).
Будем доказывать по индукции. База 𝑖 = 1
Несложная цепочка сравнений дает требуемое утверждение:

[𝑝] ∘ 𝑔 ≡ 𝑎𝑝−1𝑔𝑝 ≡ 𝑎𝑝−1𝜙𝑔(𝑇 𝑝) ≡ 𝑎𝑝−1𝜙𝑔 ∘ ℎ mod 𝑝𝒪𝐻

Индукционный переход 𝑖→ 𝑖+ 1.
Обозначим

𝐴 = [𝑝𝑖−1] ∘ 𝑎𝑝−1𝜙𝑔 ∘ ℎ

Запишем [𝑝] в виде [𝑝](𝑇 ) = 𝑇 𝑝𝑎𝑝−1 + 𝑝𝑘2(T)
Напишем индукционное предположение:

[𝑝𝑖] ∘ 𝑔 = [𝑝𝑖−1] ∘ (𝑎𝑝−1𝜙𝑔) ∘ ℎ+ 𝑝𝑖𝑘1

И снова напишем цепочку очевидных сравнений из которой всё будет следовать:

[𝑝𝑖+1] ∘ 𝑔 = [𝑝] ∘ ([𝑝𝑖] ∘ 𝑔) = (𝐴+ 𝑝𝑖𝑘1)
𝑝𝑎𝑝−1 + 𝑝𝑘2(𝐴+ 𝑝𝑖𝑘1) ≡

≡ 𝐴𝑝𝑎𝑝−1 + 𝑝𝑘2(𝐴) ≡ [𝑝](𝐴) = [𝑝𝑖] ∘ 𝑎𝑝−1𝜙𝑔 ∘ ℎ mod 𝑝𝑖+1𝒪𝐻

В случае пункта (i) 𝑎 ∈ 𝑈1, поэтому 𝑎 ≡ 1 mod 𝑝𝒪𝐻 , отсюда тривиально следует требуемое
утверждение. 2 Теперь определим отображение Θ : 𝐼 → 𝐼 следующим образом:

Θ(𝑓) = log(𝑓) − 𝜙 log(𝑓 ∘ [𝑝])

𝑝

Теорема 6. Θ является корректно определённым отображением. Более того, если Θ
сузить на F(M), то Θ будет гомоморфизмом

Θ : F(M) → 𝐴

где 𝐴 =
{︀
𝑓 ∈ 𝐼 : 𝑓(0) ∈ 𝒪𝐻 ,

𝑑
𝑑𝑇 (𝑓)(0) ∈ (1 − 𝜙)𝒪𝐻

}︀
, в случае 𝑝 ̸= 2

и 𝐴 =
{︀
𝑓 ∈ 𝐼 : 𝑓(0) ∈ (1 − 𝜙)𝒪𝐻 + 𝑝𝒪𝐻 ,

𝑑
𝑑𝑇 (𝑓)(0) ∈ (1 − 𝜙)𝒪𝐻

}︀
иначе.

Доказательство. Докажем для случая 𝑝 ̸= 2. Случай 𝑝 = 2 рассматривается аналогично,
более подробно он разобран в [6].
Известно ([7]) что логарифм формальной группы выражается следующим образом:

log = lim
𝑛→∞

[𝑝𝑛]

𝑝𝑛

Тогда

log ∘𝑔 − log ∘𝜙𝑔 ∘ [𝑝]

𝑝
= lim

𝑛→∞
(
[𝑝𝑛+1] ∘ 𝑔 − [𝑝𝑛] ∘ 𝜙𝑔 ∘ [𝑝]

𝑝𝑛+1
)

Как видно из леммы 4 выражение под знаком предела лежит в 𝐼, следовательно и сам предел
там содержится. Этим мы доказали корректность Θ.
Проверим что в случае, когда область определения это F(M), Θ будет гомоморфизмом.

Θ(𝑓 +𝐹 𝑔) = log(𝑓 +𝐹 𝑔) − 𝜙 log((𝑓 +𝐹 𝑔) ∘ [𝑝])

𝑝
=

= log(𝑓) + log(𝑔) − 𝜙 log(𝑓 ∘ [𝑝])

𝑝
− 𝜙 log(𝑔 ∘ [𝑝])

𝑝
= Θ(𝑓) + Θ(𝑔)
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Теперь проверим, что Θ действует в точности в множество 𝐴.
В F(M) содержатся ряды вида 𝑝𝑘1(𝑇 ) + 𝑇𝑘2(𝑇 ), где 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐼. Докажем, что Θ(𝑓)(0) ∈ 𝒪𝐻 .
Очевидно, что достаточно доказать это только для рядов 𝑓 вида 𝑓 = 𝑝𝑘1(𝑇 ).

Θ(𝑝𝑘1)(0) = log(𝑝𝑘1(0)) − 𝜙 log(𝑝𝑘1(0))

𝑝

Аргументы обоих логарифмов лежат в максимальном идеале, и расписав логарифм в ряд и
подставив аргумент с нормированием не меньшим единицы, мы получим значение с нормиро-
ванием тоже не меньшим единицы, поэтому оба слагаемых лежат в 𝒪𝐻 . Осталось проверить,
что производные имеют нужный вид.:

𝑑

𝑑𝑇
Θ(𝑓)(0) = 𝑓 ′(0) log′(0) − 𝜙(log′(0)𝑓 ′(0)[𝑝]′(0))

𝑝
= 𝑓 ′(0) log′(0) − 𝜙(𝑓 ′(0) log′(0))

2

3. Заключение

В настоящей работе получено обобщение операторов следа и нормы для рядов Лорана,
введённых Кольманом в статье [6]. Оказалось, что для построенных обобщенных операто-
ров остаются верными многие результаты из [6], правда для некоторых из них требуются
дополнительные условия на значения параметра многочленной формальной группы. Исполь-
зуя аналогичные результаты из [6], Кольман в своей работе [8] получает явную формулу для
классического символа Гильберта (для круговых расширений Q𝑝). Ожидается, что используя
полученные результаты будет возможно получить аналогичные формулы для обобщенных
символов Гильберта для формальных групп.

В разделе 2.3 ставится задача об отыскании собственных чисел и собственных функций
операторов N , S , 𝜙−1N и 𝜙−1S . Оказалось, что мы можем переводить собственные функ-
ции с собственным числом 1 оператора 𝜙−1N в собственные функции оператора 𝜙−1S и
наоборот при помощи логарифмирования и экспоненцирования соответственно. Так же уда-
лось доказать вложения множеств собственных чисел и корневых значений операторов S
и 𝜙−1N в 𝑝𝒪𝐻 и 1 + 𝑝𝒪𝐻 соответственно. Но остаётся открытым вопрос, все ли элементы
этих множеств реализуются в качестве собственных и корневых значений соответствующих
операторов.

В последней части статьи строится гомоморфизм

Θ : F(M) → 𝐴

согласованный со структурой формального модуля на F. Его значение в том что используя
аналогичный гомоморфизм Кольман в своей статье [8] получает явную формулу символа
Гильберта. Также в его работе [9] активно используются классические операторы N , S и
гомоморфизм Θ. Поэтому важно было отметить что данная конструкция переносится и на
случай многочленных формальных групп для, возможно, получения аналогичных формул
для обобщенных символов Гильберта.
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