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Аннотация

В статье дан новый вариант метода Адамара в теории 𝐿-функций Дирихле. Доказано
этим методом отсутствие нулей 𝐿-функций на единичной прямой. Показано, что метод
Адамара позволяет получить результаты, которые по точности соответствуют результа-
там Валле-Пуссена в асимптотическом законе распределения простых чисел. Тем самым
расширены возможности метода Адамара. Получены новые оценки дзетовой суммы, скру-
ченной с характером Дирихле по модулю, равному степени нечётного простого числа,
что позволяет получить современную границу нулей для соответствующей 𝐿-функции Ди-
рихле.
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Abstract

In the paper a new version of the Hadamard’s method in the theory of Dirichlet’s 𝐿-functions
is given. We prove of this method of the absence of the 𝐿-functions zeroes on the unit line. We
show that the Hadamard’s method allow to get results, which on the accuracy correspond to the
Vallee Poussin results in the asymptotical law of the distribution of primes. Of this we extend
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1. Введение

В настоящей статье дан вывод современной границы нулей 𝐿—функций Дирихле на основе
метода, представляющего собой вариант метода Адамара [3] для дзета-функции Римана (см.
[22, 23]).

В изложении Титчмарша [9] метод Адамара состоит в следующем. Простой полюс функции
𝜁(𝑠), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, в точке 𝑠 = 1 при 𝜎 → 1 + 0 даёт асимптотическое равенство

ln 𝜁(𝜎) ∼
∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎
∼ ln

1

𝜎 − 1
,

2The work was performed at the faculty of Mechanics and mathematics of Lomonosov Moscow state University.
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где 𝑝 пробегает все простые числа натурального ряда чисел.
Допущение наличия нуля 𝑠 = 1 + 𝑖𝑡0 дзета-функции Римана на единичной прямой при

𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡0, 𝜎 → 1 + 0, приводит к соотношению∑︁
𝑝

cos (𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎
∼ ln |𝜁(𝑠)| ∼ ln (𝜎 − 1) ∼

∑︁
𝑝

−1

𝑝𝜎
.

Далее имеем

ln |𝜁(𝜎 + 2𝑖𝑡0)| ∼
∑︁
𝑝

cos (2𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎
∼
∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎
∼ ln

1

𝜎 − 1
.

Это означает, что точка 𝑠 = 1 + 2𝑖𝑡0 является полюсом функции 𝜁(𝑠), но это не так. Следова-
тельно, допущение, что 𝜁(1 + 𝑖𝑡0) = 0 не имеет места.

Другой вариант метода Адамара дал Аткинсон (см.[9]). Допустим, как и прежде, что
𝑠 = 1 + 𝑖𝑡0 — нуль функции 𝜁(𝑠), и пусть

𝑃 =
∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎
, 𝑆 =

∑︁
𝑝

cos (𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎
, 𝑄 =

∑︁
𝑝

cos (2𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎
.

Тогда при 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡0, 𝜎 → 1 + 0, имеем

𝑃 ∼ ln (𝜎 − 1), 𝑆 ∼ ln (1/(𝜎 − 1)).

Используя неравенство Коши, находим

𝑃 2 =

(︃∑︁
𝑝

cos (𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎

)︃2

=

(︃∑︁
𝑝

cos (𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎/2
1

𝑝𝜎/2

)︃2

≤

≤
∑︁
𝑝

cos2 (𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎

∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎
=

1

2

∑︁
𝑝

1 + cos (2𝑡0 ln 𝑝)

𝑝𝜎

∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎
=

1

2
(𝑆 +𝑄)𝑆,

т.е.

𝑄 ≥ 2𝑃 2

𝑆
− 𝑆 ∼ ln

1

𝜎 − 1
.

Правая часть последнего выражения стремится к бесконечности при 𝜎 → 1 + 0. Это означает,
что точка 𝑠 = 1 + 2𝑖𝑡0 является полюсом функции 𝜁(𝑠), но это не так.

2. §1. Отсутствие нулей 𝐿-функции Дирихле на единичной пря-
мой

Здесь мы даём новый вариант метода Адамара в применении к 𝐿-функциям Дирихле.

Теорема 1. Пусть 𝑞 > 1 — натуральное число, 𝜒 — комплексный характер Дирихле по

модулю 𝑞. Тогда 𝐿-функция Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒) =
∞∑︀
𝑛=1

𝜒(𝑛)𝑛−𝑠 не обращается в нуль на прямой

Re𝑠 = 1.

Доказательство. Пусть 𝜌 = 1 + 𝑖𝑡0 — нуль 𝐿(𝑠, 𝜒), т.е. 𝐿(𝜌, 𝜒) = 0, тогда он простой.
Предположим противное. Пусть кратность нуля равна 𝑘 ≥ 2. Возьмём точку 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡0, 𝜎 > 1.
Тогда при 𝜎 → 1 + 0 имеем

−𝐿
′(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠, 𝜒)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜒(𝑛)Λ(𝑛)

𝑛𝑠
= − 𝑘

𝜎 − 1
+𝑂(1),
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и для главного характера 𝜒0 по модулю 𝑞 при 𝜎 > 1 получим

𝐿(𝑠, 𝜒0) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜒0(𝑛)𝑛−𝑠 = 𝜁(𝑠)
∏︁
𝑝|𝑞

(1 − 𝑝−𝑠), −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
=

1

𝜎 − 1
+𝑂(1).

Далее находим

𝛿 =

∞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

Λ(𝑛)

𝑛𝜎
(︀
1 + Re(𝜒(𝑛)𝑛𝑖𝑡0)

)︀
≥ 0,

и при 𝜎 → 1 + 0 получим

𝛿 = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
−𝐿

′(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠, 𝜒)

}︂
=

1 − 𝑘

𝜎 − 1
+𝑂(1) → −∞.

Это противоречие показывает, что 𝑘 ≤ 1.

Предположим, как и раньше, что 𝐿(1 + 𝑖𝑡0, 𝜒) = 0, и пусть 𝜒(𝑛)𝑛𝑖𝑡0 = 𝑒𝑖𝜙. Тогда находим

Δ = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
𝐿′(𝜎 + 2𝑖𝑡0, 𝜒

2)

𝐿(𝜎 + 2𝑖𝑡0, 𝜒2)

}︂
=

∞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

Λ(𝑛)

𝑛𝜎
(1 − cos 2𝜙) ≥ 0,

Оценим Δ при 𝜎 → 1 + 0. Получим

Δ = 2
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)

𝑛𝜎
(1 − cos𝜙) (1 + cos𝜙) ≤

≤ 4
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)

𝑛𝜎
(1 + cos𝜙) = 4𝛿 = 𝑂(1).

Это означает, что 𝐿(𝑠, 𝜒) имеет полюс в точке 1 + 2𝑖𝑡0. Данное утверждение противоречит
тому факту, что 𝐿(𝑠, 𝜒) является аналитической функцией при Re𝑠 > 0.

Теорема доказана. 2

3. §2. Отсутствие нулей 𝐿-функции Дирихле в окрестности еди-
ничной прямой

Итак, для любого 𝜎 > 1 и для любого 𝑡 ∈ R установлено неравенство Δ ≤ 4𝛿, где 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡,

𝛿 = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
−𝐿

′(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠, 𝜒)

}︂
,

Δ = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
𝐿′(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

𝐿(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

}︂
.

Отсюда находим

0 ≤ 4𝛿 − Δ = 3

{︂
−𝐿

′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)

}︂
+ 4Re

{︂
−𝐿

′(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒0)

𝐿(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒0)

}︂
+ Re

{︂
−𝐿

′(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

𝐿(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

}︂
.

Стандартным образом из последнего неравенства выводим следующее утверждение.



286 О. В. Колпакова, О. В. Попов, В. Н. Чубариков

Теорема 2. Пусть 𝜒 — примитивный комплексный характер по модулю 𝑞 и 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾,
𝛾 ̸= 0, — нуль 𝐿(𝑠, 𝜒). Тогда

Re𝜌 = 𝛽 ≥ 1 − 𝑐

log {𝑞(|𝛾| + 2)}
,

где 𝑐 > 0 — некоторая постоянная.
Пусть 𝜒 — примитивный действительный характер по модулю 𝑞 и 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾, 𝛾 ̸= 0, —

нуль 𝐿(𝑠, 𝜒). Тогда найдется абсолютная положительная постоянная 𝑐′ такая, что при
|𝛾| ≥ 1/(𝑐′ℒ) имеем

𝛽 ≤ 1

21𝑐′ℒ
.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай комплексного характера 𝜒, т.е. 𝜒2 ̸= 𝜒0.
Находим

−𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
= −𝜁

′(𝜎)

𝜁(𝜎)
+
∑︁
𝑝|𝑞

𝑝−𝑠 log 𝑝

1 − 𝑝−𝑠
=

1

𝑠− 1
+𝑅1, |𝑅1| ≤ log (𝑒𝑞),

Re

{︂
−𝐿

′(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠, 𝜒)

}︂
= −Re

1

𝑠− 𝜌
+𝑅2, |𝑅2| ≤ 𝑐1 log {𝑞(|𝑡| + 2)},

где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нуль 𝐿(𝑠, 𝜒),

Re

{︂
−𝐿

′(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

𝐿(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒2)

}︂
= 𝑅3, |𝑅3| ≤ 𝑐2 log {𝑞(|𝑡| + 2)}.

Далее получим

0 ≤ 4𝛿 − Δ ≤ 3

𝜎 − 1
− Re

4

𝑠− 𝜌
+ 𝑐3 log {𝑞(|𝑡| + 2)}.

Положим |𝑡| = 𝛾, 𝜎 = 1 + 1
2ℒ ,ℒ = log {𝑞(𝛾 + 2)}. Тогда для границы нулей 𝐿(𝑠, 𝜒) находим

𝛽 ≤ 1 − 1

14𝑐3ℒ
.

Пусть теперь 𝜒 — действительный примитивный характер по модулю 𝑞, т.е. 𝜒2 = 𝜒0. Тогда,
взяв 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нуль 𝐿(𝑠, 𝜒) и положив 𝑡 = 𝛾, имеем

Δ = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
𝐿′(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒0)

𝐿(𝜎 + 2𝑖𝑡, 𝜒0)

}︂
=

= −𝜁
′(𝜎)

𝜁(𝜎)
+ Re

𝜁 ′(𝜎 + 2𝑖𝑡)

𝜁(𝜎 + 2𝑖𝑡)
+
∑︁
𝑝|𝑞

𝑝−𝜎 log 𝑝

1 − 𝑝−𝜎
− Re

∑︁
𝑝|𝑞

𝑝−𝜎−2𝑖𝑡 log 𝑝

1 − 𝑝−𝜎−2𝑖𝑡
=

=
1

𝜎 − 1
− Re

1

𝜎 − 1 + 2𝑖𝑡
+ 2𝜃2 log (𝑒𝑞), |𝜃2| ≤ 1,

𝛿 = −𝐿
′(𝜎, 𝜒0)

𝐿(𝜎, 𝜒0)
+ Re

{︂
−𝐿

′(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠, 𝜒)

}︂
=

=
1

𝜎 − 1
+

1

𝜎 − 𝛽
+𝑅4, |𝑅4| ≤ 𝑐4 log (𝑞(𝛾 + 2)).

Следовательно,

0 ≤ 4𝛿 − Δ ≤ 3

𝜎 − 1
− 4

𝜎 − 𝛽
+ Re

1

𝜎 − 1 + 2𝑖𝛾
+ 𝑐5 log {𝑞(𝛾 + 2)}.



Об одном варианте метода Адамара в теории 𝐿-функций Дирихле 287

Отсюда находим

3

𝜎 − 1
− 4

𝜎 − 𝛽
+

𝜎 − 1

(𝜎 − 1)2 + 4𝛾2
+ 𝑐5 log {𝑞(𝛾 + 2)} ≥ 0.

Положим 𝜎 = 1 + 1
𝑐5ℒ и предположим, что 𝛾 ≥ 1

𝑐5ℒ . Тогда из предыдущего неравенства имеем

4

𝜎 − 𝛽
≤ 3𝑐5ℒ +

𝑐5ℒ
5

+ 𝑐5ℒ =
21𝑐5ℒ

5
.

Стало быть,

𝛽 ≤ 1 − 1

21𝑐5ℒ
.

Теорема 2 доказана. 2

4. §3. Дзетовая сумма, скрученная с характером Дирихле по мо-
дулю, равному степени простого числа

Пусть 𝑛,𝑁 ≥ 2 — натуральные числа, 𝑝 — нечётное простое число, 𝑞 = 𝑝𝑛, 𝜏 = |𝑡| + 2,
𝑁 𝑟 = 𝑞𝜏 , 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛/2, 𝜒 — примитивный характер Дирихле по модулю 𝑞.

Дзетовой суммой, скрученной с характером Дирихле по модулю 𝑞 = 𝑝𝑛, равному степени
нечётного простого числа, назовём сумму вида

𝑆 = 𝑆(𝑁 ; 𝑡, 𝜒) =
∑︁
𝑚≤𝑁

𝜒(𝑚)𝑚𝑖𝑡.

Теорема 3. Пусть 𝑆 — дзетовая сумма, скрученная с характером Дирихле по модулю
𝑞 = 𝑝𝑛, равному степени нечётного простого числа. Тогда

|𝑆| ≪ 𝑁1− 𝛾

𝑟2 ,

где постоянные 𝛾 и в знаке ≪ — абсолютные.

Лемма 1. Пусть 𝑛, 𝑠 ≤ 𝑛 − 1 — натуральные числа, 𝜒 — примитивный характер по
модулю 𝑝𝑛. Тогда при некотором (𝜆, 𝑝) = 1 справедливо равенство

𝜒(1 + 𝑝𝑠+1𝑚*𝑥𝑦) = exp

(︂
2𝜋𝑖𝜆Φ(𝑝𝑠+1𝑚*𝑥𝑦)

𝑝𝑛−𝑠−1

)︂
,

где

Φ(𝑝𝑠+1𝑚*𝑥𝑦) = 𝑥𝑦 +
∞∑︁
𝜇=2

𝑎𝜇𝑝
(𝑠+1)(𝜇−1)(𝑚*𝑥𝑦)𝜇,

причём
𝑎𝜇 = (−1)𝜇−1𝑝−𝜏𝜇*1, 𝜇 = 𝑝𝜏𝜇1, (𝜇1, 𝑝) = 1, 𝜇1𝜇

*
1 ≡ 1 (mod 𝑝𝑛−𝑠−1).

Доказательство. см. [24],[27].

Лемма 2. Пусть 𝑙 ≥ 0 — целое число, 𝑛 ≥ 2 — натуральное число, 𝑃 > 1. Тогда при
𝑘 ≥ 𝑛𝑙 для величины

𝐽 = 𝐽(𝑃 ; 𝑘, 𝑛) =

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

|𝑇 (𝛼𝑛, . . . , 𝛼1)|2𝑘 𝑑𝛼𝑛 . . . 𝑑𝛼1,
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где
𝑇 (𝛼̄) = 𝑇 (𝛼𝑛 . . . , 𝛼1) =

∑︁
𝑥≤𝑃

𝑒2𝜋𝑖(𝛼𝑛𝑥𝑛+···+𝛼1𝑥),

справедлива оценка
𝐽 ≤ 𝐷(𝑙)𝑃 2𝑘−0,5𝑛(𝑛+1)+𝛿(𝑙),

где

𝛿(𝑙) = 0, 5𝑛(𝑛+ 1)

(︂
1 − 1

𝑛

)︂𝑙

, 𝐷(𝑙) = 𝑘𝑛𝑙𝑛
2𝑛3(𝑛+1)

(︁
1−(1− 1

𝑛)
𝑙
)︁
24𝑛

2(𝑛+1)𝑙.

Лемма 3. Пусть Π𝑛 ⊂ R𝑛 — параллелепипед, со сторонами параллельными соответ-
ствующим осям координат, и длины этих сторон равны

𝑑𝑠 = 𝑐−1𝑠 𝑛−1𝑃−𝑠−𝜅, 𝑐𝑠 > 4𝜋, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Пусть, также, найдётся точка 𝛼̄ = (𝛼𝑛, . . . , 𝛼1) такая, что

|𝑇 (𝛼̄)| > 𝑃 1−𝜅. (*)

Тогда для любой точки 𝛽 ∈ Π𝑛 имеем

|𝑇 (𝛽)| > 0, 5𝑃 1−𝜅.

Выберем постоянные 𝑐𝑠 в условии леммы 3, принадлежащими промежутку (4𝜋, 4𝜋 + 0, 5],
так, чтобы при 𝑠 = 1, . . . , 𝑛 все числа 𝑑−1𝑠 были целыми. Разобьём все точки единичного куба
𝐸 = {𝛼̄|0 ≤ 𝛼𝑛, . . . , 𝛼1 < 1} на равные параллелепипеды Π𝑛.

Лемма 4. Пусть 𝑘 ≥ 𝑛𝑙. Тогда количество 𝑀 параллелепипедов Π𝑛 с условием (*) удо-
влетворяет неравенству

𝑀 ≤ 22𝑘(𝑐𝑛 . . . 𝑐1)
−1𝑛𝑛𝐷(𝑙)𝑃 𝜅(2𝑘+𝑛)+𝛿(𝑙).

Доказательство теоремы 3. Разобьём промежуток суммирования [1, 𝑁 ] на промежутки
вида (𝐾, 𝑒𝐾] так, что 𝑒𝑟 ≤ 𝑁 < 𝑒𝑟+1, т.е. 𝑟 = [ln𝑁 ],𝐾 = 𝑒𝑠, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 и (𝑒𝑟, 𝑁 ]. Количество
таких промежутков не превосходит ln𝑁 + 1. Следовательно, достаточно оценить сумму

𝑆(𝐾) =
∑︁

𝐾<𝑘≤𝐾1

𝜒(𝑘)𝑘𝑖𝑡,𝐾 < 𝐾1 ≤ 𝑒𝐾.

В сумме 𝑆(𝐾) произведём сдвиг промежутка суммирования на величину 𝑢. В понятных обо-
значениях получим

𝑆(𝐾) =
∑︁

𝐾+𝑢<𝑘≤𝐾1+𝑢

· · · +
∑︁

𝐾<𝑘≤𝐾+𝑢

· · · −
∑︁

𝐾1<𝑘≤𝐾1+𝑢

. . . .

Отсюда находим
𝑆(𝐾) =

∑︁
𝐾<𝑘≤𝐾1

𝜒(𝑘 + 𝑢)(𝑘 + 𝑢)𝑖𝑡 + 2𝜃𝑢, |𝜃| ≤ 1.

Возьмём 𝑢 = 𝑝𝑠+1𝑥𝑦, 𝑠 = [0, 25 log𝑝𝐾]−1, 𝑎 = [𝐾1/4], 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑎, и просуммируем предыдущее
равенство по переменным 𝑥, 𝑦 в пределах от 1 до 𝑎. Имеем

|𝑆(𝐾)| ≤ 𝑎−2
∑︁

𝐾<𝑙≤𝐾1

(𝑘,𝑝)=1

|𝑊 (𝑘)| + 2𝑝𝑠+1𝑎2,
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где

𝑊 (𝑘) =

𝑎∑︁
𝑥=1

𝑎∑︁
𝑦=1

𝜒(1 + 𝑝𝑠+1𝑘*𝑥𝑦) exp
(︀
𝑖𝑡 ln (1 + 𝑝𝑠+1𝑘−1𝑥𝑦)

)︀
,

причём 𝑘𝑘* ≡ 1 (mod 𝑝𝑛), если (𝑘, 𝑝) = 1.
Далее воспользуемся разложением функции логарифм по формуле Тейлора до 𝑟 =

=
[︁
4 ln (𝑞𝜏)
ln𝐾

]︁
+ 1 члена. Получим

ln

(︂
1 +

𝑝𝑠+1𝑥𝑦

𝑘

)︂
= 𝐹𝑟(𝑝

𝑠+1𝑥𝑦) + 𝜃1

(︂
𝑝𝑠+1𝑎2

𝑘

)︂𝑟+1

, |𝜃1| ≤ 1,

где

𝐹𝑟(𝑝
𝑠+1𝑥𝑦𝑘−1) =

𝑟∑︁
𝜈=1

(−1)𝜈−1

𝜈

(︂
𝑝𝑠+1𝑥𝑦

𝑘

)︂𝜈

По формуле А. Г. Постникова (лемма 1) примитивный характер 𝜒 по модулю 𝑝𝑛 при неко-
тором (𝜆, 𝑝) = 1 можно представить в виде

𝜒(1 + 𝑝𝑠+1𝑘*𝑥𝑦) = exp

(︂
2𝜋𝑖𝜆Φ(𝑝𝑠+1𝑘*𝑥𝑦)

𝑝𝑛−𝑠−1

)︂
,

где

Φ(𝑝𝑠+1𝑘*𝑥𝑦) = 𝑥𝑦 +

∞∑︁
𝜇=2

𝑎𝜇𝑝
(𝑠+1)(𝜇−1)(𝑘*𝑥𝑦)𝜇,

причём
𝑎𝜇 = (−1)𝜇−1𝑝−𝜏𝜇*1, 𝜇 = 𝑝𝜏𝜇1, (𝜇1, 𝑝) = 1, 𝜇1𝜇

*
1 ≡ 1 (mod 𝑝𝑛−𝑠−1).

Следовательно,

𝑊 = 𝑊 (𝑘) = 𝑊1 +𝑅, 𝑅 ≤ 𝜏

𝑎∑︁
𝑥=1

𝑎∑︁
𝑦=1

(︂
𝑝𝑠+1𝑎2

𝑘

)︂𝑟+1

≤ 𝑎2𝜏

(︂
𝑝𝑠+1𝑎2

𝑘

)︂𝑟+1

,

где

𝑊1 =
𝑎∑︁

𝑥=1

𝑎∑︁
𝑦=1

exp

(︂
2𝜋𝑖𝜆Φ(𝑝𝑠+1𝑘*𝑥𝑦)

𝑝𝑛−𝑠−1
+ 𝑖𝑡𝐹𝑟(𝑝

𝑠+1𝑥𝑦𝑘−1)

)︂
=

𝑎∑︁
𝑥=1

𝑎∑︁
𝑦=1

exp𝐺(𝑥, 𝑦),

причём
𝐺(𝑥, 𝑦) =

∑︁
𝜈

𝑏𝜈(𝑥𝑦)𝜈 ,

𝑏𝜈 = (−1)𝜈𝑝(𝑠+1)𝜈−𝜏𝜈
(︂
𝜆𝜈*1𝑘

*𝜈

𝑝𝑛−𝑠−1
+

𝑡

2𝜋𝜈1𝑘𝜈

)︂
.

Возведём сумму 𝑊1 в степень 2𝑙, 𝑙 = 𝑟𝜏, 𝑙 = 5𝜏, и воспользуемся неравенством Гёльдера.
Получим

|𝑊1|2𝑙 ≤ 𝑎2𝑙−1
∑︁

𝑦1,...,𝑦2𝑙

𝑇 (b,Y), 𝑇 (b,Y) =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑎∑︁
𝑥=1

exp 2𝜋𝑖(𝑏1𝑌1𝑥+ · · · + 𝑏𝑟𝑌𝑟𝑥
𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

где
𝑌𝑠 = 𝑦𝑠1 + · · · + 𝑦𝑠𝑙 − 𝑦𝑠𝑙+1 − · · · − 𝑦𝑠2𝑙, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟; (b,Y) = (𝑏1𝑌1, . . . , 𝑏𝑟𝑌𝑟).

Разобьём все точки Y из R𝑟 на два класса. К первому классу 𝐸1 отнесём те из них, для
которых

|𝑇 (b,Y)| ≤ 𝑎1−𝜅.
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Остальные точки отнесём ко второму классу 𝐸2.
Тогда при 𝑘 = 𝑟𝑙, 𝑙 = 5𝑟, имеем

|𝑊1|2𝑘 ≤ 𝑎2𝑘−1(Σ1 + Σ2),Σ1 =
∑︁
Y∈𝐸1

𝑇 (b,Y),Σ2 =
∑︁
Y∈𝐸2

𝑇 (b,Y).

Оценим Σ1. Количество наборов Y не превосходит числа всех наборов вида (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘), т.е.
𝑎2𝑘. Следовательно,

𝑎2𝑘−1Σ1 ≤ 𝑎4𝑘−𝜅.

Перейдём теперь к оценке Σ2. Имеем, что Y ∈ 𝐸2, если

𝑎1−𝜅 < |𝑇 (b,Y)| ≤ 𝑎,

и, кроме того, координаты 𝑌𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, вектора Y принимают целые значения 𝑧𝑠, удовле-
творяющие условиям |𝑧𝑠| < 𝑘𝑎𝑠.

Далее, для любого фиксированного набора 𝑧𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, число решений системы урав-
нений 𝑌𝑠 = 𝑧𝑠 (лемма 4) не превосходит величины

𝑉 = 𝐷(𝑙)𝑎2𝑘−
𝑟(𝑟+1)

2
+

𝑟(𝑟+1)
2

(1− 1
𝑟
)𝑙 .

Оценим сверху общее число 𝐼 точек {b,Y} = {𝑏1𝑌1, . . . , 𝑏𝑟𝑌𝑟}, попадающих в заданный малый
параллелепипед со сторонами 𝑑𝑠 = 𝑐𝑠𝑟

−1𝑎−𝑠−𝜅, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟. С этой целью разобьём все коор-
динаты 𝑏𝑠𝑧𝑠 на три случая: первый — при 𝑟/2 < 𝑠 ≤ 𝑟 − 4; второй — при 𝑟/3 < 𝑠 ≤ 𝑟/2 − 2; и
к третьему случаю отнесём все оставшиеся точки.

Так как значения |𝑧𝑠| ≤ 𝑘𝑎𝑠, |𝑏𝑠| ≤ |𝑡|
2𝜋𝑠𝐾𝑠 , 𝑎 = [𝐾1/4], то

|𝑏𝑠𝑧𝑠| ≤
|𝑡|

2𝜋𝑠𝐾𝑠
𝑘𝑎𝑠 ≤ 𝑘𝑎𝑟+𝑠

2𝜋𝑠𝐾𝑠
.

В третьем случае воспользуемся тривиальной оценкой вида: < 2𝑘𝑎𝑠.
Отсюда находим, что общее число 𝐼 точек (b,Y) = (𝑏1𝑌1, . . . , 𝑏𝑟𝑌𝑟), попадающих в задан-

ный малый параллелепипед со сторонами 𝑑𝑠 = 𝑐𝑠𝑟
−1𝑎−𝑠−𝜅, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, не превосходит

𝐼 ≤ 𝑎
𝑟(𝑟+1)

2
0,75.

Таким образом,
𝑎2𝑘−1Σ2 ≤ 𝑉 𝐼𝑀𝑎2𝑘 ≤ 𝑎4𝑘−100.

Собирая вместе найденные выше оценки Σ1 и Σ2, получим утверждение теоремы. 2

5. §4. Современная граница нулей 𝐿-функции Дирихле по моду-
лю, равному степени простого числа

Лемма 5. Пусть 𝑀 ≥ 1, 𝑟 > 0, 𝑠, 𝑠0 ∈ C, функция 𝐹 (𝑠) — аналитическая в круге
|𝑠−𝑠0| ≤ 𝑟, 𝐹 (𝑠0) ̸= 0, для любого 𝑠, принадлежащего этому кругу имеем |𝐹 (𝑠)/𝐹 (𝑠0)| ≤𝑀, и
пусть 𝐹 (𝑠) ̸= 0 в полукруге |𝑠− 𝑠0| ≤ 𝑟/2, Re(𝑠− 𝑠0) ≥ 0. Тогда для любого нуля 𝜌 функции
𝐹 (𝑠) из полукруга |𝑠− 𝑠0| ≤ 𝑟/2, Re(𝑠− 𝑠0) < 0 справедливы неравенства

𝛼) Re
𝐹 ′(𝑠0)

𝐹 (𝑠0)
≥ −4

𝑟
log𝑀 ;

𝛽) Re
𝐹 ′(𝑠0)

𝐹 (𝑠0)
≥ −4

𝑟
log𝑀 + Re

1

𝑠0 − 𝜌
.
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Теорема 4. Пусть 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 и при 1 − 2 · 10−4 ≤ 𝜎 ≤ 1, 𝑡 ≥ 2 справедлива оценка

|𝐿(𝑠, 𝜒)| ≪ (𝑞𝑡)𝑎(1−𝜎)
3/2

(log (𝑞𝑡))2/3.

Тогда при некотором 𝑡0 ≥ 1, 𝐿-функция Дирихле не имеет нулей в следующей области
комплексной 𝑠-плоскости

𝑡 ≥ 𝑡0, 𝜎 ≥ 1 − 𝑐𝑎−2/3(log (𝑞𝑡))−2/3(log log 𝑞𝑡)−1/3.

Доказательство. Возьмём любой нуль 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 в критической полосе функции 𝐿(𝑠, 𝜒).
Положим

𝑠0 = 𝜎0 + 𝑖𝛾,𝒦 = (log (𝑞𝑡))−2/3(log log 𝑞𝑡)−1/3, 𝜎0 = 1 +𝐴𝒦.

В лемме 1 возьмём

𝑟 = (3𝑎)−2/3𝒦 log log (𝑞𝛾),𝑀0 = max
|𝑠−𝑠0|≤𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝐿(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠0, 𝜒)

⃒⃒⃒⃒
.

Тогда имеем

−Re
𝐿′(𝑠0, 𝜒)

𝐿(𝑠0, 𝜒)
≤ 4

𝑟
log𝑀0 −

1

𝜎0 − 𝛽
,

−𝐿
′(𝑠0, 𝜒0)

𝐿(𝑠0, 𝜒0)
=

1

𝜎0 − 1
+𝑅1, |𝑅1| ≤ log (𝑒𝑞).

Отсюда находим

𝛿 = −𝐿
′(𝜎0, 𝜒0)

𝐿(𝜎0, 𝜒0)
− Re

𝐿′(𝑠0, 𝜒)

𝐿(𝑠0, 𝜒)
≤ 1

𝜎0 − 1
+

4

𝑟
log𝑀0 −

1

𝜎0 − 𝛽
+ log (𝑒𝑞).

Теперь возьмём круг радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑠1 = 𝜎0 + 2𝑖𝛾. Положим

𝑀1 = max
|𝑠−𝑠1|≤𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝐿(𝑠, 𝜒)

𝐿(𝑠1, 𝜒)

⃒⃒⃒⃒
.

Тогда из леммы 1 имеем

Δ = −𝐿
′(𝜎0, 𝜒0)

𝐿(𝜎0, 𝜒0)
+ Re

𝐿′(𝑠1, 𝜒)

𝐿(𝑠1, 𝜒)
≥ 1

𝜎0 − 1
− 4

𝑟
log𝑀1 − log ((𝑒𝑞).

Из последних оценок получим

0 ≤ 4𝛿 − Δ ≤ 3

𝜎0 − 1
− 4

𝜎0 − 𝛽
+

16

𝑟
log𝑀0 +

4

𝑟
log𝑀1 + 5 log (𝑒𝑞).

Найдем верхние границы величин 𝑀0 и 𝑀1. Очевидно,

|𝐿(𝑠0, 𝜒)|−1 ≤
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛,𝑞)=1

1

𝑛𝜎0
= 𝜁(𝜎0)

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1 − 1

𝑝𝜎0

)︂
≤

≤ 1 +

+∞∫︁
1

𝑢−𝜎0 𝑑𝑢 = 1 + (𝜎0 − 1)−1 = 1 +
1

𝐴𝒦
; |𝐿(𝑠1, 𝜒)|−1 ≤ 1 +

1

𝐴𝒦
.

2
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6. Заключение

Проблемы распределения нулей и оценки сверху модулей дзета-функции Римана и 𝐿 —
функций Дирихле в критической полосе тесно связаны между собой. Важность их решения
обусловлена в первую очередь выводом асимптотического закона распределения простых чи-
сел в натуральном ряду и в арифметических прогрессиях.

Нам представляется интересным продолжение исследований дзетовой суммы, скрученной
с характерами Дирихле по модулю, равному степени простого числа, и вообще, по произволь-
ному модулю.

Более чем красноречиво о трудностях оценки остатка 𝑅 в асимптотической формуле для
числа простых чисел, не превосходящих 𝑁,

𝜋(𝑁) =

𝑁∫︁
2

𝑑𝑥

ln𝑥
+𝑅,𝑅≪ 𝑁 exp (−𝑐1(ln𝑁)0,6(ln ln𝑁)−0,2), 𝑐1 > 0,

И. М. Виноградов во введении к своей монографии [13] писал: “Однако если допустить спра-
ведливость гипотезы Римана, следствием которой явилось бы 𝑅 ≪

√
𝑁 ln𝑁, то и этот ре-

зультат крайне далёк от окончательного, и в этом отношении он не очень далеко ушёл от
первоначального результата Валле Пуссена. Более того, если бы даже в лемме 9, главы 4 [13]
было

|𝑆| < 2𝑎1−𝑐2/𝑛 вместо |𝑆| < 2𝑎1−
1

30000𝑛2 ,

то и тогда мы могли бы получить (сохраняя в остальном прежнее доказательство) лишь ре-
зультат

𝑅≪ 𝑁 exp (−𝑐3(ln𝑁)
2
3 (ln ln𝑁)−

1
5 ),

опять-таки принципиально немногим лучший предыдущего. По-видимому, добиться суще-
ственных сдвигов в решении вопроса о порядке 𝑅 (хотя бы найти 𝑅 ≪ 𝑁1−𝑐, пусть даже
с 𝑐 = 0, 000001) с помощью только улучшения оценок сумм Г. Вейля без дополнительных
существенных сдвигов в теории функции 𝜁(𝑠) трудно.”

В настоящей статье мы использовали идеи и соображения работ [1]–[28].
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