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Аннотация

Статья состоит из двух частей. В первой части излагается обзор результатов о наи-
лучшего приближения периодических дифференцируемый функций тригонометрическими
полиномами в гильбертовом пространстве 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋]. Приведены точные неравенства
между величиною наилучшем приближении функции и усредненными с заданным весом
значениями модулей непрерывности 𝑚-го порядка 𝑟-той производной функции, а также
их аналоги для некоторых модификаций модуля непрерывности 𝑚-го порядка.

Во второй части статьи приведены некоторые новые точные неравенства типа Джек-
сона-Стечкина для характеристики гладкости, введенной К. В. Руновским [2] и более по-
дробно изученной С. Б. Вакарчуком и В. И. Забутной [14]. Получен точный результат об
одновременном приближении функции и ее последовательных производных для некоторых
классов функций, задаваемых указанной характеристикой гладкости.
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прерывности, обобщенный модуль непрерывности, неравенства Джексона-Стечкина, одно-
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Библиография: 29 названий.

Для цитирования:

М. Ш. Шабозов. Некоторые вопросы аппроксимации периодических функций тригонометри-
ческими полиномами в 𝐿2 // Чебышевcкий сборник, 2019, т. 20, вып. 4, с. 385–398.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 20. No. 4.

UDC 517.5 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-385-398

Some problems of approximation of periodic functions by
trigonometric polynomials in 𝐿2

M. Sh. Shabozov

Shabozov Mirgand Shabozovich — doctor of physical and mathematical Sciences, Professor,
Department of functional analysis and differential equations, Tajik national University (Dushanbe).
e-mail: shabozov@mail.ru



386 М. Ш. Шабозов

Abstract

The paper is consists from two parts. In first part summarizes the review of findings
on best approximation of periodic functions by trigonometric polynomials in Hilbert space
𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋]. The sharp inequalities between the best approximation and averaged with given
weights modulus of continuity of 𝑚th order values 𝑟th derivatives of functions and analogues
for some modified modulus of continuity presented.

In second part, some new sharp Jackson-Stechkin type inequalities for characteristics of
smoothness studied by K. V. Runovski and more detail by S. B. Vakarchuk and V. I. Zabutnaya
are proposed. The sharp result on joint approximation of function and successive derivatives for
some classes of functions defined by modulus of smoothness obtained.

Keywords: approximation of function, the trigonometric polynomial, moduli of continuity,
the averaged moduli of continuity, Jackson-Stechkin type inequality, join approximation of
function and derivatives.
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1. Введение

При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций в последнее вре-
мя, наряду с классическим определением характеристики гладкости модуля непрерывности,
часто используют различные её модификации (см., например, [1, 2, 3, 4, 5, 6] и приведенную
там литературу). Введение таких модификаций модуля непрерывности позволяет сформули-
ровать естественные аналоги задач теории аппроксимации и получить результаты, раскрыва-
ющие их содержательную сущность. Так, например, для определения эффективных характе-
ристик гладкости и выявления структурных свойств функций в работах К. В. Руновского [2],
Н. П. Пустовойтова [7], В. А. Абилова [8] и других рассматривались различные способы осред-
нения нормы конечных разностей 𝑚-го порядка и получены конструктивные характеристики
исследуемых классов функций в терминах введённых обобщённых модулей непрерывности.

В случае аппроксимации 2𝜋-периодических функций тригонометрическими полиномами,
например в ряде работ [8, 9, 10, 11, 12], вместо оператора сдвига 𝑇ℎ(𝑓) := 𝑓(𝑥 + ℎ), 𝑥, ℎ ∈ R
была использована функция Стеклова 𝑆ℎ(𝑓), простейшие свойства которой приведены в мо-
нографии [13, с.98-101].

В этой статье мы продолжим указанную тематику. Статья организована следующим об-
разом. В разделе 1 приведём необходимые определения, постановки задач и краткий обзор
результатов в виде точных неравенств между наилучшими приближениями и интегралами,
содержащими модули непрерывности 𝑚-го порядка с заданным весом в пространстве 𝐿2.

Указывается на их обобщений для некоторых модификаций модулей непрерывности выс-
ших порядков.

В разделе 2 приводятся новые точные неравенства, связывающие величины наилучших
приближений самой функции и её последовательных производных с интегралами, содержа-
щими усреднённые с весом характеристики гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿2 введённой, К. В. Ру-
новским [2] и более подробно изученной С. Б. Вакарчуком и В. И. Забутной [14].
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2. Определения, постановки задач, смежные результаты

Пусть N — множество натуральных чисел; Z+ := N∪{0};R+ — множество положительных
чисел вещественной оси; R–множество вещественных чисел. Обозначим через 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋]
пространство измеримых по Лебегу 2𝜋-периодических вещественных функций, у которых нор-
ма

‖𝑓‖ := ‖𝑓‖𝐿2 =

{︂
1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0
𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

}︂1/2

<∞.

Пусть 𝒫2𝑛−1 — подпространство, состоящее из всевозможных тригонометрических полиномов

𝑇𝑛−1(𝑥) = 𝛼0 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝛽𝑘 sin 𝑘𝑥).

Хорошо известно, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2, имеющей разложение в ряд
Фурье

𝑓(𝑥) ∼ 𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥),

величина её наилучшего приближения в метрике 𝐿2 подпространством 𝒫2𝑛−1 равна

𝐸𝑛−1(𝑓) := inf {‖𝑓 − 𝑇𝑛−1‖ : 𝑇𝑛−1 ∈ 𝒫2𝑛−1} =

= ‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖ =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘(𝑓)

}︃1/2

, (1)

где 𝑆𝑛−1(𝑓, 𝑥) — частная сумма порядка 𝑛−1 ряда Фурье функции 𝑓(𝑥), 𝜌2𝑘(𝑓) = 𝑎2𝑘(𝑓)+𝑏
2
𝑘(𝑓),

𝑎𝑘(𝑓), 𝑏𝑘(𝑓) — косинус- и синус — коэффициенты Фурье.
Модуль непрерывности и некоторые его модификации. Модуль непрерывности

𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2 как обычно определим равенством

𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) = sup {‖Δ𝑚
ℎ 𝑓(𝑥)‖ : |ℎ| ≤ 𝑡} , (2)

где

Δ𝑚
ℎ 𝑓(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝑥+ 𝑘ℎ)

— разность 𝑚-го порядка функции 𝑓 в точке 𝑥 с шагом ℎ.

Под 𝐿(𝑟)
2 (𝑟 ∈ N, 𝐿(0)

2 = 𝐿2) понимаем множество функций 𝑓 ∈ 𝐿2, у которых производные
(𝑟 − 1)-го порядка абсолютно непрерывны, а производные 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿2.

Для оценки наилучших приближений 2𝜋-периодических функций из 𝐿2, наряду с (1), ис-
пользуют усреднённую характеристику гладкости следующего вида (см., например, [1, 2])

Ω𝑚(𝑓, 𝑡) :=

{︂
1

𝑡𝑚

∫︁ 𝑡

0
· · ·
∫︁ 𝑡

0
‖Δ𝑚

ℎ
𝑓(·)‖2𝐿2

𝑑ℎ1 · · · 𝑑ℎ𝑚
}︂1/2

, (3)

где 𝑡 > 0, ℎ := (ℎ1, ℎ2, · · · , ℎ𝑚), Δ𝑚
ℎ

:= Δ1
ℎ1

∘Δ1
ℎ2

∘ · · · ∘Δ1
ℎ𝑚
.

Усреднённая характеристики гладкости вида (3) использовалась при изучении некоторых
конструктивных свойств функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0 < 𝑝 < 1) К. В. Руновским [2] и Э. А. Стороженко,
В. Г. Кротовым, П. Освальдом [15].

Выше отметили, что в работах [8, 9, 10, 11, 12] при аппроксимации функции 𝑓 ∈ 𝐿2 вместо
обычного оператора сдвига 𝑇ℎ𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ℎ), 𝑥, ℎ ∈ R была использована функция (оператор)
Стеклова 𝑆ℎ(𝑓). Опишем более подробно эту схему.
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Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2 вводим в рассмотрение функцию Стеклова

𝑆ℎ(𝑓 ;𝑥) =
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑓(𝑥+ 𝑡)𝑑𝑡

и рекуррентно полагаем 𝑆ℎ,𝑘(𝑓) := 𝑆ℎ(𝑆ℎ,𝑘−1(𝑓)), 𝑘 ∈ N, 𝑆ℎ,0(𝑓) ≡ 𝑓 . Определим конечные
разности первого и высших порядков, как и в классическом случае, равенствами

Δ̃1
ℎ(𝑓, 𝑥) := 𝑆ℎ(𝑓, 𝑥)− 𝑓(𝑥) = (𝑆ℎ − I)(𝑓, 𝑥),

Δ̃𝑚
ℎ (𝑓, 𝑥) := Δ1

ℎ(Δ
𝑚−1
ℎ (𝑓, ·), 𝑥) = (𝑆ℎ − I)𝑚(𝑓, 𝑥) =

=
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑆ℎ,𝑘(𝑓, 𝑥), 𝑘 = 2, 3, · · · ,

где I — единичный оператор в 𝐿2. Равенством

Ω̃𝑚(𝑓, 𝑡) := sup{‖Δ̃𝑚
ℎ (𝑓, ·)‖ : 0 < ℎ ≤ 𝑡} (4)

определим обобщённый модуль непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2.
Об оптимизации неравенств типа Джексона-Стечкина. Среди экстремальных за-

дач теории аппроксимации функций одной из наиболее важных является задача вычисления
точных констант в неравенствах типа Джексона—Стечкина

𝐸𝑛−1(𝑓) ≤ 𝒳𝑛−𝑟𝑈𝑚(𝑓 (𝑟), 𝜏/𝑛); 𝑟 ∈ Z+, 𝜏 > 0, (5)

где 𝑈𝑚 — некоторая характеристика гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 (𝐿

(0)
2 = 𝐿2), например, 𝜔𝑚,Ω𝑚

или Ω̃𝑚; 𝒳 — некоторая константа. При решении задач теории аппроксимации в 𝐿2, связанных
с нахождением точных констант в неравенствах типа (5), рассматривались различные экстре-
мальные характеристики, приводящие к уточнению оценок сверху постоянных 𝒳 . Условимся
под весовой функцией на отрезке [0, ℎ] понимать неотрицательную суммируемую функцию 𝑞,
неэквивалентную нулю на этом же отрезке. При вычислении верхних граней по всем функци-
ям 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2 (𝑟 ∈ N, 𝐿(0)

2 = 𝐿2) в соотношениях общего характера имеется ввиду, что 𝑓 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Для компактного изложения полученных ранее результатов введём следующее обозначение

𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝑈𝑚; 𝑞, ℎ) = sup

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑛−1(𝑓)(︂∫︁ ℎ

0
𝑈𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
: 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (6)

где 𝑛, 𝑟,𝑚 ∈ N, 𝑝 ∈ (0,∞), 𝑞(𝑡) — весовая на [0, ℎ](0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛) функция.
Величину вида (6) при 𝑈𝑚 ≡ 𝜔𝑚 в разное время изучали:
1) Черных [16]: а) 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin𝑛𝑡;
б) 𝒳𝑛,0,2(𝜔𝑚; 𝑞, 2𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin(𝑛𝑡/2) + (sin𝑛𝑡)/2;
2) Тайков [17]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≡ 1, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛;
3) Тайков [18]: 𝒳𝑛,𝑟,1(𝜔1; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) ≡ 1;
4) Тайков [19]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = 1, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛;
5) Лигун [20]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 < 𝑡 ≤ 𝜋/𝑛;
6) Айнуллоев [21]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = sin𝛾 𝛽𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,
0 ≤ 𝛾 ≤ 2𝑟 − 1, 𝑟 ∈ N, 𝛽 > 0, 0 < 𝛽ℎ ≤ 𝜋;

7) Шалаев [22]: 𝒳𝑛,𝑟,2/𝑚(𝜔𝑚; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin𝑛𝑡, 0 < 𝑡 ≤ 𝜋/𝑛;
8) Юссеф [23]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = sin(𝜋𝑡/ℎ), 0 < 𝑡 ≤ ℎ ≤ 𝜋/𝑛;
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9) Вакарчук [24]: 𝒳𝑛,𝑟,2/𝑚(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≡ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛;
10) Шабозов, Юсупов [25]: 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,

0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛, 1/𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2.
11) Shabozov, Yusupov, Temurbekova [29]: 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,

0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛, 1/𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑚, 𝑟 ∈ R+, 𝑟 ≥ 2.
Исследуя вопросы наилучшего приближения периодических функций тригонометрически-

ми полиномами в 𝐿2, Черных отметил [16], что для характеристики величины 𝐸𝑛−1(𝑓), по-
видимому, более естественным является не джексоновский функционал 𝜔1(𝑓, 𝜋/𝑛), а его усред-
нённое значение, т.е. функционал

ℱ𝑛(𝑓) :=

(︃
𝑛

2

∫︁ 𝜋/𝑛

0
𝜔2
1(𝑓, 𝑡) sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃1/2

.

Эти соображения привели А.А.Лигуна [20] к рассмотрению следующую экстремальную
характеристику

𝒦𝑛,𝑟(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) := sup

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐸2
𝑛−1(𝑓)∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

: 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

где 𝑚,𝑛 ∈ N; 𝑟 ∈ Z+; 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛; 𝑞(𝑡) ≥ 0 — суммируемая на [0, ℎ] функция. Он доказал, что{︁
𝐵𝑟,𝑚
𝑛,ℎ (𝑞)

}︁−1
≤ 𝒦𝑛,𝑟(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) ≤

{︂
inf

𝑛≤𝑘<∞
𝐵𝑟,𝑚
𝑘,ℎ (𝑞)

}︂−1

.

Здесь

𝐵𝑟,𝑚
𝑘,ℎ (𝑞) := 2𝑚𝑘2𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑞(𝑡)𝑑𝑡; 𝑘 ≥ 𝑛, 𝑘, 𝑛 ∈ N.

С целью обобщения результата А. А. Лигуна [20], М. Ш. Шабозов и Г. А. Юсупов [25] ввели
в рассмотрениt экстремальную характеристику вида (6), в которой 𝑈𝑚 — есть обычный модуль
непрерывности 𝑚-го порядка 𝜔𝑚 в 𝐿2, и для 0 < 𝑝 ≤ 2 доказали следующие неравенства{︁

𝐴𝑟,𝑚𝑛,ℎ,𝑝(𝑞)
}︁−1

≤ 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) ≤
{︂

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞)

}︂−1

, (7)

где

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞) := 2𝑚/2
(︂
𝑘𝑟𝑝
∫︁ ℎ

0
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 𝑘 ≥ 𝑛.

Отметим, что при конкретном выборе чисел 𝑛,𝑚, 𝑟, 𝑝 и весовой функции 𝑞(𝑡) из неравенства
(7) вытекают все цитированные выше результаты, приведенные в пунктах 1)-11).

Следует также отметить, что для характеристики гладкости Ω𝑚 и Ω̃𝑚 неравенства типа
(7) соответственно доказаны в работах [26] и [27]. В [27] результаты [25] обобщены для дробной
производной в смысле Вейля [28], а в [29] для модуля непрерывности дробного порядка.

В связи с неравенством (7) возникает естественный вопрос: выяснить условия, при выпол-
нении которых в (7) имеет место соотношения

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞) = 𝐴𝑟,𝑚𝑛,ℎ,𝑝(𝑞). (8)

Для некоторых конкретных весовых функций доказательство (8) при 𝑝 = 2 имеется в
[20]. В общем случае в работе М. Ш. Шабозова и Г. А. Юсупова [25] доказано, что если
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весовая функция 𝑞 ∈ 𝐶(1)[0, ℎ] при всех 1/𝑟 < 𝑝 ≤ 2, 𝑟 > 1 и 0 < 𝑡 ≤ ℎ удовлетворяет
дифференциальному неравенству

(𝑟𝑝− 1)𝑞(𝑡)− 𝑡𝑞′(𝑡) ≥ 0, (9)

то имеет место соотношение (8). Условие (9) является ограничительным, в том смысле, что
множество весовых функций 𝑞, для которых выполняется неравенство (8), весьма узко. В [27]
нами в случае 𝑈𝑚 = Ω̃𝑚 найдено точное значение величины (7), во-первых, для всех значений
0 < 𝑝 ≤ ∞, и, во-вторых, без дополнительного предположения, что 𝑞 ∈ 𝐶(1)[0, ℎ] и удовле-
творяет условию (9). При этом характеристика гладкости Ω̃𝑚 задаётся дробной производной
Вейля [28]. Сформулируем основной результат работы [27].

Теорема [27]. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝛼 ∈ R+, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/(4𝑛), 𝑞 — весовая на
отрезке [0, ℎ] функция. Тогда справедливо равенство

𝒳𝑛,𝛼,𝑝(Ω̃𝑚; 𝑞, ℎ) =
{︂
𝑛𝛼𝑝

∫︁ ℎ

0
(1− sinc𝑛𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂−1/𝑝

, (10)

где

sinc𝑢 :=

{︂
sin𝑢

𝑢
, если 𝑢 ̸= 0; 1, если 𝑢 = 0

}︂
.

Из этой теоремы вытекают очевидные следствия.
Следствие 1. В условиях теоремы при 𝑝 = 1/𝑚, 𝑚 ∈ N, 𝛼 > 𝑚 и 𝑞(𝑡) ≡ 1 имеет место

равенство

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚(Ω̃𝑚; 1, ℎ) = 𝑛−𝛼
{︂

𝑛

𝑛ℎ− Si(nh)

}︂𝑚
, (11)

где Si(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
sinc𝑢 𝑑𝑢 – интегральный синус. В частности, при ℎ = 𝜋/(2𝑛) и 𝛼 > 𝑚 из (11)

имеем

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 1,

𝜋

2𝑛

)︁
= 𝑛−𝛼+𝑚

{︂
2

𝜋 − 2Si(𝜋/2)

}︂𝑚
.

Следствие 2. В условиях теоремы при 𝑝 = 1/𝑚, 𝑚 ∈ N и 𝑞(𝑡) ≡ 𝑡 имеет место равенство

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 𝑡, ℎ

)︁
= 𝑛−𝛼

{︀
2(𝑛ℎ/2)2 − sin2(𝑛ℎ/2)

}︀−𝑚
(12)

и, в частности, при ℎ = 𝜋/(2𝑛) из (12) следует

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 𝑡,

𝜋

2𝑛

)︁
= 𝑛−𝛼

{︂
8

𝜋2 − 4

}︂𝑚
.

3. О некоторых новых результатах

В этом пункте излагаем некоторые новые точные неравенства между наилучшими при-
ближениями функции 𝑓 ∈ 𝐿2 и усреднённой характеристикой гладкости

Λ𝑚(𝑓, 𝑡) :=

{︂
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖Δ𝑚

ℎ (𝑓)‖2𝑑ℎ
}︂1/2

, 𝑡 > 0, (13)

ранее рассмотренной в работах К. В. Руновского [2], С. Б. Вакарчука и В. И. Забутная [14].
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Полагаем

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) :=
{︂
1

𝑢

∫︁ 𝑢

0
(1− cos 𝑘𝜏)𝑚𝑑𝜏

}︂1/2

, (14)

где 𝑘,𝑚 ∈ N, 𝑢 > 0. Очевидно, что 𝑙𝑖𝑚
𝑢→0+

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) = 0, и при всех 𝑢 > 0 имеет место равенство

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) = 𝒥1,𝑚(𝑘𝑢). (15)

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 , 𝑟 ∈ N. Тогда легко проверить, что для любого 𝑠 ∈ Z+, (0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟) имеет

место соотношение

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑘2𝑠𝜌2𝑘(𝑓)

}︃1/2

, (16)

и поскольку

‖Δ𝑚
ℎ (𝑓

(𝑟))‖2 = 2𝑚
∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)(1− cos 𝑘ℎ)𝑚, (17)

то, учитывая равенства (1), (14) и (15) для любого 𝑡 ∈ R+ исходя из (13), с учётом равенства
(17), запишем

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) =

{︃
2𝑚

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)(1− cos 𝑘ℎ)𝑚𝑑ℎ

}︃1/2

=

=

{︃
2𝑚

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)𝒥 2
1,𝑚(𝑘𝑡)

}︃1/2

. (18)

Теорема 1. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠 и 0 < 𝑡 ≤ 2𝜋. Тогда имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
. (19)

Доказательство. В [14] доказано, что при любых 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и 0 < 𝑡 ≤ 2𝜋 справед-
ливо равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
. (20)

В левой части равенства (19) полагаем 𝑓 (𝑠) ≡ 𝑔. Тогда получаем 𝑓 (𝑟) ≡ 𝑔(𝑟−𝑠), а это озна-

чает, что если 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 , то 𝑔 ∈ 𝐿

(𝑟−𝑠)
2 , а потому учитывая равенство (20) запишем

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
= sup

𝑔∈𝐿(𝑟−𝑠)
2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑔)

Λ𝑚(𝑔(𝑟−𝑠), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
,

откуда и следует равенство (19). Теорема 1 доказана.
Следствие 3. В условиях теоремы 1 при 𝑡 = 𝜋 имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝜋/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝜋)
=

1

2𝑚/2
·
{︂

𝑚!

(2𝑚− 1)!!

}︂1/2

.

Исходя из формулы (13), введём в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимаци-
онную характеристику

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
, (21)
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где 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛. Отметим, что для параметра 𝑝,
удовлетворяющего условию 0 < 𝑝 ≤ ∞, функционал ‖Λ𝑚‖𝑝 в знаменателе дроби в правой
части (21) определён соотношением

‖Λ𝑚‖𝑝 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡, если 0 < 𝑝 <∞,

ess sup
0<𝑡≤ℎ

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡), если 𝑝 = ∞.

При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ 𝑝 < ∞ является нормой. Имеет место
следующая общая

Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛, 𝑞 — весовая на
отрезке [0, ℎ] функция. Тогда справедливо равенство

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (22)

Доказательство. Сначала докажем равенство (22) для случая, когда 𝑠 = 0. В этом

случае в [14] доказано, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 имеет место неравенство

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) ≥ 2𝑚/2𝑛𝑟𝒥1,𝑚(𝑛𝑡)𝐸𝑛−1(𝑓). (23)

Возведя обе части неравенства (23) в степень 𝑝(0 < 𝑝 ≤ ∞), умножим на вес 𝑞 и интегрируем
по отрезку [0, ℎ](0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛). В итоге получим неравенство(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

≥ 2𝑚/2𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

,

откуда и следует, что для произвольной 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2

𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
≤ 1

2𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (24)

Из (24) для величины (21) получаем оценку сверху

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) ≤ 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (25)

С целью получения аналогичной оценки снизу рассмотрим функцию 𝑓0(𝑥) = cos𝑛𝑥 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 .

Для этой функции
𝐸𝑛−1(𝑓0) = 1, Λ𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡) = 2𝑚/2𝑛𝑟𝒥1,𝑚(𝑛𝑡). (26)

Пользуясь равенствами (26), запишем оценку снизу величины (21):

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) ≥
𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
= 2−𝑚/2

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (27)

Сопоставляя оценку сверху (24) с оценкой снизу (27) получаем

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

, (28)
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и этим равенство (22) доказано при 𝑠 = 0. В общем случае при любых 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠 ≥ 0,
учитывая (28), запишем

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
=

= sup
𝑔∈𝐿(𝑟−𝑠)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑔)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑔

(𝑟−𝑠), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
= 2−𝑚/2

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

,

чем и завершаем доказательство теоремы 2. Из теоремы 2 вытекает
Следствие 4. Пусть 𝑚 = 1, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/(4𝑛), 𝑞 —

весовая функция на отрезке [0, ℎ] функция. Тогда при любом 𝑛 ∈ N имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝1(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
=

1

√
2

(︂∫︁ ℎ

0
(1− sinc 𝑡)𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (29)

Отметим, что равенство (29) при 𝑠 = 0 и 0 < 𝑝 ≤ 2 недавно получено в [14]. Из (22), в
частности при 𝑝 = 2 и 𝑞(𝑡) = 1, имеем:

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ2
1(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
=

{︂
𝑛

2(𝑛ℎ− Si(𝑛ℎ))

}︂1/2

.

Для заданных ℎ ∈ R+,𝑚, 𝑟 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ ∞ и 𝑞 — весовой функции на [0, ℎ], обозначим

через 𝑊 (𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ) :=𝑊

(𝑟)
𝑝 (Λ𝑚; 𝑞, ℎ) класс функции 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2 , для которых∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 1.

Требуется для любого 𝑠 ∈ Z+, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 найти величину

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) := sup{𝐸𝑛−1(𝑓

(𝑠)) : 𝑓 ∈𝑊 (𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)}. (30)

Имеет место следующее утверждение
Теорема 3. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛. Тогда имеет

место равенство

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) = 2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (31)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (24) для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 при

любых 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛 вытекает неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) ≤ 1

𝑛𝑟−𝑠
·

(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

2𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (32)
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Из (32) для произвольной функции 𝑓 ∈𝑊
(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ) имеем:

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) ≤ 2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
,

откуда для величины (30) получаем оценку сверху

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) ≤

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (33)

С целью получения аналогичной оценки снизу величины (30) введём в рассмотрение функ-
цию

𝑔0(𝑥) =
2−𝑚/2

𝑛𝑟

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

sin𝑛𝑥.

Для этой функции при всех 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 имеем:

𝑔
(𝑠)
0 (𝑥) =

2−𝑚/2

𝑛𝑟−𝑠

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

sin
(︁
𝑛𝑥+

𝑠𝜋

2

)︁
,

откуда в силу равенств (16) и (18) получаем:

𝐸𝑛−1(𝑔
(𝑠)
0 ) =

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
, (34)

Λ𝑚(𝑔
(𝑟)
0 , 𝑡) =

𝒥1,𝑚(𝑛𝑡)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
,

∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑔

(𝑟)
0 , 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 1. (35)

Равенство (35) означает, что функция 𝑔0 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ), а потому пользуясь равенством (28),

запишем оценку снизу указанной величины

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) ≥ 𝐸𝑛−1(𝑔

(𝑠)
0 ) =

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (36)

Требуемое равенство (31) вытекает из сравнения оценки сверху (33) с оценкой снизу (36), чем
и завершаем доказательство теоремы 3.

Следствие 5. Пусть 𝑚 = 1, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛, 𝑞 — весовая
на [0, ℎ] функция. Тогда при любом 𝑛 ∈ N справедливо равенство

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,1 (𝑞, ℎ)) =

𝑛−(𝑟−𝑠)

√
2

(︂∫︁ ℎ

0
(1− sinc 𝑡)𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
.

Отсюда, в частности, при 𝑝 = 2, 𝑞 ≡ 1 получаем

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
2,1 (1, ℎ)) =

{︂
𝑛

2(𝑛ℎ− Si(𝑛ℎ))

}︂1/2

𝑛−(𝑟−𝑠).
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4. Заключение

В первой части статьи приводится краткий обзор результатов о наилучшем приближении
периодических дифференцируемых функций тригонометрическими полиномами в простран-
стве 𝐿2[0, 2𝜋]. Во второй части излагаются новые точные результаты между наилучшим при-
ближением и интегралами, содержащими специальные характеристики гладкости функций.
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