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Аннотация

Функция Харди 𝑍(𝑡) принимает вещественные значения при вещественных значениях
𝑡, и вещественные нули 𝑍(𝑡) являются нулями 𝜁(𝑠), лежащими на критической прямой.

Первым результатом о нулях дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) на критической прямой явля-
ется теорема Г.Харди. В 1914 г. он доказал, что 𝜁(1/2+ 𝑖𝑡) имеет бесконечно много веще-

ственных нулей. Затем Харди и Литтлвуд в 1921 г. доказали, что промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻)
при 𝐻 > 𝑇 1/4+𝜀 содержит нуль нечётного порядка 𝜁(1/2+ 𝑖𝑡). Ян Мозер в 1976 г. доказал,
что это утверждение имеет место при 𝐻 > 𝑇 1/6 ln2 𝑇 . В 1981 г. А.А.Карацуба доказал
теорему Харди–Литллвуда уже при 𝐻 > 𝑇 5/32 ln2 𝑇 .

В 2006 г. З.Х.Рахмонов, Ш.А.Хайруллоев задачу о величине промежутка (𝑇, 𝑇+𝐻) кри-
тической прямой, в которой содержится нуль нечётного порядка дзета-функции, свели к
проблеме отыскания экспоненциальных пар для оценки специальных тригонометрических
сумм.

В 2009 г. З.Х.Рахмонов, Ш.А.Хайруллоев нашли нижнюю грань величины 𝜃1(𝑘, 𝑙) по
𝒫 — множеству всех экспоненциальных пар (𝑘, 𝑙), отличных от (1/2, 1/2) и имеющих вид

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫

𝜃1(𝑘; 𝑙) = 𝑅+ 1,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – постоянная Ранкина.
В 1981 г. А.А.Карацуба вместе с задачей о соседних нулях функции 𝑍(𝑡) также изучил

задачу о соседних точках экстремума или точках перегиба функции 𝑍(𝑡) или в более общей
подстановке – о соседних нулях функции 𝑍(𝑗)(𝑡), 𝑗 > 1. Он показал, что с увеличением 𝑗
длина промежутка, на котором заведомо лежит нуль 𝑍(𝑗)(𝑡), уменьшается.

Основным результатом этой работы является сведение задачи о величине промежутка
(𝑇, 𝑇 +𝐻) критической прямой, в которой заведомо лежит нуль нечётного порядка функ-
ции 𝑍(𝑗)(𝑡) (𝑗 ≥ 1), к проблеме отыскания экспоненциальных пар для оценки специальной
тригонометрической суммы и уточнение теоремы А.А.Карацубы при 𝑗 = 1.

Ключевые слова: функция Харди, экспоненциальная пара, критическая прямая, дзета-
функция Римана.
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Abstract

Hardy function 𝑍(𝑡) takes real values for real values of 𝑡 and real zeros of 𝑍(𝑡) are the zeros
of 𝜁(𝑠), that are on the critical line.

The first result of the zeros of the Riemann zeta function on the critical line is the G.Hardy
theorem. In 1914 he proved that 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡) has infinitely many real zeros. Then Hardy and
Littlewood in 1921 proved that the interval (𝑇, 𝑇+𝐻) when𝐻 > 𝑇 1/4+𝜀 contains odd order zero
of function 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡). Jan Moser in 1976 proved that this assertion holds for 𝐻 > 𝑇 1/6 ln2 𝑇 .
In 1981 A.A.Karatsuba proved Hardy-Litllvud theorem already for 𝐻 > 𝑇 5/32 ln2 𝑇 .

In 2006 Z.Kh.Rahmonov, Sh.A.Khayrulloev have reduced a problem of the magnitude of the
interval (𝑇, 𝑇 +𝐻) of the critical line, which contains an odd order zero of the zeta function to
the problem of finding an exponential pairs for estimating the special trigonometric sums.

In 2009 Z.H.Rahmonov, Sh.A.Khayrulloev find the lower bound of 𝜃1(𝑘, 𝑙) on 𝒫 – the set of
all exponential pairs (𝑘, 𝑙) of different from (1/2, 1/2) and having the form:

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫

𝜃1(𝑘; 𝑙) = 𝑅+ 1,

where 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – Rankin constant.

In 1981 A.A.Karatsuba has studied the problem of neighboring zeros of the function 𝑍(𝑡)
together with the problem of the neighboring extremum points or of inflection points of the
function 𝑍(𝑡) or in a more general substitution – of the neighboring zeros of functions 𝑍(𝑗)(𝑡),
𝑗 > 1.

The main result of our work is to reduce the problem of the magnitude of the interval
(𝑇, 𝑇 +𝐻) of the critical line, which is known to be a odd order zero of the function 𝑍(𝑗)(𝑡),
(𝑗 > 1) to the problem of finding the exponential pairs for estimating the special trigonometric
sum and to improve the A.A.Karatsuby theorem for 𝑗 = 1.
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1. Введение

Функция Харди 𝑍(𝑡) задаётся равенством

𝑍(𝑡) = 𝑒𝑖𝜃(𝑡)𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
, 𝑒𝑖𝜃(𝑡) = 𝜋−

𝑖𝑡
2 Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂⃒⃒⃒⃒−1

,

принимает вещественные значения при вещественных значениях 𝑡, и вещественные нули 𝑍(𝑡)
являются нулями 𝜁(𝑠), лежащими на критической прямой.

Первым результатом о нулях дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) на критической прямой является
теорема Г.Харди [1]. В 1914 г. он доказал, что 𝜁(1/2+ 𝑖𝑡) имеет бесконечно много веществен-
ных нулей. Затем Харди и Литтлвуд [2] в 1921 г. доказали, что промежуток (𝑇, 𝑇 + 𝐻) при
𝐻 > 𝑇 1/4+𝜀 содержит нуль нечётного порядка 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡). Ян Мозер [3] в 1976 г. доказал, что
это утверждение имеет место при 𝐻 > 𝑇 1/6 ln2 𝑇 . В 1981 г. А.А.Карацуба [4] доказал теорему
Харди–Литллвуда уже при 𝐻 > 𝑇 5/32 ln2 𝑇 .

В работе [9] задача о величине промежутка (𝑇, 𝑇 + 𝐻) критической прямой, в которой
содержится нуль нечётного порядка дзета-функции была сведена к проблеме отыскания экс-
поненциальных пар для оценки специальных тригонометрических сумм, то есть пусть (𝑘, 𝑙)
– произвольная экспоненциальная пара, отличная от (1/2, 1/2),

𝜃(𝑘; 𝑙) =
1

2

(︂
1− 1

2− 𝜃−1
1 (𝑘; 𝑙)

)︂
, 𝜃1(𝑘; 𝑙) =

𝑙

0, 5− 𝑘
, (1)

тогда промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻), при 𝑇 > 𝑇0 > 0, 𝐻 > 𝑇 𝜃(𝑘,𝑙) ln2 𝑇 содержит нуль нечётного
порядка дзета-функции Римана.

Заметим, что минимизация 𝜃(𝑘, 𝑙) равносильна минимизации 𝜃1(𝑘, 𝑙), и теорема А.А. Ка-
рацубы с 𝐻 > 𝑇 5/32 ln2 𝑇 является следствием соотношения (1) при

(𝑘, 𝑙) =

(︂
1

14
,
11

14

)︂
= 𝐴𝐴𝐵(0, 1), 𝜃1

(︂
1

14
,
11

14

)︂
=

11

6
= 1, 8(3),

𝜃

(︂
1

14
,
11

14

)︂
=

5

32
= 0.15625.

В работе [10] найдена нижняя грань величины 𝜃1(𝑘, 𝑙) по 𝒫 — множеству всех экспоненци-
альных пар (𝑘, 𝑙), отличных от (1/2, 1/2) и имеющих вид:

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫

𝜃1(𝑘; 𝑙) = 𝑅+ 1,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – постоянная Ранкина.
А.А.Карацуба [4, 5, 6, 8] вместе с задачей о соседних нулях функции 𝑍(𝑡) также изучил

задачу о соседних точках экстремума или точках перегиба функции 𝑍(𝑡) или в более общей
подстановке – о соседних нулях функции 𝑍(𝑗)(𝑡), 𝑗 > 1. Он показал, что с увеличением 𝑗 длина
промежутка, на котором заведомо лежит нуль 𝑍(𝑗)(𝑡), уменьшается, и доказал следующее.

Теорема 1. Пусть 𝑗 – натуральное число, 𝑇 > 𝑇0(𝑗) > 0. Тогда промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻)
при

𝐻 > 𝑐𝑇
1

6𝑗+6 (ln𝑇 )
2

𝑗+1 , 𝑐 = 𝑐(𝑗) > 0

содержит нуль нечётного порядка функции 𝑍(𝑗)(𝑡).
Основным результатом настоящей работы является сведение задачи о величине проме-

жутка (𝑇, 𝑇 + 𝐻) критической прямой, в которой заведомо лежит нуль нечётного порядка
функции 𝑍(𝑗)(𝑡) (𝑗 ≥ 1), к проблеме отыскания экспоненциальных пар для оценки специаль-
ной тригонометрической суммы и уточнение теоремы 1 при 𝑗 = 1.
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Теорема 2. Пусть (𝑘, 𝑙) – произвольная экспоненциальная пара, 𝑗– натуральное число,

𝜃𝑗(𝑘, 𝑙) =
1

2

(︃
1− 1

2− 𝛿−1
𝑗 (𝑘, 𝑙)

)︃
, 𝛿𝑗(𝑘, 𝑙) =

𝑙 + 𝑗

0, 5− 𝑘 + 𝑗
.

Тогда при 𝐻 ≫ 𝑇 𝜃𝑗(𝑘;𝑙)(ln𝑇 )
2

𝑗+1 , 𝑇 ≥ 𝑇0(𝑗) > 0 промежуток (𝑇, 𝑇 + 𝐻) содержит нуль
нечётного порядка функции 𝑍(𝑗)(𝑡).

Заметим, что

𝜃𝑗

(︂
1

6
,
2

3

)︂
=

1

6𝑗 + 6
,

то есть теорема А.А.Карацубы является следствием теоремы 2 при

(𝑘, 𝑙) = 𝐴𝐵(0, 1) =

(︂
1

6
,
2

3

)︂
.

Метод оптимизации экспоненциальных пар позволяет найти нижнюю гран величины 𝛿𝑗(𝑘, 𝑙)
при 𝑗 = 1.

Теорема 3. Пусть 𝒫1 – множество всех экспоненциальных пар (𝑘, 𝑙), тогда

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫1

𝛿1(𝑘, 𝑙) = 𝛿1

(︂
13

106
,
75

106

)︂
= 1

35

146
,

где (︂
13

106
,
75

106

)︂
= 𝐴𝐵𝐴2𝐵𝐴2

(︂
1

2
,
1

2

)︂
.

Следствие 1. Пусть 𝒫1 – множество всех экспоненциальных пар (𝑘, 𝑙), тогда

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫1

𝜃1(𝑘, 𝑙) = 𝜃1

(︂
13

106
,
75

106

)︂
=

35

432
=

1

12
− 1

432
.

Отметим, что этот результат является уточнением теоремы 1 при 𝑗 = 1. Доказательство
теорем 2 и 3 проводится методом оценки специальных тригонометрических сумм Вандер
Корпута и методом оптимизации экспоненциальных пар [11] в сочетании с методами работ
[7, 10, 12, 13].

2. Известные леммы

Лемма 1. При 𝑡 ≥ 2𝜋 для функции 𝜃(𝑡), справедлива формула

𝜃(𝑡) = 𝑡 ln

√︂
𝑡

2𝜋
− 𝑡

2
− 𝜋

8
+ Δ(𝑡),

где

Δ(𝑡) =
𝑡

4
ln

(︂
1 +

1

4𝑡2

)︂
+

1

4
arctg

1

2𝑡
− 𝑡

2

∞∫︁
0

𝜌(𝑢)𝑑𝑢(︀
𝑢+ 1

4

)︀2
+ 𝑡2

4

, 𝜌(𝑢) =
1

2
− {𝑢}.



О нулях функции Харди и её производных. . . 375

Лемма 2. (Приближенное функциональное уравнение 𝑗 — й производной функции Харди)
[14]. При любом целом числе 𝑗 ≥ 0 и 𝑡 ≥ 2𝜋 справедливы следующие равенства

𝑍(𝑗)(𝑡) = 2
∑︁

𝑛≤
√

𝑡
2𝜋

(𝜃′(𝑡)− ln𝑛)𝑗√
𝑛

cos(𝜃(𝑡)− 𝑡 ln𝑛+
𝜋𝑗

2
) +𝑂(𝑡−

1
4 ln𝑗+1 𝑡),

(𝜃′(𝑡)− ln𝑛)𝑗 =

(︂
1

2
ln

𝑡

2𝜋
− ln𝑛

)︂𝑗
+𝑂

(︂
ln𝑇

𝑡

)︂
,

причем постоянная в знаке 𝑂 зависит только от 𝑗.

Лемма 3. (О замене тригонометрических сумм более короткой) [15]. Пусть веществен-
ные функции 𝜙(𝑥) и 𝑓(𝑥) удовлетворяют на отрезке [𝑎, 𝑏] следующим условиям:

1) 𝑓 (4)(𝑥) и 𝜙′′(𝑥) непрерывны;

2) существуют числа 𝐻, 𝑈, 𝐴, 0 < 𝐻, 1 ≪ 𝐴≪ 𝑈, 0 < 𝑏− 𝑎 ≤ 𝑈 , такие, что

𝑓 ′′(𝑥) ≍ 𝐴−1, 𝑓 (3)(𝑥) ≪ 𝐴−1𝑈−1, 𝑓 (4)(𝑥) ≪ 𝐴−1𝑈−2,

𝜙(𝑥) ≪ 𝐻, 𝜙′(𝑥) ≪ 𝐻𝑈−1, 𝜙′′(𝑥) ≪ 𝐻𝑈−2.

Тогда, определяя числа 𝑥𝑛 из уравнения 𝑓 ′(𝑥𝑛) = 𝑛, будем иметь∑︁
𝑎<𝑥≤𝑏

𝜙(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥)) =
∑︁

𝑓 ′(𝑎)≤𝑛≤𝑓 ′(𝑏)

𝑐(𝑛)𝑍(𝑛) +𝑅,

где

𝑅 = 𝑂
(︀
𝐻(𝐴(𝑏− 𝑎)−1 + 𝑇𝑎 + 𝑇𝑏 + ln(𝑓 ′(𝑏)− 𝑓 ′(𝑎) + 2))

)︀
,

𝑇𝜇 =

{︃
0, если 𝑓 ′(𝜇)–целое число,

min
(︁
‖𝑓 ′(𝜇)‖−1,

√
𝐴
)︁
, если ‖𝑓 ′(𝜇)‖ ≠ 0;

𝑐(𝑛) =

{︃
1, если 𝑓 ′(𝑎) < 𝑛 < 𝑓 ′(𝑏),

1/2, если 𝑛 = 𝑓 ′(𝑎) или 𝑛 = 𝑓 ′(𝑏),

𝑍(𝑛) =
1 + 𝑖√

2

𝜙(𝑥𝑛)√︀
𝑓 ′′(𝑥𝑛)

𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖(𝑓(𝑥𝑛)− 𝑛𝑥𝑛)).

Лемма 4. [14]. Пусть 𝑓(𝑥) комплекснозначная непрерывно дифференцируемая функция
на отрезке [𝑎, 𝑏], 𝑐𝑛-произвольные комплексные числа, тогда

∑︁
𝑎<𝑛≤𝑏

𝑐𝑛𝑓(𝑛) = −
∫︁ 𝑏

𝑎
𝐶(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥+ 𝐶(𝑏)𝑓(𝑏),

где

𝐶(𝑥) =
∑︁

𝑎<𝑛≤𝑥
𝑐𝑛.
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Определение 1. Если 𝐵 ≥ 1, 0 < ℎ ≤ 𝐵, 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐶∞(𝐵, 2𝐵), 𝐴 ≥ 1,

𝐴𝐵1−𝑟 ≪ |𝐹 (𝑟)(𝑢) |≪ 𝐴𝐵1−𝑟, 𝑟 = 1, 2, 3, . . . ,

где постоянные под знаком ≪ зависят только от 𝑟, и имеет место оценка∑︁
𝐵≤𝑛≤𝐵+ℎ

𝑒(𝐹 (𝑛)) ≪ 𝐴𝑘𝐵𝑙, 0 ≤ 𝑘 ≤ 0, 5 0, 5 ≤ 𝑙 ≤ 1,

то пара (𝑘, 𝑙) называется экспоненциальной парой.
Тривиальная оценка показывает, что (0,1) является экспоненциальной парой. E. Phillips

[11] показал, что если (𝑘, 𝑙) экспоненциальная пара, то

𝒜(𝑘, 𝑙) =

(︂
𝑘

2𝑘 + 2
,
1

2
+

𝑙

2𝑘 + 2

)︂
(𝒜− процесс),

ℬ(𝑘, 𝑙) =
(︂
𝑙 − 1

2
, 𝑘 +

1

2

)︂
(ℬ − процесс)

также являются экспоненциальными парами.
Множество всех экспоненциальных пар получавшиеся из (0, 1) при помощи 𝒜 и ℬ — про-

цессов обозначается символом 𝒫. Пусть

𝜃(𝑘, 𝑙) =
𝑎𝑘 + 𝑏𝑙 + 𝑐

𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓
, (2)

и числа 𝑢, 𝑣, 𝑤 определяются следующим образом:

𝑢 = 𝑏𝑓 − 𝑐𝑒, 𝑣 = 𝑎𝑓 − 𝑐𝑑, 𝑤 = 𝑎𝑒− 𝑏𝑑. (3)

Нахождения нижнего грана функции inf 𝜃(𝑘, 𝑙) по множеству 𝒫 проводится методом опти-
мизации экспоненциальных пар [11], состоящих из следующих трёх лемм 5, 6, 7.

Лемма 5. [11]. Пусть 𝜃(𝑘, 𝑙) определяется формулой (2) и 𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓 > 0. Пусть 𝑢, 𝑣,
𝑤 определяется формулой (3), 𝑟 произвольное действительное число такое что

𝑟 6 inf
𝒫
(𝑘 + 𝑙).

Пусть

𝑌 = max(𝑤𝑟 + 𝑣 − 𝑢, 𝑤 + 𝑣 − 𝑢),

𝑍 = min(𝑤𝑟 + 𝑣 − 𝑢, 𝑤 + 𝑣 − 𝑢).

Тогда если 𝑍 > 0, то inf 𝜃 = inf 𝜃𝒜, если же 𝑌 6 0, то inf 𝜃 = inf 𝜃ℬ𝒜.
Эта лемма не даёт ответа в случае 𝑌 > 0 и 𝑍 < 0. На такой случай нам частично даст

ответ лемма 6.

Лемма 6. [11]. Пусть 𝜃(𝑘, 𝑙) и 𝑟 определяется как лемма 5. Пусть 𝒞 являются некоторые
произведение состоявшихся из конечного количество 𝒜 и ℬ процессов, такое что

inf 𝜃ℬ𝒜 = inf 𝜃ℬ𝒜𝒞.

Пусть далее
sup{𝑘 + 𝑙 : (𝑘, 𝑙) ∈ 𝒞𝒜𝒫} = 𝑟1.

Если min(𝑟𝑤 + 𝑣 − 𝑢, 𝑟1𝑤 + 𝑣 − 𝑢) > 0, тогда inf 𝜃1 = inf 𝜃1𝐴.

Лемма 7. [11]. Пусть 𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝑤 такие, как в лемме 5. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

a. inf 𝜃 = inf 𝜃𝒜𝑞 ∀ 𝑞 > 0;

b. inf 𝜃 = 𝜃(0, 1);

c. 𝑤 + 𝑣 > 𝑢, 𝑢 6 0.
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3. Оценка специальная тригонометрическая сумма

Лемма 8. Пусть (𝑘, 𝑙)– произвольная экспоненциальная пара и

𝑡 ≥ 𝑡0 > 0,
√︀
𝑃1 ≤𝑀 ≤ 𝑃1

10
, 𝑀1 ≤ 2𝑀, 𝑃1 =

[︃√︂
𝑡

2𝜋

]︃
.

Тогда для тригонометрической суммы

𝐶(𝑢,𝑀) =
∑︁

𝑀<𝑚≤𝑀1

𝑒

(︂
𝑡 ln(𝑃1 −𝑚)

2𝜋

)︂
,

справедлива следующая оценка

|𝐶(𝑢,𝑀)| ≪ 𝑃
1
2
−𝑙

1 𝑀− 1
2
+𝑘+2𝑙.

Доказательство. Из определение 𝑃1 следует, что

𝑡 = 2𝜋(𝑃1 + 𝜃)2, 0 ≤ 𝜃 < 1. (4)

Применяя формулу Тейлора и пользуясь (4), имеем

𝑡 ln(𝑃1 −𝑚) = 𝑡 ln𝑃1 − 2𝜋𝑃1𝑚− 2𝜋(2𝑃1𝜃 + 𝜃2)𝑚

𝑃1
− 𝜋𝑚2−

− 2𝜋(2𝑃1𝜃 + 𝜃2)𝑚2

2𝑃 2
1

− 𝑡

(︂
𝑚3

3𝑃 3
1

+
𝑚4

4𝑃 4
1

+ . . .

)︂
.

Разбивая суммирование в 𝐶(𝑢,𝑀) по четным и нечетным 𝑚, приходим к неравенству

|𝐶(𝑢,𝑀)| ≤ |𝑉1|+ |𝑉2|,

где
𝑉1 =

∑︁
0,5𝑀<𝑚≤0,5𝑀1

𝑒(𝑓(𝑚)), 𝑉2 =
∑︁

0,5(𝑀−1)<𝑚≤0,5(𝑀1−1)

𝑒(𝑔(𝑚)),

причем

𝑓(𝑚) = 𝛼1(2𝑚) + 𝛼2(2𝑚)2 + 𝑡1

∞∑︁
𝑘=3

(2𝑚)𝑘

𝑘𝑃 𝑘1
,

𝑔(𝑚) = 𝛼1(2𝑚+ 1) + 𝛼2(2𝑚+ 1)2 + 𝑡1

∞∑︁
𝑘=3

(2𝑚+ 1)𝑘

𝑘𝑃 𝑘1
,

𝛼1 =(2𝜃𝑃1 + 𝜃2)𝑃−1
1 , 𝛼2 = (2𝜃𝑃1 + 𝜃2)𝑃−2

1 , 𝑡1 =
𝑡

2𝜋
.

Суммы 𝑉1 и 𝑉2 оценивается одинаковым образом. Оценим например 𝑉1. Для этого преоб-
разуем 𝑉1, пользуясь леммой о замене тригонометрической суммы более короткой (лемма 3).
Положим в этой лемме

𝜙(𝑥) = 1, 𝐻 = 1, 𝑈 =𝑀, 𝑎 = 0, 5𝑀, 𝑏 = 0, 5𝑀1.

Из уравнения 𝑓 ′(𝑥𝑛) = 𝑛 находим 𝑥𝑛:

𝑥𝑛 =
1

8

(︁√︀
𝑛2 + 8𝑃1(2𝛼1 − 𝑛)− 𝑛

)︁
.
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Обозначим 𝑛1, 𝑛2, Φ(𝑛) соответствующие величины

𝑛1 = 𝑓 ′(0, 5𝑀), 𝑛2 = 𝑓 ′(0, 5𝑀1), Φ(𝑛) =
√︀
|𝑓 ′′(𝑥𝑛)|.

Легко видеть, что 1 ≪𝑀2𝑃−1
1 ≪ 𝑛1 < 𝑛2 ≪𝑀2𝑃

−1
1 . Применяя лемму 3, находим

|𝑉1| ≪

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑛1<𝑛<𝑛2

Φ−1(𝑛)𝑒(𝑓(𝑥𝑛)− 𝑛𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒+√︀𝑃1𝑀−1.

К сумме по 𝑛 применим частное суммирование (лемма 4) и пользуясь монотонностью Φ(𝑛),
найдем

|𝑉1| ≪
√︀
𝑃1𝑀−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑛1<𝑛<𝑛2

𝑒(𝑓(𝑥𝑛)− 𝑛𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒+√︀𝑃1𝑀−1.

Последнюю сумму оценим, применяя метод экспоненциальных пар

𝐹 (𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛)− 𝑛𝑥𝑛, 𝐹 ′(𝑥𝑛) = 𝑓 ′(𝑥𝑛) · 𝑥′𝑛 − 𝑥𝑛 − 𝑛𝑥′𝑛 = −𝑥𝑛.

𝑥𝑛 =
1

8

(︁√︀
𝑛2 + 8𝑃1(2𝛼1 − 𝑛)− 𝑛

)︁
, |𝑥𝑛| ≪

√︀
𝑃1𝑛≪

√︃
𝑃1 ·

𝑀2

𝑃1
=𝑀,

𝐴 =𝑀, 𝐵 =
𝑀2

𝑃1
. |𝑉1| ≪

√︀
𝑃1𝑀−1 ·𝐴𝑘𝐵𝑙 = 𝑃

1
2
−𝑘

1 𝑀− 1
2
+𝑘+2𝑙.

Таким образом получим оценку

|𝐶(𝑢,𝑀)| ≪ 𝑃
1
2
−𝑙

1 𝑀− 1
2
+𝑘+2𝑙.

Лемма доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Пусть 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 +𝐻, 𝐻 ≤ 𝑇
1
6 , 𝑗–четное число, тогда приближенное функциональное

уравнение для 𝑍(𝑗)(𝑡) (лемма 2) принимает вид

𝑍(𝑗)(𝑡) = (−1)
𝑗
2 · 2

∑︁
𝑛≤

√
𝑡
2𝜋

(𝜃′(𝑡)− ln𝑛)𝑗√
𝑛

cos(𝜃(𝑡)− 𝑡 ln𝑛) +𝑂(𝑡−
1
4 ln𝑗+1 𝑡).

Граница изменения в сумме зависит от 𝑡. Освободимся от такой зависимости путем замены

величины
√︁

𝑡
2𝜋 , величиной 𝑃 =

√︁
𝑇
2𝜋 . От такой замены правая часть изменится на величину

порядка не выше 𝑇− 1
4 ln𝑗 𝑇 . Действительно, пользуясь леммой 2, найдем

⃒⃒
(𝜃′(𝑡)− ln𝑛)𝑗

⃒⃒
≪

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃
ln

√︂
𝑇 +𝐻

2𝜋
− ln

√︂
𝑇

2𝜋

)︃𝑗
+

ln𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪

≪
(︂
1

2
ln

(︂
1 +

𝐻

𝑇

)︂)︂𝑗
+

ln𝑇

𝑇
≪
(︂
𝐻

𝑇

)︂𝑗
,

поэтому⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
√︁

𝑇
2𝜋
<𝑛≤

√
𝑡
2𝜋

(𝜃′(𝑡)− ln𝑛)𝑗√
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒≪ 𝑇− 1

4

(︃√︂
𝑇 +𝐻

2𝜋
−
√︂
𝑇

2𝜋
+ 1

)︃
·
(︂
𝐻

𝑇

)︂𝑗
≪ 𝑇− 1

4 ln𝑗 𝑇.
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Пользуясь асимптотическим поведением Δ(𝑡), Δ′(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝜃′(𝑡) можно показать, что(см.
[14])

𝑍𝑗(𝑡) = (−1)
𝑗
2 2
∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos

(︂
𝑡 ln𝑃 − 𝑇

2
− 𝜋

8
− 𝑡 ln𝑛

)︂
+𝑂(𝑇− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 ).

Не ограничивая общности, можно предполагать, что 𝑇
2 + 𝜋

8 = 2𝜋𝐾, 𝐾–целое число. Поэтому
приходим к формуле

𝑍𝑗(𝑡) = (−1)
𝑗
2 2
∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos

(︂
𝑡 ln

𝑃

𝑛

)︂
+𝑂(𝑇− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 ), 𝑃 =

√︂
𝑇

2𝜋
.

Проводя аналогичные рассуждения при нечетном 𝑗 и предполагая, опять не ограничивая
общности, что 𝑇

2 + 𝜋
8 = 2𝜋𝐾 + 𝜋

2 , приходим к формуле

𝑍𝑗(𝑡) = (−1)
𝑗+1
2 2

∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos

(︂
𝑡 ln

𝑃

𝑛

)︂
+𝑂(𝑇− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 ).

Таким образом, в обоих случаях, то есть как при чётном, так и при нечётном 𝑗 можно
рассматривать функцию

Φ(𝑡) = Φ𝑗(𝑡) =
∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos

(︂
𝑡 ln

𝑃

𝑛

)︂
+𝑂(𝑇− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 )

и доказывать существование у нее нечётного нуля на промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻). Повторяем рас-
суждения работы [9]. Определим числа 𝑡𝜈 из уравнения 𝑡𝜈 ln𝑃 = 𝜋𝜈 и будем рассматривать 𝜈
такие , что выполнялись неравенства

𝑇 ≤ 𝜋𝜈

ln𝑃
< 𝑇 +𝐻.

Для этого возьмем

𝜈0 =

[︂
𝑇 ln𝑃

𝜋

]︂
+ 1, 𝑟 = [ln𝑇 ], 𝐻1 =

[︂
𝐻 ln𝑃

𝜋𝑟

]︂
,

и определим числа 𝜈 равенством

𝜈 = 𝜈0 + 𝜈1 + ...+ 𝜈𝑟, 0 ≤ 𝜈1, ..., 𝜈𝑟 ≤ 𝐻1 − 1,

в котором 𝜈0 – постоянное число, а числа 𝜈1, 𝜈2, ..., 𝜈𝑟 могут принимать значение любых целых
чисел из промежутка [0, 𝐻1].

Рассмотрим две суммы 𝑆1 и 𝑆2.

𝑆1 =

𝐻1−1∑︁
𝜈1=0

...

𝐻1−1∑︁
𝜈𝑟=0

Φ(𝑡𝜈), 𝑆2 =

𝐻1−1∑︁
𝜈1=0

...

𝐻1−1∑︁
𝜈𝑟=0

(−1)𝜈Φ(𝑡𝜈),

и будем доказывать неравенство |𝑆2| > |𝑆1|.
В силу определение 𝑡𝜈 имеем

𝑆1 =

𝐻1−1∑︁
𝜈1=0

...

𝐻1−1∑︁
𝜈𝑟=0

∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos

(︂
𝜋𝜈

ln𝑃
ln
𝑃

𝑛

)︂
+𝑂(𝐻𝑟

1𝑇
− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 ),
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𝑆2 =

𝐻1−1∑︁
𝜈1=0

...

𝐻1−1∑︁
𝜈𝑟=0

∑︁
𝑛≤𝑃

1√
𝑛
ln𝑗

𝑃

𝑛
cos
(︁ 𝜋𝜈

ln𝑃
ln𝑛

)︁
+𝑂(𝐻𝑟

1𝑇
− 1

4 ln𝑗+1 𝑇 ).

Оценим снизу |𝑆2|. Для этого выделим в сумме, которой задается 𝑆2, слагаемое с 𝑛 = 1,
оно будет равно числу 𝐻𝑟

1(ln𝑃 )
𝑗 . Оставшуюся часть суммы 𝑆2 оценим сверху величиной 𝑅,

подобно тому как это было сделано в работе [9].

𝑅 ≤
∑︁

2≤𝑛≤𝑃

1√
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐻1−1∑︁
𝜈=0

𝑒

(︂
𝜈 ln𝑛

2 ln𝑃

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟

(ln𝑃 )𝑗 ≤

≤
∑︁

2≤𝑛≤𝑃

1√
𝑛

(︂
ln𝑛

2 ln𝑃

)︂−𝑟
(ln𝑃 )𝑗 < 𝑇

1
4 (4 ln𝑃 )𝑟(ln𝑃 )𝑗 ,

то есть для |𝑆2| получаем следующую оценку

𝑆2 = 𝐻𝑟
1 ln

𝑗 𝑃
[︁
1 +𝑂(𝑇

1
4 (4𝐻−1

1 ln𝑃 )𝑟) +𝑂(𝑇− 1
4 ln𝑇 )

]︁
.

Оценим сверху |𝑆1|. Интервал суммирования по 𝑛 в сумме |𝑆1| разобьем на два интервала
вида

1 ≤ 𝑛 ≤ (1−Δ)𝑃 и (1−Δ)𝑃 < 𝑛 ≤ 𝑃, где Δ = 8𝐻−1
1 ln𝑃.

Соответственно этому разбиению, 𝑆1 представится суммою двух слагаемых:

𝑆1 = 𝑆3 + 𝑆4.

Сумма 𝑆3 оценивается так:

|𝑆3| ≪ 4−𝑟𝐻𝑟
1𝑇

1
4 ln𝑗 𝑇 ≪ 𝐻𝑟

1𝑇
− 1

4 ln𝑗+1 𝑇.

Для суммы 𝑆4 получаем такое неравенство

|𝑆4| ≪ 𝐻𝑟
1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃1(1−Δ)<𝑛≤𝑃1

𝑛−
1
2 ln𝑗

𝑃

𝑛
𝑒

(︂
𝑡 ln𝑛

2𝜋

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒+𝐻𝑟
1𝑇

− 1
4 ln𝑗+1 𝑇,

где
𝑃1 = [𝑃 ], Δ = 8𝐻−1

1 ln𝑃.

Сумму по 𝑛 обозначим через 𝑆5 и пологая 𝑛 = 𝑃1 −𝑚 найдем

𝑆5 =
∑︁

0≤𝑚<Δ𝑃1

ln𝑗 𝑃
𝑃1−𝑚√

𝑃1 −𝑚
𝑒

(︂
𝑡 ln(𝑃1 −𝑚)

2𝜋

)︂
.

Промежуток суммирование по 𝑚 разобьем на ≪ ln𝑇 промежутков вида

𝑀 < 𝑚 ≤𝑀1 ≤ 2𝑀 < Δ𝑃1;

найдем

|𝑆5| ≪

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑀<𝑚≤𝑀1

(𝑃1 −𝑚)−
1
2 ln𝑗

𝑃

𝑃1 −𝑚
𝑒

(︂
𝑡 ln(𝑃1 −𝑚)

2𝜋

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ln𝑇.
Применяя частное суммирование, получим

|𝑆5| ≪𝑀 𝑗𝑃−𝑗− 1
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑀<𝑚≤𝑀1

𝑒

(︂
𝑡 ln(𝑃1 −𝑚))

2𝜋

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ln𝑇.
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Сумму по 𝑚 обозначим через 𝐶(𝑢,𝑀). Если 𝑀 ≤ 3
√
𝑃 то сумму 𝐶(𝑢,𝑀) оценим тривиаль-

но, числом слагаемых:

|𝑆5| ≪𝑀 𝑗+1𝑃−𝑗− 1
2 · ln𝑇 ≪ 𝑃

𝑗+1
3 · 𝑃−𝑗− 1

2 ln𝑇 ≪ 𝑃− 1
6 ln𝑇 ≪ 𝑇− 1

12 ln𝑗 𝑇.

Если 3
√
𝑃 < 𝑀 ≤ Δ𝑃1, то для оценки суммы 𝐶(𝑢,𝑀) воспользуемся методом экспоненци-

альных пар. Находим

|𝑆5| ≪𝑀 𝑗+𝑘+2𝑙− 1
2𝑃−𝑗−𝑙 ln𝑇 ≪ 𝑃 𝑘+𝑙−

1
2𝐻

1
2
−𝑗−𝑘−2𝑙(ln𝑇 )𝑗+𝑘+2𝑙+ 1

2

≪ 𝑇
𝑘+𝑙
2

− 1
4𝐻

1
2
−𝑗−𝑘−2𝑙(ln𝑇 )𝑗+3.

Следовательно, для 𝑆1 получим окончательную оценку:

𝑆1 ≪ 𝐻𝑟
1 ln

𝑗 𝑃
(︁
𝑇− 1

12 + 𝑇
𝑘+𝑙
2

− 1
4𝐻

1
2
−𝑗−𝑘−2𝑙 ln2 𝑇

)︁
.

Сравнивая эту оценку для 𝑆1 с ранее найденной асимптотической формулой для 𝑆2, видим,
что для выполнения неравенства |𝑆2| > |𝑆1| достаточно, чтобы выполнялись следующее нера-
венства:

𝑇− 1
12 ≪ 1; 𝑇

𝑘+𝑙
2

− 1
4𝐻

1
2
−𝑗−𝑘−2𝑙 ln2 𝑇 ≪ 1, 𝑇

1
4 (4𝐻−1

1 ln𝑃 )𝑟 ≪ 1.

Первое неравенство выполняется при 𝑇 ≫ 1. Второе и третье неравенства выполняются соот-
ветственно, если

𝐻 ≫ 𝑇 𝜃𝑗(𝑘;𝑙)(ln𝑇 )
2

𝑗+1 , 𝜃𝑗(𝑘; 𝑙) =
1

2

(︃
1− 1

2− 𝛿−1
𝑗 (𝑘; 𝑙)

)︃
,

𝛿𝑗(𝑘; 𝑙) =
𝑙 + 𝑗

0, 5− 𝑘 + 𝑗
, 𝐻1 ≥ 4𝑇

1
4𝑟 ln𝑃 ≫ ln𝑃.

Теорема доказана.

5. Доказательство теоремы 3

Для доказательства теоремы 3 применяем алгоритм определения оптимальных экспо-
ненциальных пар [8], который состоит из следующих шагов:

1. Проверяем для 𝜃 =
𝑎𝑘 + 𝑏𝑙 + 𝑐

𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓
, условие 𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓 > 0.

2. Вычисляем 𝜉(𝜃).

3. Применяя лемму 7 к 𝜃, проверяем, выполняется ли условие inf 𝜃 = 𝜃(0, 1). Если это
выполняется, процесс закончен. В противном случае, переходим к следующему шагу.

4. Используя лемму 7 к 𝜃𝐵, проверяем, выполняется ли условие inf 𝜃 = 𝜃
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
. При вы-

полнении процесс закончен. Если иначе, продолжаем.

5. Используем лемму 5 для проверки равенства inf 𝜃 = inf 𝜃𝐴, либо inf 𝜃 = inf 𝜃𝐵𝐴. Если
лемма 5 неприменима, применяем лемму 6. Если и лемма 6 неприменима, то завершаем
алгоритм, ибо он в этом случае не работает.

6. Если inf 𝜃 = inf 𝜃𝐴, заменяем 𝜉(𝜃) на 𝜉(𝜃𝐴).

Если inf 𝜃 = inf 𝜃𝐵𝐴, заменяем 𝜉(𝜃) на 𝜉(𝜃𝐵𝐴).

В противном случае возвращаемся к шагу 5.
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Применяем этот алгоритм для

𝛿𝑗(𝑘; 𝑙) =
𝑙 + 𝑗

0, 5− 𝑘 + 𝑗
,

при 𝑗 = 1, то есть

𝛿1(𝑘, 𝑙) =
𝑙 + 1

−𝑘 + 1, 5
.

После некоторого количества итераций получим, что

𝛿1𝐴𝐵𝐴
2𝐵𝐴2 =

139𝑘 + 25𝑙 + 99

112𝑘 + 20𝑙 + 80
.

Применим лемму 5, так как 𝑌 > 0 и 𝑍 < 0 то в этом случае используем лемму 6. Согласно
утверждению леммы, sup{𝑘 + 𝑙 : (𝑘, 𝑙) ∈ 𝐶𝐴𝒫} = 𝑟1. Проверяем условие

min(𝑟𝑤 + 𝑣 − 𝑢, 𝑟1𝑤 + 𝑣 − 𝑢) > 0.

Оказывается, что
min(𝑟𝑤 + 𝑣 − 𝑢, 𝑟1𝑤 + 𝑣 − 𝑢) = −20𝑟1 + 12 < 0,

то есть условие леммы 6 не выполняется. Значит, согласно алгоритму минимизации, процесс
завершен. Тогда

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫1

𝛿1(𝑘; 𝑙) = 𝛿1

(︂
13

106
,
75

106

)︂
= 1

35

146
= 1, 239726 . . . ,

где (︂
13

106
,
75

106

)︂
= 𝐴𝐵𝐴2𝐵𝐴2

(︂
1

2
,
1

2

)︂
.

Теорема доказана.

6. Заключение

Работа посвящена сведению задачи о величине промежутка (𝑇, 𝑇+𝐻) критической прямой,
в которой содержится нуль нечётного порядка функции Харди и её производной, к проблеме
отыскания экспоненциальных пар для оценки специальных тригонометрических сумм.

Найдена нижняя грань длины промежутка критической прямой, в котором содержится
нуль нечётного порядка производной первого порядка функции Харди.
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