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Аннотация

Дэвенпорт и Хейльбронн ввели функцию 𝑓(𝑠) и показали, что 𝑓(𝑠) удовлетворяет функ-
циональному уравнению римановского типа, однако для 𝑓(𝑠) гипотеза Римана не выпол-
няется, и более того, число нулей 𝑓(𝑠) в области 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 превосходит
𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная. С.М. Воронин доказал, что тем не менее, крити-
ческая прямая 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 является исключительным множеством для нулей 𝑓(𝑠), то есть
для 𝑁0(𝑇 ) — числа нулей 𝑓(𝑠) на отрезке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 имеет место оцен-

ка 𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp
(︁
0, 05

√
ln ln ln ln𝑇

)︁
, где 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная, 𝑇 > 𝑇0 > 0.

А.А.Карацуба исследуя количество нулей функции 𝑓(𝑠) в коротких промежутках крити-
ческой прямой доказал: если 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные
числа, не превосходящие 0.001; 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 и 𝐻 = 𝑇

27
82+𝜀1 , то выполняется соотноше-

ние
𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )

1
2−𝜀.

В работе доказано, что для количества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в
коротких промежутках вида [𝑇, 𝑇 +𝐻] критической прямой последнее соотношение спра-

ведливо при 𝐻 > 𝑇
131
416+𝜀1 . Этот результат в частности является приложением новых рав-

номерных по параметрам оценок специальных тригонометрических сумм𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2
в терминах экспоненциальных пар, в котором задача о нетривиальности оценки этих сумм
относительно параметра 𝐻 сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар.

Ключевые слова: функция Дэвенпорта-Хейльбронна, экспоненциальная пара, гипотеза
Римана, успокаивающие множители Сельберга.
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Abstract

Davenport and Heilbronn introduced the function 𝑓(𝑠) and showed that 𝑓(𝑠) satisfies the
Riemannian type functional equation, however, the Riemann hypothesis fails for 𝑓(𝑠), and
moreover, the number of zeros of 𝑓(𝑠) in the region 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 𝑙𝑒𝑇 exceeds 𝑐𝑇 ,
where 𝑐 > 0 is an absolute constant. S.M. Voronin proved that, nevertheless, the critical
line 𝑅𝑒 𝑠 = 1

2 is an exceptional set for the zeros of 𝑓(𝑠), i.e. for 𝑁0(𝑇 ), where 𝑁0(𝑇 ) is the
number of zeros of 𝑓(𝑠) on the interval 𝑅𝑒 𝑠 = 1

2 , 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 , we have the estimate

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp
(︁
0.05

√
ln ln ln ln𝑇

)︁
, where 𝑐 > 0 is an absolute constant, 𝑇 > 𝑇0 > 0. While

studying the number of zeros of the function 𝑓(𝑠) in short intervals of the critical line, A.A.
Karatsuba, proved: if 𝜀 and 𝜀1 are arbitrarily small fixed positive numbers not exceeding 0.001;
𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 and 𝐻 = 𝑇

27
82+𝜀1 , then we have

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2−𝜀.

This paper demonstrates that for the number of zeros of the Davenport-Heilbronn function
𝑓(𝑠) in short intervals of the form [𝑇, 𝑇 +𝐻] of the critical line the last relationship holds for

𝐻 > 𝑇
131
416+𝜀1 . In particular, this result is an application of a new, in terms of exponential pairs,

estimates of special exponential sums 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 which are uniform across parameters,
where the problem of the non-triviality of estimates for these sums with respect to the parameter
𝐻 is reduced to the problem of finding the exponential pairs..

Keywords: Davenport-Heilbronn function, exponential pair, Riemann hypothesis, Selberg
soothing factors.
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1. Введение

Пусть 𝜒(𝑛) комплексный характер по модулю 5 такой, что 𝜒(2) = 𝑖,

æ =

√︀
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.

Функцией Дэвенпорта-Хейльбронна называется функция, которая определяется равенством

𝑓(𝑠) =
1− 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, 𝜒) +

1 + 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, �̄�),

где 𝐿(𝑠, 𝜒) — функция Дирихле. Функцию 𝑓(𝑠) ввели и исследовали Дэвенпорт и Хейльбронн
[1] , (см. также [2] с. 283 – 287). Они показали, что 𝑓(𝑠) удовлетворяет функциональному
уравнению римановского типа(︁𝜋

5

)︁− 𝑠
2
Γ

(︂
𝑠+ 1

2

)︂
𝑓(𝑠) =

(︁𝜋
5

)︁− 1−𝑠
2

Γ

(︂
(1− 𝑠) + 1

2

)︂
𝑓(1− 𝑠), (1)

однако для 𝑓(𝑠) гипотеза Римана, (все комплексные нули 𝑓(𝑠) лежат на прямой 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5),
не выполняется и, более того, число нулей 𝑓(𝑠) в области 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 превосходит
𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная.

В 1984 г. С. М. Воронин [3] доказал, что при 1/2 < 𝜎1 < 𝜎2 < 1 справедливо неравенство
𝑁(𝜎2, 𝑇 ) − 𝑁(𝜎1, 𝑇 ) > 𝑐2𝑇 , где 𝑐2 = 𝑐2(𝜎1, 𝜎2) > 0. В 1980 г. С. М. Воронин [4] доказал, что,
тем не менее, критическая прямая то есть 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 является исключительным множеством
для нулей 𝑓(𝑠), то есть для 𝑁0(𝑇 ) — числа нулей 𝑓(𝑠) на отрезке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇
имеет место оценка

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp

(︂
1

20

√
ln ln ln ln𝑇

)︂
,

где 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная, 𝑇 > 𝑇0 > 0.
Количество нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в коротких промежутках кри-

тической прямой впервые исследовал А. А. Карацуба. Он в 1989 году доказал [5, 6], что если
𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа, не превосходящие 0.001, и
𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 и 𝐻 = 𝑇

27
82

+𝜀1 , то выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀. (2)

В 1993 г. А. А. Карацуба [7, 8] получил более точную оценку: множитель (ln𝑇 )
1
2
−𝜀 в неравен-

стве (2) он заменил на (ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ), следствием чего явилось неравенство

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ).

В 2017 г. С. А. Гриценко [9] усилил последнюю оценку и получил неравенство

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2
+ 1

16
−𝜀, 𝜀 > 0.

Затем он [10] получил новые верхние и нижние оценки дробных моментов успокоенных рядов
Дирихле, из которых следует

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2
+ 1

12
−𝜀, 𝜀 > 0.

Основным результатом настоящей работы является доказательство неравенства (2) для
промежутков, имеющих более короткую длину.
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Теорема 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐𝑔 - абсолютные положительные постоянные, превосходящие
1,

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.

Тогда при 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇.

Не ограничивая общности, можно считать, что 𝑇0 = 𝑇0(𝜀, 𝜀1) - такое, что выполняется
соотношение

𝑐7(ln𝑇0)
3𝜀
4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 =
(ln𝑇0)

3𝜀
4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 · 𝜀
1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

> 1.

Поэтому из теоремы 1 следует

Следствие 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀.

Теорема 1 доказывается методом работы [5] в соединение с идеями и методами работ
[11, 12, 13, 14, 15, 16]. Основным утверждением, позволившим доказать неравенства (2) для
промежутков, имеющих более короткую длину является лемма 4 о новых равномерных по
параметрам оценок специальных тригонометрических сумм 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 в терминах экс-
поненциальных пар, в котором задача о нетривиальности оценки этих сумм относительно
параметра 𝐻 сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар.

Обозначения. Всюду ниже будем считать, что 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксиро-
ванные положительные числа, не превосходящие 0, 001; 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 + 𝐻, 𝑇 > 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0;
𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1 ; 𝑃 =
√︀

5𝑇 (2𝜋)−1; L = ln𝑃 ; 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 ; 𝑐1, 𝑐2, . . . — абсолютные положитель-
ные постоянные;

𝑟(𝑛) =
1− 𝑖æ

2
𝜒(𝑛) +

1 + 𝑖æ

2
�̄�(𝑛).

2. Вспомогательные утверждения

Пусть вещественные числа 𝛼(𝜈) при 𝑅𝑒 𝑠 > 1 находятся из соотношения

∞∑︁
𝜈=1

𝛼(𝜈)

𝜈𝑠
=

∏︁
𝑝≡±1(𝑚𝑜𝑑 5)

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂ 1
2

=
∏︁

𝑝≡±1(𝑚𝑜𝑑 5)

(︃
1−

∞∑︁
𝑘=1

(2𝑘 − 1)!!

2𝑘𝑘!(2𝑘 − 1) 𝑝𝑘𝑠

)︃
=
∏︁
𝑝

∞∑︁
𝑘=0

𝛼(𝑝𝑘)

𝑝𝑘𝑠
,

𝛼(𝑝𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если 𝑘 = 0;

− (2𝑘 − 1)!!

2𝑘𝑘!(2𝑘 − 1)
, если 𝑘 > 1 и 𝑝 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5).

0, если 𝑘 > 1 и 𝑝 ̸≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5),



310 З. Х. Рахмонов, Ш. А. Хайруллоев, А. С. Аминов

где (2𝑘 − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2𝑘 − 1). Из определения чисел 𝛼(𝜈) следует мультипликативность
функции 𝛼(𝜈) и |𝛼(𝜈)| < 1 при любом 𝜈 > 1. Отсюда и из соотношения 𝜒(𝑝𝑘) = (±1)𝑘,
𝑝 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5) следует, что 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈) = 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈) ≡ ℎ(𝜈) и |ℎ(𝜈)| 6 1. Пусть далее

𝜙(𝑠) =
∑︁
𝜈<𝑋

𝛽(𝜈)𝜒(𝜈)

𝜈𝑠
=
∑︁
𝜈<𝑋

ℎ(𝜈)

𝜈𝑠
,

𝛽(𝜈) =

⎧⎨⎩ 𝛼(𝜈)

(︂
1− ln 𝜈

ln𝑋

)︂
, 1 ≤ 𝜈 < 𝑋,

0, 𝜈 ≥ 𝑋,
(3)

Определение 1. Функции 𝐹 (𝑡) и 𝜃(𝑡) задаются равенствами

𝐹 (𝑡) =
(︁𝜋
5

)︁− 𝑖𝑡
2 Γ

(︀
3
4 + 𝑖𝑡

2

)︀⃒⃒
Γ
(︀
3
4 + 𝑖𝑡

2

)︀⃒⃒𝑓 (︂1

2
+ 𝑖𝑡

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜙

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
= 𝑒𝑖𝜃(𝑡)𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜙

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
.

Лемма 1. Пусть 𝑇 такое, что 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑘, 𝑘 — целое число. Тогда при 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 +𝐻

справедлива следующая формула:

𝐹 (𝑡) = 2
∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
+𝑂(𝑇−0,01),

где 𝜆 — положительные рациональные числа, знаменатель которых не превосходит 𝑋,

𝐴(𝜆) =
∑︁

𝑛𝜈1
𝜈2

=𝜆

ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2)𝑟(𝑛)

𝜈2
. (4)

Доказательство см. [6], стр. 226.

Определение 2. Суммами А. Сельберга вида 𝑊 (𝜃) и вида 𝑆(𝑌 ) называются соответ-
ственно суммы

𝑊 (𝜃) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(︂
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

𝜈1𝜈3

)︂1−𝜃 𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)𝛽(𝜈3)𝛽(𝜈4)

𝜈2𝜈4
, 𝑆(𝑌 ) =

∑︁
𝜆≤𝑌

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
,

где 𝛽(𝜈) и 𝐴(𝜆) — функции, определённые соответственно формулами (3) и (4), а 𝜆 — поло-
жительное рациональное число, знаменатель которого не превосходит 𝑋.

Лемма 2. Пусть 𝑇 0,1 6 𝑌 ≤ 𝑇 , 1
4 ≤ 𝜃 ≤ 1

2 , тогда справедлива следующая асимптотиче-
ская формула:

𝑆(𝑌 ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2𝜃)
𝑌 1−2𝜃𝑊 (0) +

(︂
𝑐1

1− 2𝜃
+ 𝑐2

)︂
𝑊 (1− 2𝜃) +𝑂

(︁
𝑌 −2𝜃𝑋2 ln2𝑋

)︁
,

𝑐1 = −71−2𝜃 + 131−2𝜃 + æ2(91−2𝜃 + 111−2𝜃)

5 · 21−2𝜃
, 𝑐2 = 1 +

1

42𝜃
+

æ2

22𝜃
+

æ2

32𝜃
+

+ 10𝜃

∫︁ ∞

0,5

(︂
1

(5𝑢+ 1)2𝜃+1
+

1

(5𝑢+ 4)2𝜃+1
+

æ2

(5𝑢+ 2)2𝜃+1
+

æ2

(5𝑢+ 3)2𝜃+1

)︂
𝜌(𝑢)𝑑𝑢.

Доказательство см. [6], стр. 227.
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Лемма 3. При 0 ≤ 𝜃 ≤ 1
2 для 𝑊 (𝜃) справедлива оценка

𝑊 (𝜃) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(︂
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

𝜈1𝜈3

)︂1−𝜃 𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)𝛽(𝜈3)𝛽(𝜈4)

𝜈2𝜈4
= 𝑂

(︂
𝑋2𝜃

√
ln𝑋

)︂
.

Доказательство см. [6], стр. 229.

Определение 3. Если 𝐵 ≥ 1, 0 < ℎ ≤ 𝐵, 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐶∞(𝐵, 2𝐵), 𝐴 ≥ 1,

𝐴𝐵1−𝑟 ≪ |𝐹 (𝑟)(𝑢) |≪ 𝐴𝐵1−𝑟, 𝑟 = 1, 2, 3, . . . ,

где постоянные под знаком ≪ зависят только от 𝑟, и имеет место оценка∑︁
𝐵≤𝑛≤𝐵+ℎ

𝑒(𝐹 (𝑛)) ≪ 𝐴𝑘𝐵𝑙, 0 ≤ 𝑘 ≤ 0, 5 0, 5 ≤ 𝑙 ≤ 1,

то пара (𝑘, 𝑙) называется экспоненциальной парой.

3. Оценка тригонометрических сумм 𝑊𝑗(𝑇 )

При 𝑗 = 0, 1, 2 определим три вида сумм 𝑊𝑗(𝑇 ). Для этого кроме уже введённых парамет-
ров в конце первого параграфе введём дополнительные параметры, от которых могут зависеть
эти суммы: 𝑘 = [lnL ]; 𝜂 = 𝑐1𝑘L

− 1
2 . Пользуясь определением чисел 𝐴(𝜆) в (4) и обозначениями

функций

𝐵(𝜙) =

(︂
𝜙𝑖𝜂 − 1

ln𝜙

)︂𝑘
, 𝐵(𝜓) =

(︂
𝜓−𝑖𝜂 − 1

ln𝜓

)︂𝑘
,

суммы 𝑊𝑗 =𝑊𝑗(𝑇 ) определим равенствами

𝑊0 =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊1 =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊2 =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

А.А. Карацуба [5] при 𝐻 > 𝑇
27
82

+𝜀1 для этих сумм получил оценки вида

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︁
𝜀−2𝑘
2 (ln𝑇 )−2𝑘 + 𝜀−𝑘2 𝜂𝑘(ln𝑇 )−𝑘

)︁
𝑇−𝜀1 .

В лемме 4 в сочетании методов работ [11, 12, 13, 14, 15, 16] и метода экспоненциальных пар
для тригонометрических сумм𝑊𝑗(𝑇 ) подобные оценки получены для параметра 𝐻 с меньшим
порядком роста.

Лемма 4. Пусть 𝜀1 и 𝜀2 - произвольные малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001, 𝑘 — натуральное число, 0 < 𝜂 < 1, (𝜅, 𝜆) — произвольная экспонен-
циальная пара,

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, æ(𝜅, 𝜆) =

52 + 𝜅− 𝜆

50𝜅+ 50
, 𝜎(𝜅) =

lnL

(𝜅+ 1) ln𝑇
.
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Тогда при 𝐻 = 𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅) справедливы оценки

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−0,5(𝜆−𝜅)𝜀2 · 𝑇−𝜀1 .

Показатель 𝜃(𝜅;𝜆) = 𝜅+𝜆
2(𝜅+1) также появляется в проблеме Гаусса о числе целых точек в

круге 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅 в форме

𝐾(𝑅) = #
{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍

}︀
= 𝜋𝑅+𝑂

(︁
𝑅𝜃(𝜅;𝜆)+𝜀

)︁
,

и в оценке остаточного члена в проблеме делителей Дирихле о числе целых точек в гиперболе
𝑥𝑦 6 𝑁 , 𝑥 > 0, 𝑦 > 0. Наилучшая оценка сверху для 𝜃(𝜅;𝜆) принадлежит М. Хаксли [17]. Он
доказал, что

𝜃0 = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜃(𝜅, 𝜆) = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
6

131

416
=

1

3
− 23

3 · 416
≈ 0.31490,

где 𝒫 — множество всех экспоненциальных пар. Отсюда из леммы 4 получаем следующее.

Следствие 2. Пусть 𝜀1 и 𝜀2 - произвольные малые фиксированные положительные чис-
ла, не превосходящие 0, 001, 𝑘 — натуральное число, 0 < 𝜂 < 1. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1

справедливы оценки:

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−𝜀1 .

Доказательство леммы 4 для удобства разобьём на этапы.
1. Оценка части суммы 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 с условием 𝜆2 > 𝜆1(1 + L𝐻−1). Если в

суммах 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 выполняется условие 𝜆2 > 𝜆1(1 + L𝐻−1), то воспользовавшись
известным неравенством ln(1 + 𝑥) > 0, 5𝑥, 0 < 𝑥 6 0, 5, имеем

exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
< exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln

(︂
1 +

L

𝐻

)︂)︂2
)︃
< exp

(︂
−L 2

16

)︂
.

Обозначая соответствующие части сумм 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2, для которых выполняется условие
𝜆2 − 𝜆1 > L𝐻−1, через 𝑊 ′

𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2, и воспользовавшись при 𝑗 = 1 соотношением

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒(︀
𝑃
𝜆

)︀𝑖𝜂 − 1
⃒⃒⃒𝑘

(︀
ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀)︀𝑘 =

⃒⃒
2 sin

(︀𝜂
2 ln

𝑃
𝜆

)︀⃒⃒𝑘
(ln𝑃 − ln𝜆)𝑘

6
2𝑘

(ln𝑃 − ln𝑃 1−𝜀2)𝑘
=

(︂
2

𝜀2L

)︂𝑘
, (5)

имеем

|𝑊 ′
𝑗(𝑇 )| < exp

(︂
−L 2

16

)︂(︃∑︁
𝜆<𝑃

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

)︃2

; 𝑗 = 0, 2;

|𝑊 ′
1(𝑇 )| <

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂⎛⎝ ∑︁
𝜆<𝑃 1−𝜀2

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

⎞⎠2

.

Далее из определения суммы 𝐴(𝜆) и соотношений |𝑟(𝑚)| 6 1 и |ℎ(𝜈)| 6 1 имеем∑︁
𝜆<𝑃

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

6
∑︁
𝜆<𝑃

1√
𝜆

∑︁
𝑛𝜈1
𝜈2

=𝜆

𝜈1,𝜈2<𝑋

|ℎ(𝜈1)||ℎ(𝜈2)||𝑟(𝑛)|
𝜈2

=
∑︁

𝜈1,𝜈2<𝑋

1
√
𝜈1𝜈2

∑︁
𝑛<

𝑃𝜈2
𝜈1

1√
𝑛
≪ 𝑃

1
2𝑋 ln𝑋.
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Следовательно,

𝑊 ′
𝑗(𝑇 ) ≪ exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊 ′
1(𝑇 ) ≪

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

Осталось рассмотреть слагаемые с условием 𝜆1 < 𝜆2 6 𝜆1(1+L𝐻−1). Промежутки 0 < 𝜆1 < 𝑃
в 𝑊0(𝑇 ), 0 < 𝜆1 < 𝑃 1−𝜀2 в 𝑊1(𝑇 ), и 𝑃 1−𝜀2 < 𝜆1 < 𝑃 в 𝑊2(𝑇 ), разобьём целыми числа-
ми Λ = Λ(𝑗) на ≪ L промежутков вида Λ < 𝜆1 6 Λ1 ≤ 2Λ. Следовательно для чисел Λ
выполняется соотношение

2Λ = 2Λ(𝑗) < 𝐸𝑗𝑃, где 𝐸𝑗 =

{︂
𝑃−𝜀2 , если 𝑗 = 1;
1, если 𝑗 = 0 или 𝑗 = 2.

(6)

Обозначая через 𝑊𝑗(Λ), 𝑗 = 0, 1, 2 максимальную из получившихся таким образом сумм,
приходим к неравенствам

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ L |𝑊𝑗(Λ)|+ exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊1(𝑇 ) ≪ L |𝑊1(Λ)|+
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

(7)

2. Оценка 𝑊𝑗(Λ) с условием Λ 6 𝐻𝑋−2L −1. Если Λ 6 𝐻𝑋−2L −1, то в силу того, что
рациональные числа 𝜆1 и 𝜆2 имеют вид

𝜆1 < 𝜆2, 𝜆1 =
𝑛1𝜈1
𝜈2

, 𝜆2 =
𝑛2𝜈3
𝜈4

, 𝜈𝑖 < 𝑋, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

находим

𝜆2
𝜆1

= 1 +
𝜆2 − 𝜆1
𝜆1

> 1 +
𝜆2 − 𝜆1

2Λ
> 1 +

1

2Λ
· 𝑛2𝜈3𝜈2 − 𝑛1𝜈1𝜈4

𝜈2𝜈4
> 1 +

1

2𝜈2𝜈4Λ
> 1 +

L

2𝐻
,

поэтому

exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
< exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln

(︂
1 +

L

2𝐻

)︂)︂2
)︃
< exp

(︂
−L 2

64

)︂
.

Оценивая суммы 𝑊𝑗(Λ), 𝑗 = 0, 1, 2 при Λ 6 𝐻𝑋−2L −1, аналогично суммам 𝑊 ′
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2,

находим, что

𝑊𝑗(Λ) ≪ exp

(︂
−L 2

64

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊1(Λ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

64

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

(8)

3. Выражение 𝑊𝑗(Λ) с условием Λ > 𝐻𝑋−2L −1 через 𝐶(𝑢, ℎ) и 𝐹𝑗(ℎ, 𝜈). Не ограни-
чивая общности можно считать, что Λ > 𝐻𝑋−2L −1, 𝐵0

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 𝐵2

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 1 и 𝐵1

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 𝐵

(︀
𝑃
𝜆

)︀
.

Тогда

𝑊𝑗(Λ) =
∑︁

Λ<𝜆16Λ1

∑︁
𝜆1<𝜆26𝜆1(1+L𝐻−1)

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵𝑗

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵𝑗

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 𝛿

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,
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где 𝛿 = 0 и 𝐻𝑋−2L −1 < Λ < Λ1 ≤ 2Λ < 𝑃 1−𝜀2 при 𝑗 = 1, а 𝛿 = 1 и 𝐻𝑋−2L −1 <
< Λ < Λ1 ≤ 2Λ < 𝑃 при 𝑗 = 0, 2.

Воспользовавшись определением 𝐴(𝜆), и обозначением
𝜈1𝜈4
𝜈2𝜈3

=
𝑎

𝑏
, (𝑎, 𝑏) = 1, представим

сумму 𝑊 (Λ) в виде

𝑊𝑗(Λ) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2)ℎ(𝜈3)ℎ(𝜈4)√
𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4

𝑊𝑗(Λ, 𝜈); 𝑗 = 0, 1.2; 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4); (9)

𝑊𝑗(Λ, 𝜈) =
∑︁

Λ𝜈2
𝜈1

<𝑛16
Λ1𝜈2
𝜈1

∑︁
𝑛1𝑎
𝑏
<𝑛26

𝑛1𝑎
𝑏

(1+L𝐻−1)

𝑟(𝑛1)𝑟(𝑛2)Φ𝑗(𝑛1, 𝑛2, 𝜈)

(︂
𝑛1𝑎

𝑛2𝑏

)︂𝑖𝑇
,

Φ𝑗(𝑛1, 𝑛2, 𝜈) =

exp

(︂
−
(︁
𝐻+𝛿
2 ln 𝑛1𝑎

𝑛2𝑏

)︁2)︂
√
𝑛1𝑛2

𝐵𝑗

(︂
𝑃𝜈2
𝑛1𝜈1

)︂
𝐵𝑗

(︂
𝑃𝜈4
𝑛2𝜈3

)︂
.

Записав 𝑛1 и 𝑛2 в виде членов арифметических прогрессий соответственно с разностями 5𝑎,
и 5𝑏, то есть

𝑛1 = 5𝑏𝑚+ 𝑏1, 0 6 𝑏1 < 5𝑏,
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
< 𝑚 6

Λ1𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
,

𝑛2 = 5𝑎𝑚1 + 𝑎1, 0 6 𝑎1 < 5𝑎, 𝑚+
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

< 𝑚1 6 𝑚+
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

+

(︂
𝑚+

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
,

вводя обозначение

𝑁 =
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
, 𝑁1 =

Λ1𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
, 𝛼 =

𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
, 𝜔(𝑚) =

(︂
𝑚+

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
,

делая суммирование по 𝑏1 и 𝑎1 внешним, а также имея в виду, что 𝑟(5𝑏𝑚 + 𝑏1) = 𝑟(𝑏1) и
𝑟(5𝑎𝑚1 + 𝑎1) = 𝑟(𝑎1), приходим к следующему соотношению:

𝑊𝑗(Λ, 𝜈) =
∑︁

06𝑏1<5𝑏

𝑟(𝑏1)
∑︁

06𝑎1<5𝑎

𝑟(𝑎1)𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1), (10)

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝑁<𝑚6𝑁1

∑︁
𝑚+𝛼<𝑚16𝑚+𝛼+𝜔(𝑚)

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎𝑚1 + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚1 +
𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
.

Переменная суммирования 𝑚1 принимает все значения целых чисел из полуинтервала
𝑚+ 𝛼 < 𝑚1 6 𝑚+ 𝛼+ 𝜔(𝑚), поэтому заменяя 𝑚1 на 𝑚+ ℎ, то есть полагая 𝑚1 = 𝑚+ ℎ, где
ℎ принимает значения из полуинтервала 𝛼 < ℎ 6 𝛼+ 𝜔(𝑚), представим сумму 𝑊4 в виде

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝑁<𝑚6𝑁1

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑚)

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎(𝑚+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

(𝑚+ ℎ) + 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
,

Заметим, что ℎ > 0 , и это следует из соотношения

−1 < −1 +
1

5𝑎
6 𝛼 =

𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

6 1− 1

5𝑏
< 1.
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Меняя порядки суммирования по ℎ и 𝑚, имея в виду, что условия ℎ 6 𝛼 + 𝜔(𝑚) и

𝑚 > (ℎ−𝛼)𝐻L − 𝑏1
5𝑏 равносильны, и вводя обозначения 𝑁2 = max

(︂
𝑁,

𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
, найдем

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

∑︁
𝑁2<𝑚6𝑁1

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎(𝑚+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
,

К сумме по 𝑚 применяя преобразования Абеля, получаем

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

(︂
−
∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝐶(𝑢, ℎ)𝑓 ′𝑗(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝐶(𝑁1, ℎ)𝑓𝑗(𝑁1, ℎ)

)︂
,

𝑓𝑗(𝑢, ℎ) = Φ𝑗(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), 𝐶(𝑢, ℎ) =
∑︁

𝑁2<𝑚6𝑢

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
.

Подставляя правую часть полученной формулы в (10), а затем в (9), и переходя к оценкам,
найдём

𝑊𝑗(Λ) 6
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

1
√
𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

𝐹𝑗(ℎ, 𝜈) max
𝑁2<𝑢6𝑁1

|𝐶(𝑢, ℎ)|, (11)

𝐹𝑗(ℎ, 𝜈) =

∫︁ 𝑁1

𝑁2

|𝑓 ′𝑗(𝑢, ℎ)|𝑑𝑢+ |𝑓𝑗(𝑁1, ℎ)|.

Далее оценим 𝐹𝑗(ℎ, 𝜈), 𝑗 = 0, 1, 2, а затем |𝐶(𝑢, ℎ)|. Заметим, что 𝐹0(ℎ, 𝜈) и 𝐹2(ℎ, 𝜈) тожде-
ственно равны так как 𝑓2(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ), поэтому достаточно оценить 𝐹0(ℎ, 𝜈) и 𝐹1(ℎ, 𝜈).

4. Оценка 𝐹0(ℎ, 𝜈). Имея в виду, что 𝑓0(𝑢, ℎ) = Φ0(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), находим

𝑓 ′0(𝑢, ℎ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
exp

(︃
−
(︂
𝐻+𝛿
2 ln

𝑢+
𝑏1
5𝑏

𝑢+ℎ+
𝑎1
5𝑎

)︂2
)︃

5
√
𝑎𝑏

√︂(︁
𝑢+ 𝑏1

5𝑏

)︁ (︀
𝑢+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

)︀
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

′

=

exp

(︃
−
(︂
𝐻+𝛿
2 ln

𝑢+
𝑏1
5𝑏

𝑢+ℎ+
𝑎1
5𝑎

)︂2
)︃

5
√
𝑎𝑏

×

×
2(𝐻 + 𝛿) ln

(︂
1 +

ℎ− 𝑏1
5𝑏

+
𝑎1
5𝑎

𝑢+
𝑏1
5𝑏

)︂(︁
ℎ− 𝑏1

5𝑏 +
𝑎1
5𝑎

)︁
− 2𝑢− ℎ− 𝑏1

5𝑏 −
𝑎1
5𝑎

2
(︁
𝑢+ 𝑏1

5𝑏

)︁ 3
2 (︀
𝑢+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

)︀ 3
2

.

Знак 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) совпадает со знаком числителя последней дроби, для определения ко-
торой, пользуясь последовательно границами изменения переменных 𝑁2 < 𝑚 6 𝑁1 и
𝛼 < ℎ 6 𝛼+ 𝜔(𝑁1), то есть соотношениями

𝑁2 =max

(︂
𝑁,

𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
= max

(︃
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
,
𝐻

L

(︂
ℎ− 𝑏1

5𝑏
+
𝑎1
5𝑎

)︂
− 𝑏1

5𝑏

)︃
,

𝛼 =
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
, 𝜔(𝑁1) =

(︂
𝑁1 +

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
=

Λ1𝜈2
𝜈1

· L

5𝑏𝐻
,
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имеем

2(𝐻 + 𝛿) ln

(︃
1 +

ℎ− 𝑏1
5𝑏 +

𝑎1
5𝑎

𝑢+ 𝑏1
5𝑏

)︃(︂
ℎ− 𝑏1

5𝑏
+
𝑎1
5𝑎

)︂
− 2𝑢− ℎ− 𝑏1

5𝑏
− 𝑎1

5𝑎
<

< 2(𝐻 + 𝛿) ln

(︃
1 +

Λ1𝜈2
𝜈1

· L
5𝑏𝐻

Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

)︃
Λ1𝜈2
𝜈1

· L

5𝑏𝐻
− 2Λ𝜈2

5𝜈1𝑏
=

=
2Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

(︂(︂
1 +

𝛿

𝐻

)︂
ln

(︂
1 +

L

𝐻

)︂
L − 1

)︂
<

(︂
2L 2

𝐻
− 1

)︂
2Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

< 0.

Следовательно, 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) < 0, поэтому с учётом условия 𝑓0(𝑢, ℎ) > 0 найдём

𝐹0(ℎ, 𝜈) = −
∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝑓0(𝑁1, ℎ) 6 𝑓0(𝑁2, ℎ).

Для оценки сверху 𝑓0(𝑢, ℎ), возвращаясь к переменным 𝑛1 и 𝑛2, затем к 𝜆1 и 𝜆2, далее поль-
зуясь соотношением Λ < 𝜆1 < 𝜆2, имеем

𝐹0(ℎ, 𝜈) = 𝑓0(𝑢,𝑁2) =

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

·
exp

(︂
−
(︁
𝐻+𝛿
2 ln 𝜆1

𝜆2

)︁2)︂
√
𝜆1𝜆2

6
1

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

. (12)

5. Оценка 𝐹1(ℎ, 𝜈). Для оценки 𝐹1(ℎ, 𝜈) нам нужны оценки 𝑓1(𝑢, ℎ) и 𝑓 ′1(𝑢, ℎ)—её произ-
водная по 𝑢. Воспользовавшись обозначениями

𝜙 = 𝜙(𝑢) =
𝑃𝜈2

(5𝑏𝑢+ 𝑏1)𝜈1
, 𝜓 = 𝜓(𝑢) =

𝑃𝜈4
(5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1)𝜈3

,

и соотношением 𝑓1(𝑢, ℎ) = Φ1(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), получим

𝑓1(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ)
(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁
,

𝑓 ′1(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ)
(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢
+ 𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢)),

(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢
= 𝑘𝐵(𝜙)𝐵(𝜓)

⎛⎝1− 𝑖𝜂𝜙𝑖𝜂(𝐵(𝜙))−
1
𝑘(︁

𝑢+ 𝑏1
5𝑏

)︁
ln𝜙

+
1 + 𝑖𝜂𝜓−𝑖𝜂(𝐵(𝜓))−

1
𝑘(︀

𝑢+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︀
ln𝜓

⎞⎠ .

Пользуясь оценкой (5), найдем

⃒⃒⃒⃒(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢

⃒⃒⃒⃒
6

2𝑘

𝑢 ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀ (︃⃒⃒⃒⃒𝐵(︂𝑃
𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒2
+ 𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒ 2𝑘−1
𝑘

)︃
6

6
2𝑘

𝑢 𝜀2L

(︃(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

+ 𝜂

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘−1
)︃

=

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 2

𝜀2L
+ 𝜂

)︂
𝑘

𝑢
.

Подставляя найденные формулы для 𝑓1(𝑢, ℎ) и 𝑓 ′1(𝑢, ℎ) в соотношение (11), переходя к оценкам
и воспользовавшись оценкой (5) и последней оценкой, затем соотношениями 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) < 0 и
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𝑓0(𝑢, ℎ) > 0, а в конце соотношением (12), последовательно находим

𝐹1(ℎ,𝜈) 6
∫︁ 𝑁1

𝑁2

⃒⃒⃒⃒
𝑓0(𝑢, ℎ)

(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢+

∫︁ 𝑁1

𝑁2

⃒⃒
𝑓 ′0(𝑢, ℎ)

⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

⃒⃒⃒
𝑑𝑢+

+ |𝑓0(𝑁1, ℎ)|
⃒⃒⃒
𝐵(𝜙(𝑁1))𝐵(𝜓(𝑁1))

⃒⃒⃒
6

6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂(︂ 2𝑘

𝜀2L
+ 𝑘𝜂

)︂∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓0(𝑢, ℎ)

𝑢
𝑑𝑢−

∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝑓0(𝑁1, ℎ)

)︂
6

6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂2𝑘

𝜀2
+ 𝑘𝜂L + 1

)︂
𝑓0(𝑁2, ℎ) ≪

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
1

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

.

Объединяя эту оценку с оценкой (12), имеем

𝐹𝑗(ℎ,𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4) ≪
𝐷𝑗

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

,

𝐷𝑗 =

⎧⎨⎩
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
, если 𝑗 = 1;

1, если 𝑗 = 0 или 𝑗 = 2.

Подставляя эту оценку в формулу (11), получим

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗

Λ

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

1

𝜈2𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

max
𝑁2<𝑢6𝑁1

|𝐶(𝑢, ℎ)|, (13)

6. Оценка |𝐶(𝑢, ℎ)|. Для оценки суммы

𝐶(𝑢, ℎ) =
∑︁

𝑁2<𝑚6𝑢

𝑒

(︃
𝑇

2𝜋
ln
𝑚+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

𝑚+ 𝑏1
5𝑏

)︃
,

𝑁2 = max

(︂
Λ𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,
𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
, 𝑢 6

Λ1𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,

воспользуемся методом экспоненциальных пар. Положим,

𝑓(𝑦) =
𝑇

2𝜋
ln
𝑦 + ℎ+ 𝑎1

5𝑎

𝑦 + 𝑏1
5𝑏

, 𝐴 =
𝑇 |ℎ− 𝛼|
𝑁2

2

≪ 𝑇 |ℎ− 𝛼|𝑏2𝜈21
Λ2𝜈22

,

𝐵 = 𝑢−𝑁2 6 𝑁1 −𝑁2 =
Λ1𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏

−max

(︂
Λ𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,
𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
≪ Λ𝜈2

𝑏𝜈1
.

Для нахождения производной порядка 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . функции 𝑓(𝑢), представляя её производ-
ную первого порядка в виде

𝑓 ′(𝑦) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋
· 𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦), 𝑓1(𝑦) =

1

𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎

, 𝑓2(𝑦) =
1

𝑦 + 𝑏1
5𝑏

, 𝛼 =
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
,

и имея в виду, что

𝑓
(𝑠−1−𝑗)
1 (𝑦) =

(−1)𝑠−1−𝑗(𝑠− 1− 𝑗)!

(𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎)

𝑠−𝑗 , 𝑓
(𝑗)
2 (𝑦) =

(−1)𝑗𝑗!

(𝑦 + 𝑏1
5𝑏)

𝑗+1
,
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воспользуемся формулой Лейбница для 𝑠− 1 — ой производной произведения двух функций:

𝑓 (𝑠)(𝑦) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋
(𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦))

(𝑠−1) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋

𝑠−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑠−1𝑓
(𝑠−1−𝑗)
1 (𝑦)𝑓

(𝑗)
2 (𝑦) =

=
(−1)𝑠 𝑠!𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋

𝑠−1∑︁
𝑗=0

1

(𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎)

𝑠−𝑗(𝑦 + 𝑏1
5𝑏)

𝑗+1
.

Поэтому
𝐴𝐵1−𝑠 ≪ 𝑓 (𝑠)(𝑦) ≪ 𝐴𝐵1−𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . .

Следовательно, для экспоненциальной пары (𝜅, 𝜆) имеем

|𝐶(𝑢, ℎ| ≪
(︂
𝑇 (ℎ− 𝛼)𝑏2𝜈21

Λ2𝜈22

)︂𝜅(︂
Λ𝜈2
𝑏𝜈1

)︂𝜆
=
𝑇 𝜅𝑏2𝜅−𝜆𝜈2𝜅−𝜆1

Λ2𝜅−𝜆𝜈2𝜅−𝜆2

(ℎ− 𝛼)𝜅.

7. Оценка 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2. Подставляя оценку для |𝐶(𝑢, ℎ| в (13), имеем

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗𝑇

𝜅

Λ1+2𝜅−𝜆

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

𝜈2𝜅−𝜆1 𝑏2𝜅−𝜆

𝜈1+2𝜅−𝜆
2 𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

(ℎ− 𝛼)𝜅 ≪

≪ 𝐷𝑗𝑇
𝜅

Λ1+2𝜅−𝜆

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

𝜈2𝜅−𝜆1 𝑎𝑏1+2𝜅−𝜆

𝜈1+2𝜅−𝜆
2 𝜈4

(𝜔(𝑁1))
𝜅+1.

Отсюда имея в виду, что

𝜔(𝑁1) =

(︂
𝑁1 +

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
=

Λ1𝜈2L

5𝐻𝑏𝜈1
, 𝑎 =

𝜈1𝜈4
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

, 𝑏 =
𝜈2𝜈3

(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)
,

получим

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗𝑇

𝜅Λ𝜆−𝜅

𝐻𝜅+1

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(𝜈1𝜈3)
𝜅−𝜆

(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)1+𝜅−𝜆
≪ 𝐷𝑗

𝑇 𝜅Λ𝜆−𝜅𝑋4+2𝜅−2𝜆

𝐻𝜅+1
.

Отсюда пользуясь условиями 𝜆 − 𝜅 > 0 и 2Λ = 2Λ(𝑗) < 𝐸𝑗𝑃 , где 𝐸𝑗 определяется формулой
(6), а также 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 , найдём

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝐷𝑗𝐸
𝜆−𝜅
𝑗 · 𝑇−𝜀1L −1

(︃
𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅)

𝐻

)︃𝜅+1

,

где

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, æ(𝜅, 𝜆) =

52 + 𝜅− 𝜆

50𝜅+ 50
, 𝜎(𝜅) =

lnL

(𝜅+ 1) ln𝑇
.

Следовательно, при 𝐻 > 𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅) получим оценку

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝐷𝑗𝐸
𝜆−𝜅
𝑗 · 𝑇−𝜀1L −1.

Пользуясь определениями параметров 𝐷𝑗 и 𝐸𝑗 , эту оценку напишем в виде

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝑇−𝜀1L −1, 𝑗 = 0, 𝑗 = 2;

𝑊1(Λ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−0,5(𝜆−𝜅)𝜀2 · 𝑇−𝜀1L −1.

Подставляя эту оценку и оценку (8) в (7), получим утверждение леммы.
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4. Доказательство теоремы 1.

Кроме уже введённых параметров в конце первого параграфе введём дополнительные па-

раметры: 𝑎 — произвольное фиксированное число с условием 0 < 𝑎 < 1; 𝑇− 𝜋

4
= 4𝜋𝑟, 𝑟 — целое

число; 𝜂 = 𝑐1L
− 1

2 ; 𝑘 = [𝑐 lnL ]; 𝑐 и 𝑐1 > 1 — постоянные, значения которых определим позднее;
всюду ниже краткости функцию 𝐹 (𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘) обозначим через 𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘).

1. Сведение к оценкам интегралов 𝐼2(𝑇, 𝑇 + 𝐻), 𝐼1(𝑇, 𝑇 + 𝐻) и 𝐽(𝑇,𝐻). Из опре-
деления 1 функции 𝐹 (𝑡) и функционального уравнения (1) для функции 𝑓(𝑠) следует, что
𝐹 (𝑡) при вещественных 𝑡 принимает вещественные значения, а вещественные нули 𝐹 (𝑡) нечёт-
ного порядка являются нулями нечётного порядка 𝑓(𝑠), лежащими на критической прямой.
Обозначим буквой 𝐸 подмножество интервала (𝑇, 𝑇 +𝐻), состоящее из чисел 𝑡 таких, что∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 >

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒
. (14)

Возводя обе части неравенства в степень 𝑎 и пользуясь определением 𝐸, получаем∫︁
𝐸
𝑑𝑡

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
>

>
∫︁
𝐸
𝑑𝑡

(︂(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
−
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑎
.

)︂
При замене области интегрирования 𝐸 на интервал (𝑇, 𝑇 +𝐻) значение интеграла в правой
части последнего неравенства не меняется, так как при 𝑡 ∈ (𝑇, 𝑇 + 𝐻) ∖ 𝐸 неравенство (14)
превращается в равенство. Поэтому воспользовавшись обозначениями

𝐼(𝐸) =

∫︁
𝐸

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
𝑑𝑡,

𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡;

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
𝑑𝑡,

представим последнее неравенство в виде

𝐼(𝐸) ≥ 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)− 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻). (15)

Пользуясь неравенством Гёльдера вида(︂∫︁
𝐸
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 2
𝑎

6 (𝜇(𝐸))
2
𝑎
−1
∫︁
𝐸
𝑔

2
𝑎 (𝑡)𝑑𝑡,

получаем

(𝐼(𝐸))
2
𝑎 6 (𝜇(𝐸))

2
𝑎
−1
∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂2

𝑑𝑡.

Функция 𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘) непрерывна на отрезке [0, 𝜂] по каждому из аргументов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, поэто-
му согласно первой теореме о среднем значение интеграла, найдутся точки 𝑢*1, . . . , 𝑢

*
𝑘, для

которых выполняется равенство∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘 |𝐹 (𝑡+ 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘)| .
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Отсюда с учётом следующего соотношения

0 6 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘 6 𝜂𝑘 =
𝑐1[𝑐 lnL ]√

L
6 1,

имеем

𝐼(𝐸) 6

(︃
(𝜇(𝐸))

2
𝑎
−1 𝜂2𝑘

∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

𝑇+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

|𝐹 (𝑡)|2𝑑𝑡

)︃𝑎
2

6 (𝜇(𝐸))
2−𝑎
2

(︁
𝜂2𝑘𝐽(𝑇,𝐻)

)︁𝑎
2
,

𝐽(𝑇,𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡.

Отсюда и из (15), найдём

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 >

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)− 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻)

(𝜂2𝑘𝐽(𝑇,𝐻))
𝑎
2

. (16)

Таким образом, для оценки снизу функции 𝜇(𝐸) достаточно оценить интеграл 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)
снизу, а интегралы 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) и 𝐽(𝑇,𝐻) сверху.

2. Оценка снизу интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻). Применяя 𝑘 – раз неравенство Гёльдера вида(︂∫︁ 𝜂

0
𝑓(𝑢)𝑑𝑢

)︂ 1
𝑎

6 𝜂
1
𝑎
−1

∫︁ 𝜂

0
𝑓

1
𝑎 (𝑢)𝑑𝑢,

затем возводя обе части получившегося неравенства в степени 𝑎, найдём(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
> 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)|𝑎 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

Отсюда и из определения интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻), получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0

∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢1+...+𝑢𝑘

𝑇+𝑢1+...+𝑢𝑘

|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 >

> 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇+𝑘𝜂
|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘𝑎

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇+𝑘𝜂
|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡.

Далее пользуясь определением 𝐹 (𝑡), это неравенство представим в виде

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘𝑎
∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡. (17)

Для оценки снизу интеграла в правой части (17) воспользуемся теоремой Гэбриэла о выпук-
лости среднего значения по двум переменным ([6], стр. 366). В этой лемме, полагая 𝛼 = 1

2 ,
𝜆 = 1

𝑎 , 𝛽 = 2, 𝜇 = 1
2−𝑎 , 𝜎 = 2− 3𝑎

4 , 𝑇1 = 𝐻 − 𝑘𝜂, 𝑝 = 𝑎
2 , 𝑞 = 2−𝑎

2 , и имея в виду, что

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
=

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡,

𝐽

(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
=

(︂∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡

)︂ 1
𝑎

,

𝐽

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
=

(︂∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒
𝑓 (2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂))𝜙2 (2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂))

⃒⃒2−𝑎
𝑑𝑡

)︂ 1
2−𝑎

,
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с учетом соотношения 𝑝𝜆+ 𝑞𝜇 = 1, найдем

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
6 𝑐𝑔𝐽

𝑎
2

(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
𝐽

2−𝑎
2

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
,

где 𝑐𝑔 — абсолютная постоянная. Из соотношения (17), определения 𝐽
(︀
1
2 ,

1
𝑎

)︀
и последнего

неравенства, получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘𝑎𝐽𝑎
(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
> 𝑐−2

𝑔 𝜂𝑘𝑎𝐽2

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
𝐽−(2−𝑎)

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
. (18)

Таким образом, для оценки снизу интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 + 𝐻) достаточно оценить интеграл

𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
снизу, а интеграл 𝐽

(︁
2, 1

2−𝑎

)︁
сверху.

Для оценки снизу интеграла 𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
, пользуясь определениями функций 𝑓(𝑠) и 𝜙(𝑠)

при 𝑠 = 2− 3𝑎
4 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂), имея в виду, что 2− 3𝑎

4 > 1 , найдём

𝑓(𝑠)𝜙2(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑟(𝑛)

𝑛𝑠

∑︁
𝜈1<𝑋

ℎ(𝜈1)

𝜈𝑠1

∑︁
𝜈2<𝑋

ℎ(𝜈2)

𝜈𝑠2
=

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚𝑠
, 𝑟1(𝑚) =

∑︁
𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

𝑟(𝑛)ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2).

Воспользовавшись соотношениями |𝑟(𝑚)| 6 1 и |ℎ(𝜈)| 6 1, имеем

|𝑟1(𝑚)| 6
∑︁

𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

|𝑟(𝑚)||𝛼(𝜈1)||𝛼(𝜈2)| 6
∑︁

𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

1 6 𝜏3(𝑛).

Следовательно,⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑚=1

𝜏3(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

≪ 1.

Отсюда, из определения 𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
и в виду, что 𝑘𝜂 < 1, имеем

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
=

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

𝑚−𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 >

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0
𝑚−𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

> 𝐻 − 𝑘𝜂 −

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=2

𝑟1(𝑚)
(︀
𝑚−𝑖𝑘𝜂 −𝑚−𝑖𝐻)︀

𝑚2− 3𝑎
4
+𝑖𝑇 ln𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝐻 +𝑂(1). (19)

Для оценки сверху интеграла 𝐽
(︁
2, 1

2−𝑎

)︁
, поступая аналогично как при оценке 𝐽

(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀

при 𝑅𝑒 𝑠 > 1, имеем

|𝑓(2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)𝜙2(2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2+𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

∞∑︁
𝑚=1

𝜏3(𝑛)

𝑚2
= 𝜁3(2) =

𝜋6

216
.

Следовательно,

𝐽

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
6

(︃∫︁ 𝐻

0

(︂
𝜋6

216

)︂2−𝑎
𝑑𝑡

)︃ 1
2−𝑎

=
𝜋6

216
𝐻

1
2−𝑎 .

Подставляя эту оценку и оценку (19) в (18), получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) >

(︂
216

𝜋6

)︂2−𝑎
𝑐−2
𝑔

(︀
1 +𝑂(𝐻−1)

)︀
𝐻𝜂𝑘𝑎 >

(︂
200

103

)︂2−𝑎
𝑐−2
𝑔 𝐻𝜂𝑘𝑎 =

1

52−𝑎𝑐2𝑔
𝐻𝜂𝑘𝑎. (20)
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3. Оценка сверху интеграла 𝐽(𝑇,𝐻). Имея в виду, что 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 +𝐻 и 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑟,

𝑟 — целое число, то согласно приближенному функциональному уравнению для функции 𝐹 (𝑡)
(лемма 1), имеем

𝐽(𝑇,𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
+𝑂(𝑇−0,01)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Дважды воспользовавшись неравенством |𝑎 + 𝑏|2 6 2|𝑎|2 + 2|𝑏|2 и имея в виду что 𝐴(𝜆) —
вещественнозначная функция, найдём

𝐽(𝑇,𝐻) ≪
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆
𝜆𝑖(𝑇+𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡+𝐻𝑇−0,02.

Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐽(𝑇,𝐻) ≪𝐻
∑︁

𝜆1,𝜆26𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

+𝐻𝑇−0,02.

Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐽(𝑇,𝐻) ≪ 𝐻 (|Σ0(𝑇 )|+ |𝑊0(𝑇 )|) +𝐻𝑇−0,02, Σ0(𝑇 ) =
∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
, (21)

𝑊0(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Оценим Σ0(𝑇 ). Полагая 𝜃 = 1
2 − 1

2L и ввиду 𝑋−1 6 𝜆 6 𝑃 , имеем

Σ0(𝑇 ) =
∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
− ln𝜆

L

)︂
6
∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
ln𝑋

L

)︂
6 𝑒

∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
.

Применяя к последней сумме лемму 2 при 𝑌 = 𝑃 и 𝜃 = 1
2 − 1

2L , получим

Σ0(𝑇 ) 6
2𝑒(1 + æ2)L

5
𝑊 (0) + (𝑐1L + 𝑐2)𝑊

(︀
(L )−1

)︀
+𝑂

(︀
𝑃−1𝑋2 ln2𝑋

)︀
.

Далее пользуясь леммой 3, оценивая суммы 𝑊 (0) и 𝑊
(︀
(L )−1

)︀
, а также учитывая, что

𝑃 =
√︁

5𝑇
2𝜋 и 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 , последовательно имеем

𝑊 (0) ≪ 1√
ln𝑋

, 𝑊
(︀
(L )−1

)︀
≪ 𝑋2(L )−1

√
ln𝑋

=
1√
ln𝑋

exp

(︃
2 ln𝑇 0,01𝜀1

ln
√︀

5𝑇/(2𝜋)

)︃
≪ 1√

ln𝑋
,

Σ0(𝑇 ) ≪𝑊 (0)L +𝑊
(︀
(L )−1

)︀
L +

𝑋2 ln2𝑋

𝑃
≪ L√

ln𝑋
+
𝑋2 ln2𝑋

𝑃
≪ L√

ln𝑋
. (22)

Оценим 𝑊0(𝑇 ). Согласно следствие 2 леммы 4 при 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1 , имеем

𝑊0(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

= 𝑂
(︀
𝑇−𝜀1)︀ .
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Подставляя эту оценку и оценку для Σ0(𝑇 ) в (21), затем и воспользовавшись соотношением

ln𝑋 = 0, 01𝜀1 ln𝑇 = 0, 01𝜀1 ln
2𝜋𝑃 2

5
= 0, 01𝜀1(2L + ln 2𝜋 − ln 5) > 0, 02𝜀1L ,

имеем

𝐽(𝑇,𝐻) ≪ 𝐻

(︃ √
L√

0, 02𝜀1
+ 𝑇−𝜀1

)︃
+𝐻𝑇−0,02 ≪ 𝐻

√
L

√
𝜀1

.

Постоянная под знаком ≪ в этой оценке является абсолютной. Обозначая эту постоянную
символом 𝑐4 и не ограничивая общности считая, что 𝑐4 > 1 имеем

𝐽(𝑇,𝐻) 6
𝑐4√
𝜀1
𝐻
√

L . (23)

4. Оценка сверху интеграла 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻). Применяя неравенство Гёльдера будем иметь

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≤ 𝐻

2
𝑎
−1

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡.

Пусть 0 < 𝜀2 < 0, 01, точное значение которого определим позднее. Применяя к подинтеграль-
ной функции 𝐹 (𝑡) лемму 4, находим

𝐹 (𝑡) = 𝐹1(𝑡) + 𝐹2(𝑡) +𝑂
(︀
𝑇−0,01

)︀
, 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑟, 𝑟 — целое число,

𝐹1(𝑡) = 2
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
, 𝐹2(𝑡) = 2

∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
,

Следовательно будем иметь

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≪ 𝐻

2
𝑎
−1(𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) + 𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) +𝐻𝜂2𝑘𝑇−0,02), (24)

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹1(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡,

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹2(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡.

Сначала оценим 𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻). Проинтегрировав 𝐹1(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘) по 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘, найдем

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪
∫︁ 𝐻

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡)
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻
∑︁

𝜆1,𝜆26𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆2
𝜆1

)︂𝑖𝑇
𝐵(𝜆1)𝐵(𝜆2) exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻 (|Σ1(𝑇 )|+ |𝑊1(𝑇 )|) , Σ1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒2
, (25)

𝑊1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.
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Воспользовавшись соотношением ln 𝑃
𝜆 > 𝜀2L сведем оценку Σ1(𝑇 ) к оценке Σ0(𝑇 ), которого

уже рассматривали при оценке 𝐽(𝑁,𝐻) и получили оценку вида (22):

Σ1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)
(︀
2 sin

(︀𝜂
2 ln

𝑃
𝜆

)︀)︀2𝑘
𝜆
(︀
ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀)︀2𝑘 6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 ∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆
<

<

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
=

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

Σ0 ≪
L√
ln𝑋

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

.

Оценим 𝑊1(𝑇 ). Согласно следствия 2 леммы 4 при 𝑘 = [𝑐 lnL ] и 𝐻 = 𝑇
131
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+𝜀1 , имеем

𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−𝜀1 .

Подставляя найденные оценки для Σ1(𝑇 ) и 𝑊1(𝑇 ) в (25), затем воспользовавшись последо-
вательно соотношением 𝜀2 = 𝜀3L −1/2 (𝜀3 > 0, более точно оно будет определено позднее),
неравенствами

𝑇 =
2𝜋𝑃 2

5
> 𝑃 2, ln𝑋 = 0, 01𝜀1 ln

2𝜋𝑃 2

5
= 0, 01𝜀1(2L + ln 2𝜋 − ln 5) > 0, 02𝜀1L ,

и значениями параметров 𝑘 = [𝑐 lnL ] и 𝜂 = 𝑐1L
− 1

2 , имеем

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻

(︂
L√
ln𝑋

+
𝑘

𝜀2
𝑇−𝜀1 + 𝑘𝜂L 𝑇−𝜀1

)︂(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

6

= 𝐻𝜂2𝑘

(︃ √
L√

0, 02𝜀1
+
𝑐(𝜀−1

3 + 𝑐1)
√

L lnL

𝑃 2𝜀1

)︃(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

6
10
√

L
√
𝜀1

(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

𝐻𝜂2𝑘. (26)

Теперь оценим интеграл 𝐼12(𝑇, 𝑇 + 𝐻). Функция 𝐹2(𝑡 + 𝑢1 + . . . + 𝑢𝑘) непрерывна на от-
резке [0, 𝜂] по каждому из аргументов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, поэтому согласно первой теореме о среднем
значении интеграла, найдутся точки 𝑢*1, . . . , 𝑢

*
𝑘, для которых выполняется равенство∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹2(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘 |𝐹2(𝑡+ 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘)| .

Следовательно,

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) = 𝜂2𝑘
∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢*1+...+𝑢

*
𝑘

𝑇+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

|𝐹2(𝑡)|2 𝑑𝑡 6
∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹2(𝑡)|2 𝑑𝑡 =

= 𝜂2𝑘
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡)
+

∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑇+𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Воспользовавшись неравенством |𝑎 + 𝑏|2 6 2|𝑎|2 + 2|𝑏|2 и имея в виду что 𝐴(𝜆) — веществен-
нозначная функция, найдём

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝜂2𝑘
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡) ⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑡.
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Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪𝐻𝜂2𝑘
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1,𝜆26𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻𝜂2𝑘 (|Σ2(𝑇 )|+ |𝑊2(𝑇 )|) , Σ2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆≤𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
, (27)

𝑊2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Оценим Σ2(𝑇 ). Полагая 𝜃 = 1
2 − 1

2L , имеем

Σ2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
− ln𝜆

L

)︂
6 𝑒

⎛⎝∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
−

∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃

⎞⎠ .

Применяя к последней сумме лемму 2, а затем, имея в виду, что 1 − 𝑒−𝜀2 ≪ 𝜀2 и пользуясь
леммой 3 для оценки суммы 𝑊 (0), последовательно получим

Σ2(𝑇 ) 6
2𝑒2(1 + æ2)(1− 𝑒−𝜀2)L

5
𝑊 (0) +𝑂

(︀
𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋

)︀
≪

≪ 𝜀2𝑊 (0)L + 𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋 ≪ 𝜀2
L√
ln𝑋

+ 𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋 ≪ 𝜀2L√
ln𝑋

.

Оценим 𝑊2(𝑇 ). Согласно следствию 2 леммы 4 при 𝐻 = 𝑇
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+𝜀1 , имеем

𝑊2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

= 𝑂
(︀
𝑇−𝜀1)︀ .

Подставляя найденные оценки для Σ2(𝑇 ) и 𝑊2(𝑇 ) в (27), а затем воспользовавшись соотно-
шением 𝜀2 = 𝜀3L −1/2, получим

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻𝜂2𝑘
(︂
𝜀2L√
ln𝑋

+ 𝑇−𝜀1
)︂

≪ 𝐻𝜂2𝑘
(︂

𝜀3√
L

L√
0, 02𝜀1L

+ 𝑇−𝜀1
)︂

6
10𝜀3√
𝜀1
𝐻𝜂2𝑘.

Далее подставляя эту оценку и оценку (26) в формулу (24), найдём

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≪ 𝐻

2
𝑎 𝜂2𝑘

(︃
10
√

L
√
𝜀1

(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

+
10𝜀3√
𝜀1

+ 𝑇−0,02

)︃
.

При 𝑐1 = 2𝑒𝜀−1
3 и 𝑘 = [𝑐 lnL ], воспользовавшись последовательно соотношением 𝑐 > 1

4+
2+ln 𝜀−1

3
2 lnL

( параметр 𝑐 более точно будет определен позднее), найдем(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

= 𝑒−2[𝑐 lnL ]−2 6 𝑒−2𝑐 lnL = L −2𝑐 6 L − 1
2
+

ln 𝜀−1
3

ln L =
𝜀3√
L

Следовательно,

𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) 6

(︂
30𝜀3𝑐5√

𝜀1

)︂𝑎
2

𝐻𝜂𝑘𝑎, (28)
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где постоянная 𝑐5 является абсолютной.
5. Оценка снизу 𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ). Подставляя в (16) из формул (20)), (28) и (23) соот-

ветственно оценку снизу для интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) и оценки сверху интегралов 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻)
и 𝐽(𝑇,𝐻), найдём

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 >

5−(2−𝑎)𝑐−2
𝑔 𝐻𝜂𝑘𝑎 −

(︂
30𝜀3𝑐5√

𝜀1

)︂𝑎
2

𝐻𝜂𝑘𝑎(︂
𝜂2𝑘

𝑐4√
𝜀1
𝐻
√

L

)︂𝑎
2

=
5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1 − (30𝜀3𝑐5)

𝑎
2

𝑐
𝑎
2
4

𝐻
2−𝑎
2 L −𝑎

4 .

В этой формуле, выбирая в качестве 𝜀3 наибольшее положительное число с условием

(30𝜀3𝑐5)
𝑎
2 6 0, 5 · 5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1 то есть 𝜀3 =

5−
2(2−𝑎)

𝑎 𝑐
− 4

𝑎
𝑔 2−

2
𝑎

30𝑐5

√
𝜀1.

получим

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 > 𝑐6𝐻

2−𝑎
2 L −𝑎

4 , 𝑐6 =
5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1

2𝑐
𝑎
2
4

.

Так как 𝑘𝜂 = 𝑐1[𝑐 lnL ]L − 1
2 , то для количества нулей функции 𝐹 (𝑡) на промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻)

справедлива

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) >
𝜇(𝐸)

𝑘𝜂
>
𝑐

2
2−𝑎

6 𝐻L − 𝑎
4−2𝑎

𝑐1[𝑐 lnL ]L − 1
2

>
𝑐

2
2−𝑎

6

𝑐1𝑐
𝐻L

1
2
− 𝑎

4−2𝑎 lnL .

В последней формуле, полагая 𝑎 = 𝜀, параметр 𝑐 выберем так, чтобы выполнялось условие

𝑐 >
1

4
+

2 + ln 𝜀−1
3

2 lnL
=

1

4
+
𝜀2 ln 3000𝑒2𝑐5𝜀

−0,5
1 + 𝜀 ln(81 · 10−10) + ln(108𝑐4𝑔)

2𝜀2 lnL
.

Не ограничивая общности будем считать, что при 𝑇 > 𝑇0 > 0 выполняется неравенство

𝜀2 ln 3000𝑒2𝑐5𝜀
−0,5
1 + 𝜀 ln(81 · 10−10) + ln(108𝑐4𝑔)

𝜀2
<

1

6
lnL .

Поэтому выбирая 𝑐 = 1
4 + 1

12 = 1
3 , имеем

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 3𝑐
2

2−𝜀

6 𝑐−1
1 𝐻L

1
2
− 𝜀

4−2𝜀 lnL .

Воспользовавшись неравенствами

L
1
2
− 𝜀

4−2𝜀 >
7

10
(ln𝑇 )

1
2
− 𝜀

4−2𝜀 , lnL >
20

21
ln ln𝑇,

имеем

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇, 𝑐7 = 2𝑐
2

2−𝜀

6 𝑐−1
1 .

В заключение для наглядности коэффициент 𝑐7 представим в виде

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.
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