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Аннотация

За последние десятилетия значительное развитие получила теория функционально-
дифференциалных включений, прежде всего, функционально-дифференциальное включе-
ние запаздывающего типа. Ученые разных стран ведут исследования в области тео-
рии начально-краевых задач для различных классов дифференциальных, интегро-диф-
ференциальных и функционально-дифференциальных включений в частных производ-
ных с целым и дробным порядками производных. Настоящая работа посвящена дроб-
ным функционально-диференциальным и интегродифференциальным включениям типа
Хейла занимающие промежуточное место между функционально-дифференциальными
включениями с запаздыванием и включениями нейтрального типа. Установлены доста-
точные условия существования слабых решений включений типа Хейла с дробным по-
рядком производной. Методы дробного интегро-дифференциального исчисления и теории
непод-вижных точек многозначных отображений лежат в основе настоящего исследова-
ния. Известно, что динамика экономических, социальных и экологических макросистем
представляет собой многозначный динамический процесс и дифференциальные и интегро-
дифференциальные включения дробного порядка являются естественными моделями ди-
намики макросистем. Такие включения используются также для описания некоторых фи-
зических и механических систем с гистерезисом. В конце работы приводится пример ил-
люстрирующий абстрактные результаты.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение, дробная производная
Капуто, многозначное отображение, неподвижная точка.
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Abstract

Over the past decades, the theory of functional differential inclusions, primarily, the delayed
functional differential inclusion, has received significant development. Scientists from different
countries conduct research in the theory of initial-boundary value problems for various classes of
differential, integro-differential and functional differential inclusions in partial derivatives with
integer and fractional orders of derivatives.

The present work is devoted to fractional functional-differential and integro-differential
inclusions of Hale type, which occupy an intermediate place between functional-differential
inclusions with delay and inclusions of a neutral type. Sufficient conditions for the existence of
weak solutions of inclusions of Hale type with fractional order of the derivative are established.
The methods of fractional integro-differential calculus and the theory of fixed points of
multivalued mappings are the basis of this study. It is known that the dynamics of economic,
social, and ecological macrosystems is a multi-valued dynamic process, and fractional differential
and integro-differential inclusions are natural models of macrosystem dynamics. Such inclusions
are also used to describe some physical and mechanical systems with hysteresis. At the end of
the paper, an example illustrates abstract results.
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1. Введение

Исследование функционально-дифференциальных включений восходит к работам А.А.
Толстоногова [1], R.P. Agarval и др. [2], M.I. Kamenskii, V.V. Obukhovskii, P. Zecca [3], в которых
найдены условия существования решений для различных классов начальных и граничных за-
дач для включений запаздывающего типа целого и дробного порядков производных. Прежде
всего, изучение дифференциальных и интегро-дифференциальных включений мотивировано
развитием теории управления динамических систем, описываемые начальными задачами вида

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑢(𝑡)), ℎ > 0, 𝑥(0) = 𝑥0, (1.1)

где 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 является функцией-параметром и которая "управляет"системой (1.1). Если вве-
сти многозначное отображение

𝐹 (𝑡, 𝑥, [𝑥(𝑡− ℎ))
𝑑𝑒𝑓
= {𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑢(𝑡))}𝑢∈𝑈 ,

где U - множество допустимых управлений, то решения дифференциального уравнения (1.1)
будут решениями дифференциального включения с запаздыванием

�̇�(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ)), 𝑥(0) = 𝑥0,

в котором управление присутствует в неявном виде.
Отметим, что еще в 60-70 годах прошлого столетия в работах [4-6] рассматривались неко-

торые частные классы дифференциальных включений, а именно, включения вида

𝑥′(𝑡) ∈ −𝐴(𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0,

где A представляет собой максимально монотонное (линейное или нелинейное) отображение
действующее в гильбертовом пространстве. В общем случае банахова пространства в качестве
отображения берутся аккретивные операторы. Более узким классом таких включений явля-
ются так называемые "градиентные"включения, которые являются обобщениями уравне-ний
градиентного типа

𝑥′(𝑡) = −∇𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0, (1.2)

где 𝑉 -дифференцируемый потенциал.
Как известно, в большинстве случаев, потенциальная функция не является дифференци-

руемой. Однако, когда функция 𝑉 полунепрерывная снизу и выпуклая в (1.2), то градиент
потенциала ∇ 𝑉 (𝑥) можно заменить субдифференциалом 𝜕𝑉 (𝑥) (или "обощенным потенци-
алом"). Субдифференциал 𝜕𝑉 (𝑥) удовлетворяет градиентному включению вида

𝑥′(𝑡) ∈ −𝜕 𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0,

которое обладает следующим важным свойством:
Если состояние �̄� минимизирует потенциал 𝑉 , то траектории градиентного включения

сходятся к этому минимуму.

Еще одним источником возникновения дифференциальных включений являются диффе-
ренциальные уравнения с разрывными правыми частями в смысле А. Филиппова [7]. При этом
вложение правой части 𝑓(𝑡, 𝑥) в многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥) позволяет легко доказать
свойства регулярности траекторий исходного дифференциального уравнения.
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За последние два десятилетия значительное развитие получила теория функционально-
дифференциальных включений, прежде всего, функционально-дифференциальные включе-
ния запаздывающего типа. Вышли в свет монографии [1,3,8,9], которые полностью или ча-
стично посвящены указанной проблематике. Большой отряд ученых разных стран ведет ис-
следования различных задач для дробных дифференциальных, интегро-дифференциальных
и функционально-дифференциальных уравнений в банаховом пространстве и их приложений
(см.напр.[10-13]).

Настоящая работа посвящена дробным функционально-дифференциальным и интегро-
дифференциальным включениям типа Хейла, занимающие промежуточное место между
функционально-дифференциальными включениями с запаздыванием и включениями ней-
трального типа. Соответствующим уравнениям в конечномерном случае посвящена моногра-
фия американского математика Дж. Хейла [14]. Обобщение и развитие результатов из [14]
на случай банаховых пространств дано в работах автора [15-18]. Некоторые классы дробных
интегро-дифференциальных уравнений в абстрактных пространствах были предметом изуче-
ния в статьях [19-21].

Переходим к формулировке основных результатов.
Пусть ℎ ≥ 0 - заданное вещественное число, 𝑅 = (−∞,∞), E - сепарабельное банаховое

пространство с нормой ‖.‖, 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝐸)-банаховое пространство непрерывных функций отоб-
ражающих интервал [𝑎, 𝑏] в E с топологией равномерной сходимости. Если [𝑎, 𝑏] = [−ℎ, 0], то
положим 𝐶 = 𝐶([−ℎ, 0], 𝐸) вводя норму элемента 𝜙 в 𝐶 формулой

‖𝜙‖𝐶 = max
−ℎ≤𝜃≤𝜃

‖𝜙(𝜃)‖.

Если 𝛿 ∈ 𝑅, 𝑑 ≥ 0 и 𝑥 ∈ 𝐶([𝛿 − ℎ, 𝛿 + 𝑑], 𝐸), то для любого 𝑡 ∈ [𝛿, 𝛿 + 𝑑] определим 𝑥𝑡 ∈ 𝐶 с
помощью равенства

𝑥Θ = 𝑥(𝑡+Θ),−ℎ ≤ Θ ≤ 0.

Рассмотрим начальную задачу для дробного дифференциального включения типа Хейла

𝑐𝐷𝛼
𝑡 [𝑥(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡)] ∈ 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥0 = 𝜙 ∈ 𝐶, 𝑥(0) = 𝑥 ∈ 𝐸, (1.3)

где 𝑐𝐷𝑡 - дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, 𝐹 : [0, 𝑇 ]×𝐶 → 2𝐶 - замкнутое
выпуклое многозначное отображение, 𝑔 : [0, 𝑇 ] × 𝐶 → 𝐸 - заданная функция, A - генератор
компактной и равномерно ограниченной полугруппы операторов {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 на E.

Условия существования слабых решений задачи (1.3) указаны в разделе 3. В разделе 4 ис-
следуется вопрос существования слабых решений для интегро-дифференциальных включений
типа Хейла

𝑐𝐷𝛼
𝑡 [𝑥(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡)] ∈ 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑎(𝑡, 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑥𝑠𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽,

𝑥0 = 𝜙, 𝑥(0) = 𝑥, (1.4)

где 𝐴,𝐹, 𝑔, 𝜙 такие же как в задаче (1.3) и

𝑎 : 𝐷 → 𝑅+, 𝐷 = {(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐽 × 𝐽 : 𝑡 ≤ 𝑆}.
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2. Предварительные сведения

В этом разделе приводятся необходимые в дальнейшем обозначения, определения и пред-
варительные результаты из многозначного выпуклого анализа и дробного интегродифферен-
циального исчисления.

Пусть 𝐽 = [0, 𝑇 ] и пусть 𝐶(𝐽,𝐸) - банахово пространство непрерывных функций из 𝐽 в 𝐸
с нормой

‖𝑥‖𝐶(𝐽) = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑥(𝑡)‖𝑡 ∈ 𝐽}.

Через 𝐵(𝐸) обозначим банахово пространство всех линейных ограниченных операторов
действующих из E в E.

Измеримая функция 𝑥 : 𝐽 → 𝐸 интегрируема в смысле Бохнера, если и только если, ‖𝑥‖
интегрируема в смысле Лебега (см. напр. [22]).

Пусть 𝐿1(𝐽,𝐸) - банахово пространство непрерывных функций 𝑥 : 𝐽 → 𝐸 интегрируемые
в смысле Бохнера с нормой

‖𝑥‖𝐿1 =

𝑡∫︁
0

‖𝑥(𝑡)‖𝑑𝑡 для всех 𝑥 ∈ 𝐿1(𝜕,𝐸).

Пусть (𝑋, ‖ · ‖) банахово пространство.
Многозначное отображение 𝐺 : 𝑋 → 2𝑋 является выпуклым (замкнутым), если 𝐺(·) вы-

пукло (замкнуто) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Отображение 𝐺 ограничено на ограниченных множествах,
если 𝐺(𝐷) =

⋃︀
𝑥∈𝐷

𝐺(𝑥) ограничено в 𝑋 для любого ограниченного множества 𝐷 из 𝑋, т.е.

sup
𝑥∈𝐷

{sup{‖𝑦‖ : 𝑦 ∈ 𝐺(𝑥)}} <∞.

Отображение 𝐺 называется полунепрерывным сверху на 𝑋, если для каждого 𝑥0 ∈ 𝑋 мно-
жество 𝐺(𝑥0) непустое замкнутое подмножество 𝑋 и если для каждого открытого множества
𝑉 из 𝑋 содержащее 𝐺(𝑥0) существует открытая окрестность 𝐴 точки 𝑥0 такая, что 𝐺(𝐴) ⊂ 𝑉 .

Отображение 𝐺 называется вполне непрерывным, если 𝐺(𝐷) является относительно ком-
пактным для каждого ограниченного подмножества 𝐷 ⊆ 𝑋. Если многозначное отображение
𝐺 вполне непрерывно с непустыми компактными значениями, то 𝐺 полунепрерывно сверху,
если и только если 𝐺 имеет замкнутый график, т.е. для 𝑥𝑛 → 𝑥*, 𝑦𝑛 → 𝑦* при 𝑦𝑛 ∈ 𝐺𝑥𝑛 будем
иметь 𝑦* ∈ 𝐺𝑥*.

Отображение 𝐺 имеет неподвижную точку если существует 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что 𝑥 ∈ 𝐺𝑥.
Далее, через 𝐵𝐶𝐶(𝑋) обозначим множество всех непустых ограниченных замкнутых и

выпуклых подмножеств 𝑋. Многозначное отображение 𝐺 : 𝐽 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) называется изме-
римым, если для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 расстояние между 𝑥 и 𝐺(𝑥) является измеримой функцией
на 𝐽 . Полунепрерывное сверху отображение 𝐺 : 𝑋 → 2𝑋 называется уплотняющим, если для
любого ограниченного подмножества 𝐷 ⊆ 𝑋 с 𝛼(𝐷) ̸= 0 имеем

𝛼(𝐺(𝐷)) < 𝛼(𝐷),

где через 𝛼 обозначена мера некомпактности Куратовского. Свойства меры некомпактности
Куратовского подробнейшим образом изложены в книге [23].

Отметим, что вполне непрерывные многозначные отображения являются простым приме-
ром уплотняющего отображения.

Следующее утверждение представляет собой нужную нам теорему о неподвижной точке.
Лемма 2.1.([24]). Пусть 𝑋 банахово пространство и 𝑁 : 𝑋 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) уплотняющее

отображение. Если множество
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Ω = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 ≥ 1}

ограничено, то 𝑁 имеет неподвижную точку.

Далее приводим некоторые основные определения и утверждения из дробного интегро-
дифференциального исчисления необходимые при изложении основных результатов.

Определение 2.2. Пусть 𝛼 > 0 и 𝑓 : 𝑅+ → 𝑋 принадлежит 𝐿1(𝑅+, 𝑋). Тогда интеграл
Римана - Лиувилля определяется в виде

𝐼𝛼𝑡 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓(𝑠)

(𝑡− 𝑠)1−𝛼
𝑑𝑠,

где Γ(.) - гамма-функция Эйлера.

Определение 2.3.([25]). Производная Капуто порядка 𝛼 от функции 𝑓 : 𝑅+ → 𝑋 задается
следующей формулой

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓𝑛(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝛼+1−𝑛𝑑𝑠 = 𝐼𝑛−𝛼𝑡 𝑓𝑛(𝑡),

𝑡 > 0, 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛.

Если 0 < 𝛼 ≤ 1, то

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓 ′(𝑠)𝑑𝑠

(𝑡− 𝑠)𝛼
.

Очевидно, что производная Капуто от постоянной функции равна нулю.
Установим еще одно предварительное утверждение которое понадобится нам при доказа-

тельстве основных теорем.
Пусть 𝑆𝐹,𝑥 множество функций определенное с помощью равенства

𝑆𝐹,𝑥 = {𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝑋) : 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в. для 𝑡 ∈ 𝐽}.

Лемма 2.4. Пусть 𝑋 банахово пространство. Пусть 𝐹 : [0, 𝑇 ]× 𝐶 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) является
𝐿1 - многозначным отображением Каратеодори из 𝐶(𝐽,𝑋) в 𝐿1(𝐽,𝑋). Тогда многозначный
оператор

Ψ0𝑆𝐹 : 𝐶(𝐽,𝑋) → 𝐵𝐶𝐶(𝐶(𝐽,𝑋)),

𝑥→ (Ψ0𝑆𝐹 )(𝑥)Ψ(𝑆𝐹,𝑥)

является замкнутым графиком оператора в 𝐶(𝐽,𝑋)× 𝐶(𝐽,𝑋).

Отметим, что лемма 2.4 является бесконечномерным аналогом известной теоремы Losota,
Opial [26].
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3. Функционально-дифференциальное включение типа Хейла

В этом разделе приводим теорему существования слабых решений функционально-
дифференциального включения (1.3).

Сначала дадим определение слабого решения.
Определение 3.1. Функция 𝑥 : [−ℎ, 𝑇 ] → 𝐸 называется слабым решением задачи (1.3),

если существует 𝑓(·) ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п. в. 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑥 удовлетворяет
соотношению

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

где

𝑄(𝑡) =

∞∫︁
0

𝜉𝛼(𝜎)𝑇 (𝑡
𝛼𝜎), 𝑅(𝑡) = 𝛼

∞∫︁
0

𝜎𝑡𝛼−1𝜉𝛼(𝜎)𝑇 (𝑡
𝛼𝜎)𝑑𝜎

и для 𝜎 ∈ (0,∞)

𝜉𝛼(𝜎) =
1

𝛼
𝜎−1− 1

𝛼𝑤𝜎(𝜎
−1/𝛼) ≥ 0,

𝑤𝜎(𝜎) =
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜎−𝛼𝑛−1Γ(𝑛𝛼+ 1)

𝑛!
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝛼).

Здесь 𝜉𝛼 - функция плотности вероятности определенной на (0,∞), так что

𝜉𝛼 ≥ 0, 𝜎 ∈ (0,∞) и

∞∫︁
0

𝜉𝛼(𝜎)𝑑𝜎 = 1.

Нетрудно проверить, что

∞∫︁
0

𝛼𝜉𝛼(𝜎)𝑑𝜎 =
1

Γ(1 + 𝛼)
.

Замечание 3.2. Семейство {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 является равномерно ограниченной полугруппой, т.е.
существует постоянная 𝑀 > 0, такая что ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤𝑀 для всех 𝑡 ∈ 𝐽 .

Замечание 3.3. Легко установить, что

‖𝑅(𝑡)‖ ≤ 𝑐𝜙,𝑀 𝑡
𝛼−1, 𝑡 > 0 (3.2)

где 𝑐𝜙,𝑀 = 𝜙.𝑀
Γ(1+𝛼) .

Пусть выполняются следующие предположения:
(H1) 𝐹 : 𝑌 × 𝐶 → 𝐵𝐶𝐶(𝐸), отображение (𝑡, 𝑢) → 𝐹 (𝑡, 𝑢) измеримое относительно 𝑡 для

каждого 𝑢 ∈ 𝐶 полунепрерывная сверху функция относительно 𝑢 для каждого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и для
каждого фиксированного 𝑢 ∈ 𝐶 множество

𝑆𝑓,𝑛 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}

непустое.
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(H2) Функция 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) липшиц-непрерывная, т.е. существует постоянная 𝑞 < 1 такая,
‖𝑔(𝑡1, 𝑥𝑡) − 𝑔(𝑡2, 𝑥𝑡2)‖ ≤ 𝑞‖𝑥𝑡1 − 𝑥𝑡2‖. Функция 𝑔 : [0, 𝑇 ] × 𝐶 → 𝐸 вполне непрерывная и для
любого ограниченного множества 𝐾 в 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) множество функций {𝑡→ 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) : 𝑥 ∈ 𝐾}
равностепенно непрерывное в 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐸).

(H3) Существуют постоянные 𝑐1 и 𝑐2 такие, что

‖𝑔(𝑡, 𝑣)‖ ≤ 𝑐1‖𝑣‖𝐶 + 𝑐2, 𝑡 ∈ 𝐽, 𝑣 ∈ 𝐶.

(H4) ‖𝐹 (𝑡, 𝑢)‖ = sup{‖𝑣‖ : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)} ≤ 𝑝(𝑡)Ψ(‖𝑢‖𝐶) для почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝑣 ∈ 𝐶,
где 𝑝 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ], 𝑅+) и Ψ : 𝑅+ → (0,∞), является непрерывной возрастающей функцией
удовлетворяющей оценке

𝑡∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑐

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
,

где

𝑐 =𝑀‖𝜙‖𝑐 +𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]

𝑚(𝑡) = max{𝑀𝐶1,𝑀𝑇𝑝(𝑡)} и sup{‖𝑇 (𝑡)‖, 𝑡 ∈ [0, 𝑡]}.

Замечание 3.4. Если 𝑑𝑖𝑚𝐸 <∞, то для каждого 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑆𝐹,𝑢 ̸= ⊘ [26].

𝑆𝐹,𝑢 непустое тогда и только, когда функция определенной как

𝑌 (𝑡) = inf{‖𝑣‖ : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)}

принадлежит 𝐿1([0, 𝑇 ], 𝑅) [27].
Будем ставить в соответствие задачи (1.3) следующее функционально - интегральное урав-

нение

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, (3.3)

где

𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.

Определение 3.5. Функция 𝑥 : (−ℎ, 𝑇 ) → 𝐸, 𝑇 > 0 называется слабым решением задачи
(1.3), если 𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] и существует 𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в. на
[0, 𝑇 ] и удовлетворяет уравнение (3.3).

Теперь можно сформулировать и доказать основной результат этого раздела.
Теорема 3.6. Пусть выполняются условия (H1)-(H4). Тогда задача (1.2) имеет слабое

решение на [−ℎ, 𝑇 ].
Доказательство. Переходим от задачи (1.3) к задаче о неподвижной точке. Рассмотрим

многозначный оператор
𝑁 : 𝐶([−ℎ, 𝑡], 𝐸) → 𝑃 (𝐶)(𝑃 (𝐶) - непустое подмножество в пространстве C) определенный

равенством 𝑁(ℎ) = ℎ в виде

ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝐹, 𝑥.
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Ясно, что неподвижные точки оператора 𝑁 являются слабыми решениями задачи (1.3).
Докажем, что оператор 𝑁 является вполне непрерывным, ограниченным, замкнутым и

выпуклым множеством значений, и кроме того, 𝑁 будет полунепрерывным сверху. Доказа-
тельство состоит из нескольких шагов.

Шаг 1. Установим, что 𝑁𝑥 выпуклое для каждого 𝑥 ∈ 𝐶. В самом деле, если ℎ1 и ℎ2
принадлежат 𝑁𝑥, то существуют 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такие, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑖 = 1, 2 получим

ℎ𝑖(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓𝑖(𝑠)𝑑𝑠.

Пусть 0 ≤ 𝜆 ≤ 1. Тогда для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

(𝜆ℎ1 + (1− 𝜆)ℎ2)(𝑡) = 𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)[𝜆1𝑓1(𝑠) + (1− 𝜆)𝑓2(𝑠)]𝑑𝑠.

Известно, что из выпуклости 𝐹 следует выпуклость 𝑆𝐹,𝑥. Тогда 𝜆ℎ1 + (1− 𝜆)ℎ2 ∈ 𝑁𝑥.
Шаг 2. Здесь докажем, что 𝑁 отображает ограниченные множества в ограниченные мно-

жества в 𝐶. Для этого достаточно показать, что существует положительная постоянная 𝑐
такая, что для каждого ℎ ∈ 𝑁𝑥, 𝑥 ∈ 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ 𝐶 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} если только ‖ℎ‖𝑐 ≤ 𝑐. Пусть
ℎ ∈ 𝑁𝑥. Тогда существует 𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

‘

ℎ(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Из условий (H3) и (H4) получим для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 ,

‖ℎ(𝑡)‖ ≤ 𝑐1‖𝑥𝑡‖𝐶 + 𝑐2 + ‖𝑄(𝑡)‖‖𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)‖𝐶 + ‖
𝑡∫︁
𝑜

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠‖ ≤

≤𝑀‖𝜙‖𝑐 +𝑀𝑡[‖𝜙‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑡 sup
𝑥∈[0,𝑐]

Ψ(𝑥)(

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠).

Тогда для каждого ℎ ∈ 𝑁(𝐵0) имеем

‖ℎ‖𝐶([−ℎ,𝑇 ]),𝐸 ≤ 𝑁‖𝜙‖𝐶 +𝑀𝑇 [‖𝑥0‖+ 𝑐‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2]+

+𝑀𝑡 sup
𝑥∈[0,𝑟]

Ψ(𝑥)(

𝑇∫︁
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠) = 𝐶3.

Шаг 3. На этом шаге покажем, что 𝑁 отображает ограниченные множества в равностепен-
но непрерывные множества. Пусть 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐽, 0 < 𝑡1 < 𝑡2 и пусть 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ 𝐶 : ‖𝑥‖𝐶(𝐽.𝐸) ≤ 𝑟}
ограниченные множества в 𝐶(𝐽.𝐸). Для каждого 𝑥 ∈ 𝐵𝑟 и ℎ ∈ 𝑁𝑥 найдется 𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такой,
что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(𝑜)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.
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Таким образом,

‖ℎ(𝑡1)− ℎ(𝑡2)‖ ≤ ‖𝑔(𝑡1, 𝑥𝑡1)− 𝑔(𝑡2, 𝑥𝑡2)‖+

+‖𝑄(𝑡1)−𝑄(𝑡2)‖‖𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)‖+

𝑡2∫︁
0

‖𝑅(𝑡2 − 𝑠)−𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖𝑑𝑡+ ‖
𝑡2∫︁
𝑡1

𝑅(𝑡1 − 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠‖ ≤

≤ 𝑞‖𝑥𝑡1 − 𝑥𝑡2‖𝐶 + ‖𝑄(𝑡1)−𝑄(𝑡2)‖[‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 𝑐2]+

+

𝑡2∫︁
0

‖𝑅(𝑡2 − 𝑠)−𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖‖𝑓(𝑠)‖𝑑𝑠+
𝑡2∫︁
𝑡1

‖𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖‖𝑓(𝑠)‖𝑑𝑠.

При 𝑡1 → 𝑡2 правая часть неравенства стремится к нулю. Равностепенная непрерывность
для случаев 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 0 и 𝑡1 ≤ 0 ≤ 𝑡2 очевидна.

Как следствие шагов 1 и 2, (Н2) и (Н1) вместе с теоремой Арцела-Асколи получим, что
𝑁 : 𝐶 → 2𝐶 является компактным многозначным оператором, и следовательно, является
уплотняющим отображением.

Шаг 4. 𝑁 имеет замкнутый график. Пусть 𝑦𝑛 → 𝑦*, ℎ𝑛 ∈ 𝑁𝑦𝑛 и ℎ𝑛 → ℎ*. Мы должны
доказать, что существует 𝑓𝑛 ∈ 𝑆(𝐹, 𝑥𝑛) такая, что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ𝑛(𝑡) = 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓𝑛(𝑠)𝑑𝑠.

Докажем, что существует 𝑓* ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая, что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ*(𝑡) = 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)*) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓*(𝑠)𝑑𝑠.

Более конкретно, при 𝑛→ ∞ имеем

‖(ℎ𝑛 −𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)])− (ℎ* −𝑄(𝑡))[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)]‖ → 0

Рассмотрим теперь линейный непрерывный оператор Γ : 𝐿1(𝐽,𝐸) → 𝐶(𝐽,𝐸) определенный
равенством

𝑓 → Γ(𝑓)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

Из леммы 2 следует, что Γ ∘ 𝑆𝐹 является замкнутым графиком оператора. Более того

ℎ𝑛(𝑡)−𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] + 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) ∈ Γ(𝑆𝐹,𝑥).

Поскольку 𝑦𝑛 → 𝑦*, то из леммы 2 следует, что

ℎ*(𝑡)−𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)]− 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) =

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑓*(𝑠)𝑑𝑠,
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для некоторого 𝑓* ∈ 𝑆𝐹,𝑥. Следовательно, 𝑁 является вполне непрерывное многозначное отоб-
ражение полунепрерывное сверху с замкнутыми выпуклыми значениями.

Чтобы доказать, что 𝑁 имеет неподвижную точку, нам понадобится еще один шаг.
Шаг 5. Множество

Ω = {𝑥 ∈ 𝐶 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 > 1}

ограниченное. Пусть 𝑥 ∈ Ω. Тогда 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 ≥ 1. Таким образом существует
𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая, что

𝑥(𝑡) = 𝜆−1[𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] + 𝜆−1𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) + 𝜆−1

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽 ].

Отсюда и из (Н3)-(Н4) следует, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 получаем

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Рассмотрим функцию

𝜇(𝑡) = sup{‖𝑥(𝑠)‖ : −ℎ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡}, 𝑡 ∈ 𝐽

Пусть 𝑡* ∈ [−ℎ, 𝑡] такое, что 𝑀(𝑡) = ‖𝑥(𝑡*)‖. Если 𝑡* ∈ 𝐽 то из предыдущего неравенства
следует

𝜇(𝑡) ≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡*∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠 ≤

≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡*∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑀(𝑠)‖)𝑑𝑠.

Если 𝑡* ∈ [−ℎ, 0], то 𝜇(𝑡) ≤ ‖𝜙‖ и предыдущее неравенство выполнено очевидным образом.
Тогда имеем

𝑐 = 𝑣(0) =𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2]

𝜇(𝑡) ≤ 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽

𝑣′(𝑡) =𝑀𝑐1𝜇(𝑡) +𝑀𝑇𝑝(𝑡)Ψ(𝜇𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽.

Учитывая невозрастающий характер функции Ψ получим

𝑣′(𝑡) ≤𝑀𝑐1𝑣(𝑡) +𝑀𝑇𝑝(𝑡)Ψ(𝑣(𝑡)) ≤ 𝑚(𝑡)[𝑣(𝑡) + Ψ(𝑣(𝑡))], 𝑡 ∈ 𝐽.

Отсюда следует, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑆 +Ψ(𝑠)
≤

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑆 +Ψ(𝑠)
.
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Из этого неравенства следует, что существует постоянная 𝐿 такая, что 𝑣(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 и
следовательно, 𝜇(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 . Поскольку, для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 , ‖𝑥𝑡‖ < 𝜇(𝑡), то имеем

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖ : −ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} ≤ 𝐿,

где 𝐿, зависит только от 𝑇 и функций 𝑝 и 𝜙. Это означает, что Ω ограничено.
Пусть 𝑋 := 𝐶. Как следствие леммы 2.1 сделаем вывод о том, что 𝑁 имеет неподвижную

точку, которая, которая является слабым решением (1.3).

4. Интегро-дифференциальные включения типа Хейла

В этом разделе рассмотрим разрешимость задачи (1.4). Пусть выполняются следующие
дополнительные предположения:

(H5) Для каждого 𝑡 ∈ 𝑂, 𝑎(𝑡, 𝑠) измерима на [0, 𝑡] и

𝑎(𝑡) = 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝{|𝑎(𝑡, 𝑠)|, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡}

ограничено на 𝐽 .
(Н6) Отображение 𝑡→ 𝑎𝑡 непрерывное из 𝐽 в 𝐿∞(𝐽,𝑅), где 𝑎𝑡(𝑠) = 𝑎(𝑡, 𝑠).
(H7) ‖𝐹 (𝑡, 𝑢)‖ = sup{|𝑣| : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)} ≤ 𝑝(𝑡)Ψ(‖𝑢‖) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑢 ∈ 𝐽 и 𝑢 ∈ 𝐶, где

𝑝 ∈ 𝐿1(𝐽,𝑅+) и Ψ : 𝑅+ → (0,∞) непрерывная и возрастающая функция с оценкой

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑐

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
,

где 𝑐 =𝑀‖𝜙‖𝐶 +𝑀𝑇{‖𝑥‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2},

𝑚(𝑡) = max{𝑀𝑐1,𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝑝(𝑡)} и𝑀 = sup{‖𝑄(𝑡)‖}, 𝑡 ∈ 𝐽.

Определим слабое решение задачи (1.4) с помошью функционально-интегрального урав-
нения

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(0, 𝜙)]+

+

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽, (4.1)

где

𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.

Определение 4.1. Функция 𝑥 : (−ℎ, 𝑇 ) → 𝐸, 𝑇 > 0 называется слабым решением задачи
(1.4), если 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] и существует 𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в.
на 𝐽 и удовлетворяет функционально-интегральному уравнению (4.1).

Теорема 4.2. Пусть выполняются предположения (H1)-(H4) и (H5)-(H7). Тогда система
(1.4) имеет по крайней мере одно слабое решение на [−ℎ, 𝑇 ].

Доказательство. Пусть 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) банаховое пространство непрерывных функций из
[−ℎ, 𝑇 ] в 𝐸 оснащенное нормой

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖ : 𝑡 ∈ [−ℎ, 𝑇 ]}.
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Преобразуем задачу (1.4) в задачу о неподвижной точке. Рассмотрим многозначное отоб-
ражение 𝑁1 : 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) → 2𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) определенное через 𝑁1𝑥 и множества функций ℎ ∈ 𝐶
таких, что

ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), если 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)
𝑠∫︀
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽,

где

𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿(𝐽,𝐸), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.

Заметим, что неподвижные точки 𝑁1 являются слабыми решениями (1.4).
Подобно тому как в теореме (3.1) мы можем показать, что 𝑁1 является вполне непрерыв-

ным отображением имеющим ограниченную замкнутую выпуклую область значений и, кроме
того, оно полунепрерывное сверху. Следовательно отображение 𝑁1 является уплотняющим.

Мы повторим только шаг 5, т.е. покажем, что множество

𝑁1 = {𝑥 ∈ 𝐶 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁1𝑥 для некоторых 𝜆 > 1}

является ограниченным.
Пусть 𝑥 ∈ 𝑁1. Тогда 𝜆𝑥 ∈ 𝑁1𝑥 для некоторого 𝜆 > 1. Таким образом, существует 𝑓 ∈ 𝑆𝑓,𝑥

такая, что

𝑥(𝑡) = 𝜆−1𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) + 𝜆1𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(0, 𝜙)]+

+𝜆−1

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽.

Тогда из (Н3)-(Н4) вытекает, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥(0)‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+

+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Рассмотрим функцию

𝜇(𝑡) = sup{‖𝑥(𝑠)‖ : −ℎ ≤ 𝑆 ≤ 𝑇}, 𝑡 ∈ 𝐽.

Пусть 𝑡* ∈ [−ℎ, 𝑡] такая точка, что 𝜇(𝑡) = ‖𝑥(𝑡*)‖. Если 𝑡* ∈ 𝐽 , то из предыдущего нера-
венства имеем для 𝑡 ∈ 𝐽 ,

𝜇(𝑡) ≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+

+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠 ≤

≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+
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+𝑀𝐶1

𝑡∫︁
0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Если 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], то 𝜇(𝑡) ≤ ‖𝜙‖ и предыдущее неравенство выполняется.
Обозначим правую часть предыдущего неравенства через 𝑣(𝑡). Тогда имеем

𝐶 = 𝑣(0) =𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2],

𝜇(𝑡) ≤ 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽,

𝑣′(𝑡) =𝑀1𝐶1𝜇(𝑡) +𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝑝(𝑡)Ψ(𝜇(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽.

Пользуясь тем, что 𝜙 является неубывающей функцией для 𝑡 > 𝐽 получим

𝑣′(𝑡) ≤𝑀1𝐶1𝑣(𝑡) +𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝜇(𝑡)Ψ(𝑣(𝑡)) ≤

≤ 𝑚(𝑡)[𝑣(𝑡) + Ψ(𝑣(𝑡))].

Отсюда для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
≤

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
.

Из этого неравенства следует, что существует постоянная 𝐿 такая, что 𝑣(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 и
следовательно, 𝜇(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 . Поскольку для каждого 𝑡 ∈ 𝐽, ‖𝑥𝑡‖ ≤ 𝜇(𝑡) то имеем

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖,−ℎ < 𝑡 ≤ 𝑇} < 𝐿,

где 𝐿 зависит только от 𝑇 и от функций 𝑝 иΨ. Это означает, что𝑁1 ограниченное отображение.
Пусть 𝑋 = 𝐶. Тогда из леммы 2.4 следует, что 𝑁1 имеет слабое решение.

5. Пример

Для иллюстрации полученных выше абстрактных результатов рассмотрим дробное функ-
циональное интегродифференциальное включение в частных производных вида

𝜕𝛼[𝑣(𝑡, 𝜁)− 𝑞𝑣(𝑡− ℎ, 𝜁)]

𝜕𝑡𝛼
∈ 𝜕2𝑣(𝑡, 𝜁)

𝜕𝜁2
+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)

𝑆∫︁
−∞

𝜂(𝑠, 𝜏 − 𝑠, 𝜁)𝐺(𝜏, 𝑣(𝑡− ℎ), 𝜁)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜁 ∈ [0, 𝜋] (5.1)

𝑣(𝑡, 0) = 𝑣(𝑡, 𝜋) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑣(𝜃, 𝜁) = 𝑣0(𝜃, 𝜁), 𝜃 ∈ (∞, 0], 𝜁 = [0, 𝜋],
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где 0 < 𝛼 < 1, 𝐺 : [0, 𝑇 ] × 𝐸 × [0, 𝜋] → 𝑃 (𝑅) - многозначное отображение с компактным и
выпуклым множеством значений.

Пусть 𝐸 = 𝐿2[0, 𝜋]. Определим оператор 𝐴 в виде

𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐸 : 𝑢′′ ∈ 𝐸, 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0},

𝐴𝑢 = 𝑢′′.

Хорошо известно, что А является инфинитеземальным производящим оператором (гене-
ратором) аналитической полугруппы {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 на Е. В качестве фазового пространства берем
𝐶𝛾((−∞, 0], 𝐸) в виде

𝐶𝛾 = {𝜙 ∈ 𝐶((−∞, 0]𝐸) : lim
𝜃→−∞

𝑒𝛾𝜃𝜙(𝜃) существует в 𝐸}

с нормой

‖𝜙‖𝐶𝛾 = sup{𝑒𝛾𝜃‖𝜙(𝜃)‖ : 𝜃 ≤ 0}.

Для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜁 ∈ [0, 𝜋] и 𝜙 ∈ 𝐶𝛾 положим

𝑥(𝑡)(𝜁) = 𝑣(𝑡, 𝜁)

𝜙(𝜃)(𝜁) = 𝑣0(𝜃, 𝜁), 𝜃 ∈ [−∞, 0],

𝑎(𝑡, 𝑠) = 𝑡− 𝑠

𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡)(𝜁) =

0∫︁
−∞

𝜂(𝑡, 𝜃, 𝜁)𝐺(𝑡, 𝜙(0, 𝜁))𝑑𝜃.

Тогда задача (5.1) может быть представлена в виде (4.1). Приложение теоремы 4.2 дает сле-
дующий результат.

Теорема 5.1. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝑞 < 1, 𝜙 ∈ 𝐶𝛾 . Тогда система (5.1) допускает слабое
решение на (−∞, 𝑇 ].

6. Заключение

Найдены достаточные условия существования слабых решений дробных дифференциаль-
ных и интегро-дифференциальных включений типа Хейла в банаховом пространстве. Приво-
дится пример иллюстрирующий абстрактные результаты статьи.
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