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1. Введение

В данной работе продолжаются исследования, начатые в [1], [2].
Предполагается заданным начальный капитал 𝐾 (0) = 𝐾0. Требуется вложить в производ-

ство часть имеющегося капитала 𝐾0 в период времени 0 6 𝑡 6 𝑇 , в течение которого плани-
руется экономическая деятельность, уменьшив капитал до заданного значения 𝐾1 = 𝐾1 (𝑇 )
таким образом, чтобы полная полезность экономической деятельности, выражаемая интегра-
лом

𝑃 =

∫︁ 𝑇

0
𝑈
(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− 𝐾̇(𝑡)

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 (1)

была максимальной.
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В данном исследовании мы рассмотрим случай, когда функция полезности 𝑈 на обла-
сти значений, которые она может принимать в изучаемом процессе, «достаточно хорошо»
аппроксимируется линейной функцией. Такая ситуация имеет место для степенных функций
𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑, когда показатель степени 𝑑 лежит на интервале (0, 1), а отрезок изменения пере-
менной 𝑥 имеет «не очень большое» отношение правого конца к левому (например, 𝑎 6 𝑥 6 2𝑎
или 𝑎 6 𝑥 6 3𝑎 и т.п.). Вопрос оценки погрешности приближения степенной функции линей-
ной мы обсудим в §3. Сейчас лишь отметим, что относительная погрешность приближения
функции 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 на отрезке вида 𝑎 6 𝑥 6 𝜆𝑎, 𝜆 > 1, линейной функцией не превышает

(𝜆− 1)2

64
(2)

независимо от значения 𝑑 ∈ (0, 1). В частности, относительная погрешность приближения
𝑥𝑑 линейной функцией на отрезке 𝑎 6 𝑥 6 2𝑎 оказывается заведомо меньше 1.6%, какой
бы показатель степени 𝑑 ∈ (0, 1) мы ни взяли. Такой уровень погрешности обычно не выше
даваемой самой моделью при использовании ее для описания реального процесса.

Отметим, что функция полезности чаще используется вида 𝑈(𝑥) = 𝑥1−𝜃−1
1−𝜃 , 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1 и

при 𝜃 = 1 вида 𝑈(𝑥) = ln𝑥 см. [4], [11], [12], [13], также применяется 𝑈(𝑥) = (𝑐/𝑥𝛾)1−𝜎

1−𝜎 , 𝛾 ∈ [0; 1),

𝜎 > 1 см. [14], [15] или 𝑈(𝑥) = 𝑥1−𝜃

1−𝜃 , 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1 см. [16]. Ограничимся в дальнейшем случаем
𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑.

2. Необходимый уровень начального капитала

Предположим, что с достаточно высокой точностью имеет место приближенное равенство

𝑈 (𝑥) ≈ 𝐴𝑥+𝐵, (3)

где 𝐴, 𝐵 – некоторые постоянные. Тогда полная полезность (1) приближенно равна

𝑃 ≈
∫︁ 𝑇

0

(︁
𝐴
(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− 𝐾̇(𝑡)

)︁
+𝐵

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (4)

Заметим, что в силу возрастания функции 𝑈 постоянная 𝐴 в приближенном равенстве (3)
положительна. Поэтому приближенное равенство (4) показывает, что требуется максимизиро-
вать интеграл

𝑃1 =

∫︁ 𝑇

0

(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− 𝐾̇(𝑡)

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 (5)

на классе непрерывных невозрастающих функций 𝐾(𝑡) на отрезке 0 6 𝑡 6 𝑇 , имеющих на
интервале 0 < 𝑡 < 𝑇 кусочно непрерывную производную и удовлетворяющих граничным
условиям

𝐾(0) = 𝐾0, 𝐾1(𝑇 ) = 𝐾1. (6)

Преобразуем интеграл (5), проинтегрировав по частям входящее в него выражение∫︁ 𝑇

0
𝐾̇ (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝐾 (𝑡) = 𝐾 (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡

⃒⃒𝑇
0
−
∫︁ 𝑇

0
𝐾 (𝑡) 𝑑𝑒−𝜌𝑡 =

𝐾 (𝑇 ) 𝑒−𝜌𝑇 −𝐾 (0) + 𝜌

∫︁ 𝑇

0
𝐾 (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (7)

Из (5), (7), (6) находим

𝑃1 = 𝐾0 −𝐾1𝑒
−𝜌𝑇 +

∫︁ 𝑇

0
[𝑓(𝐾 (𝑡))− 𝜌𝐾(𝑡)]𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡.
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В результате мы пришли к задаче максимизации интеграла

𝑃2 =

∫︁ 𝑇

0
[𝑓(𝐾 (𝑡))− 𝜌𝐾(𝑡)]𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡

на описанном выше классе функций 𝐾 (𝑡).
Положим

𝑓𝜌 (𝐾) = 𝑓 (𝐾)− 𝜌𝐾.

Согласно введенным обозначениям

𝑃2 =

∫︁ 𝑇

0
𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) 𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡. (8)

Ясно, что чем 𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) больше, тем больше интеграл (8). В рассматриваемой задаче функ-
ция 𝐾(𝑡) является убывающей. Эти соображения подсказывают необходимость исследования
монотонности функции 𝑓𝜌 (𝐾). В рассматриваемых экономических моделях функцию 𝑓 , выра-
жающую зависимость производства продукта от капитала, обычно берут дифференцируемой,
возрастающей и вогнутой см. [3]–[6]. Потребуем также, чтобы выполнялось предельное соот-
ношение

lim
𝐾→+∞

𝑓 ′ (𝐾) = 0.

(Это верно, если, например, 𝑓 (𝐾) = 𝑐 · 𝐾𝑝, 0 < 𝑝 < 1, или 𝑓 (𝐾) = 𝑐 · ln(1 +𝐾) , 𝑐 > 0
см. [4], [13].) Из сказанного видно, что, когда положительное число 𝜌 «невелико» (меньше
𝑓 ′
пр
(0)), имеет место следующая картина. Уравнение 𝑓 ′ (𝐾) = 𝜌 имеет единственный корень

(обозначим его κ𝜌), функция 𝑓𝜌 возрастает на интервале (0, κ𝜌), в точке κ𝜌 достигает своего
максимума и убывает на луче (κ𝜌,+∞). (Заметим, что производная 𝑓 ′ является непрерывной
в силу ее монотонности и теоремы Дарбу, согласно которой производная всюду дифференци-
руемой функции принимает все промежуточные значения; это показывает, что корень урав-
нения 𝑓 ′ (𝐾) = 𝜌 действительно существует, а единственен он также ввиду монотонности 𝑓 ′.)
Следующий рисунок демонстрирует типичное поведение функции 𝑓𝜌.

O

K

y

y K= ( )f½f( )ϰ½

ϰ½

Рис. 1

Возможны два случая: либо 𝐾0 6 κ𝜌, либо 𝐾0 > κ𝜌.
Рассмотрим первый из этих случаев, когда имеющийся в начальный момент времени в

нашем распоряжении капитал относительно невелик – не превосходит «критического» зна-
чения κ𝜌. Возрастание функции 𝑓𝜌 на полуинтервале 0 < 𝐾 6 κ𝜌 показывает, что, как бы
мы ни выбирали убывающую функцию 𝐾(𝑡), функция 𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) также окажется убывающей
и интеграл 𝑃2 будет меньше, чем если бы мы держали 𝐾(𝑡) на постоянном уровне. Други-
ми словами, как бы мы ни вкладывали капитал в дело в данной ситуации, эффект не будет
больше, чем если не расходовать ресурс 𝐾0 вообще. Этот (на первый взгляд) парадоксальный
вывод имеет простое объяснение. Для рассматриваемого вида экономических систем, опреде-
ляемых (в математическом плане) функцией 𝑓 и числом 𝜌, имеется минимальное критическое
значение первоначального капитала, не обладая которым предпочтительнее устраниться от
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вложений в такую экономическую систему. Относительно небольшой (не превосходящий κ𝜌)
первоначальный капитал не позволит эффективно развить данный бизнес, и с таким уровнем
начального экономического ресурса в данном деле разумнее вообще не участвовать.

Рассмотрим второй случай: 𝐾0 > κ𝜌. В этом случае вкладывать капитал в данное де-
ло имеет смысл, но не рекомендуется его «спускать» ниже критического уровня κ𝜌: то есть
разумно сохранить неравенство κ𝜌 < 𝐾1. Уменьшение 𝐾(𝑡) ниже κ𝜌 уже не даст в данной
системе экономического эффекта. Поэтому, если 𝐾0 не слишком значительно превосходит κ𝜌
(например, 𝐾0 =

3
2κ𝜌 или 𝐾0 = 2κ𝜌), то можно порекомендовать использовать более сложную

экономическую схему, где часть капитала дается в рост под проценты, а часть вкладывается
в производство. Анализ таких схем см. в [3]–[6].

3. Оценка наилучшего приближения степенной функции линей-
ной на отрезке с заданным отношением концов

Сначала сделаем общие замечания. Пусть 𝑈 – действительнозначная вогнутая либо вы-
пуклая функция на отрезке [𝑎, 𝑏]. Через ℒ𝑈 обозначим линейную функцию, совпадающую с
𝑈 на концах отрезка:

ℒ𝑈 (𝑥) = 𝑈 (𝑎) +
𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
(𝑥− 𝑎) ≡ 𝑈 (𝑏) +

𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
(𝑏− 𝑥). (9)

Введем разность
△ (𝑥) = 𝑈 (𝑥)− ℒ𝑈 (𝑥) . (10)

Если функция 𝑈 вогнута, то △ (𝑥) > 0 на (𝑎, 𝑏), а если выпукла, то △ (𝑥) < 0 на (𝑎, 𝑏).
Поскольку функция△ (𝑥) обращается в нуль на концах отрезка [𝑎, 𝑏] и знакопостоянна внутри
отрезка, то наибольшее значение (в случае вогнутости 𝑈) и наименьшее значение (в случае
выпуклости 𝑈) она принимает в некоторой точке интервала (𝑎, 𝑏). Обозначим эту точку 𝜉.
Предполагая функцию 𝑈 дифференцируемой на интервале (𝑎, 𝑏), получаем необходимое усло-
вие экстремума

△′ (𝜉) = 0. (11)

Из (9), (10) видно, что равенство (11) равносильно следующему:

𝑈 ′ (𝜉) =
𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
. (12)

Тем самым, точка, в которой модуль разности (10) достигает максимума, является точкой,
существование которой (для произвольной функции 𝑈 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ∩ 𝐷(𝑎, 𝑏)) утверждается в
теореме Лагранжа о конечных приращениях. В случае строгой вогнутости (или выпуклости)
функции 𝑈 , то есть отсутствия у ее графика линейных участков, такая точка 𝜉 единственна
ввиду строгой монотонности производной 𝑈 ′. Поведение функций 𝑈 и ℒ𝑈 изображено на
следующем рисунке.

Обозначим

△ =

{︃
max𝑎6𝑥6𝑏△ (𝑥) = △(𝜉), если функция 𝑈 вогнута,

min𝑎6𝑥6𝑏△ (𝑥) = △(𝜉), если функция 𝑈 выпукла,
(13)

и положим ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) = ℒ𝑈 (𝑥) +
△
2
. (14)

Поскольку разность ̃︀△ (𝑥) = 𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) (15)
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Рис. 2

отличается от △ (𝑥) на константу, то она также имеет на интервале (𝑎, 𝑏) единственный экс-
тремум, причем в той же самой точке 𝜉. Следовательно,

max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑥)
⃒⃒⃒
= max

(︁⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑎)
⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝜉)

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑏)

⃒⃒⃒)︁
.

Но, как видно из соотношений (13)–(15), все три числа ̃︀△ (𝑎), ̃︀△ (𝜉), ̃︀△ (𝑏) по абсолютной
величине совпадают и их модуль равен |△|/2. Заметим, наконец, что поскольку разность (15)
трижды принимает одинаковые по модулю значения и при переходе от одного к другому
меняет знак, то по теореме Чебышева об альтернансе (см. [8], [10]) ̃︁ℒ𝑈 приближает функцию
𝑈 на отрезке [𝑎, 𝑏] лучше других линейных функций. Общая теория приближений функций
многочленами изложена в [8], [9].

Итак, среди всех линейных функций выпуклую или вогнутую функцию 𝑈 на отрезке [𝑎, 𝑏]
в равномерной метрике лучше всего приближает ̃︁ℒ𝑈 и абсолютная погрешность приближения
равна

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒
=

△
2
. (16)

Оценим сверху величину |△| при дополнительном предположении

𝑈 ∈ 𝐶1(𝑎, 𝑏),
⃒⃒
𝑈 ′ (𝛼)− 𝑈 ′(𝛽)

⃒⃒
6𝑀 |𝛼− 𝛽| ∀𝛼, 𝛽 ∈ (𝑎, 𝑏), (17)

где 𝑀 > 0 – некоторая постоянная. В этом случае говорят, что производная 𝑈 ′ удовлетворяет
условию Липшица первого порядка с постоянной 𝑀 . Как известно, данное условие выпол-
няется при наличии на (𝑎, 𝑏) второй производной 𝑈 ′′ всюду, кроме, может быть, счетного
множества точек, и оценки

sup
𝑥∈(𝑎,𝑏)

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒
=𝑀 < +∞. (18)

Соответствующий материал изложен, например, в [8].
Поскольку △ (𝑎) = △ (𝑏) = 0, то

△ (𝜉) =

∫︁ 𝜉

𝑎
△′ (𝑡) 𝑑𝑡 = −

∫︁ 𝑏

𝜉
△′ (𝑡) 𝑑𝑡. (19)

В силу (17) и (11) имеем ⃒⃒
△′ (𝑡)

⃒⃒
=
⃒⃒
△′ (𝑡)−△′ (𝜉)

⃒⃒
6𝑀 |𝑡− 𝜉| .

Отсюда и из (19) находим

|△ (𝜉)| 6 min

(︂∫︁ 𝜉

𝑎
𝑀 |𝑡− 𝜉| 𝑑𝑡,

∫︁ 𝑏

𝜉
𝑀 |𝑡− 𝜉| 𝑑𝑡

)︂
=𝑀 ·min

(︃
(𝜉 − 𝑎)2

2
,
(𝑏− 𝜉)2

2

)︃
6𝑀

(𝑏− 𝑎)2

8
.
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Эта оценка вместе с (16) приводит к неравенству

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒
6𝑀

(𝑏− 𝑎)2

16
. (20)

Посмотрим, что дает оценка (20) для приближения линейной функцией степени 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 на
отрезке [𝑎, 𝑏] в случае, когда показатель степени 𝑑 лежит на интервале (0, 1). В этом случае
функция 𝑈 является вогнутой,

𝑈
′′
(𝑥) = 𝑑 (𝑑− 1)𝑥𝑑−2 < 0,

sup
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑎)
⃒⃒⃒
= 𝑑(1− 𝑑)𝑎𝑑−2.

Следовательно, относительная погрешность приближения функции 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 линейной
функцией ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏], равная по определению

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

заведомо не превосходит

max𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒

min𝑎6𝑥6𝑏 𝑈 (𝑥)
· (𝑏− 𝑎)2

16
6
𝑑(1− 𝑑)𝑎𝑑−2

𝑎𝑑
· (𝑏− 𝑎)2

16
=
𝑑(1− 𝑑)

16
·
(︂
𝑏− 𝑎

𝑎

)︂2

.

Отсюда, учитывая, что max06𝑑61 𝑑 (1− 𝑑) = 1
4 , 𝑏 = 𝜆𝑎, выводим оценку сверху (2) относи-

тельной погрешности приближения степенной функции 𝑥𝑑 линейной независимо от значения
𝑑 ∈ (0, 1).

4. Заключение

На основании проведенного исследования можно сделать следующий вывод. В задаче Рам-
сея – Касса – Купманса, где рассматривается математическая модель, определяемая функцией
полезности 𝑈 , функцией 𝑓 , выражающей зависимость производства продукта от капитала и
ставкой временного предпочтения 𝜌 имеется некоторый уровень начального экономического
ресурса, которым заведомо необходимо обладать, приступая к экономической деятельности.

В предположении, что функция 𝑈 на области значений, принимаемых в исследуемом про-
цессе вложения капитала "достаточно хорошо"приближается линейной функцией, а функция
𝑓 имеет монотонно стремящуюся на бесконечности к нулю производную, желательно, чтобы
начальный экономический ресурс 𝐾0 превосходил (предпочтельно в несколько раз) величину
𝐾 = κ𝜌, являющуюся корнем уравнения 𝑓 ′(𝐾) = 𝜌.
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