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Аннотация

Оценка меры иррациональности различных трансцендентных чисел является одним из
направлений теории диофантовых приближений. Начиная с работ Э. Бореля конца 19 века,
разрабатывались как общие методы получения оценок для классов значений некоторых
функций, так и специализированные подходы для оценки отдельных величин. Различные
методы, в частности, применялись для исследования арифметических свойств значений
функции arctg 𝑥.

Для получения оценок показателя иррациональности значений arctg 𝑥 многими авто-
рами эта функция рассматривалась как частный случай гипергеометрической функции
Гаусса. Одной из первых работ, в которой были получены такие оценки, стала работа
М. Хуттнера 1987 г. [1], доказавшего общую теорему об оценках мер иррациональности
значений гипергеометрической функции вида 𝐹 1

2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝜀𝑥

𝑘
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, 𝜀 = ±1.

Большую роль в развитии темы сыграли работы А. Хеймонена, Т. Матала-Ахо и К. Ва-
ананена [2], [3] в которых также был построен метод, позволявший получать оценки по-
казателя иррациональности для значений 𝐹 1

2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝑧
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, в том числе для

𝐹 1
2

(︀
1, 12 ,

3
2 | − 𝑧2

)︀
= 1

𝑧 arctg 𝑧. Рассмотренный ими подход использовал приближение гипер-
геометрической функции полиномами Якоби и дал много конкретных результатов.

В последние десятилетия для построения оценок широкое распространение получили
методы, использующие интегралы, симметричные относительно какой-либо замены пара-
метров [4],[5],[6]. Впервые интеграл, принципиально использующий свойство симметрич-
ности, был применён в работе В.Х.Салихова [4] и позволил получить новую оценку пока-
зателя иррациональности для ln 3. Чуть позже В. Х. Салихов [7], применив аналогичный
симметризованный комплексный интеграл, получил новую оценку меры иррационально-
сти числа 𝜋. В этой работе было использовано классическое равенство 𝜋

4 = arctg 1
2+arctg 1

3 .
Таким же способом, то есть с помощью комплексного симметризованного интеграла, в ра-
боте Е. Б. Томашевской [8] были оценены значения вида arctg 1

𝑛 , 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, и улучшены
некоторые предыдущие результаты для таких величин. Позднее, Е. Б. Томашевской [9]
был разработан аналогичный интеграл для оценки arctg 1

2 , который позволил доказать
результат 𝜇(arctg 1

2 ) ≤ 11.7116..., остававшийся лучшим до настоящего времени.
В 2014 г. К. Ву и Л. Ванг [10] немного улучшили результат В. Х. Салихова для ln 3,

рассмотрев другой тип интегральной конструкции, также использующей симметричность.
В данной работе идея К. Ву и Л. Ванга применена для изменения интеграла Е. Б. Тома-
шевской, что позволило улучшить его арифметические свойства и усилить предыдущий
результат для меры иррациональности числа arctg 1

2 .

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (грант 18-01-00296-а).
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Abstract

An evaluation of irrationality measure for various transcendental numbers is one of the field
in diophantine approximation theory. Starting with the works of Е. Borel at the end of 19th
century, were developed both general methods of evaluation for classes of some functions values
and specialized approaches for estimating peculiar numbers. Diverse methods particularly were
practiced for the investigating of arithmetic properties of the function arctg 𝑥 values .

For getting evaluation on irrationality measure of arctg 𝑥 values many authors regarded
them as particular case of Gauss hypergeometric function. One of the first such kind
of papers was the article of M. Huttner 1987 [1], who proved a generalized theorem
about estimation on irrationality measure of the Gauss hypergeometric function values
𝐹 1
2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝜀𝑥

𝑘
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, 𝜀 = ±1. A big role in progress of theme have been played by

works of A. Heimonen, T. Matala-aho, K. Väänänen [2], [3], in which was also constructed a
method for evaluation on irrationality measure of the Gauss hypergeometric function values of
the form 𝐹 1

2

(︀
1, 12 , 1 +

1
2 |𝑧
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, including 𝐹 1

2

(︀
1, 12 ,

3
2 | − 𝑧2

)︀
= 1

𝑧 arctg 𝑧. The approach
considered by them had used approximation of the Gauss hypergeometric function by Jacobi
type polynomials and gave a lot of concrete results.

Last decades for evaluation of various numbers were broadly spreading methods, which used
symmetric on some changes of variable integrals [4],[5],[6]. Originally, integral qualitatively using
the property of symmetry was applied by V.Kh.Salikhov [4], who used it to got the new estimate
for ln 3. A little later V. Kh. Salikhov [7] had applied similar symmetrized complex integral for
obtaining new evaluation of 𝜋. In that work he put to use classical equality 𝜋

4 = arctg 1
2+arctg 1

3 .
The same method, i.e. complex symmetrized integral was used by E. B. Tomashevskaya [8],
who had estimated values of arctg 1

𝑛 , 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2 and some of previous results for such
numbers were improved by her. Later on E. B. Tomashevskaya [9] had elaborated analogical
integral for estimation of arctg 1

2 , which one had allowed to prove the best result until now
𝜇(arctg 1

2 ) ≤ 11.7116....
In 2014 K. Wu and L. Vang [10] improved the result of V. Kh. Salikhov for ln 3, applying a

new type integral construction, which also had used a property of symmetry. In present paper
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we took the idea of K. Wu and L. Vang and applied it to the integral of E. B. Tomashevskaya.
It allowed us to improve arithmetic properties of integral and obtain better result for extent of
irrationality arctg 1

2 .
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1. Введение

При изучении свойств иррациональных и трансцендентных чисел одним из исследуемых
вопросов является возможность их приближения рациональными дробями. Множество раци-
ональных чисел всюду плотно в R, поэтому его элементы находятся в сколь угодно малой
окрестности любого вещественного числа 𝛾, но вопрос становится содержательным, если го-
ворить о приближении 𝛾 рациональными числами с ограниченными знаменателями. Одной из
применяемых характеристик качества такого приближения служит мера иррациональности.

Мерой (показателем) иррациональности числа 𝛾 будем называть величину 𝜇(𝛾), определя-
емую как нижняя граница чисел 𝜇 таких, что для любого 𝜀 > 0 существует 𝑞0(𝜀) > 0, такое,

что неравенство
⃒⃒⃒
𝛾 − 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
≥ 𝑞−𝜇−𝜀 выполняется для всех целых чисел 𝑝, 𝑞 при 𝑞 ≥ 𝑞0(𝜀).

Получение оценок мер иррациональности связано с построением приближения рассмат-
риваемого значения. Обычно для этого используются вещественные или комплексные инте-
гралы, бесконечные суммы, аппроксимации Паде и др. Исследование получаемой линейной
формы позволяет построить оценку, которая будет тем лучше, чем удачнее подобрано прибли-
жение. В этом смысле общие методы обычно уступают специализированным конструкциям,
разработанным для конкретного числа. Так было, например, для ln 3 [4],𝜋 [7], ln 2 [11] и др.

Оценки показателя иррациональности значений функции arctg 𝑥 были получены разными
авторами [1], [2], [6], в основном общими методами. Для числа arctg 1

2 наилучшая на данный
момент оценка 𝜇(arctg 1

2) ≤ 11.7116... принадлежит Е.Б.Томашевской [9]. Этот результат был
доказан с помощью специально разработанного интеграла

𝑌 =

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(𝑥− 18− 4𝑖)3𝑛(𝑥− 16 + 4𝑖)3𝑛(𝑥− 18 + 4𝑖)3𝑛(𝑥− 16− 4𝑖)3𝑛(𝑥− 17)4𝑛𝑑𝑥

𝑥5𝑛+1(34− 𝑥)5𝑛+1
, (1)

подынтегральная функция которого 𝑆(𝑥) такова что 𝑆(34− 𝑥) = 𝑆(𝑥), то есть обладает свой-
ством симметричности относительно точки 𝑥 = 17. Именно это свойство сыграло ключевую
роль при построении оценки. С использованием этого типа симметричности были получены
и другие результаты [5],[8]. Много новых оценок было также получено с применением сим-
метричности других видов. Одним из недавних результатов применения симметризованного
интеграла стало улучшение показателя иррациональности числа 𝜋√

3
[12], [13], которое бы-

ло достигнуто за счёт объединения интеграла P.Марковеккио [11], получившего ранее новую
оценку для ln 2, и идеи симметричности.

Подынтегральная функция (1) заменой переменной 𝑡 = (𝑥 − 17)2 приводится к виду
ℎ(𝑡)(𝑓(𝑡))𝑛, где

ℎ(𝑡) =
1

2
√
𝑡(289− 𝑡)

, 𝑓(𝑡) =
(𝑡2 + 30𝑡+ 289)3𝑡2

(289− 𝑡)5
. (2)
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Изменение данной интегральной конструкции путём введения дополнительных множителей,
аналогичных рассматриваемым в [10], позволило улучшить её приближающие свойства и полу-
чить новую оценку для arctg 1

2 . Основной результат данной работы заключается в следующем
утверждении:

Теорема 1. Справедлива следующая оценка меры иррациональности:

𝜇(arctg
1

2
) ≤ 9.272044...

Доказательство данного утверждения будет основываться на исследовании интеграла вида

𝐼 =
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(
4∏︀
𝑗=1

(𝑥− 𝑥𝑗))
𝛼0𝑛(𝑥− 17)2𝛼1𝑛(7𝑥2 − 238𝑥+ 2040)𝛼2𝑛(39𝑥2 − 1326𝑥+ 11560)𝛼3𝑛𝑑𝑥

𝑥𝑛+1(34− 𝑥)𝑛+1
,

(3)
где 𝑥1 = 16 − 4𝑖, 𝑥2 = 16 + 4𝑖, 𝑥3 = 18 − 4𝑖, 𝑥4 = 18 + 4𝑖, 𝛼𝑗𝑛 ∈ N, 𝑗 = 0, .., 3. Эта интегральная
конструкция была построена на основе интеграла (1), при помощи добавления дополнитель-
ных множителей, улучшающих арифметические свойства. Будем в дальнейшем обозначать
подынтегральную функцию (3) как 𝑅(𝑥).

Стандартная схема, применяемая для исследования показателя иррациональности, исполь-
зует классический подход, принадлежащий М.Хата [14]:

Лемма 1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝛾 ∈ R -иррационально, 𝑙𝑛 = 𝑔𝑛𝛾 + 𝑝𝑛, где 𝑔𝑛, 𝑝𝑛 ∈ Z,
lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln |𝑔𝑛| = 𝛿, lim sup

𝑛→∞
1
𝑛 ln |𝑙𝑛| ≤ −𝜏, 𝜏 > 0, тогда 𝜇(𝛾) ≤ 1 + 𝛿

𝜏 .

Заметим, что в работе [15] было доказано более общее утверждение. Применение леммы 1
к интегралу (3) позволит получить заявленный результат.

2. Доказательство основного утверждения

Рассмотрим интеграл (3). Подынтегральная функция обладает свойством симметричности,
так что замена переменной 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2, где 𝑑 = 17, позволяет привести интеграл к виду

𝐼(𝑡, �̄�) =
1

𝑖

−15+8𝑖∫︁
−15−8𝑖

(𝑡2 + 30𝑡+ 289)𝛼0𝑛𝑡𝛼1𝑛(7𝑡+ 17)𝛼2𝑛(39𝑡+ 289)𝛼3𝑛𝑑𝑡

2
√
𝑡(289− 𝑡)𝑛+1

, (4)

где �̄� = {𝛼0, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3}. Обозначим

𝑔(𝑡, �̄�) =
(𝑡2 + 30𝑡+ 289)𝛼0𝑡𝛼1(7𝑡+ 17)𝛼2(39𝑡+ 289)𝛼3

(289− 𝑡)
, (5)

тогда

𝐼(𝑡, �̄�) =
1

𝑖

−15+8𝑖∫︁
−15−8𝑖

𝑑𝑡

2
√
𝑡(289− 𝑡)

(𝑔(𝑡, �̄�))𝑛. (6)

Дополнительные множители, отличающие функцию 𝑔(𝑡, �̄�) интеграла (5) от 𝑓(𝑡) из интегра-
ла (2), улучшают арифметические свойства интеграла Е.Б.Томашевской, уменьшая значение
подынтегральной функции и добавляя сокращение простых множителей.

Исследуем свойства многочленов, входящих в подынтегральную функцию (4). Введём
необходимые обозначения. Пусть 𝐴 ∈ N, 𝐵 ∈ Z+, (𝐴,𝐵) = 1 при 𝐵 ̸= 0.
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Для 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2 будем рассматривать многочлены вида
𝑃 (𝑡) = 𝐴𝑡+𝐵 = 𝐴𝑥2 − 2𝐴𝑑𝑥+𝐴𝑑2 +𝐵 ≡ 𝐴2𝑥

2 +𝐴1𝑥+𝐴0 ≡ 𝑃 (𝑥) и
𝑃 *(𝑡) = 𝐴𝑡2 +𝐵𝑡+ 𝐶 = 𝐴𝑥4 − 4𝑑𝐴𝑥3 + (6𝑑2𝐴+𝐵)𝑥2 − (4𝑑3𝐴+ 2𝑑𝐵)𝑥+ (𝐴𝑑4 +𝐵𝑑2 + 𝐶) ≡

≡
4∑︀
𝑗=0

𝐴*
𝑗𝑥
𝑗 ≡ 𝑃 *(𝑥).

Для любой несократимой дроби 𝑎
𝑏 , 𝑎 ∈ Z, 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ∈ N рассмотрим показатель 𝜈𝑝

(︀
𝑎
𝑏

)︀
= 𝜈𝑝 для

простого числа 𝑝 такой, что 𝑎
𝑏 = 𝑝𝜈𝑝 𝑎1𝑏1 , (𝑎1, 𝑏1) = 1, (𝑎1, 𝑝) = 1, (𝑏1, 𝑝) = 1.

Для каждого многочлена 𝑃 (𝑡) определим величину 𝜈𝑝(𝑃 (𝑡)) при 𝑝 ∈ {2, 5, 17} как
𝜈2(𝑃 ) = min(3, 𝜈2(𝐴0)), 𝜈5(𝑃 ) = min(1, 𝜈5(𝐴0)), 𝜈17(𝑃 ) = min(2, 𝜈17(𝐴0)).

Для каждого многочлена 𝑃 *(𝑡) определим 𝜈𝑝(𝑃
*(𝑡)) при 𝑝 ∈ {2, 5, 17} как

𝜈2(𝑃
*) = min(6, 𝜈2(𝐴0), 𝜈2(𝐴1) + 2, 𝜈2(𝐴2) + 4), 𝜈5(𝑃

*) = min(2, 𝜈5(𝐴0), 𝜈5(𝐴1) + 1),
𝜈17(𝑃

*) = min(4, 𝜈17(𝐴0), 𝜈17(𝐴1) + 1, 𝜈17(𝐴2) + 2).

Для любой функции 𝑓(𝑥), аналитической в точке 𝑥 = 0, обозначим 𝐷0(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0);

𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =
𝑓 (𝑁)(0)
𝑁 ! , 𝑁 ∈ N.

Лемма 2. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 ≤ 2𝑚. Тогда выполняются следующие оценки:
𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚)) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 )− 2𝑁, 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚)) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 )−𝑁, 𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚)) ≥ 𝑚𝜈17(𝑃 )−𝑁.

Доказательство. Имеем

𝑃𝑚(𝑥) =
∑︁

|�̄�|=𝑚

𝛾(𝑚)𝐴𝑚0
0 𝐴𝑚1

1 𝐴𝑚2
2 𝑥𝑚1+2𝑚2 ,

�̄� = (𝑚0,𝑚1,𝑚2) ∈ (Z+)3, |�̄�| = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2, 𝛾(�̄�) = 𝑚!
𝑚0!𝑚1!𝑚2!

∈ N.
Тогда 𝐷𝑁 (𝑃

𝑚(𝑥)) =
∑︀

|�̄�|=𝑚
𝑚1+2𝑚2=𝑁

𝛾(�̄�)𝐴𝑚0
0 𝐴3𝑑

𝑚12𝑚1 , 𝐴3 = (−1)𝑚1𝐴𝑚1+𝑚2 .

При 𝑝 = 2 :
𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈2(𝐴0) +𝑚1 = (𝑚0𝜈2(𝐴0) + 3𝑚1 + 3𝑚2)− 2𝑚1 − 3𝑚2 ≥
≥ 𝜈2(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 + 2𝑚2)− (𝑚1 +𝑚2) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 )− 2𝑁.

При 𝑝 = 5 : 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈5(𝐴0) = (𝑚0𝜈5(𝐴0) +𝑚1 +𝑚2)−𝑚1 −𝑚2 ≥

≥ 𝜈5(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 +𝑚2) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 )−𝑁.

При 𝑝 = 17 : 𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈17(𝐴0) +𝑚1 = (𝑚0𝜈17(𝐴0) + 2𝑚1 + 2𝑚2)−𝑚1 − 2𝑚2 ≥

≥ 𝜈17(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 + 2𝑚2) = 𝑚𝜈17(𝑃 )−𝑁. 2

Лемма 3. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 ≤ 4𝑚. Тогда выполняются следующие оценки:
𝜈2(𝐷𝑁 ((𝑃

*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃
*)− 2𝑁, 𝜈5(𝐷𝑁 ((𝑃

*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃
*)−𝑁,

𝜈17(𝐷𝑁 ((𝑃
*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈17(𝑃

*)−𝑁.

Доказательство. Имеем (𝑃 *(𝑥))𝑚 =
∑︀

|�̄�|=𝑚
𝛾*(�̄�)𝐴*𝑚0

0 𝐴*𝑚1
1 𝐴*𝑚2

2 𝐴*𝑚3
3 𝐴*𝑚4

4 𝑥4𝑚4+3𝑚3+2𝑚2+𝑚1 ,

где �̄� = (𝑚0, ...,𝑚4) ∈ (Z+)5, |�̄�| =
4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗 , 𝛾
*(�̄�) = 𝑚!

𝑚0!𝑚1!𝑚2!𝑚3!𝑚4!
∈ N.

Тогда 𝐷𝑁 ((𝑃
*(𝑥)𝑚)) =

∑︀
|�̄�|=𝑚

𝑚1+2𝑚2+3𝑚3+4𝑚4=𝑁

𝛾*(�̄�)
4∏︀
𝑗=0

(𝐴*
𝑗 )
𝑚𝑗 .

При 𝑝 = 2 имеем 𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈2(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗−0

𝑚𝑗(𝜈2(𝐴
*
𝑗 ) + 2𝑗)− 2𝑁 ≥ 𝑚𝜈2(𝑃

*)− 2𝑁,

так как неравенства 𝜈2(𝐴*
𝑗 ) + 2𝑗 ≥ 𝜈2(𝑃

*) для 𝑗 ∈ {0, 1, 2} следуют из определения 𝜈2(𝑃 *), а
для 𝑗 ∈ {3, 4} выполняются ввиду 𝜈2(𝑃 *) ≤ 6, 𝜈2(𝐴

*
𝑗 ) ≥ 0.
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При 𝑝 = 5 : 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈5(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗(𝜈5(𝐴
*
𝑗 ) + 𝑗)−𝑁 ≥ 𝑚𝜈5(𝑃

*)−𝑁,

так как неравенства 𝜈5(𝐴*
𝑗 ) + 𝑗 ≥ 𝜈5(𝑃

*) при 𝑗 ∈ {0, 1} следуют из определения 𝜈5(𝑃 *), а для
𝑗 ∈ {2, 3, 4} выполняются ввиду 𝜈5(𝑃 *) ≤ 2, 𝜈5(𝐴

*
𝑗 ) ≥ 0.

При 𝑝 = 17 аналогично:

𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈17(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗(𝜈17(𝐴
*
𝑗 ) + 𝑗)−𝑁 ≥ 𝑚𝜈17(𝑃

*)−𝑁. 2

В соответствии с определением интеграла (4) имеем многочлены:

𝑃 *
0 (𝑡) = 𝑡2 + 30𝑡+ 289 = 𝑥4 − 68𝑥3 + 1764𝑥2 − 20672𝑥+ 92480 = 𝑃 *

0 (𝑥),

𝑃1(𝑡) = 𝑡 = 𝑥2 − 34𝑥+ 289 = 𝑃1(𝑥), (7)

𝑃2(𝑡) = 7𝑡+ 17 = 7𝑥2 − 238𝑥+ 2040 = 𝑃2(𝑥),

𝑃3(𝑡) = 39𝑡+ 289 = 39𝑥2 − 1326𝑥+ 11560 = 𝑃3(𝑥).

Обозначим Π𝑘 =
3∏︀
𝑗=1

𝑝
𝜈𝑝𝑗 (𝑃𝑘(𝑡))

𝑗 для 𝑃𝑘(𝑡), Π*
𝑘 =

3∏︀
𝑗=1

𝑝
𝜈𝑝𝑗 (𝑃

*
𝑘 (𝑡))

𝑗 для 𝑃 *
𝑘 (𝑡) при 𝑝1 = 2,

𝑝2 = 5, 𝑝3 = 17. Из определения 𝜈𝑝(𝑃 *(𝑡)), 𝜈𝑝(𝑃 (𝑡)) для многочленов (7) получим:

Π*
0 = 2651172,Π1 = 172,Π2 = 2351171,Π3 = 2351172. (8)

В силу симметричности, для подынтегральной функции (3) справедливо представление:

𝑅(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑥) +
𝑛+1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑎𝑗
𝑥𝑗

+
𝑎𝑗

(34− 𝑥)𝑗

)︂
, (9)

где 𝑚 = 2𝑛(2𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3)− 2𝑛− 2, 𝑄𝑚(𝑥) =
𝑚∑︀
𝜈=0

𝑏𝜈𝑥
𝜈 , все 𝑏𝜈 ∈ Z[𝑥].

Возьмём 𝛼0 = 0.53819, 𝛼1 = 0.21230, 𝛼2 = 0.13580, 𝛼3 = 0.18161 и 𝑛 кратное 105.
Рассмотрим коэффициенты 𝑎𝑗 в разложении (9).

Лемма 4. Для любого 𝑗 = 1, ..., 𝑛+ 1 справедливо представление:
𝑎𝑗 = 21.18137𝑛+2𝑗−35−0.1444𝑛+𝑗−117−2+𝑗𝐴𝑗 , где 𝐴𝑗 ∈ Z.

Доказательство. Найдём коэффициенты 𝑎𝑗 .

Рассмотрим �̄� = {𝑚0, ...,𝑚4}, �̄� ∈ (Z+)5|, �̄�| =
4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗 .

Имеем

𝑎𝑗 = 𝐷𝑛+1−𝑗(𝑥
𝑛+1𝑅(𝑥)) =

∑︀
|�̄�|=𝑛+1−𝑗

𝐷𝑚0(𝑃
*
0 (𝑥))

𝛼0𝑛
3∏︀

𝑘=1

𝐷𝑚𝑘
(𝑃𝑘(𝑥))

𝛼𝑘𝑛𝐷𝑚4(34− 𝑥)−𝑛−1.

Ясно что 𝐷𝑚4(34− 𝑥)−𝑛−1 =

(︂
𝑛+𝑚4

𝑚4

)︂
2−𝑛−𝑚4−117−𝑛−𝑚4−1. Тогда в силу (8) и лемм 2,3

𝜈2(𝑎𝑗) ≥ 6𝛼0𝑛− 2𝑚0 + 3𝛼2𝑛− 2𝑚2 + 3𝛼3𝑛− 2𝑚3 − 𝑛−𝑚4 − 1 = 𝑛(6𝛼0 + 3𝛼2 + 3𝛼3)−
−(𝑚0 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4)− (𝑚0 +𝑚2 +𝑚3)− 𝑛− 1 ≥ 4.18137𝑛− 2(𝑛+ 1− 𝑗)− 𝑛− 1 =
= 1.18137𝑛+ 2𝑗 − 3;

𝜈5(𝑎𝑗) ≥ 𝛼0𝑛−𝑚0 + 𝛼2𝑛−𝑚2 + 𝛼3𝑛−𝑚3 ≥ 𝑛(𝛼0 + 𝛼2 + 𝛼3)− 𝑛− 1 + 𝑗 =
= −0.1444𝑛− 1 + 𝑗;

𝜈17(𝑎𝑗) = 2𝛼0𝑛−𝑚0 + 2𝛼1𝑛−𝑚1 + 𝛼2𝑛−𝑚2 + 2𝛼3𝑛−𝑚3 − 𝑛−𝑚4 − 1 ≥
≥ (2𝛼0 + 2𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3)𝑛− 2𝑛− 2 + 𝑗 = −2 + 𝑗. 2

Пусть далее Δ = 1.18137𝑛,𝐾 = Z[𝑖]− кольцо гауссовских чисел, многочлен 𝑄𝑚(𝑥) опреде-
лён в равенстве (9).
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Лемма 5. Пусть 𝑄𝑚(𝑥) =
𝑚∑︀
𝜈=0

𝛽𝜈𝜃
𝜈 , где 𝜃 = 𝑥 − 16 + 4𝑖, все 𝛽𝜈 ∈ 𝐾. Тогда для всех

𝜈 = 0, 1, ..., 𝛼0𝑛− 1 справедливо: 𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3𝛽
′
𝜈 , 𝛽

′
𝜈 ∈ 𝐾.

Доказательство. Применим схему, впервые использованную в работе [5]. Из вида 𝑅(𝑥) в
интеграле (3) имеем для 𝜃 таких что |𝜃| < |16 + 4𝑖| =

√
272

𝑅(𝑥) =
∞∑︁

𝜈=𝛼0𝑛

𝛾𝜈𝜃
𝜈 , (10)

где все 𝛾𝜈 ∈ Q+Q𝑖. Далее для 𝑗 = 1, ..., 𝑛+ 1

1

𝑥𝑗
=

1

(16− 4𝑖+ 𝜃)𝑗
=

1

(16− 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑑𝜈𝑖𝑗𝜃
𝜈

(16− 4𝑖)𝜈
,

где 𝑑𝜈𝑖𝑗 =
𝑗(𝑗+1)...(𝑗+𝜈−1)

𝜈! ∈ Z;

1

(34− 𝑥)𝑗
=

1

(18 + 4𝑖− 𝜃)𝑗
=

1

(18 + 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

𝑑𝜈𝑖𝑗𝜃
𝜈

(18 + 4𝑖)𝜈
.

Из (9) и (10) получим

∞∑︁
𝜈=𝛼0𝑛

𝛾𝜈𝜃
𝜈 =

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
(16− 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

(︂
(−1)𝜈𝑑𝜈𝑖𝑗
(16− 4𝑖)𝜈

)︂
𝜃𝜈 +

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
(18 + 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

𝑑𝜈𝑖𝑗
(18 + 4𝑖)𝜈

𝜃𝜈 +
𝑚∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈𝜃
𝜈 .

Поэтому для 𝜈 = 0, 1, ..., 𝛼0𝑛− 1

𝛽𝜈 = −
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑑𝜈𝑖𝑗

(︂
(−1)𝜈

(16− 4𝑖)𝑗+𝜈
+

1

(18 + 4𝑖)𝑗+𝜈

)︂
. (11)

Из леммы 4 и равенства (11) получим представление:

𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3 𝛽𝜈
(85)𝑁𝜈

, где 𝛽𝜈 ∈ 𝐾,𝑁𝜈 ∈ N. Но 𝛽𝜈 ∈ 𝐾, поэтому 𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3𝛽
′
𝜈 , где 𝛽

′
𝜈 ∈ 𝐾, и

лемма доказана. 2

Обозначим теперь 𝑞𝑁 = 𝐻𝑂𝐾(1, 2, ..., 𝑁).

Лемма 6. Имеет место соотношение 𝑞𝑚+1
1
𝑖

16+4𝑖∫︀
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜆𝐴, где 𝐴 ∈ Z,

𝜆 = min(Δ, 3𝛼0𝑛).

Доказательство. Имеем

Λ = 𝑞𝑚+1
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞𝑚+1

⎛⎝1

𝑖

(︃
𝑚∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈
𝜈 + 1

(𝑥− 16 + 4𝑖)𝜈+1

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
16+4𝑖

16−4𝑖

⎞⎠ =

= 𝑞𝑚+1

(︃
𝛼0𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈
𝜈 + 1

8𝜈+1𝑖𝜈 +
𝑚∑︁

𝜈=𝛼0𝑛

𝛽𝜈
𝜈 + 1

8𝜈+1𝑖𝜈

)︃
.

Очевидно, что 𝑞𝑚+1
1

𝜈+1 ∈ N, 𝜈 = 0, 1, ...,𝑚.

Для слагаемых первой суммы ввиду леммы 5 имеем: 𝛽𝜈8𝜈+1 = 2Δ−2𝜈−323𝜈+3𝛽
′
𝜈 = 2Δ𝛽

′′
𝜈 , где

все 𝛽
′′
𝜈 ∈ 𝐾.
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Для слагаемых второй суммы: 𝛽𝜈 ∈ 𝐾, 8𝜈+1 = 23𝛼0𝑛23𝜈+3−3𝛼0𝑛, где 3𝜈 + 3 − 3𝛼0𝑛 ∈ N,
поэтому Λ = 2𝜆𝐴, где 𝐴 ∈ 𝐾.

Из (9) имеем

Λ ≡ 𝑞𝑚+1
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞𝑚+1
1

𝑖

𝑚∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈
𝜈 + 1

((16 + 4𝑖)𝜈+1 − (16− 4𝑖)𝜈+1) ∈ Z,

поскольку 𝑏𝜈 ∈ Z.
Следовательно 𝐴 ∈ Z, что и требовалось. 2

Теперь, используя представление (9), получаем для интеграла (3)

𝐼 =
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥+
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(︂
𝑎1
𝑥

+
𝑎1

34− 𝑥

)︂
𝑑𝑥+

1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

(︂
𝑎𝑗
𝑥𝑗

+
𝑎𝑗

(34− 𝑥)𝑗

)︂
𝑑𝑥 ≡ 𝐼1+ 𝐼2+ 𝐼3.

По лемме 6 имеем 𝑞1.21218𝑛𝐼1 = 2−1.18137𝑛𝐴,𝐴 ∈ Z.
Для 𝐼2 справедливо

𝐼2 =
1

𝑖
𝑎1(ln𝑥− ln(34− 𝑥))|16+4𝑖

16−4𝑖 =
1

𝑖
𝑎1

(︂
ln

16 + 4𝑖

16− 4𝑖
− ln

18− 4𝑖

18 + 4𝑖

)︂
= 2𝑎1(arctg

1

4
+ arctg

2

9
) =

= 2𝑎1 arctg
1

2
.

Для 𝐼3 получим

𝐼3 =
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
1

𝑥𝑗−1
− 1

(34− 𝑥)𝑗−1

)︂⃒⃒⃒⃒16+4𝑖

16−4𝑖

=

=
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
(4− 𝑖)𝑗−1

22𝑗−217𝑗−1
− (4 + 𝑖)𝑗−1

22𝑗−217𝑗−1
− (9 + 2𝑖)𝑗−1

2𝑗−185𝑗−1
+

(9− 2𝑖)𝑗−1

2𝑗−185𝑗−1

)︂
=

=
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
𝜇𝑗

22𝑗−217𝑗−1
+

𝜇′𝑗
2𝑗−15𝑗−117𝑗−1

)︂
, 𝜇𝑗 , 𝜇

′
𝑗 ∈ 𝐾, 𝑗 = 2, ..., 𝑛+ 1.

В соответствии с представлением 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 и леммой 4 заключаем, что выполнено равенство

2−1.18137𝑛+1 · 50.1444𝑛 · 17 · 𝑞1.21218𝑛𝐼(𝑡, �̄�) = 𝐴𝑛 arctg
1

2
+𝐵𝑛, (12)

где 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ∈ Z, 𝐼(𝑡, �̄�) определён равенством (6).
Применим к данной линейной форме лемму 1.
Для исследования асимптотики интеграла (6) используем метод перевала. Этот подход

хорошо известен и постоянно применяется при исследовании подобных линейных форм, более
подробное изложение можно найти, например, в [5], [6].

Рассмотрим подынтегральную функцию 𝑔(𝑡, �̄�). Уравнение 𝑑
𝑑𝑡 ln 𝑔(𝑡, �̄�) = 0 имеет пять кор-

ней, максимальное значение функции ln |𝑔(𝑡, �̄�)| достигается в точке 𝑡0 = −11.70909−2.58761𝑖,
при этом ln |𝑔(𝑡0, �̄�)| = −1.36036... ≡ 𝜏*.

Асимптотика коэффициента 𝐴𝑛 также исследуется методом перевала. Точкой перевала
в данном случае является 𝑡1 = 784.15031..., и ln |𝑔(𝑡1, �̄�)| = 5.45126... ≡ 𝛿*. Учитывая, что
lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln 𝑞𝐶𝑛 = 𝐶, из представления (12) и леммы 1 получаем заявленную оценку

𝜇(arctg
1

2
) ≤ 1− 𝛿* + 0.1444 ln 5− 1.18137 ln 2 + 1.21218

𝜏* + 0.1444 ln 5− 1.18137 ln 2 + 1.21218
= 9.272044...
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Сравнение подынтегральных функций интеграла Е.Б.Томашевской (1) и интеграла (3)
позволяет оценить эффективность дополнительно введённых многочленов 𝑃2(𝑡) = 7𝑡 + 17 и
𝑃3(𝑡) = 39𝑡+289. Вносимые ими степени простых чисел 2, 5, 17 помогают компенсировать эти
множители в знаменателе коэффициентов линейной формы. Выбор оптимальных параметров
𝛼𝑗 осуществлялся с помощью компьютерной программы.

3. Заключение

В последние десятилетия в области построения оценок мер иррациональности было по-
лучено много интересных результатов. С помощью интегральных конструкций такого типа
как в данной работе, с дополнительными многочленами, в последнее время было улучшено
несколько предыдущих оценок для различных величин. Хотя данная интегральная конструк-
ция не может быть обобщена, рассмотренный метод позволяет построить аналогичные ин-
тегралы для других чисел. Учёт индивидуальных особенностей интеграла позволяет лучше
приблизить исследуемое значение и получить новые результаты. Эта область исследований в
настоящее время развивается и интерес к ней проявляется в научных школах разных стран.

Авторы выражают признательность Е.Б.Томашевской за глубокую проработку темы по
оценке значений функции arctg 𝑥.
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