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Аннотация

Пуст 𝑋 достаточно большое вещественное число и 𝑘 ≥ 2 натуральное число, 𝑀 мно-
жества натуральных чисел не превосходящие 𝑋, которые непредставимы в виде суммы
простого и фиксированной степени простого числа, 𝐸𝑘(𝑋) = card𝑀 .

В настоящей работе доказана теорема
Теорема. Для достаточно больших 𝑋 справедлива оценка 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , где

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.

В частности из этой теоремы следует, что оценка и 𝛾 < 1 − (137𝑘3 ln 𝑘)−1, полученная
В. А. Плаксиным для достаточно больших 𝑘, остается справедливой при ln 𝑘 > 628.
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Abstract

Let 𝑋 be enough big real number and 𝑘 ≥ 2 be a natural number, 𝑀 be a set of natural
numbers 𝑛 not exceeding 𝑋, which cannot be written as a sum of prime and fixed degree a
prime, 𝐸𝑘(𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑀. In present paper is proved theorem.

Theorem. For it is enough greater 𝑋−equitable estimation 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , where

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.

In particular from this theorems follows that estimation 𝛾 < 1 − (137𝑘3 ln 𝑘)−1, got by
V. A. Plaksin for it is enough greater 𝑘, remains to be equitable under ln 𝑘 > 628.

Keywords: The Dirichlet charakter, Dirichlet 𝐿-function, exceptional set, representation
numbers,exceptional zero, exceptional nature, main member, remaining member..
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1. Введение

I. Формулировка результатов. Пусть 𝑋-достаточно большое вещественное число,
𝑘 ≥ 2- натуральное число, 𝑀 - множество натуральных чисел 𝑛 ≤ 𝑋, непредставимых в
виде

𝑛 = 𝑝1 + 𝑝𝑘2, (1)

и удовлетворяющие условию
(𝑛− 1,

∏︁
𝑝

𝜙(𝑝)∖𝑘

𝑝) = 1, (2)

где 𝑝1, 𝑝2, 𝑝 — простые числа, 𝜙(𝑝) — функция Эйлера (см.[5-7]) .

В. А. Плаксин [8,9], рассмотрев 𝐸𝑘(𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑀, доказал, что 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , где 0 < 𝛾 < 1
всегда и 𝛾 < 1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1 при достаточно большом 𝑘.

В настоящей работе улучшен результат В. А. Плаксина [9]. А именно доказана
Теорема. Для достаточно больших 𝑋 справедлива оценка 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 ,

где

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.
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В частности из этой теоремы следует, что оценка 𝛾 < 1 − (137𝑘3𝑙𝑛𝑘)−1, полученная
В. А. Плаксиным [9] для достаточно больших 𝑘, остается справедливой при ln 𝑘 > 628. Дока-
зательство теоремы основывается на идеи работ [1,9] и на результаты работ [2–4].

2. Обозначение и деление единичного интервала.
Пусть 𝜀 — произвольное малое положительное число, 𝑋 > 𝑋𝑘,𝜀, 𝑋𝑘,𝜀 — достаточно большое

положительное число, будем считать что

0 < 𝜀 <
2

7𝑘4𝑘
, 𝑋 = 𝑃 𝑘, 𝑄 = 𝑋17𝜀, 𝜏 = 𝑋𝑄−1, Δ = 𝜏−1, 𝑍 = 𝑄0,3, 𝐿 = ln𝑋, 𝑙 = ln ln𝑋,

𝑐1, 𝑐2, ...— эффективные вычислимые положительные постоянные, в худшем случае зависящие
от 𝜀, 𝑘,𝑋𝑘,𝜀.

Далее, пусть
𝑅(𝑛) = 𝑘

∑︁
𝑛=𝑝1+𝑝𝑘2

𝑋
3
<𝑝1,𝑝𝑘2≤𝑋

ln 𝑝1 ln 𝑝2

и
𝑆𝑘(𝑎) = 𝑘

∑︁
𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

ln 𝑝 𝑒(𝛼𝑝𝑘).

Тогда

𝑅(𝑛) =

∫︁ 1−Δ

−Δ
𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼.

Теперь на интервале интегрирования выделим множестве 𝑀1 больших и множество 𝑀2

малых дуг обычным способом (см., напр. [10,15]) для подобных задач. В рассматриваемом
случае большая дуга — это 𝑀1(𝑎, 𝑞) = (𝑎𝑞 −Δ, 𝑎𝑞 +Δ), где 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1.

Поэтому 𝑀1 = ∪𝑎,𝑞𝑀1(𝑎, 𝑞) и 𝑀2-множество тех 𝛼, для которых −Δ < 𝛼 < 1−Δ и 𝛼 /∈𝑀1.
Таким образом, мы будем иметь

𝑅(𝑛) = 𝑅1(𝑛) +𝑅2(𝑛) (3)

где

𝑅1(𝑛) =

∫︁
𝑀1

𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼, 𝑅2(𝑛) =

∫︁
𝑀2

𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼. (4)

Ясно, что если 𝑅(𝑛) > 0, то для 𝑛 существует представление в виде (1) с условием (2) (см.
[12,14]).

2. Основная часть.

3. Малые дуги. Покажем, что ∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) < 𝑋𝑃 2−5𝜀. (5)

Согласно тождеству Персеваля имеем∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) =

∫︁
𝑀2

|𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)|2𝑑𝛼 = max
𝑀2

|𝑆𝑘(𝛼)|2
∫︁
𝑀2

|𝑆1(𝛼)2𝑑𝛼 ≤ 𝑚2
1𝑚2.

Здесь

𝑚2 =

∫︁ 1

0
|𝑆1(𝛼)|2𝑑𝛼 ≤

∑︁
𝑋
3
<𝑝≤𝑋

ln2 𝑝 < 0, 7𝑋𝐿. (6)
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Для 𝑚1 = max
𝑀2

|𝑆𝑘(𝛼)| используя теоремы 7.1 [16], при 𝜌0 = (17𝑘2(2𝑙𝑛𝑘 + 𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘 + 2, 8))−1,

4𝜀 ≤ 𝜌0, находим
𝑚1 ≤ 𝑐1𝑃

1−3𝜀. (7)

Согласно (6), (7) получим∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) < 0, 7𝑋𝐿𝑐21𝑃

2−6𝜀 < 𝑋𝑃 2−5𝜀.

Из (5) следует, что при 𝑘 ≥ 2 количество 𝑛 ≤ 𝑋, для которого 𝑅2(𝑛) ≥ 𝑃 1−2𝜀 не больше
чем 𝐸

(1)
𝑘 (𝑋) < 𝑋1− 𝜀

𝑘 . Таким образом

𝑅2(𝑛) ≤ 𝑃 1−2𝜀 (8)

для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением не более чем 𝐸
(1)
𝑘 < (𝑋)1−

𝜀
𝑘 значений 𝑛 из них.

4. Большие дуги. Ясно, что в силу (4)

𝑅1(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

𝑞∑︁
𝑎=1

∫︁ Δ

−Δ
𝑆1(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑆𝑘(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑒(−(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑛)𝑑𝜂. (9)

где суммирование по всем 𝑎, с условием 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1.

Сначала несколько преобразуем 𝑅1(𝑛). Для этого введем обозначения:

𝑈𝑘(𝜒, 𝜂) = 𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝) ln 𝑝𝑒(𝑝𝑘𝜂), (10)

𝑇𝑘(𝜂) = 𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑛𝑘≤𝑋

𝑒(𝑛𝑘𝜂) и 𝑇𝑘(𝜂) = −𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑛𝑘≤𝑋

𝑛𝛽−1𝑒(𝑛𝑘𝜂).

Сумму 𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) определим следующим образом

𝑊𝑘(𝜒0, 𝜂) = 𝑈𝑘(𝜒𝑜, 𝜂)− 𝑇𝑘(𝜂), 𝑊𝑘(�̃�𝜒0, 𝜂) = 𝑈𝑘(�̃�𝜒0, 𝜂)− 𝑇𝑘(𝜂)

и
𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) = 𝑈𝑘(𝜒, 𝜂) если 𝜒 ̸= 𝜒0, 𝜒 ̸= �̃�𝜒0. (11)

Здесь 𝜒 — характер Дирихле по модулю 𝑞, 𝜒0 — главный характер по модулю 𝑞, �̃� — ис-
ключительный примитивный характер по модулю 𝑟, 𝑟|𝑞 (см. [11]). Далее пусть

𝐹𝑘(𝜒) = 𝐹𝑘(𝑞, 𝜒, 𝑎) =

𝑞∑︁′

𝑣=1

𝜒(𝑣)𝑒(
𝑎𝑣𝑘

𝑞
).

Использую эти обозначения, находим

𝑆1(𝛼) =
1

𝜙(𝑞)

⎧⎨⎩𝐹1(𝜒0)𝑇1(𝜂) + 𝐹1(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂) +
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(𝜒)𝑊1(𝜒, 𝜂)

⎫⎬⎭ . (12)

Отметим, что здесь первые два члена являются главными членами, а третий - остаток.
Если 𝐸𝛽 = 0 или 𝑟 - 𝑞 то в правой части (12) следует опускать второй член. Так как для
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любого 𝑥, |(𝜂𝑥𝑘)′ | ≤ 𝑘|𝜂|𝑃 𝑘−1 ≤ 𝑘𝑋17𝜀− 1
𝑘 < 1

2 при 𝑋 > 𝑋𝑘,𝜀 , 0 < 𝑥 ≤ 𝑃, 0 < 𝜀 < 1
34𝑘 . Как и в

[8] (см.S3 работы [3]), при 𝑃1 =
𝑘

√︁
𝑋
3 имеем

𝑇𝑘(𝜂) = 𝑘

𝑃∫︁
𝑃1

𝑒(𝑡𝑘𝜂)𝑑𝑡+𝑂(1) =
∑︁

𝑋
3
<𝑚≤𝑋

𝑒(𝑚𝜂)

𝑚1− 1
𝑘

+𝑂(1) = Γ𝑘(𝜂) +𝑂(1).

Аналогично

𝑇𝑘(𝜂) = −
∑︁

𝑋
3
<𝑚≤𝑋

𝑚(𝛽−1)/𝑘𝑒(𝑚𝜂)

𝑚1− 1
𝑘

+𝑂(1) = Γ̃𝑘(𝜂) +𝑂(1).

Поэтому, для 𝑆𝑘(𝛼) подобно (14) в главных дугах, имеет место представление

𝑆𝑘(𝛼) =
1

𝜙(𝑞)

⎧⎨⎩𝐹𝑘(𝜒𝑜)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹𝑘(�̃�𝜒0)Γ̃𝑘(𝜂) +
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) +𝑂(1)

⎫⎬⎭ . (13)

Здесь использовали оценку (см. (6), [9])

|𝐹𝑘(𝑝, 𝜒, 𝑎)| ≤ 𝑘
√
𝑝 , 𝑝 - 𝑎. (14)

В (15) также первые два члена - главные члены, третий член остаток.
Поскольку

𝑂

⎛⎝∑︁
𝑞≤𝑄

𝑞∑︁
𝑎=1(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

⃒⃒⃒⃒
𝑆1(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂

⎞⎠≪ Δ𝑋𝑄2 ≪ 𝑋51𝜀,

то из (11) получим
𝑅1(𝑛) = 𝑅3(𝑛) +𝑅4(𝑛) +𝑂(𝑋51𝜀), (15)

где главный член (произведение главных членов в (12) и (13) )

𝑅3(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1,(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

{︁
𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂) +

+𝐹1(�̃�𝜒0)𝐹𝑘(𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹1(�̃�𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂) }×

×𝑒(−(
𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑛)𝑑𝜂 =

4∑︁
𝑖=1

𝑅
(𝑖)
3 (𝑛)

и остаток

𝑅4(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1,(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

{ 𝐹 (𝜒0)𝑇1(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂)+

+𝐹1(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) + 𝐹𝑘(𝜒0)Γ𝑘(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂)+

+𝐹𝑘(�̃�𝜒0)Γ̃𝑘(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂) +
∑︁

𝜒1(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂)×
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×
∑︁

𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(𝜒2)𝑊𝑘(𝜒2, 𝜂) } 𝑒(−(
𝑎

𝑞
+ 𝜂))𝑑𝜂 =

5∑︁
𝑖=1

𝑅
(𝑖)
4 (𝑛).

4.1. Главный член. Согласно (15) главный член 𝑅3(𝑛) является суммой четырех слагаемых,
которые изучаются одинаково. Поэтому мы ограничимся с подробным рассмотрением одного
из этих слагаемых. Например, 𝑅(2)

3 (𝑛) (в [9] подробно рассмотрен 𝑅(3)
3 (𝑛)).

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄
𝑟/𝑞

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1

𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)

∫︁ Δ

−Δ
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 =

=
1

𝜙2(𝑟)
𝐺(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)𝐴𝑟(𝑛,

𝑄

𝑟
)𝐼3.

Здесь использовали мультипликативность 𝐺(𝑟, 𝜒0, �̃�
*𝜒0, 𝑛).

Рассмотрим 𝐼3. Так как в силу леммы 1[9]⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 1/2

Δ
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒≪ 𝜏

1
𝑘 ,

то

𝐼3 =

∫︁ 1/2

−1/2
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 +𝑂(𝜏

1
𝑘 ) = −

∑︁
𝑚+𝑛1=𝑛

𝑋
3
<𝑚,𝑛1≤𝑋

𝑚(𝛽−1)/𝑘

𝑚1−1/𝑘
= 𝐽3 +𝑂(𝜏)

1
𝑘 .

Здесь 𝐽3 ≪ 𝑃 .Таким образом, согласно леммам 6, 7 [9] находим, что

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

𝐺(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜙2(𝑟)𝜋𝑟(𝑛)
(𝐴(𝑛) +𝑂(𝑄−0,1))

{︁
𝐽3 +𝑂(𝜏

1
𝑘 )
}︁
=

=
𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)

(︁
𝐴(𝑛)𝐽3 +𝑂

(︁
𝐴(𝑛)𝜏

1
𝑘 𝐽3𝑄

−0,1 +𝑄−0,1𝜏
1
𝑘

)︁)︁
.

Отсюда в силу лемму 8 [9] и

𝐿−𝑘 ≪ 𝜎(𝑛) ≪ 𝐿𝑘, 𝜋𝑟(𝑛)𝐴𝑟(𝑛,𝑄𝑟
−1) ≪ 𝐿𝑘, 𝑟 ≤ 𝑄, (16)

(см. следствие леммы 5 работы [4] ), получим

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)

(︀
𝐴(𝑛)𝐽3 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,4𝜀

)︀)︀
.

Обращаясь аналогичным образом с остальными слагаемыми из (15), находим

𝑅
(2)
3 (𝑛) = 𝐴(𝑛)

(︂
𝐽1 +

𝜌(𝑟, 𝜒*, 𝜒0, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽2 +

𝜌(𝑟, 𝜒*, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽4 +

𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽3

)︂
+

+𝑂(𝑃 1−3,4𝜀) +𝑂

(︂
𝑃 1−3,4𝜀 (𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

)︂
= 𝐴(𝑛)𝐽 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,4𝜀

)︀
+𝑂

(︂
𝑃 1−3,4𝜀 (𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

)︂
(17)

для всех 𝑛 ≤ 𝑋 за исключением 𝐸
(2)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−3,4𝜀 значений 𝑛 из них. Здесь

𝐽1 =
∑︁

𝑛1+𝑚=𝑛

1

𝑚1−1/𝑘
, 𝐽2 = −

∑︁
𝑛1+𝑚=𝑛

𝑛𝛽−1
1

𝑚1−1/𝑘
,
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𝐽3 = −
∑︁

𝑛1+𝑚=𝑛

𝑚
𝛽−1
𝑘

𝑚1−1/𝑘
, 𝐽4 =

∑︁
𝑛1+𝑚=𝑛

𝑛𝛽−1
1 𝑚

𝛽−1
𝑘

𝑚1−1/𝑘

и𝑋3 < 𝑛1, 𝑚 ≤ 𝑋, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋.

Нетрудно показать, что
𝐽𝑖 ≪ 𝑃 𝑖 = 1, 2, 3, 4. (18)

Например:
𝐽1 =

∑︁
𝑛=𝑛1+𝑚

𝑋
3
<𝑛1,𝑚≤𝑋

𝑚−1+ 1
𝑘 =

∑︁
𝑚=𝑛−𝑛1
𝑋
3
<𝑚≤ 2𝑋

3

𝑚−1+ 1
𝑘 ≤ 𝑃.

Рассмотрим 𝐽. В доказательстве теоремы мы предполагаем, что 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋 и 𝑘 ≥ 2
поэтому справедливо неравенство 𝑃/8 < 𝐽1 ≤ 𝑃. Следовательно, если 𝐸𝛽 = 1, то используя
лемму 6 [9] и (18) из (17), находим

𝐽 = 𝐽1 +𝑂

(︂
𝑃

𝑟0,33
(𝑛, 𝑟)

)︂
.

Таким образом, если (𝑛, 𝑟) ≤ 𝑟1/4, то

𝐽 = 𝐽1 +𝑂

(︂
𝑃

𝑟0,08

)︂
≥ 𝑃

(︂
1

8
+𝑂(𝑟−2/25)

)︂
.

В силу леммы 1 [2] 𝑟 ≫ 𝐿2𝑙−2. Поэтому при достаточно большом 𝑋 отсюда получим

𝐽 ≥ 0, 12𝑃.

Пусть теперь 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟1/4 ≫ 𝐿1/4. Тогда используя рассуждения приведенные
в §6 [3] будем имеет:
при 𝑘– нечетном

𝐽 = 𝐽1 +
𝜌(𝑟, �̃�*, �̃�*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽4 ≥ 𝐽1 − 𝐽4 > 𝐽1(1− 𝑍𝛽−1),

а при 𝑘– четном

𝐽 = 𝐽1 +
𝜌(𝑟, 𝜒0, �̃�

*, 𝑛)

𝜌(𝑛, 𝑟)
𝐽3 ≥ 𝐽1 − 𝐽3 > 𝐽1(1− 𝑍𝛽−1).

Поэтому, применяя теорему о среднем и лемму 1.2, убедимся, что

𝐽 > 𝐽1
𝑍 − 𝑍𝛽

𝑍
= 𝐽1

(1− 𝛽)𝑍Θ𝑙𝑛𝑍

𝑍
≥ 1

8
𝑃 (1− 𝛽)𝑍𝛽−1𝑙𝑛𝑍 =

=
1

8
𝑃 ((1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍)𝑒(𝛽−1)𝑙𝑛𝑍 ≥ 𝐶11𝑃 (1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍,

где 𝐶11 = 0, 124. обозначим

𝐶12 = 𝑚𝑖𝑛

(︂
1

8
; 0, 12; 0, 124

)︂
= 0, 12. (19)

Таким образом, из (17) находим

𝑅3(𝑛) >

{︃
𝐶12𝐴(𝑛)𝑃 (1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,5𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟

1
4 ;

𝐶12𝐴(𝑛)𝑃 +𝑂
(︀
𝑃 1−3,5𝜀

)︀
, в противном случае.

(20)
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Согласно лемме 8 [4] 𝐴(𝑛) > 0 для всех 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением ≪ 𝑋0,88 значений 𝑛.
Следовательно , (20) справедливо для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением 𝐸

(2)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−34𝜀 значений

𝑛 из них .
4.2. Остаток. Теперь рассмотрим 𝑅4(𝑛) .Согласно (15) 𝑅4(𝑛) является суммой пяти сла-

гаемых. Нетрудно заметить, что 𝑅(1)
4 (𝑛)) и 𝑅(2)

4 (𝑛), а также 𝑅(3)
4 (𝑛) и 𝑅(4)

4 (𝑛) дает одинаковый
вклад в 𝑅4(𝑛). Поэтому ограничимся рассмотрением 𝑅

(1)
4 (𝑛), 𝑅(3)

4 (𝑛) и 𝑅
(5)
4 (𝑛). Сначала рас-

смотрим 𝑅
(5)
4 (𝑛), которое является более общим среди рассматриваемых 𝑅(𝑖)

4 (𝑛).
Имеем

𝑅
(5)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

∑︁
𝜒1,𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑞∑︁′

𝑎=1

𝐹1(𝜒1)𝐹𝑘(𝜒2)𝑒

(︂
−𝑎
𝑞
𝑛

)︂∫︁ Δ

−Δ
𝑊1(𝜒1, 𝜂)𝑊𝑘(𝜒2, 𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 =

=
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

∑︁
𝜒1,𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐺(𝑞, 𝜒1, 𝜒2, 𝑛)𝐼5(𝜒1, 𝜒2). (21)

Пусть 𝜒𝑠– характер по модулю 𝑞 индуцированный примитивным характером 𝜉𝑠 по
𝑚𝑜𝑑𝑟𝑠, 𝑠 = 1, 2; 𝑟 = [𝑟1, 𝑟2], 𝑔 = 𝑞𝑟−1. Тогда 𝐼5(𝜒1, 𝜒2) = 𝐼5(𝜉1, 𝜉2).

Обозначим

𝑊𝑘(𝜒) =

(︂∫︁ Δ

−Δ
|𝑊𝑘(𝜒, 𝜂)|2𝑑𝜂

)︂ 1
2

и 𝑊𝑘 =
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

𝑊𝑘(𝜒). (22)

Используя пункты 3 и 4, 𝑅(5)
4 (𝑛) можем представить в виде

𝑅
(5)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

∑︁*

𝜉2

𝐺(𝑟, 𝜉1𝜒0, 𝜉2𝜒0, 𝑛)

𝜙2(𝑟)
𝐼5(𝜉1, 𝜉2)𝐴𝑟(𝑛,𝑄𝑟

−1). (23)

Правую часть этого представления разобьем на две суммы: в первую сумму включаем все
𝑟 c условием 𝑟 ≤ 𝑍, а во вторую сумму все остальные 𝑟, т.е. 𝑍 < 𝑟 ≤ 𝑄. Таким образом,

𝑅
(5)
4 (𝑛) = 𝑅5(𝑛) +𝑅6(𝑛).

Оценим 𝑅6(𝑛).

|𝑅6(𝑛)| ≤
∑︁

𝑍<𝑟≤𝑄

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

∑︁*

𝜉2

|𝐺(𝑟, 𝜉1𝜒0, 𝜉2𝜒0, 𝑛)|
𝜙2(𝑟)𝜋𝑟(𝑛)

𝑊1(𝜉1)(𝑊𝑘𝜉2)𝜋𝑟(𝑛)|𝐴𝑟(𝑛,𝑄/𝑟)|.

Отсюда в силу оценки (21), используя лемму 6 [2] , получим

|𝑅6(𝑛)| ≤ 𝑙𝐿𝑘
∑︁

𝑍<𝑟≤𝑄

(𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

𝑊1(𝜉1)
∑︁*

𝜉2

𝑊𝑘(𝜉2).

Обозначая правую часть этого соотношения через 𝑍(𝑛), изучим среднее значение оценки
𝑍(𝑛). Используя лемму 3 [2] и оценки∑︁

𝑛≤𝑋
(𝑛, 𝑟) < 𝑋𝜏(𝑟)

имеем ∑︁
𝑛≤𝑋

𝑍(𝑛) ≪ 𝑋𝑊1𝑊𝑘𝑍
−0,3 ≪ 𝑋

𝑍0,3
𝑋

1
2
𝑃

𝑋
1
2

≪ 𝑋𝑃𝑍−0,3.
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Отметим, что здесь мы использовали лемму 4 [5] для оценки 𝑊1 и 𝑊𝑘. Возможность приме-
нения этой леммы для оценки 𝑊𝑘 будеть показано в конце этого пункта.

Из полученной оценки следует, что для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением

𝐸
(3)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−1,53𝜀+1,7 𝜀

𝑘

значений 𝑛, имеет место неравенство

𝑍(𝑛) ≤ 𝑃 1−1,7𝜀; 𝑅6(𝑛) ≪ 𝑃 1−1,7𝜀.

К каждому слагаемому суммы 𝑅5(𝑛), в силу условий 𝑟 ≤ 𝑍 и 𝑄0,7 ≤ 𝑄𝑟−1, применимы леммы
6 и 7 [9] . Поэтому, если из множества 𝑛 ≤ 𝑋, исключить

𝐸
(4)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−1,7𝜀

чисел, то для оставшихся n будет иметь место оценка

|𝑅5(𝑛)| ≤ 𝐴(𝑛)𝑊1𝑊𝑘 +𝑂(𝑃𝑄−0,1).

Таким образом,
𝑅

(5)
4 (𝑛) ≤ 𝐴(𝑛)𝑊1𝑊𝑘 +𝑂(𝑃𝑄1−1,7𝜀).

для всех 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением

𝐸
(3)
𝑘 (𝑋) + 𝐸

(4)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝐸

(3)
𝑘 (𝑋)

значений 𝑛.
Теперь рассмотрим 𝑅

(1)
4 (𝑛). Имеем

𝑅
(1)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄

∑︁
𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝜙−2(𝑞)𝐺(𝑞, 𝜒0, 𝜒, 𝑛)𝐼1(𝜒)

(cр. (21)). Поэтому в этом случае, вместо (23) получим

𝑅
(1)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁
𝜉(𝑚𝑜𝑑𝑟)

𝜙2(𝑟)𝐺(𝑞, 𝜒0, 𝜉, 𝑛)𝐼1(𝜉)𝐴𝑟(𝑛,𝑄/𝑟).

Далее, оценивая так же, как в случае 𝑅(5)
4 (𝑛) и учитывая

|𝐼1(𝜒)| ≤𝑊𝑘(𝑋)

(︃∫︁ 1
2

− 1
2

|𝑇1(𝜂)|2𝑑𝜂

)︃ 1
2

≤ 3𝑊𝑘(𝜒)𝑋
1
2 ,

находим
𝑅

(1)
4 (𝑛) < 3𝐴(𝑛)𝑊𝑘(𝑋)

1
2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀).

Так как

|𝐼3(𝜒)| ≤𝑊1(𝜒)

(︃∫︁ 1
2

− 1
2

|Γ̃𝑘(𝜂)|2𝑑𝜂

)︃ 1
2

< 3𝑃 (𝑋)
−1
2 𝑊1(𝜒),

то, поступая с 𝑅(3)
4 (𝑛), совершенно аналогично, получим

|𝑅(3)
4 (𝑛)| < 3𝐴(𝑛)𝑃𝑋− 1

2𝑊1 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀).
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Таким образом, собирая полученные оценки для 𝑅1(𝑛) из (15), находим

𝑅1(𝑛) < 𝐴(𝑛)
(︁
6𝑊𝑘𝑋

1
2 + 6𝑊1𝑋

−1
2 +𝑊1𝑊𝑘

)︁
+𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
. (24)

Суммы 𝑊1,𝑊𝑘– в правой части (24) оценим при помощи лемм 3 и 4 [5].
Для 𝑊𝑘 в силу (22) и (11), (12) имеем

𝑊𝑘 =
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎝∫︁ Δ

−Δ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑘 ∑︁♯

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝𝑒(𝑝𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

𝑑𝜂

⎞⎟⎠
1
2

.

Применим лемму 3 [3] при 𝛿 = 1
2Δ и Θ = 1

2 , получим

𝑊𝑘 = 𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2Δ𝑘

∑︁♯

𝑥<𝑝𝑘≤𝑥+ 1
2
Δ

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

(25).

Отсюда

𝑊1 = 𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎜⎜⎝
∫︁ 𝑋+ 1

2
Δ

𝑋
3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒Δ

∑︁♯

𝑥<𝑝≤𝑥+ℎ
𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
2

.

≤ 2, 5671𝜋𝑋
1
2

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎝max
𝑥≤ 3

2
𝑋
max
ℎ≤𝑋

2

(︂
ℎ+

𝑋

𝑄

)︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥+ℎ∑︁♯

𝑥

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠ .

Применение леммы 4 [7] дает (17𝜀 < 𝑘)

𝑊1 = 𝑋
1
2

{︃
𝐶13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶5

17𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 0;

𝐶13𝑒𝑥𝑝
(︀
− 𝐶5

17𝜀

)︀
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍, если 𝐸𝛽 = 1,

(26)

где 𝐶13 = 5, 1392, 𝐶13 = 2791, 157.
При 𝑘 > 1 учитывая, что при 1 < Θ1 < 2(︂

𝑥+
1

2Δ

)︂ 1
𝑘

= 𝑥
1
𝑘

(︂
1 +

Θ1

2𝑘Δ𝑥

)︂
≤ 𝑥

1
𝑘

(︂
1 +

1

𝑘Δ𝑥

)︂
= 𝑥

1
𝑘 +

𝑥
1
𝑘

𝑘Δ𝑥

и обозначая 𝑦 = 𝑥
1
𝑘 и ℎ1 = 𝑥

1
𝑘

𝑘Δ𝑥 , из (25) находим

𝑊𝑘 ≤ 𝑘𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎝∫︁ 𝑋+ 1
2Δ

𝑋/3
|Δ

∑︁♯

𝑥<𝑝𝑘≤𝑥+ 1
2Δ

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

≤

≤ 2, 5671𝑘𝑋1/2
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

max
𝑦≤ 3

2
𝑃

max
ℎ1≤ 1

2
𝑃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑃𝑋ℎ1

𝑦+ℎ1∑︁♯

𝑦

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Теперь применяем лемму 4 [5], при 𝑃 = 𝑄, 𝑋 = 𝑃, тогда

𝑊𝑘 =
𝑃

𝑋
1
2

{︃
𝐶

′
13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 0;

𝐶
′
13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶7

17𝑘𝜀

)︀
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍, если 𝐸𝛽 = 1,

(27)

где 𝐶13 = 𝐶13𝑘, 𝐶13 = 𝐶13𝑘 и 17𝜀𝑘 < 𝜅.
В силу (26) и (27) из (24) получим, если 𝐸𝛽 = 0

𝑅4(𝑛) < 𝐶14𝐴(𝑛)𝑃𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︂
+𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
, (28)

где 𝐶14 = 135, 75318 при 𝑘 = 2, 𝐶14 = 178, 87091 при 𝑘 = 3 и 𝐶14 = 48, 91𝑘+25, 0196 при 𝑘 ≥ 4.
Если 𝐸𝛽 = 1, то

𝑅1(𝑛) < 𝐶14𝐴(𝑛)𝑃𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶7

17𝑘𝜀

)︂
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
, (29)

где
𝐶14 = 𝑒9,726(𝑘𝑒0,191 + 1) = 𝑒9,726(1, 2105𝑘 + 1), 𝑘 ≥ 2.

3. Заключение

Доказательство теоремы.
У нас 17𝜀 < 𝜅𝑘−1 = 1,01

115𝑘 или 𝜀 ≤ 1,01
1955𝑘 . Если 𝐸𝛽 = 0, то для почти всех 𝑛 ≤ 𝑋 (за

исключением ≪ 𝐸1
𝑘(𝑋) значения ) согласно (15), (20) и (28), имеем

𝑅1(𝑛) > 𝐴(𝑛)𝑃

{︂(︂
𝑐12 − 𝑐14𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︂)︂
+𝑂

(︁
𝑃−3,5𝜀𝐿𝑘 + 𝐿𝑘𝑃−1,7𝜀 + 𝑃 51𝑘𝜀−1𝐿𝑘)

} ≥ 0, 01𝐴(𝑛)𝑃 > 𝑃𝐿−𝑘 > 𝑃 1−𝜀, (30)

где
𝜀 ≤ 𝜀2 =

𝑐5

17𝑘𝑙𝑛
(︁
10𝑐14
9𝑐12

)︁ . (31)

17𝜀2 = (1045, 5876𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 6, 5452))−1, 𝑘 ≥ 2;

Если 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) ≤ 𝑟0,3,то в силу (15), (20), (29) для почти всех 𝑛 ≤ 𝑋, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋(за

исключением ≪ 𝐸
(1)
𝑘 (𝑋) значений 𝑛) снова имеем (30) с

𝜀 ≤ 𝜀3 =
𝐶7

17𝑘𝑙𝑛
(︁
10𝑐15
9𝑐12

)︁ (32)

если 𝐶15 = 𝐶1𝐶14,;
17𝜀3 = (137, 67088𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 6, 75183))−1, при 𝑘 ≥ 2.
Пусть теперь 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟0,3, тогда исключаем те 𝑛, для которых 𝑟 > 𝑃 2𝜀. Количество
исключаемых 𝑛, 𝑋

2 < 𝑛 ≤ 𝑋, в этом случае есть

𝐸
(4)
𝑘 (𝑋) ≪

∑︁
𝑛≤𝑋

(𝑛, 𝑟)𝑟−0,3 < 𝑋
𝜏(𝑛)𝜏(𝑟)

(𝑟0,3)
≤ 𝑋𝑃−0,5𝜀.
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Для оставшихся 𝑛, модуль 𝑟, будет малым, т.е.𝑟 ≤ 𝑃 2𝜀 < 𝑍.
Следовательно,

𝑅1(𝑛) ≥ 0, 1𝐶12
𝑃

𝐴
(𝑛)(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
,

для всех 𝑛, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋, (за исключением 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 значаений 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑋,) где

𝜀 ≤ 𝜀4 = 𝐶7/17𝑘𝑙𝑛

(︂
10𝑐14
9𝑐12

)︂
(33)

17𝜀4 = (137, 67088𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 13, 181599))−1, при , 𝑘 ≥ 2.

В силу леммы 2 [5]
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 > 𝐶2(4𝜀𝑃

𝜀𝑙𝑛2𝑃 )−1.

Поэтому

𝑅1(𝑛) ≥ 𝐶16𝑃
1−𝜀𝐴(𝑛)𝐿−2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀) > 𝐶17𝑃

1−𝜀𝐿−𝑘−2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀) > 𝐶18𝑃
1−1,5𝜀 > 𝑃 1−1,6𝜀

(34)
для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋1−𝜀/𝑘 значаений 𝑛, из них . Положим
𝜀 = min

(︀
𝜅

17𝑘 ; 𝜀1; 𝜀2; 𝜀3
)︀

тогда в силу (31), (32), (33) получим 𝜀 = 𝜀2. Теперь из (30), (34),
(8) получим утверждение сформулированной теоремы. Отметим, что 𝜌0

4 < 𝜀2 при 𝑘 > 205, а
также ((137𝑘3𝑙𝑛𝑘)−1 < 𝜌0

4 < 𝜀2 при 𝑙𝑛𝑘 > 628, то есть если 2 ≤ 𝑘 ≤ 205, то 𝛾 = 1− 𝜀2
𝑘 , если же

𝑘 > 205, то 𝛾 = 1− 𝜌0
4 и в частности если 𝑘 > 𝑒628, то можно пологать 𝛾 = 1− 1

137𝑘3𝑙𝑛𝑘
.
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