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Аннотация

Статья посвящена доктору физико-математических наук, академику Академии наук
Республики Таджикистан, выдающемуся специалисту в области теории чисел Зарулло Ху-
сеновичу Рахмонову в связи с его 60–летием. Приводится краткая биография, основные
этапы его научной карьеры. Дан обзор результатов З. Х. Рахмонова по следующим пробле-
мам теории чисел: о распределении чисел Гольдбаха и чисел Харди-Литтлвуда в коротких
арифметических прогрессиях, по проблеме средних значений функции Чебышева и про-
блеме нулей дзета-функции Римана, лежащих в коротких прямоугольниках критической
полосы, по оценкам коротких тригонометрических сумм с простыми числами и пробле-
ме Гольдбаха с почти равными слагаемыми, по проблеме Сельберга, касающейся нулей
дзета-функции Римана, лежащих на коротких промежутках критической прямой.

В заключение представлен список основных научных публикаций З. Х. Рахмонова
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Abstract

The article is devoted to the doctor of physico-mathematical Sciences, academician of the
Academy of Sciences of the Republic of Tajikistan, one of the foremost experts in the field
of number theory, Zarullo Husenovich Rakhmonov in connection with his 60–year anniversary.
Provides a brief biography, the main stages of development of his scientific career. We give
the review of results of Z. H. Rakhmonov on following problems: on the distribution of the
Goldbach’s and Hardy–Littlewood’s numbers in short arithmetical progressions, on the problem
of mean values of the Chebyshev’s function and the problem of the Riemann zeta-function zeros
belonging to short rectangular in the critical strip, to estimations short trigonometric sums over
primes and on the Goldbach’s problem with almost equals summands, on the Selberg’s problem
concerning to the Riemann’s zeta-function zeros lying on short intevals of the critical line. In
conclusion, the author presents a list of main scientific publications Z. H. Rakhmonov
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1. Краткая биография

Талантливый математик и замечательный широко образованный человек, Зарулло Хусе-
нович Рахмонов является ярким представителем таджикской школы теории чисел. Зарулло
Хусенович Рахмонов — ученики выдающихся математиков в области теории чисел, профессо-
ров А.А. Карацубы и В.Н. Чубарикова.

З.Х. Рахмонов родился 10 декабря 1958 года в Ганчинском районе Согдийской области
Таджикской ССР. В 1976 году он закончил среднюю школу и поступил в Таджикский наци-
ональный университет, в 1979 году продолжил учебу на механико-математическом факуль-
тете Московского Государственного университета им. М.В. Ломоносова, став учеником В.Н.
Чубарикова. Курсовые работы З.Х. Рахмонова были посвящены теореме Г.Ф. Вороного о чис-
ле целых точек под гиперболой (3-курс), вывод асимптотических формул среднего значения
степеней функции 𝜏𝑘(𝑛) (число представлений натурального число 𝑛 в виде произведений на-
туральных сомножителей) с помощью их производящих функций (4-курс), дипломная работа
посвящена выводу асимптотической формулы для количества чисел, являющихся суммой двух
квадратов простых чисел в интервалах малой длины.

В 1982 году после окончания университета по рекомендации Ученого совета механико-
математического факультета МГУ З.Х. Рахмонов поступил в аспирантуру отделения матема-
тики механико-математического факультета Московском Государственном университета им.
М.В. Ломоносова по специальности 01.01.06 – математическая логика, алгебра и теория чисел,
и в 1986 году под руководством А.А. Карацубы и В.Н. Чубарикова защитил кандидатскую
диссертацию на тему «Распределение значений характеров Дирихле» в Диссертационном Со-
вете Д.053.05.05 при МГУ им. М.В. Ломоносова.

Возвратившись в Таджикистан, З.Х.Рахмонов в 1986 году начал трудовую деятельность
как ассистент на кафедре алгебры и теории чисел Таджикского национального университета,
а в 1987 году был избран старшим преподавателем и в 1991 году – доцентом этой кафедры.

С января 1992 года по декабрь 1994 года З.Х.Рахмонов проходил докторантуру и 4 октября
1996 году на Диссертационном Совете Д.053.05.05 при МГУ им. М.В. Ломоносова защитил
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докторскую диссертацию на тему «Простые числа и средние значения функции Чебышева»,
по специальности 01.01.06 – математическая логика, алгебра и теория чисел.

В 1996 году Рахмонов З.Х. избран заведующим кафедрой алгебры и теории чисел Таджик-
ского Национального университета. С 1999 года до настоящего времени является директором
Института математики им. А. Джураева Академии наук Республики Таджикистан.

В 2000 году он избран членом-корреспондентом Академии наук Республики Таджикистан.
В 2012 году Рахмонову З.Х. присвоено ученое звание профессора по специальности ««Мате-
матическая логика, алгебра и теория чисел». В 2017 году Рахмонов З.Х. избран академиком
Академии наук Республики Таджикистан. В 2011 году Правительством Республики Таджи-
кистан ему была присуждена медаль «20 лет независимости Республики Таджикистан».

Женат, имеет трех детей. Жена – Саломова Мохира Бободжоновна, преподаватель ка-
федры медицинской подготовки Таджикского национального университета. Сыновья: Фируз,
Парвиз, Фирдавс, выпускники механико-математического факультета Московского Государ-
ственного университета им. М.В. Ломоносова.

Зарулло Хусенович Рахмонов является прекрасным человеком, и ему присуща отзывчи-
вость к людским проблемам. Более 20 лет З.Х. Рахмонов занимает должность директора
Института математики им. А. Джураева Академии наук Республики Таджикистан. В труд-
нейших условиях конца 90-их ему удалось сохранить научный потенциал Института и орга-
низовать подготовку молодых математиков через аспирантуру. Руководимый им Институт по
всем наукометрическим показателям занимает ведущее место среди научно-исследовательских
учреждений АН РТ. Двери его кабинета всегда открыты для любого сотрудника института,
любого, кто нуждается в его совете и помощи. В коллективе любят, уважают своего руко-
водителя и стараются ответить на доброжелательность и постоянную поддержку отличными
результатами работы.

З.Х. Рахмонов является крупным специалистом в области аналитической теории чисел.
Полученные им результаты являются выдающимися, и они обобщают многие результаты зна-
менитых учёных. Кроме того, З.Х.Рахмонов – прекрасный специалист по алгебре, математиче-
скому анализу и теории функции комплексного переменного. Он преподает студентам эти дис-
циплины, читает спецкурсы по аналитической и алгебраической теории чисел. Академик З.Х.
Рахмонов является главой таджикской научной школы по аналитической теории чисел. Он
продолжает и успешно развивает научные традиции, заложенные известными таджикскими
математиками, специалистами по теории чисел Г. Бабаевым, Д. Исмоиловым и Н. Гафуровым.
Под его руководством были подготовлены и успешно защищены 17 кандидатских диссертаций.
Отметим, что его заслуга при подготовке кадров в Республике Таджикистан очень велика. Его
ученики работают в разных ВУЗах республики. В институте математики им. А.Джураева АН
РТ функционирует Диссертационный совет по двум специальностям, З.Х. Рахмонов являет-
ся председателем этого Диссертационного Совета. З.Х. Рахмонов уделяет особое внимание
расширению научных связей с ведущими научными центрами за рубежом.

2. Научные достижения академика З.Х. Рахмонова

Работы З.Х. Рахмонова представляют собой систематическое исследование по теории пери-
одических арифметических функций, на основе тонких комбинаторных теоретико-числовых и
теоретико-функциональных методов и идей, развитых в последние годы как самим З.Х. Рах-
моновым, так и другими известными математиками.

Уже первые работы З.Х. Рахмонова явились существенным вкладом в решение проблемы
Ю.В. Линника о наименьшем гольдбаховом числе в арифметической прогрессии. В них он
искусно применил известный метод тригонометрических сумм И.М.Виноградова, что позво-
лило обобщить теорему И.М. Виноградова о нетривиальной оценке сумм значений характеров
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Дирихле по простому модулю от последовательности сдвинутых простых чисел на случай,
когда модуль характера есть произвольное натуральное число, и существенно продвинуться в
уточнении результатов известного финского математика М. Ютилы.

Профессор А.А. Карацуба охарактеризовал научные достижения академика З.Х. Рахмоно-
ва: Рахмонов З.Х. является крупным специалистом в области аналитической теории чисел.
Ему принадлежат выдающиеся результаты о распределении чисел Гольдбаха и чисел Харди-
Литтлвуда в коротких арифметических прогрессиях, в проблеме средних значений функции
Чебышева и проблеме нулей дзета-функции Римана, лежащих в коротких прямоугольниках
критической полосы, в оценках коротких тригонометрических сумм с простыми числами
и проблеме Гольдбаха с почти равными слагаемыми. В последние годы Рахмонов З.Х. полу-
чил рекордный результат в проблеме Сельберга, касающейся нулей дзета-функции Римана,
лежащих на коротких промежутках критической прямой. Рахмонов З.Х. является также
первоклассным специалистом в алгебре, анализе, топологии, теории функций комплексного
переменного.

Остановимся боле подробно на научных исследованиях академика З.Х.Рахмонова.

2.1. Суммы значений неглавных характеров по последовательности сдвину-
тых простых чисел и их приложения

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И.М. Виноградова позволил
ему решить ряд арифметических проблем с простыми числами. Одна из них касается распре-
деления значений неглавного характера на последовательностях сдвинутых простых чисел. В
1943 г. он [1, 3, 4] доказал: если 𝑞 — простое нечётное, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝜒(𝑎) – неглавный характер
по модулю 𝑞, тогда

|𝑇1(𝜒)| ≪ 𝑥1+𝜀
(︂√︂

1

𝑞
+
𝑞

𝑥
+ 𝑥−

1
6

)︂
. (1)

При 𝑥≫ 𝑞1+𝜀 эта оценка нетривиальна, и из неё следует асимптотическая формула для числа
квадратичных вычетов (невычетов) mod𝑞 вида 𝑝− 𝑙, 𝑝 6 𝑥.

Гольдбаховым числом называют число, представимое в виде суммы двух нечетных про-
стых чисел. Задача о распределении таких чисел в “коротких” арифметических прогрессиях
возникла при попытке решить бинарную проблему Гольдбаха. Первый результат условно-
го характера здесь принадлежит Ю.В.Линнику [5]. В предположении расширенной гипотезы
Римана он показал, что имеет место неравенство

𝐺(𝐷, 𝑙) ≤ 𝐷 ln6𝐷,

где 𝐺(𝐷, 𝑙) – наименьшее Гольдбахово число в арифметической прогрессии

𝐷𝑘 + 𝑙, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Этот результат был уточнен К.Прахаром [6, 7] и Ю.Вангом [8]. Они при тех же предложениях
доказали, что

𝐺(𝐷, 𝑙) ≤ 𝐷(ln𝐷)3+𝜀.

М.Ютила [9] в 1968 г. доказал безусловную теорему. Воспользовавшись оценкой (1), он пока-
зал, что если 𝐷 – нечетное простое число, то

𝐺(𝐷, 𝑙) ≪ 𝐷
11
8
+𝜀.

В дальнейшем И.М. Виноградов получил нетривиальную оценку 𝑇1(𝜒) при 𝑥 > 𝑞0,75+𝜀, где
𝑞 — простое число [10, 11, 12]. Этот результат был неожиданным. Дело в том, что 𝑇1(𝜒)
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можно записать в виде суммы по нулям соответствующей 𝐿 — функции Дирихле. Тогда, в
предположении справедливости расширенной гипотезы Римана для 𝑇1(𝜒), можно получить
нетривиальную оценку, но только при 𝑥 > 𝑞1+𝜀.

Казалось, что получилось то, чего не может быть. Ю.В. Линник [13] в 1971 г. писал по
этому поводу: «Весьма важны исследования И.М. Виноградова в области асимптотики ха-
рактеров Дирихле. Уже в 1952 г. была получена оценка суммы характеров Дирихле от сдви-
нутых простых чисел 𝑇1(𝜒), которая давала степенное понижение по сравнению с 𝑥 уже при
𝑥 > 𝑞0,75+𝜀. Эта оценка имеет принципиальное значение, так как по глубине превосходит
то, что дает непосредственное применение расширений гипотезы Римана, и, по-видимому,
в этом направлении является истиной более глубокой, чем указанная гипотеза (если гипо-
теза верна). Недавно эту оценку удалось улучшить А.А. Карацубе.»

А.А. Карацуба в 1968 году разработал метод, который позволил ему получить нетривиаль-
ную оценку коротких сумм характеров в конечных полях фиксированной степени [14, 15, 16].
В 1970 году с помощью развития этого метода в соединении с методом И.М. Виноградова он
доказал следующее утверждение [14, 17, 18]: если 𝑞 — простое, 𝜒(𝑎) – неглавный характер по
модулю 𝑞, 𝑥 > 𝑞

1
2
+𝜀, тогда

𝑇1(𝜒) ≪ 𝑥𝑞−
1

1024
𝜀2 . (2)

А.А. Карацуба применил эти оценки для нахождения асимптотических формул для количе-
ства квадратичных вычетов и невычетов вида 𝑝 + 𝑘 и количества произведений простых и
сдвинутых простых чисел вида 𝑝(𝑝′ + 𝑘) в арифметической прогрессии с растущей разностью
[19], (см. также [14, 20, 21, 22, 23, 24]).

З.Х. Рахмонов обобщил оценку (1) на случай составного модуля и доказал следующее
утверждение [25, 26, 27].

Теорема 1. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный харак-
тер по модулю 𝐷, 𝜒𝑞 – примитивный характер, порождённый характером 𝜒, 𝑞1 — произве-
дение простых чисел, делящих 𝐷, но не делящих число 𝑞, тогда

𝑇1(𝜒) 6 𝑥 ln5 𝑥

(︂√︂
1

𝑞
+
𝑞

𝑥
𝜏2(𝑞1) + 𝑥−

1
6 𝜏(𝑞1)

)︂
𝜏(𝑞).

Применяя эту оценку, он [25, 28] также доказал, что справедлива

Теорема 2. Для достаточно большого нечетного натурального числа 𝐷 имеет место
оценка

𝐺(𝐷, 𝐼) ≪ 𝐷𝑐+𝜀,

где 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число, 𝑐 — нижняя грань чисел 𝑎
таких, что для некоторой постоянной 𝐴 > 2,∑︁

𝜒𝑚𝑜𝑑𝐷

𝑁(𝛼, 𝑇, 𝜒) ≪ (𝐷𝑇 )2𝑎(1−𝛼) (ln𝐷𝑇 )𝐴 .

Из “плотностной” теоремы Хаксли[29] следует, что при 𝐴 = 14 в последней формуле 𝑐 6 6
5 .

В 2010 году Дж.Б. Фридландер, К. Гонг, И.Е. Шпарлинский для составного 𝑞 показали,
что нетривиальная оценка суммы 𝑇1(𝜒𝑞) существует, когда 𝑥 – длина суммы – по порядку
меньше 𝑞 [30]. Они доказали следующее: для примитивного характера 𝜒𝑞 и всякого 𝜀 > 0

существует 𝛿 > 0, что для всех 𝑥 > 𝑞
8
9
+𝜀 имеет место оценка

𝑇1(𝜒𝑞) ≪ 𝑥𝑞−𝛿. (3)

В 2013 г. З.Х. Рахмонов [31, 32, 33] получил более сильный результат. Он доказал следую-
щее:
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Теорема 3. Если 𝑞 – достаточно большое натуральное число, 𝜒𝑞 – примитивный ха-
рактер по модулю 𝑞, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число,
𝑥 > 𝑞

5
6
+𝜀, тогда

𝑇1(𝜒𝑞) ≪ 𝑥 exp
(︁
−
√︀

ln 𝑞
)︁
.

Как уже выше было отмечено, нетривиальные оценки суммы 𝑇1(𝜒), 𝜒 – неглавный харак-
тер по модулю 𝐷, 𝐷 – простое число, были приложены в задачах о наименьшей гольдбахо-
вых числах и о распределении произведений простых и сдвинутых простых чисел в корот-
ких арифметических прогрессиях. При решении этих задач для составного модуля 𝐷, наряду
с нетривиальными оценками суммы 𝑇1(𝜒), для примитивных характеров, нужны такие же
оценки и для производных характеров. З.Х. Рахмонов, рассматривая задачу о нетривиальной
оценке суммы 𝑇1(𝜒), 𝜒 – неглавный характер по составному модулю 𝐷, доказал в 2017 году
следующие теоремы.

Теорема 4. [34, 35]. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный
характер по модулю 𝐷, 𝜒𝑞 – примитивный характер по модулю 𝑞, порожденный характером
𝜒, 𝑞 – свободное от кубов, (𝑙,𝐷) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное
число, тогда при 𝑥 > 𝐷

1
2
+𝜀 имеем

𝑇1(𝜒) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
ln𝐷

)︁
.

Теорема 5. [36]. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный
характер по модулю 𝐷, (𝑙,𝐷) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число.
Тогда при 𝑥 > 𝐷

5
6
+𝜀, имеем

𝑇 (𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛− 𝑙) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
ln𝐷

)︁
,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀.

2.2. Средние значения функций Чебышева и их приложения

Для характера Дирихле 𝜒 по модулю 𝑞, 𝑞 > 1 обычная функция Чебышева и функции
Чебышева с линейным экспоненциальным весом определяются следующими равенствами:

𝜓(𝑦, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛), 𝜓(𝑦, 𝜒, 𝜆) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛),

где Λ(𝑛) — функция Монгольдта. Известно, что в предположении справедливости расширен-
ной гипотезы Римана, имеют место оценки

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁
𝜒mod𝑞

|𝜓(𝑥, 𝜒)| ≪ 𝑥+ 𝑥1/2𝑞L 2
𝑞 , (4)

𝑇 (𝑥;𝑄) =
∑︁
𝑞6𝑄

∑︁*

𝜒

|𝜓(𝑥, 𝜒)| ≪ 𝑄𝑥1/2L 2, (5)

где
∑︁*

𝜒
— означает, что суммирование ведется по всем примитивным характерам Дирихле

по модулю 𝑞, L𝑞 = ln𝑥𝑞, L𝑄 = ln𝑥𝑄, 𝜙(𝑞) — функция Эйлера. При решении ряда задач
теории простых достаточно, чтобы для 𝑡(𝑥; 𝑞) и 𝑇 (𝑥;𝑄) имелись оценки близкие к оценкам (4)
и (5).
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Г.Монтгомери [37], пользуясь своей плотностей теоремой, показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
7 𝑞

5
7 + 𝑥

1
2 𝑞)L 16

𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥𝑄
2
3 + 𝑥

1
2𝑄2)L 11

𝑄 .
(6)

Этот результат уточнил Р.Вон [38]. Он с помощью специального представления логарифми-
ческой производной 𝐿-функции доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥L 3
𝑞 + 𝑥

3
4 𝑞

5
8 L

23
8
𝑞 + 𝑥

1
2 𝑞L

7
2
𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥L 3
𝑄 + 𝑥

3
4𝑄

5
4 L

23
8
𝑄 + 𝑥

1
2𝑄2L

7
2
𝑄 .

(7)

В 1989 году З.Х.Рахмонов[39] показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6 𝑞

1
2 + 𝑥

1
2 𝑞)𝑥𝛿. (8)

Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [40] доказали, что

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6𝑄+ 𝑥

1
2𝑄2)L 4

𝑄, (9)

Последние две оценки сильнее (6) и слабее (7), но доказательство, в отличие от этих оценок,
проводится элементарно и опирается на метод А.А.Карацубы решения мультипликативных
тернарных задач [19].

З.Х Рахмонов [16, 42, 43, 44], пользуясь новым аналитическим вариантом метода И.М.
Виноградова — оценок тригонометрических сумм с простыми числами, методом работы Н.М.
Тимофеева [45], в которой исследуется распределение арифметических функций в коротких
интервалах в среднем по прогрессиям, доказал, что справедлива

Теорема 6. При 𝑥 > 2, 𝑞 > 1, 𝑄 > 1 имеет место оценка

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥L 3
𝑞 + 𝑥

4
5 𝑞

1
2 L

23
8
𝑞 + 𝑥

1
2 𝑞L

7
2
𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥L 3
𝑄 + 𝑥

4
5𝑄L 34

𝑄 + 𝑥
1
2𝑄2L 𝑐

𝑄,
(10)

где 𝑐 = 34, если 𝑄 ≤ 3
√
𝑥(ln𝑥)−5/6, u 𝑐 = 3, 5 в противном случае.

Заметим, что оценки в (10) точнее, чем (7) соответственно при

𝑥
2
5 ≪ 𝑞 ≪ 𝑥

2
3 , 𝑥

1
5 ≪ 𝑄≪ 𝑥

1
3 ,

а для остальных 𝑞 и 𝑄 совпадают с точностью до множителя, равного некоторой конечной
степени L𝑞 и L𝑄.

В 1937 г. И.М.Виноградов [1] своим элементарным методом оценок сумм с простыми чис-
лами доказал, что если ⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
6

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

то для линей тригонометрической суммы имеет место оценка

𝑆(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
𝑥𝜀. (11)

Впервые сумму 𝑆(𝛼, 𝑥) аналитическим методом оценил Ю.В.Линник [46]. Г.Монтгомери [37],
пользуясь своей оценкой (6), доказал что

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

5
7 𝑞

3
14 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 17
𝑞 . (12)
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Р.Вон [38], применяя свои оценки (7) для 𝑡(𝑥; 𝑞), уточнил результат Г.Монтгомери. Он доказал,
что

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

3
4 𝑞

1
8 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 4
𝑞 ,

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

3
4 𝑞

1
8 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 4
𝑞 .

(13)

Он также доказал, что если 1 6 𝜂 6 𝑥
1
3 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1,

⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝜂

𝑥𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1, то

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪ 𝑥𝜂−
1
2 L 4. (14)

Отметим, что оценки (12) и (13), полученные аналитическим методом, слабее оценки
И. М. Виноградова (11). З. Х. Рахмонов из своей оценки (10) для 𝑡(𝑥; 𝑞), доказательство ко-
торой проводится аналитическим методом, для 𝑆(𝛼, 𝑥) получил оценки И. М. Виноградова,
причем множитель 𝑥𝜀 в (10), заменяется на некоторую степень логарифма от 𝑥𝑞.

Теорема 7. Пусть
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
6 1

𝑞2
и (𝑎, 𝑞) = 1, тогда справедливы оценки

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪ 𝑥𝑞−

1
2 L 4 + 𝑥

4
5 L 35

𝑞 + 𝑥
1
2 𝑞

1
2 L 35

𝑞 ,

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 35
𝑞 .

Следующее следствие этой теоремы является уточнением оценки (14) для больших 𝜂.

Следствие 1. Пусть 1 6 𝜂 6 𝑥
2
5 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1,

⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝜂

𝑥𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1, тогда
справедлива оценка:

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪ 𝑥𝜂−
1
2 L 35.

Харди и Литтлвуд [47] сформулировали гипотезу о том, что все достаточно большие нату-
ральные числа 𝑛 разлагаются на сумму простого и степени натурального числа в виде

𝑛 = 𝑝+𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 2.

Такие числа мы назовем числами Харди-Литтлвуда. Г. Бабаев [48] опроверг эту гипотезу,
а именно, показал, что существует бесконечное число натуральных чисел, не являющихся
числом Харди-Литтлвуда. Отсюда, в частности, следует, что существуют 𝑙, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞, для
которых выполняется неравенство

𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) > 𝑞, 𝑘 ≥ 2,

где 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) — наименьшее число Харди-Литтлвуда вида 𝑝 +𝑚𝑘, лежащее в арифметической
прогрессии 𝑞𝑡+ 𝑙, 𝑡 = 0, 1, 2, . . .; 𝑞 – целое. Поэтому, естественно, можно рассматривать следу-
ющие две задачи.

1. Оценить сверху величину 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) как можно лучше.

2. Получить асимптотический закон распределения чисел Харди - Литтлвуда, лежащих в
очень коротких арифметических прогрессиях.
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З.Х. Рахмонов [39] в 1987 г., воспользовавшись оценкой (8), исследовал эти две задачи в
случае 𝑘 = 2; была получена асимптотическая формула для числа решений сравнения

𝑝+𝑚2 ≡ 𝑙 (mod 𝑞), 𝑝 6 𝑥, 𝑚 6
√
𝑥, 𝑞 — простое,

при 𝑥 > 𝑞
3
2
+𝜀, откуда, в частности, следует, что

𝐻2(𝑞, 𝑙) ≪ 𝑞
3
2
+𝜀.

Далее в 1993 г. он [16, 42], воспользовавшись своей теоремой 6 о средних значениях функции
Чебышева уточнил и обобщил его в случае 𝑘 > 2.

Теорема 8. Пусть 𝑥 > 2, 𝑞 — простое, 1 6 𝑙 < 𝑞, (𝑙, 𝑞) = 1 и L = ln𝑥, тогда справедлива
асимптотическая формула

𝐻𝑘(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝑛≤𝑥,𝑚𝑘6𝑥
𝑛+𝑚𝑘≡𝑙(mod 𝑞)

Λ(𝑛) =
1

𝜙(𝑞)

(︁
𝑥1+

1
𝑘 +𝑂

(︁
𝑥 exp(−𝑐L

1
2 ) + 𝑥𝑞

1
2 L 4 + 𝑥

4
5 𝑞L 35 + 𝑥

1
2 𝑞

3
2 L 35

)︁)︁
.

Эта формула становится нетривиальной, если 𝑞 ≪ 𝑥
2
3 L − 70

3 при 𝑘 = 2; 𝑞 ≪ 𝑥
𝑘+5
5𝑘 L −35 при

𝑘 = 3, 4, 5 и 𝑞 ≪ 𝑥
2
𝑘 L −8 при 𝑘 > 6 и для 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) — наименьшее число Харди-Литтлвуда вида

𝑝+𝑚𝑘, лежащее в арифметической прогрессии с разностью 𝑞 и начальным членом 𝑙, следует
следующая оценка сверху:

Следствие 2. Пусть 𝑞 — простое и (𝑙, 𝑞) = 1, тогда

𝐻(𝑞, 𝑙) ≪

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞

3
2 (ln 𝑞)35, при 𝑘 = 2;

𝑞
5𝑘
𝑘+5 (ln 𝑞)

175𝑘
𝑘+5 , при 𝑘 = 3, 4, 5;

𝑞𝑘/2(ln 𝑞)4𝑘, при 𝑘 ≥ 6.

2.3. Короткие тригонометрические суммы с простыми числами

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
.

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 6 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.

Виноградов И.М. [1, 2] первым начал изучать короткие тригонометрические суммы с про-
стыми числами. Для сумм вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

при 𝑘 = 1, используя свой метод оценок сумм с простыми числами, он доказал нетривиальную
оценку в малых дугах m(exp(𝑐(ln ln𝑥)2)) при 𝜏 = 𝑥

1
3 и 𝑦 > 𝑥

2
3
+𝜀, основу которой, наряду с

«решетом Виноградова», при 𝑘 = 1 составляют оценки коротких двойных тригонометрических
сумм вида

𝐽𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝑏𝑛𝑒(𝛼(𝑚𝑛)
𝑘),
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где 𝑎𝑚 и 𝑏𝑛 – произвольные вещественные функции, |𝑎𝑚| 6 𝜏 𝑐(𝑚), |𝑏𝑛| 6 𝜏 𝑐(𝑛), 𝑀 , 𝑁 ,
𝑈 > 𝑁 – натуральные, 𝑥 > 𝑥0, 𝑦 – вещественные числа, 𝑐 – абсолютная постоянная, не всё
время одна и та же.

Затем Хейзелгроув С.Б. [49], Статулявычус В. [50], Пан Ч.Д и Пан Ч.Б. [51], Tao Ж. [52] для
суммы 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦), 𝑦 > 𝑥𝜃, получив нетривиальную оценку в малых дугах и изучив ее поведение
в больших дугах, доказали асимптотическую формулу в тернарной проблеме Гольдбаха с
почти равными слагаемыми с условиями |𝑝𝑖 −𝑁/3| 6 𝐻, 𝐻 = 𝑁 𝜃, соответственно при

𝜃 =
63

64
+ 𝜀,

279

308
+ 𝜀,

2

3
+ 𝜀,

5

8
+ 𝜀.

Лю Дж. и Tao Ж. [53], изучив сумму 𝐽2(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁), получили нетривиальную оценку
суммы 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах при 𝑦 > 𝑥

11
16

+𝜀 и доказали теорему, что достаточно большое
натуральное число 𝑁 можно представить в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝23,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑗 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻,

⃒⃒⃒⃒
𝑝23 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

27
32

+𝜀

Воспользовавшись, в частности, этой оценкой, они [54, 55] решили задачу Хуа о представи-
мости достаточно большого натурального числа в виде суммы пяти квадратов почти равных
простых чисел и показали, что достаточно большое натуральное число 𝑁 , 𝑁 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑24)
можно представить в виде

𝑁 = 𝑝21 + . . .+ 𝑝25,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑗 −

√︂
𝑁

5

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

9
20

+𝜀.

В 1938 г. Хуа [56], рассматривая проблему Варинга – Гольдбаха для кубов, доказал, что
все достаточно большие нечетные натуральные числа являются суммой девяти кубов простых
чисел. Кумчев А.В. [57] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(𝑃 )
при 𝑦 > 𝑥𝜃+𝜀, 𝜃 = 1 − 1

2𝑘+3 и 𝜏 = 𝑥1+2𝜃𝑃−1. Яо Я. [58], воспользовавшись оценкой Кумчева,
доказал, что всякое достаточно большое нечетное натуральное число 𝑁 можно представить в
виде

𝑝31 + 𝑝32 + . . .+ 𝑝39 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑖 − 3

√︂
𝑁

9

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑁

1
3
− 1

51
+𝜀.

В 2016 г. З.Х. Рахмонову и Ф.З. Рахмонову [59, 60] удалось получить нетривиальную оценку
более коротких сумм 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) на малых дугах.

Теорема 9. При L 32(𝐵+20) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+20) и 𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+151, справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐵
,

где L = ln𝑥𝑞, 𝐵 — абсолютная постоянная.
Примененный в [16, 42, 43, 44] подход в сочетании с работой М. Ютилы [61] о четвёртом

моменте 𝐿 - рядов Дирихле в коротких интервалах критической прямой позволил З.Х. Рахмо-
нову также исследовать средние значения функции Чебышева с линейным экспоненциальным
весом:

𝜓(𝑢, 𝜒, 𝜆) =
∑︁
𝑛6𝑢

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛),

по всем характерам Дирихле данного модуля в коротких интервалах. Он доказал, что спра-
ведлива
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Теорема 10. Пусть 𝑥 > 𝑥0, 𝑥
1
2 6 𝑦 6 𝑥, |𝜆| ≤ 𝑥𝑦−2, 1 6 𝑞 6 𝑥𝑦−1, 𝜀 < 10−6 — любое

фиксированное положительное число,

𝑡(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) =
∑︁
𝜒mod𝑞

|𝜓(𝑥, 𝜒, 𝜆)− 𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒, 𝜆)|,

то справедлива оценка

𝑡(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) ≪ (𝑦 + 𝑥
3
10 𝑦

1
2 )L 35

𝑞 + (𝑞𝑥
1
2 + 𝑥

1
3 𝑦

1
2 |𝜆|

1
3 𝑞)𝑥𝜀.

Одним из приложений теоремы 10 является оценка коротких тригонометрических сумм с
простыми числами, то есть сумм вида:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛), 𝛼 =

𝑎

𝑞
+ 𝜆, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
, 1 6 𝑞 6 𝜏.

Следствие 3. Пусть 𝑥 > 𝑥0, 𝑥
1
2 6 𝑦 6 𝑥, |𝜆| 6 1/𝑞𝜏 6 𝑥/𝑦2, 𝜀 < 10−6 — любое фиксиро-

ванное положительное число, тогда справедлива оценка:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) 6
(︁
𝑦𝑞−

1
2 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2

)︁
L 35 +

(︁
𝑞

1
2𝑥

1
2 + 𝑥

1
3 𝑦

1
2 𝜏−

1
3 𝑞

1
6

)︁
𝑥𝜀.

Эта оценка становится нетривиальной при

(ln𝑥)70 < 𝑞 < 𝜏, 𝑦 > 𝑥
3
5
+𝜀.

В проблеме распределения дробных частей {𝛼𝑝} И.М. Виноградов [1], воспользовавшись
своим методом оценок тригонометрических сумм с простыми числами, получил намного бо-
лее точную оценку тригонометрической суммы, чем в общем случае распределения дробных
частей {𝛼𝑛𝑝𝑛 + . . .+ 𝛼1𝑝}. Он доказал, что если 𝐾 — целое, 𝐾 6 𝑁 , 𝛼–вещественное,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝑁,

тогда имеет место оценка

𝑉𝐾(𝑁) =
𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑁

𝑒(𝛼𝑘𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑁1+𝜀

(︂√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
+𝑁−0,2

)︂
.

З.Х. Рахмонов, Ф.З.Рахмонов и С.Н. Исматов [62, 13] обобщили эту оценку И.М. Виноградова
на случай коротких тригонометрических сумм.

Теорема 11. Пусть 𝐾, 𝐻, 𝑁 и 𝑞 – натуральные числа, 𝐾 6 𝐻, 𝐴 – абсолютная посто-
янная, L = ln𝑁𝑞, 𝛼–вещественное и

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 4𝐴+20 6 𝑞 6

𝐾𝐻2

𝑁
L −4𝐴−20.

Тогда при 𝐻 ≫ 𝑁
2
3 L 4𝐴+16 справедлива оценка

𝑉𝐾(𝑁,𝐻) =

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁−𝐻<𝑛6𝑁

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑘𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝐻

L 𝐴
.
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2.4. Короткие суммы Г.Вейля и аддитивные задачи с почти равными слага-
емыми

Р. Вон [64], изучая суммы Г.Вейля вида

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚6𝑥

𝑒 (𝛼𝑚𝑛) , 𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, 𝑞 6 𝜏, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
,

в больших дугах методом Ван дер Корпута доказал следующее:

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞

∫︁ 𝑥

0
𝑒 (𝜆𝑡𝑛) 𝑑𝑡+𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀 (1 + 𝑥𝑛|𝜆|)

1
2

)︁
.

При условии, что 𝛼 очень хорошо приближается рациональным числом со знаменателем 𝑞, то
есть, при выполнении условия

|𝜆| ≤ 1

2𝑛𝑞𝑥𝑛−1
,

он также доказал, что

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
𝑥 𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞

∫︁ 1

0
𝑒 (𝜆𝑡𝑛) 𝑑𝑡+𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
.

Этими оценками он воспользовался при выводе асимптотической формулы в проблеме Варин-
га для восьми кубов [65].

При выводе асимптотических формул в аддитивных задачах с почти равными слагаемыми,
к которым относится проблема Варинга, проблема Эстермана, основным моментом наряду с
круговым методом Харди–Литлвуда в форме тригонометрических сумм И. М. Виноградова,
является также поведение коротких тригонометрических сумм Г.Вейля вида

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚6𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ≤ 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
,

на больших дугах и их оценка на малых дугах. З.Х. Рахмонов вместе с учениками [66, 67, 68,
69, 70] изучил короткие тригонометрические суммы Г.Вейля вида 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) на длинных дугах
при 𝑛 = 2, 3, 4. Затем этом результат был обобщен на случай произвольного фиксированного
𝑛 [71, 72, 73].

Теорема 12. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦 и 𝜆 > 0, тогда при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} 6 1
2𝑞 имеет место

формула

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝑇 (𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀),

а при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} > 1
2𝑞 имеет место оценка

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

26𝑘6𝑛
(𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝜆−

1
𝑘𝑥1−

𝑛
𝑘 𝑞−

1
𝑛 ).

Следствие 4. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛−1)𝑥𝑛−2𝑦, |𝜆| 6 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 , тогда имеет место соотношение

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑞
𝑆(𝑎, 𝑞)𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀), 𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑡

)︁𝑛)︁
𝑑𝑡.
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Следствие 5. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦, 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 < |𝜆| 6 1

𝑞𝜏 , тогда имеет место оценка

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

26𝑘6𝑛

(︁
𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝑥1−

1
𝑘 𝑞

1
𝑘
− 1

𝑛

)︁
.

Следствия 4 и 5 являются обобщением результатов Р.Вона [64] для коротких тригономет-
рических сумм Г.Вейля вида 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦).

Эти результаты в сочетании с оценками суммы 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) на малых дугах были использова-
ны при выводе асимптотических формул в следующих аддитивных задачах с почти равными
слагаемыми:

• в проблеме Эстермана [66] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0 в виде
𝑝1 + 𝑝2 +𝑚2 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с условиями⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚2 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

4 ln2𝑁 ;

• в кубической проблеме Эстермана [68, 74] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0

в виде 𝑝1 + 𝑝2 +𝑚3 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚3 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

6 ln3𝑁 ;

• в в проблеме Эстермана четвёртой степени [75, 76] о представлении натурального числа
𝑁 > 𝑁0 в виде 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑚4 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с
условиями⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚4 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

12 (ln𝑁)
40
3 ;

• в проблеме Варинга для кубов [77] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0 в виде
девяти кубов натуральных чисел 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 9 с условиями⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

9

)︂ 1
3

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
3
− 1

30
+𝜀;

• в проблеме Варинга для четвёртых степеней [78] о представлении натурального чис-
ла 𝑁 > 𝑁0 в виде суммы семнадцати четвёртых степеней натуральных чисел 𝑥𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 17 с условиями⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

17

)︂ 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
4
− 1

108
+𝜀;

• в проблеме Варинга для пятых степеней [71, 79] о представлении натурального числа
𝑁 > 𝑁0 в виде суммы 33 пятых степеней натуральных чисел 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 33 с усло-
виями ⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

33

)︂ 1
5

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
5
− 1

340
+𝜀.

В теореме 12 и следствии 4 при 𝑛 = 2 множитель 𝑞
1
2
+𝜀 в остаточном члене можно заменить

на 𝑞√𝑞 (см. [67, 73]). Отсюда и из теоремы Гурвица о приближении иррациональных чисел
рациональными числами следует [80]:

Следствие 6. Пусть 𝛼 — иррациональное число, тогда последовательность {𝛼𝑚2} та-
ких, что 𝑥−𝑦 < 𝑚 ≤ 𝑥 при 𝑦 > ln3 𝑥, 𝑦 → ∞, является равномерно распределённой по модулю
единицей.
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2.5. Специальные тригонометрические суммы и их приложения к теории
нулей рядов Дирихле

В теории нулей рядов Дирихле работы Рахмонова З.Х. посвящены плотностным теоремам
дзета-функция Римана в узких прямоугольниках критической полосы, нули дзета-функция
Римана, дзета-фунции Харди и её производных, а также функции Дэвенпорта-Хейлбронна в
коротких промежутках критической прямой.

Пусть𝑁(𝛼, 𝑇 ) — число нулей функции Римана 𝜁(𝑠) в области𝑅𝑒𝑠 > 𝛼 ≥ 0, 5 и 0 ≤ 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 ,
а 𝑁0(𝑇 ) — число нулей нечетного порядка функции 𝜁(0, 5+𝑖𝑡), лежащих на промежутке (0, 𝑇 ).
Оценка вида

𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 ) ≪ 𝐻𝑎(1−𝛼) ln𝑐 𝑇, (15)

с положительными абсолютными постоянными 𝑎 и 𝑐 называется плотностной теоремой в узких
прямоугольниках критической полосы.

Впервые проблему распределения нулей дзета функции Римана в узких прямоугольниках
критической полосы и в коротких промежутках критической прямой исследовал А.Сельберг
[81]. Он доказал, что если 𝐻 > 𝑇 𝜃, 𝜃 > 0, 5 и ;0, 5 < 𝛼 6 1, то справедливы следующие оценки:

𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 ) = 𝑂

(︂
𝐻

𝛼− 0, 5

)︂
,

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐1𝐻 ln𝑇. (16)

В этой работе А.Сельберг высказал гипотезы, что условие 𝜃 > 0, 5 в этих оценках может
быть заменено условием 𝜃 > æ, æ < 0, 5. А.А. Карацуба [82, 83] доказал эти гипотезы при
æ = 27/82+ 𝜀. Хиз-Браун [84], с помощью своей теоремы о четвертом моменте дзета-функции
Римана на критической прямой при 𝐻 ≥ 𝑇

7
8
+𝜀 доказал (15) с 𝑎 = 2, 4 и 𝑐 = 244. В 1992 г.

Тао Ж. [85] доказал (15) с 𝑎 = 8/3 и 𝑐 = 216 при условии 𝐻 > 𝑇 1/3+𝜀. З.Х. Рахмонов [86, 87],
воспользовавшись методом экспоненциальных пар, доказал, что верна

Теорема 13. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, 𝜀 < 104 — любое
фиксированное положительное число, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀) > 0,

𝜃 = 𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, 𝐻 > 𝑇 𝜃+𝜀,

тогда (15) выполняется при 𝑎 = 2, 4, 𝑐 = 290, если 1
2 6 𝛼 6 2

3 или 5
6 6 𝛼 6 1; и соответ-

ственно, 𝑎 = 8
3 , 𝑐 = 50, если 2

3 < 𝛼 < 5
6 .

Теорема 14. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, 𝜀 < 104 — любое
фиксированное положительное число, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀) > 0,

𝜃 = 𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, 𝐻 > 𝑇 𝜃+𝜀,

тогда существует положительная постоянная 𝑐1 = 𝑐1(𝜀) такая, что выполняется (16).
Показатель 𝜃(𝜅;𝜆) также появляется в оценке остаточного члена в проблеме Гаусса о числе

целых точек в круге. Наилучшая оценка сверху для 𝜃(𝜅;𝜆) принадлежит М. Хаксли [88]. Он
доказал, что

𝜃0 = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜃(𝜅, 𝜆) = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
6

131

416
=

1

3
− 23

3 · 416
≈ 0.31490,

где 𝒫 — множество всех экспоненциальных пар.
З.Х. Рахмонов и Ш.А. Хайруллоев [89, 90] методом экспоненциальных пар длину проме-

жутка критического прямой, в которой заведомо содержится нуль нечетного порядка дзета-
функции Римана, выразили через константу Ранкина.
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Теорема 15. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, отличная от
(1/2, 1/2),

𝜃(𝜅;𝜆) =
1

2

(︂
1− 1

2− 𝜃−1
1 (𝜅;𝜆)

)︂
, 𝜃1(𝜅;𝜆) =

𝜆

0, 5− 𝜅
,

тогда промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻), при 𝑇 > 𝑇0 > 0, 𝐻 > 𝑇 𝜃(𝜅;𝜆) ln2 𝑇 содержит нуль нечетного
порядка дзета-функции Римана и для нижней грани величины 𝜃1(𝜅;𝜆) по 𝒫 — множеству
всех экспоненциальных пар (𝜅;𝜆), отличных от (1/2, 1/2), справедливо соотношение

inf
(𝜅;𝜆)∈𝒫

𝜃1(𝜅;𝜆) = 𝑅+ 1,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – постоянная Ранкина.
В 2018 г. З.Х. Рахмонов и А.С. Аминов [91] доказали теорему А.А. Карацубы для коли-

чества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в коротких промежутках критической
прямой для промежутков, имеющих более короткую длину.

Теорема 16. Пусть 𝑁0(𝑇 ) – число нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) на от-
резке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 , 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные
числа, не превосходящие 0, 001; 𝑐4, 𝑐5, 𝑐𝑔 - абсолютные положительные постоянные, превос-
ходящие 1,

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.

Тогда при 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇.

Следствие 7. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀.

3. Заключение

Отмечая выдающееся результаты З.Х. Рахмонова в аналитический теории чисел, вносящие
крупный вклад в теории чисел, следует сказать, что не менее весом его вклад в существенное
развитие научной школы в различных направлениях математики. Свое шестидесятилетие З.Х.
Рахмонов встретил в расцвете творческих и жизненных сил.

Дорогой Зарулло Хусенович, новых успехов в науке и дальнейшего развития теоретико-
числовой школы в Республики Таджикистан.
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