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Аннотация

Необратимые изменения объема материала, называемые дилатансией, возникают во
многих технологических процессах. Она проявляется в порошковых и пористых метал-
лах, грунтах и горных породах, бетонах, металлических сплавах различного химического
состава и других материалах. Кроме того, в условиях пластической деформации происхо-
дит необратимое изменение объема деформируемого материала – его пластическая дила-
тансия, которая является основным физическим механизмом повреждаемости различных
металлических систем (металлов, сталей, цветных сплавов) при их больших пластических
деформациях. В связи с этим возникает необходимость учета необратимого изменения объ-
ема материала при расчетах многих технологических процессов, например, прессования

1Работа выполнена в рамках реализации федеральной целевой программе «Исследование и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014–2020 годы» (уни-
кальный идентификатор проекта RFMEF 157717X0271).
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порошковых металлических материалов, обработки давлением и резанием пористых ме-
таллов и металлических сплавов. При составлении основных математических соотношений
для теоретического описания изменения объема используются различные математические
модели пластической дилатансии: дискретные модели, континуальные модели, в том числе
и стохастические, которые описывают поведение дилатирующих материалов, как подвер-
гающихся преимущественному уплотнению, так и разрыхлению. Для построения условий
текучести, используемых в расчете дилатирующих сред, необходимо определение мате-
риальных математических функций для конкретных процессов и материалов. В работе
рассмотрены основные условия текучести и методы их построения, которые используются
в расчетах процессов пластической обработки порошковых и слитковых металлических
материалов в различных условиях и состояниях.

Ключевые слова: Необратимое изменение объема, материала, пластическая дилатан-
сия, основные соотношения, математические модели, уплотнение, разрыхление. условия
текучести, материальные функции, методы их построения, металл, порошковый матери-
ал, металлический сплав.
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Abstract

Irreversible changes in the volume of material, called dilatancy, occur in many technological
processes. It manifests itself in powder and porous metals, soils and rocks, concretes, metal alloys
of different chemical composition and other materials. In addition, under the conditions of plastic
deformation, an irreversible change in the volume of the deformable material occurs - its plastic
dilatancy, which is the main physical mechanism of damage to various metal systems (metals,
steels, non-ferrous alloys) with their large plastic deformations. In this regard, it is necessary to
take into account the irreversible changes in the volume of the material in the calculations
of many technological processes, for example, pressing powder metal materials, pressure
treatment and cutting of porous metals and metal alloys. In compiling the basic mathematical
relationships, a theoretical description of the change in volume uses various mathematical
models of plastic dilatancy: discrete models, continual models, including stochastic models,
which describe the behavior of dilating materials, both subject to preferential compaction and
loosening. For the construction of the conditions of fluidity used in the calculation of dilating
media, it is necessary to define material mathematical functions for specific processes and
materials. The paper discusses the main conditions of fluidity and methods of their construction,
which are used in the calculations of the processes of plastic processing of powder and ingot
metallic materials in various conditions and states.

Keywords: irreversible change in the volume of a material, plastic dilatancy, basic relations,
mathematical models, compaction, loosening, yield conditions, material functions, methods of
their construction, metal, powder material, metal alloy
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1. Введение

Дилатансией называется изменение объема материала, деформируемого в условиях про-
стого сдвига. Явление пластической дилатансии впервые было обнаружено в 1885 г. О. Рей-
нольдсом и объяснено с помощью простейшей математической модели механического поведе-
ния песка в виде системы одинаковых жестких регулярно упакованных шаров. Необратимое
изменение объема материала возникает во многих технологических процессах. Она проявля-
ется в порошковых и пористых металлах, грунтах и горных породах, бетонах, металличе-
ских сплавах и других материалах и может быть упругой, вязкой и пластической. В связи
с этим возникает необходимость учета необратимого изменения объема материала при рас-
четах многих технологических процессов, например, прессования порошковых материалов,
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обработки давлением и резанием пористых металлических систем. Кроме того, в условиях
пластической деформации происходит необратимое изменение объема деформируемого мате-
риала – его пластическая дилатансия, которая является основным физическим механизмом
повреждаемости металлов при их больших пластических деформациях. Проведенные исследо-
вания пластического формоизменения материалов показали, что эксплуатационные свойства
изделий зависят не только от механических характеристик, но и от характеристик физико-
структурных свойств обрабатываемых материалов, к которым относится и повреждаемость
материала дефектами деформационного характера, связанная с пластическим разрыхлением
(или уплотнением) мезоструктуры деформируемого материала наличием объемных фракций
пор и дефектов кристаллической решётки.

На основании экспериментальных и теоретических исследований, выполненных в нашей
стране и за рубежом, разработаны методы расчета основных параметров процессов пласти-
ческого деформирования материалов с учетом пластической дилатансии. Следует отметить,
что решение этой задачи требует детального учета локальных свойств обрабатываемого ма-
териала, связанных с неоднородным распределением напряжений, скоростей, деформаций и
пластической дилатансии.

Однако дальнейшее развитие техники выдвигает все более сложные задачи, эффективное
решение которых связано с изучением основных параметров процессов пластического дефор-
мирования и формаизменения различных порошковых и слитковых металлических систем
(металлов, сталей, цветных сплавов).

2. Основные математические модели пластической дилатансии

В развитие идей О. Рейнольдса рядом авторов были предложены математические модели,
связанные с различными способами укладки жестких шаров в пространстве, использовавши-
еся не только для качественного объяснения, но и для количественного описания эффекта
дилатансии [1, 2]. Возможности такого подхода обусловлены тем, что геометрические харак-
теристики различных правильных шаровых упаковок существенно отличаются друг от дру-
га. Например, координационное число (количество соседних контактов) простой кубической
упаковки равно 6, а коэффициент компактности (отношение объема шаров ко всему объему,
включая пустоты между шарами) – 52,36 %; те же величины для ромбоэдрической упаковки
равны соответственно 12 и 74,05 %.

П. Роу [1, 2] рассмотрел схемы деформирования кубической и ромбоэдрической упаковок
шаров и получил выражения для отношений главных напряжений и скоростей деформаций
типа

𝜎1
𝜎3

= 𝜓(𝛼, 𝛽, 𝜙), 𝑓𝑟𝑎𝑐𝜀1𝜀3 = 𝜔(𝛼, 𝛽), (1)

где 𝛼 - угол, характеризующий геометрию укладки шаров; 𝛽 - угол между плоскостью сколь-
жения и одной из главных осей тензора напряжений; 𝜙 - угол кулонова трения; 𝜓 и 𝜔 -
некоторые функции соответствующих аргументов.

Экспериментально проверку дилатансионной теории деформирования П. Роу осуществили
сам автор этой теории, а также Л. Барден, А. Хайят, А. Витман, И. Ли и другие исследователи
[1]. В то же время ее адекватность изучаемым явлениям была поставлена под сомнение К.
Роско, что стимулировало дальнейшие исследования в этой области.

В 1965 г. М. Хорн распространил указанную модель на сыпучие среды с нерегулярной упа-
ковкой сферических частиц, а П. Роу в 1972 г. развил модельные представления для ансамбля
контактирующих твердых частиц неправильной формы.

А. Дрешер и Ж. Де Йоселен де Йонг [1] предприняли экспериментальное исследование ме-
тодами фотомеханики поведения гранулированного материала, моделируемого набором дис-



542 Э. С. Макаров, А. Е. Гвоздев, Г. М. Журавлев, И. В. Минаев и др.

ков различного диаметра. Результаты достаточно трудоемкой обработки эксперимента были
истолкованы в рамках гипотезы некоаксиальности тензоров напряжений и скоростей дефор-
маций, хотя, как отметил В.Н. Николаевский [1], они могут получить иную трактовку в других
теориях. Кроме того, указанное исследование ограничено двухмерной постановкой.

Представляется очевидным, что дальнейшее совершенствование дискретных математиче-
ских моделей пластической дилатансии связана с использованием многомерных функций рас-
пределения и их числовых характеристик. Однако не менее очевиден и тот факт, что трудо-
емкость сопутствующих расчетов не будет адекватной построенным моделям.

Более плодотворным, является использование континуальных моделей пластической дила-
тансии, в том числе и стохастических. Первый шаг на этом пути сделали в 1952 г. Д. Друккер
и В. Прагер [1], которые с позиции теории пластического потенциала на основе линейного
условия текучести

𝛼𝐽1 +
√︁
𝐽 ′
2 = ϒ, (2)

где 𝐽1 - сумма главный напряжений, 𝐽 ′
2 - второй инвариант девиатора напряжений, 𝛼 и ϒ-

положительные константы, получили для скорости объемной пластической деформации 𝜀 вы-
ражение

𝜀 = 3𝛼𝜆, (3)

причем из определяющих соотношений, ассоциированных с условием (2), следует, что ко-
эффициент пропорциональности 𝜆 между компонентой 𝜀𝑖𝑗 тензора скоростей деформаций и
частной производной пластического потенциала 𝑓 по соответствующей компоненте тензора
напряжений 𝜎𝑖𝑗равен интенсивности скоростей деформаций сдвига 𝐻.

Величина

Λ = 𝜀/𝐻, (4)

определяемая отношением скорости объемной деформации к интенсивности скоростей дефор-
маций сдвига, называется скоростью дилатансии [2].

В терминах среднего напряжения 𝜎 и интенсивности касательных напряжений 𝑇 , связан-
ных с инвариантами 𝐽1 и 𝐽 ′

2 соотношениями

𝐽1 = 3𝜎, 𝐽 ′
2 = 𝑇 2, (5)

условие Друккера – Прагера переписывается в виде

3𝛼𝜎 + 𝑇 = ϒ. (6)

Полагая

𝑓 = 3𝛼𝜎 + 𝑇 −ϒ, (7)

согласно концепции пластического потенциала получаем

𝜀 = 𝜆
𝜕𝑓

𝜕𝜎
= 3𝛼𝜆,𝐻 = 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑇
= 𝜆, (8)

откуда по формуле (4) находим

Λ = 3𝛼 > 0, (9)

т.е. дилатирующая среда, поведение которой подчиняется условию текучести Друккера – Пра-
гера и ассоциированному закону течения, в процессе деформирования разрыхляется.
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Однако, во многих случаях дилатирующие материалы подвергаются преимущественному
уплотнению. Таковы, например, процессы прокатки, экструзии и прессования порошковых и
пористых металлов [3-10], уплотнения грунтовых оснований сооружений и дорожных одежд
[11, 12].

Поэтому в связи с необходимостью учета уплотнения материала гипотеза о связно-сыпучей
среде, соответствующей идеальной пластичности, встретила ряд возражений, опиравшихся на
экспериментальные результаты.

Необходимые обобщения условия (2), обеспечивавшие в той или иной степени согласование
теории дилатансии с экспериментами, выполнили в 1957 г. Д. Друккер, Р. Гибсон и Д. Хенкель,
в 1959 г. – Э. Дженике и Р. Шилд, в 1969 г. – Н. Су, Дж. Вейдлер и П. Пэсли, в 1970 г.
– Ф. Димаджио и И. Сандлер, - полученные ими результаты [31] сводились в основном к
построению замкнутых поверхностей текучести в пространстве напряжений.

Наибольшее распространение в расчетах технологических процессов порошковой метал-
лургии получили квадратичное условие текучести Р. Грина [18] и его различные модифика-
ции, охватываемые выражением [19]

𝐴𝐽 ′
2 +𝐵𝐽2

1 = 𝐷ϒ2
0, (10)

где 𝐴,𝐵,𝐷 - функции относительной плотности 𝑅 (отношения плотностей пористого и ком-
пактного металлов) или, что то же, пористости Π = 1−𝑅, ϒ0 - предел текучести компактного
металла.

В условии текучести Грина [18]

𝐴 = 3, 𝐵 =
1

4

[︃
3(1−Π1/3)

(3− 2Π1/4) lnΠ

]︃2
, 𝐷 =

[︃
3(1−Π1/3)

3− 2Π1/4

]︃2
.

Приведем по данным обзора [19] некоторые выражения материальных функций 𝐴,𝐵,𝐷 с
указанием авторов соответствующих работ:

а) А. Гарсон

𝐴 = 3, 𝐵 = Π2/8, 𝐷 = 𝑅2 −Π;

б) Х. Кун и С. Доуней

𝐴 = 2 +𝑅2, 𝐵 = Π(1 +𝑅)/3, 𝐷 = 1;

в) М. Ойен, М. Шима и И. Коно

𝐴 = 3/𝑅2, 𝐵 = Π/
[︁
𝑅2)(1 + 2

√
Π𝑅)

]︁
, 𝐷 = 𝑅2;

г) И. Корапчиоглу и Т. Уз

𝐴 = 3, 𝐵 = [0, 36(1 +𝑅) + 0, 39]Π/𝑅2, 𝐷 = 1;

д) С. Дорайвелу, Х. Гегель, Дж. Гунасекера, Дж. Малас, Дж. Морган и Дж. Томас

𝐴 = 2(1 + 𝜈), 𝐵 = (1− 2𝜈)/3, 𝐷 = 2𝑅2 − 1,

где 𝜈 – коэффициент Пуассона, 𝜈 = 𝑅2/2.
В рамках закона пластического течения, ассоциированного с условием текучести (10), для

скорости дилатансии находим

Λ = 9𝐵𝜎/(𝐴𝑇 ), (11)
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откуда следует, что знаки скорости дилатансии и среднего напряжения совпадают и что Λ = 0
при 𝜎 = 0.

Достоинством всех условий типа (10) является то, что, во-первых, при Π = 0 (𝑅 = 1) они
обращаются в классическое условие Мизеса, во-вторых, учитывают упрочнение и разупрочне-
ние дилатирующего материала и, в-третьих, предусматривают изменение знака дилатансии с
изменением знака нормального октаэдрического напряжения. Недостаток этих условий заклю-
чается в том, что они предсказывают одинаковую сопротивляемость материала растяжению и
сжатию, а также нулевую скорость дилатансии в отсутствии гидростатического давления. По-
следние замечания снимаются, если ввести еще одну материальную функцию 𝑐 > 0 и записать
условие текучести в виде

𝐴𝐽 ′
2 +𝐵(𝐽1 + 3𝑐)2 = 𝐷ϒ2

0. (12)

При этом прочностные характеристики при сжатии будут выше, чем при растяжении, а
скорость дилатансии составит

Λ = 9𝐵(𝜎 + 𝑐)/(𝐴𝑇 ) (13)

и будет положительной при 𝜎 = 0, т.е. в отсутствии гидростатического давления дилатирую-
щий материал разрыхляется.

Геометрическая интерпретация условий текучести (6), (10) и (12) дана на рис. 1 – 3. Оче-
видно, что в состоянии чистого сдвига (𝜎 = 0) ввиду градиентальности вектора скорости
пластической деформации 𝑒⃗ условия текучести (2) и (12) всегда (при любой плотности) бу-
дут предсказывать разрыхление материала (положительную дилатансию), а условие (10) –
нулевую скорость дилатансии (неизменность объема).

Рис. 1: Условие текучести Друккера-Прагера

Следует также отметить, что некоторые материалы при 𝜎 = 0 проявляют отрицательную
дилатансию. Однако этот факт принципиально невозможно обнаружить на основе рассмот-
ренных условий текучести. Известно также, что для материалов геологического происхожде-
ния характерно изменение знака дилатансии [20]. В связи с этим А. Казагранде ввел понятие
критической плотности грунта 𝜌*: если начальная плотность грунта 𝜌0 равна критической,
то его объем при сдвиге не изменяется, если 𝜌0 > 𝜌*, то грунт является переуплотненным
и при сдвиге будет разрыхляться, а если 𝜌0 < 𝜌*, то грунт считается рыхлым и при сдви-
ге будет уплотняться. Очевидно, эффект Казагранде также не может быть учтен в рамках
рассмотренных условий текучести.

Надлежащая гибкость в описании дилатансионных свойств материалов обеспечивается
условием текучести
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Рис. 2: Обобщенное условие текучести Грина

Рис. 3: Условие текучести

𝑇 = 𝐴+𝐵𝜎 + 𝐶
√
𝑎− 𝜎 +𝐷

√
𝑏+ 𝜎, (14)

предложенным в работе [21].
Геометрическая интерпретация условия (14) дана на рис. 4, откуда видно, что величины

𝑎, 𝑏, ℎ,𝑚 имеют очевидный геометрический смысл. Коэффициенты 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 находятся по
формулам

𝐴 = ℎ− 𝐶
√
𝑎−𝐷

√
𝑏,

𝐵 = 𝑚+
1

2

(︂
𝐶√
𝑎
− 𝐷√

𝑏

)︂
,

𝐶 =

√
𝑎

Δ

[︁
ℎ(2

√
𝑏−

√︀
𝑎+ 𝑏) + 2𝑚𝑏(

√
𝑎+ 𝑏−

√︀
𝑏)
]︁
,

𝐷 =

√
𝑏

Δ

[︁
ℎ(2

√
𝑎−

√
𝑎+ 𝑏)− 2𝑚𝑎(

√
𝑎+ 𝑏−

√
𝑎)
]︁
,

Δ = (
√
𝑎+

√
𝑏)
[︁
𝑎+

√
𝑎𝑏+ 𝑏− (

√
𝑎+

√
𝑏)
√
𝑎+ 𝑏

]︁
.

Таким образом, из восьми материальных функций 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝑎, 𝑏, ℎ,𝑚 лишь четыре явля-
ются независимыми. Дилатансионные свойства материала характеризуются функцией 𝑚(𝜌):
дилатансия положительна при 𝑚 < 0, равна нулю при 𝑚 = 0 и отрицательна при 𝑚 > 0.
На рис. 5 показана эволюция поверхности текучести (14) при переходе от рыхлого материала
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Рис. 4: Условие текучести

(кривая 1) через критическое (в смысле Казагранде) состояние (кривая 2) к переуплотненному
материалу (кривая 3).

Рис. 5: Эволюция поверхности текучести в смысле Казагранде

Согласно квазитермодинамическому постулату Друккера [22] поверхность текучести (14)
должна быть невогнутой, что выполняется при 𝐶 > 0 и > 0. Это накладывает следующие
ограничения на величины 𝑎, 𝑏, ℎ,𝑚:

ℎ(2
√
𝑏−

√
𝑎+ 𝑏) + 2𝑚𝑏(

√
𝑎+ 𝑏−

√
𝑏) > 0,

ℎ(2
√
𝑎−

√
𝑎+ 𝑏)− 2𝑚𝑎(

√
𝑎+ 𝑏−

√
𝑎) > 0

}︂
.

В частных случаях условие текучести (14) обращается в известные критерии:
а) при 𝐴 ̸= 0, 𝐵 = 0, 𝐶 = 𝐷 = 0 приходим к условию Губера – Мизеса,
б) при 𝐴 ̸= 0, 𝐵 ̸= 0, 𝐶 = 𝐷 = 0 получаем условие Друккера – Прагера,
в) при 𝐴 ̸= 0, 𝐵 = 0, 𝐶 ̸= 0, 𝐷 = 0 приходим к условию Надаи.
В математической модели пластически сжимаемого или разрыхляемого материала, по-

строенной Д.Д. Ивлевым, используются две функции нагружения типа
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𝑓1(𝜎, 𝐽
′
2, 𝐽

′
3) = 0, Θ = 𝑓2(𝜎), (15)

где в дополнение к уже встречавшимся обозначениям 𝐽 ′
3 – третий инвариант девиатора на-

пряжений, Θ = 𝑒𝑖𝑖/3 , 𝑒𝑖𝑗 - тензор пластических деформаций.
Выражение для скорости объемной деформации постулируется в виде

𝜀 = 𝜆
𝜕𝑓1
𝜕𝜎

+
𝑑𝑓2
𝑑𝜎

𝜎̇, (16)

где одна часть 𝜀, определяемая первым слагаемым, ассоциирована с функцией нагружения
𝑓1, а другая часть – с функцией 𝑓2.

Для компонент девиатора скоростей деформаций принимается зависимость

𝜀′𝑖𝑗 = 𝜆

(︂
𝜕𝑓1
𝜕𝐽 ′

2

𝜕𝐽 ′
2

𝜕𝜎𝑖𝑗
+
𝜕𝑓1
𝜕𝐽 ′

3

𝜕𝐽 ′
3

𝜕𝜎𝑖𝑗

)︂
, (17)

где 𝜎𝑖𝑗 – соответствующие компоненты тензора напряжений.
Обозначим 𝑓12 и 𝑓13 частные производные функции 𝑓1 по второму и третьему инвариантам

девитора напряжений 𝑠𝑖𝑗 , - тогда для 𝜀′𝑖𝑗 будем иметь

𝜀′𝑖𝑗 = 𝜆(𝑓12𝑠𝑖𝑗 + 𝑓13𝑡𝑖𝑗), (18)

где использованы формулы

𝐽 ′
2 =

1

2
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗 ⇒

𝜕𝐽 ′
2

𝜕𝜎𝑖𝑗
= 𝑠𝑖𝑗 ,

𝐽 ′
3 =

1

3
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑘𝑠𝑘𝑖 ⇒

𝜕𝐽 ′
3

𝜕𝜎𝑖𝑗
= 𝑠𝑖𝑘𝑠𝑘𝑗 −

2

3
𝐽 ′
2𝛿𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗 ,

а 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.
Для интенсивности скоростей деформаций сдвига 𝐻 имеем [22]

𝐻2 = 2𝜀′𝑖𝑗𝜀
′
𝑖𝑗 . (19)

Внося в формулу (19) зависимость (18) и выполняя преобразования, находим

𝐻 = 2𝜆

√︂
𝑓212𝐽

′
2 + 3𝑓12𝑓13𝐽 ′

3 +
1

3
𝑓213𝐽

′2
2 , (20)

причем в процессе вывода этого выражения было использовано соотношение [23]

𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑘𝑠𝑘𝑚𝑠𝑚𝑖 =
1

2
(𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗)

2 = 2𝐽 ′2
2 .

C учетом формул (16) и (20) вычисляем скорость дилатансии

Λ =
𝜆𝜕𝑓1𝜕𝜎 + 𝑑𝑓2

𝑑𝜎 𝜎̇

2𝜆
√︁
𝑓212𝐽

′
2 + 3𝑓12𝑓13𝐽 ′

3 +
1
3𝑓

2
13𝐽

′2
2

. (21)

При построении математической модели дилатирующей среды по В.Н. Николаевскому [1]
вводятся два условия пластического деформирования – условие текучести Друккера – Прагера
и условие дилатансии

𝛼𝐽1 +
√︁
𝐽 ′
2 −ϒ = 0, 𝜀− Λ𝐻 = 0, (22)

где 𝛼,ϒ,Λ – материальные функции, зависящие от плотности.
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Далее с учетом кинематического ограничения разыскиваются соотношения между скоро-
стями деформаций и напряжениями, например, в виде

𝜀𝑖𝑗 = 𝜉𝑠𝑖𝑗 + 𝜂𝛿𝑖𝑗 , (23)

где 𝜉, 𝜂 – искомые функции.
Из формулы (23) следуют равенства

𝜀 = 3𝜂,𝐻 = 2𝜉
√︁
𝐽 ′
2,

откуда с помощью второй из формул (22) находим

𝜂 =
2

3
𝜉Λ
√︁
𝐽 ′
2. (24)

Подставляя выражение (24) в формулу (23), получаем определяющее соотношение в виде

𝜀𝑖𝑗 = 𝜉(𝑠𝑖𝑗 +
2

3
Λ
√︁
𝐽 ′
2𝛿𝑖𝑗). (25)

Для практических приложений более удобна следующая форма записи соотношения (25):

𝜀𝑖𝑗 = 𝐻

(︂
𝑠𝑖𝑗
2𝑇

+
1

3
Λ𝛿𝑖𝑗

)︂
. (26)

В математической модели гранулированных сред, предложенной З. Мрузом и Ч. Шиман-
ским [24], принимается, что пластический потенциал есть сингулярная вершина, полученная
в пространстве напряжений пересечением трех поверхностей 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, так что закон пласти-
ческого течения имеет вид

𝜀𝑖𝑗 = 𝜆𝜕𝑔1/𝜕𝜎𝑖𝑗 + 𝜆2𝜕𝑔2/𝜕𝜎𝑖𝑗 + 𝜆3𝜕𝑔3/𝜕𝜎𝑖𝑗 , (27)

где 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 – положительные функции, определяемые из дополнительных физических сооб-
ражений.

При этом учитывается также возможность, указанная еще в 1938 г. Е. Меланом, состоящая
в том, что функции 𝑔𝑖 необязательно должны выражать какое-либо условие пластичности.
З. Мруз и Ч. Шиманский показали, что предложенная ими модель дилатирующей среды
включает в качестве частных случаев многие другие модели.

Рассмотренные возможности математического описания явления дилатансии относились к
изотропным средам. Те же подходы можно использовать и для построения соответствующих
моделей, например, ортотропных дилатирующих сред [25], а также сред, деформируемых в
условиях дополнительных физико-химических воздействий: в электро- и магнитостатических
полях [26-30], при коррозии [31, 32], при повышенных температурах [33] и в других случаях.

На основе проведенного краткого обзора различных подходов к математическому модели-
рованию явления дилатансии можно заключить, что возможности совершенствования извест-
ных и создания новых моделей этого явления еще далеко не исчерпаны. Кроме того, повысить
точность получаемых результатов можно за счет более правильного определения материаль-
ных функций, входящих в условиях текучести дилатирующих сред.

3. Определение материальных математических функций в усло-
виях текучести дилатирующих сред.

Общее условие текучести изотропной дилатирующей среды формулируем в виде
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𝑓 ≡ 𝑇 − 𝑘(𝜎, 𝜌) = 0, (28)

где 𝜎 – среднее напряжение, 𝑇 - интенсивность касательных напряжений, 𝜌 - плотность, 𝑘 -
некоторая функция 𝜎 и 𝜌.

В рамках теории пластического потенциала поверхность нагружения (28) в координатах
𝜎, 𝑇 должна быть невогнутой, - тогда будут справедливы постулат Друккера и соответствую-
щие экстремальные теоремы.

В качестве конкретных форм представления (28) могут быть приняты (рис. 6):
а) прямая

𝑇 + 𝑎𝜎 − 𝑏 = 0, 𝑘 = 𝑏− 𝑎𝜎; (29)

б) парабола

𝑇 2 + 𝑎𝜎 − 𝑏2 = 0, 𝑘 =
√︀
𝑏2 − 𝑎𝜎; (30)

в) кривая Ламе (︂
𝜎 + 𝑐

𝑎

)︂𝑟
+

(︂
𝑇

𝑏

)︂𝑟
= 1, 𝑘 = 𝑏 𝑟

√︃
1−

(︂
𝜎 + 𝑐

𝑎

)︂𝑟
, (31)

где 𝑟 = 𝑝/𝑞 > 1, 𝑝 и 𝑞 соответственно четное и нечетное числа (при 𝑝 = 2, 𝑞 = 1 ⇒ 𝑟 = 2
кривая Ламе обращается в эллипс);

г) овал Кассини

[︀
(𝜎 + 𝑐)2 + 𝑇 2

]︀2 − 2𝑎2
[︀
(𝜎 + 𝑐)2 − 𝑇 2

]︀
= 𝑏4,

𝑘 =

√︁√︀
𝑎4 + 𝑏4 + 4𝑎2(𝜎 + 𝑐)2 − 𝑎2 − (𝜎 + 𝑐)2, (32)

где 𝑏/𝑎 > 4
√
2;

д) гипотрохоида

𝜎 = 𝑐− 𝑎 cos𝜙− 𝑏 cos 2𝜙,
𝑌 = 𝑎 sin𝜙− 𝑏 sin 2𝜙

}︂
(33)

где 𝑎 > 4𝑏, 0 6 𝜙 6 𝜋,
𝑘 = (𝑎− 2𝑏𝜅)

√︀
1− 𝜅2,

𝜅 =
1

4𝑏

[︁√︀
𝑎2 + 8𝑏(𝑏+ 𝑐− 𝜎)− 𝑎

]︁
,

а также другие кривые, в том числе кривая, описываемая уравнением (14) и изображенная
на рис. 4.

Очевидно, при условии текучести (14)

𝑘 = 𝐴+𝐵𝜎 + 𝐶
√
𝑎− 𝜎 +𝐷

√
𝑏+ 𝜎. (34)

В выражениях (29)-(34) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜅,𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 – материальные функции 𝜌, определяемые с
помощью некоторой системы экспериментов.

Пусть напряжения текучести в экспериментах по одноосному растяжению, одноосному
сжатию и кручению круглых образцов соответственно будут 𝑅𝑝, 𝑅𝑐, 𝑅𝑘. Тогда по известным
формулам [22]

3𝜎 = 𝜎𝑘𝑘, 2𝑇
2 = 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗
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Рис. 6: Условие текучести дилатирующих сред

получим для состояния текучести
а) при одноосном растяжении

𝜎 =
1

3
𝑅𝑝, 𝑇 =

1√
3
𝑅𝑝; (35)

б) при одноосном сжатии

𝜎 = −1

3
𝑅𝑐, 𝑇 =

1√
3
𝑅𝑐; (36)

в) при кручении

𝜎 = 0, 𝑇 = 𝑅𝑘. (37)

Для определения материальных функций 𝑎 и 𝑏, содержащихся в условиях текучести (31)
и (32), достаточно воспользоваться результатами простейших экспериментов двоякого вида с
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образцами различной плотности. В итоге будем иметь
а) для условия текучести (29)

𝑎 =

√
3(𝑅𝑐 −𝑅𝑝)

𝑅𝑐 +𝑅𝑝
, 𝑏 =

2𝑅𝑝𝑅𝑐√
3(𝑅𝑐 +𝑅𝑝)

, (38)

если комбинируются формулы (35) и (36),

𝑎 =

√
3(
√
3𝑅𝑘 −𝑅𝑝)

𝑅𝑝
, 𝑏 = 𝑅𝑘, (39)

если привлекаются формулы (35) и (37), и

𝑎 =

√
3(𝑅𝑐 −

√
3𝑅𝑘)

𝑅𝑐
, 𝑏 = 𝑅𝑘, (40)

если расчеты выполняются с учетом формул (36) и (37);
б) для условия текучести (30)

𝑎 = 𝑅𝑐 −𝑅𝑝, 𝑏 =
1√
3

√︀
𝑅𝑐𝑅𝑝, (41)

𝑎 =
3𝑅2

𝑘 −𝑅2
𝑝

𝑅𝑝
, 𝑏 = 𝑅𝑘, (42)

𝑎 =
𝑅2
𝑐 −𝑅2

𝑘

𝑅𝑐
, 𝑏 = 𝑅𝑘, (43)

если комбинируются, соответственно, выражения (35) и (36), (35) и (37), (36) и (37).
При условии текучести (31) для определения величин 𝑎, 𝑏, 𝑐 составляем, используя форму-

лы (35)-(37), три уравнения: (︂
3𝑐+𝑅𝑝

3𝑎

)︂𝑟
+

(︂
𝑅𝑝√
3𝑏

)︂𝑟
= 1,

(︂
3𝑐+𝑅𝑐

3𝑎

)︂𝑟
+

(︂
𝑅𝑐√
3𝑏

)︂𝑟
= 1,

(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝑟
+

(︂
𝑅𝑘
𝑏

)︂𝑟
= 1.

Исключая из этой системы 𝑎 и 𝑏, приходим к уравнению относительно 𝑐:

(3𝑐+𝑅𝑝)
𝑟
[︁
𝑅𝑟𝑐 − (

√
3𝑅𝑘)

𝑟
]︁
+ (3𝑐−𝑅𝑐)

𝑟
[︁
(
√
3𝑅𝑘)

𝑟 −𝑅𝑟𝑝

]︁
= (3𝑐)𝑟(𝑅𝑟𝑐 −𝑅𝑟𝑝). (44)

После нахождения 𝑐 из уравнения (44) вычисляем 𝑎 и 𝑏 по формулам

𝑎𝑟 =
(3𝑐+𝑅𝑝)

𝑟𝑅𝑟𝑐 − (3𝑐−𝑅𝑐)
𝑟𝑅𝑟𝑝

3𝑟(𝑅𝑟𝑐 −𝑅𝑟𝑝)
, (45)

𝑏𝑟 =
(3𝑐+𝑅𝑝)

𝑟𝑅𝑟𝑐 − (3𝑐−𝑅𝑐)
𝑟𝑅𝑟𝑝√

3𝑟 [(3𝑐+𝑅𝑝)𝑟 − (3𝑐−𝑅𝑐)𝑟]
. (46)

В частности, при 𝑟 = 2 имеем:
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𝑐 =
𝑅2
𝑘(𝑅𝑐 −𝑅𝑝)

2(3𝑅2
𝑘 −𝑅𝑝𝑅𝑐)

,

𝑎 =

√︃
𝑐2 +

2𝑐𝑅𝑝𝑅𝑐
3(𝑅𝑐 −𝑅𝑝)

,

𝑏 =
𝑎𝑅𝑘√
𝑎2 − 𝑐2

. (47)

На основе этих результатов можно предсказать для дилатирующего материала той же
плотности напряжения текучести при трехосном растяжении 𝑅3𝑝, трехосном сжатии 𝑅3𝑐, двух-
осном растяжении одинаковыми напряжениями 𝑅2𝑝 и в других случаях.

Из условия (31) при 𝑟 = 2, 𝑇 = 0 получаем

𝑅3𝑝 = 𝑎− 𝑐,𝑅3𝑐 = 𝑎+ 𝑐. (48)

Из того же условия при

𝑟 = 2, 𝜎 =
2

3
𝑅2𝑝, 𝑇 =

1√
3
𝑅2𝑝

,
следует

𝑅2𝑐 =
3𝑎𝑏

√
3𝑎2 + 4𝑏2 − 3𝑐2 + 6𝑏2𝑐

3𝑎2 + 4𝑏2
.

При радиальном сжатии круглого диска напряжениями 𝑅2𝑐 имеем

𝜎 =
2

3
𝑅2𝑐, 𝑇 =

1√
3
𝑅2𝑐

,
что позволяет из условия (31) при 𝑟 = 2 найти

𝑅2𝑐 =
3𝑎𝑏

√
3𝑎2 + 4𝑏2 − 3𝑐2 + 6𝑏2𝑐

3𝑎2 + 4𝑏2
. (49)

При гидравлическом испытании трубчатого образца на радиальный разрыв имеем

𝜎𝑟 ≈ 0, 𝜎𝑧 =
1

2
𝜎𝜙 = 𝜎 = 𝑇 =

1

4
𝛼𝑞

,
где 𝑞 – давление, вызывающее состояние пластичности; 𝛼 - отношение диаметра трубы к ее
толщине.

Из условия (31) при 𝑟 = 2 далее находим

𝑞 =
4𝑏(𝑎

√
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 𝑏𝑐)

𝛼(𝑎2 + 𝑏2)
. (50)

По этой формуле предсказывается величина давления, вызывающего пластическое состо-
яние в трубе при ее гидравлическом испытании.

Отметим, что для определения материальных функций 𝑎, 𝑏, 𝑐, входящих в условие пластич-
ности (31), можно воспользоваться результатами экспериментов любых трех видов. Система
экспериментов, включающая одноосное растяжение, одноосное сжатие и кручение, была рас-
смотрена выше. Возможны и другие системы, например,
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а) одноосное растяжение, кручение, радиальное сжатие круглого диска;
б) трехосное сжатие, кручение, гидравлическое испытание трубчатого образца;
в) кручение, гидравлическое испытание трубчатого образца, радиальное сжатие круглого

диска.
В случае использования системы б) экспериментально находим 𝑅3𝑐, 𝑅𝑘, и 𝑞. Далее при

𝑟 = 2 получаем

𝑐 = 𝑅3𝑐 − 𝑎, 𝑏 =
𝑎𝑅𝑘√︀

𝑅3𝑐(2𝑎−𝑅3𝑐)
,

что после подстановки в формулу для q приводит к уравнению относительно 𝑎:

𝛼𝑞
[︀
𝑅2
𝑘 + 3𝑅𝑐(2𝑎−𝑅𝑘)

]︀
+ 4𝑅2

𝑘(𝑅3𝑐−𝑎) = 4𝑅𝑘

√︁
𝑅2

3𝑐(2𝑎−𝑅3𝑐)2 + 𝑎2𝑅2
𝑘.

Линеаризуем правую часть полученного уравнения с помощью формулы Понселе [34]√︀
𝑥2 + 𝑦2 ≈ 𝐾1|𝑥|+𝐾2|𝑦|,

где 𝐾1 и 𝐾2 — коэффициенты аппроксимации.
При любых 𝑥 и 𝑦 — 𝐾1 = 𝐾2 = 082840 с погрешностью аппроксимации 17,16%. Если

известно, что |𝑥| > |𝑦|, то 𝐾1 = 0, 96046, 𝐾2 = 0, 39783 с погрешностью аппроксимации 3,95%.
При |𝑥| > 2|𝑦| — 𝐾1 = 0, 98592, 𝐾2 = 0, 23270 с погрешностью 1,41 % и т.д.

Итак, применение формулы Понселе дает√︁
𝑅2

3𝑐(2𝑎− 𝑟3𝑐)2 + 𝑎2𝑅2
𝑘 ≈ 𝐾1𝑅3𝑐(2𝑎−𝑅3𝑐) +𝐾2𝑎𝑅𝑘.

Далее получаем

𝛼𝑞
[︀
𝑅2
𝑘 +𝑅3𝑐(2𝑎−𝑅3𝑐)

]︀
+ 4𝑅2

𝑘(𝑅3𝑐 − 𝑎) = 4𝑅𝑟 [𝐾1𝑅3𝑐(2𝑎−𝑅3𝑐 +𝐾2𝑎𝑅𝑘)] ,

откуда находим

𝑎 =
4𝑅𝑘𝑅3𝑐(𝐾1𝑅3𝑐 +𝑅𝑘)− 𝛼𝑞(𝑅2

3𝑐 −𝑅2
𝑘)

2
[︀
4𝐾1𝑅𝑘𝑅3𝑐 + 2(1 +𝐾2)𝑅2

𝑘 − 𝛼𝑞𝑅3𝑐

]︀ (51)

после чего по вышеприведенным формулам рассчитываем 𝑏 и 𝑐.
На рис. 7 дана геометрическая интерпретация всех рассмотренных понятий. При постро-

ении эллипса (рис. 7а) приняты следующие числовые данные

𝑅𝑝 = 200МПа, 𝑅𝑘 = 250МПа, 𝑅𝑐 = 600МПа,

согласующиеся с экспериментальными результатами для некоторых пористых материалов [35-
36].

По формулам (49) получаем

𝑎 = 267МПа, 𝑏 = 346МПа, 𝑐 = 185МПа.

Формулы (50) дают

𝑅3𝑝 = 82МПа, 𝑅3𝑐 = 452МПа.

Из формулы (51) следует

𝑅2𝑐 = 499МПа.
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Находим

𝛼𝑞 = 302МПа.

Рис. 7: Геометрическая интерпретация схем напряженных состояний на эллипсе текучести

Выполним проверочные расчеты по формуле (47).
Предварительно находим

𝑅3𝑐(2𝑎−𝑅3𝐶) = 37064, 𝑎𝑅𝑘 = 66750 > 37064.

Поэтому принимаем

𝐾1 = 0, 39783, 𝐾2 = 0, 96046
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и по формуле (47) получаем

𝑎 = 263МПа,

что хорошо согласуется с вышеуказанным значением 𝑎.
Схемы напряженных состояний, используемых при постановке экспериментов и соответ-

ствующих точкам 1. . . 7 на эллипсе текучести, изображены на рис. 7б.
Поскольку величины 𝑎, 𝑏, 𝑐 являются функциями 𝜌, то их можно представить, например,

полиномами (𝑛− 1)–ой степени по 𝜌. Для определения коэффициентов этих полиномов доста-
точно осуществить с образцами различной плотности 𝑛 серий испытаний, каждая из которых
состоит из трех рассмотренных выше простейших экспериментов.

Аналогично рассматриваются и другие условия текучести дилатирующих сред, а также
другие системы экспериментов.

В частности, для определения четырех независимых материальных функций, входящих в
условие текучести (14), можно использовать результаты экспериментов по одноосному рас-
тяжению и одноосному сжатию образцов, радиальному сжатию круглого диска и кручению
круглого стержня. Тогда получим систему четырех уравнений

𝑅𝑝 =
√
3𝐴+

1√
3
𝐵𝑅𝑝 + 𝐶

√︀
3𝑎−𝑅𝑝 +𝐷

√︀
3𝑏+𝑅𝑝,

𝑅𝑐 =
√
3𝐴+

1√
3
𝐵𝑅𝑐 + 𝐶

√︀
3𝑎+𝑅𝑐 +𝐷

√︀
3𝑏−𝑅𝑐,

𝑅2𝑐 =
√
3𝐴+

2√
3
𝐵𝑅2𝑐 + 𝐶

√︀
3𝑎+ 2𝑅𝑐 +𝐷

√︀
3𝑏− 2𝑅2𝑐,

𝑅𝑘 = ℎ,

где 𝑅𝑝, 𝑅𝑐, 𝑅2𝑐, 𝑅𝑘 – напряжения текучести в вышеперечисленных опытах.

4. Заключение

При разработке технологических процессов различных материалов современное развитие
техники выдвигает все более сложные задачи, эффективное решение которых связано с изу-
чением необратимого изменения объема материала. При составлении основных математиче-
ских соотношений для теоретического описания изменения объема используются различные
математические модели, которые используются в дальнейшем для анализа целого ряда про-
цессов, связанных как с разрыхлением, так и с уплотнением материала. Правильный выбор
моделей пластической дилатансии, и определение материальных функций, входящих в усло-
вие пластичности с использованием результатов экспериментов различных видов, позволяет
повысить точность прогнозирования получаемых результатов для создания ресурсосберегаю-
щих процессов обработки порошковых и слитковых металлических систем (чистых металлов,
сталей, цветных сплавов и других композиционных металлических и наноструктурных мате-
риалов) [37-52].
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